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O SPOSOBACH PRZEDSTAWIANIA ZBIORU ROZWIĄZAŃ NIEZDOMINOWANYCH

Stroszczenie. W pracy omówione to sposoby zapisu zbioru rozwią
zań niezdominowanych, które ułatwiają analizę kompromisu w zadaniach 
optymalizacji wektorowej. Zaprezentowano i zilustrowano przykładami 
graficzne przedstawienia tego zbioru dla dwóch i trzech kryteriów 
jakości. Wskazano na możliwości badania kompromisu także w zadaniach 
o większej liczbie kryteriów.

1. Wstęp

Znane obecnie metody rozwiązywania zadań polioptymalizacji pozwalają w 
wielu zadaniach na wyznaczanie zbioru rozwiązań niezdominowanych (Pareto- 
optymalnych). Użyteczność tego zbioru zależy głównie od umiejętności de
cydenta wykorzystania go do wyboru rozwiązania kompromisowego. Przy du
żej liczbie rozwiązań niezdominowanych wybór ten może stanowić poważny pro
blem. Z tego powodu często rezygnuje się z poszukiwania zbioru rozwiązań 
niezdominowanych i sprowadza się zadanie polioptymalizacji, na podstawie 
znanych a priori informacji o preferencjach decydenta, do zadania jadno- 
kryterialnago lub też stosuje się metody dialogowe [l] , [5] , [li] .

W niniejszej pracy omówiono pewno sposoby przedstawiania zbioru roz
wiązań niezdominowanych, które mogą być przydatne do poszukiwania dodatko
wych informacji o badanym kompromisie. Ograniczono się do zadań, w któ
rych kryteria jakości są ciągłymi funkcjami zmiennych decyzyjnych.

2. Niektóre własności zbioru rozwiązań niezdominowanych

Zbiór rozwiązań niezdominowanych posiada pewne własności, które można
wykorzystywać do jego wyznaczania i przedstawiania [7] , [9] .

W pracy przyjęto oznaczenia: x - [X1 »*»»»XN1 “ wektor zmiennych decy
zyjnych, kŁ = ki(x), i * 1.....I - kryteria jakości.



52 3. Misiakiowicz

W ł a s n o ś ć  1

Ola I ciągłych kryteriów jakości zbiór rozwiązań niezdominowanych jest 
tworom geometrycznym o wymiarowości 1-1 lub mniejszej (przy degeneracji) 
w przestrzeni I wymiarowej.

W ł a s n o ś ć  2

Rozwiązania odpowiadające optimum poszczególnych kryteriów jakości k.̂ , 
i « 1.....I, należą do zbioru rozwiązań niezdominowanych.

W ł a s n o ś ć  3

Oeżeli x Je»t rozwiązaniem ni9zdominowanym dla kryteriów k ^ ż ),..., 
kjtz./» to jest także rozwiązaniem niezdominowanym dla kryteriów k^iż),...

kj(x) 'k j+i(x).

3. Sposoby graficznego przedstawiania kompromisu

Hiperpowierzchnią rozwiązań niezdominowanych w przestrzeni celu dla 
ciągłych kryteriów Jakości nożna przedstawić w postaci równania:

Fd^.k,, kj) - O. (1)

Równanie to moZna rozwiązać dla każdego kryterium :

“i “ V ki  ki_i,ki+i” **,ki^*

W większości zadań uzyskanie explicite zależności (l) lub (2) jest nie
możliwa i dlatego wyznacza się. zwykle metodami programowania wielokryte- »
rialnego, skończoną liczbę punktów (rozwiązań niezdominowanych) należą
cych do hiperpowierzchni kompromisu.

3.1. Kompromis dwukryterialny

Graficzne przedstawienie zbioru rozwiązań niezdominowanych nie sprawia 
trudności i jest od dawna wykorzystywane do celów popularyzatorskich. Jak 
i do rozwiązywania zadań praktycznych [3j , [4] , [8] , [9] . [lO] , [12] .

Kompromis dwukryterialny przedstawia się i analizuje się zazwyczaj w 
przestrzeni celu (rys. 4). Gdy kryteria są funkcjami tylko dwóch zmien
nych decyzyjnych (lub da się je sprowadzić do takiej postaci), zbiór roz
wiązań niezdominowanych można wyznaczyć w przestrzeni decyzyjnej stosując 
metodę graficzną opisaną w pracach [3] , [s] , [12] .
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PRZYKŁAD 1

Należy znaleźć optymalne konstrukcje sprężyny taśmowej zginanej (rys.l), 
pracujęcej w układzie pomiarowym siłowym.

Ol

Rys. 1. Sprężyna taśmowa zginana utwierdzona na jednym końcu 

Przyjęto dwa kryteria jakości:

1) maksymalizacja energii sygnału wejściowego (by błęd tarcia układu 

był jak najmniejszy)

k 1 = Ex - |  P w — . m a x ! ,

gdzie :

P - siła (sygnał wejściowy), 
w - strzałka ugięcia końca sprężyny,

2) minimalizacja błędu histerezy

k2 = 5 =  f(G.M) — —  min! ,

gdzie:

<3 - naprężenie w skrajnych włóknach w przekroju utwierdzenia,
M - materiał, z którego wykonana jest sprężyna.

Zmienne decyzyjno

1, s, g. M - gdzie: 1, s, g - wymiary sprężyny jak na rys. 1.

Zmienne M i g sę dyskretne: dla bręzu przyjmujemy M ■ 1, dla stali 
M » 2, dla mosiędzu M = 3j g - grubości wg katalogu blach (zależno od ma

teriału).

Ograniczenia

1 <  1 «£ 1 , g , < g < 9  . 3 < s  i -  > 3 (stateczność przemiń max min ^  M ^  Mmax’ max g

kroju poprzecznego), <5 <  6 max = kg » kg (M).



54 .1. Mlsiakiewlcz

Więzy

w » E ■ E(M) j
3EI Esg

S < i 6 P 1 . 
2'sg

Rys. 2 0 Przebieg funkcji
£  » fig1,») «9 wykresu na rys. 2.

Rozwiązanie

O a f(S’»M) = a(M)ó

esu na rys. 2.
Oana jest maksymalna sile P.

Ponieważ zmienna M przyjmuje tylko trzy wartości (trzy materiały), 
zadanie rozwiązano dla każdej wartości M osobno. Na użytek niniejszej 
pracy przyjęto ponadto upraszczające założenie, że zmienna g jest ciągła. 

Po uwzględnieniu więzów kryteria mają następującą postać:

2P213
kl - 7 3  esg

max 1 ; 6aPl

sg
min !

Przebieg kompromisu nożna wyznaczyć 
analitycznie. Zbiór rozwiązań niezdomi- 
nowanych (dla danego materiału) leży na 
krzywej (rys. 3), której poszczególne 
części można opisać równaniami:

a ) k. = a  k3 {

k3 / 2 - 
2 ’

u k
2 ’

Rys. 3. Krzywa kompromisu dla 
ustalonego materiału (M » )

gdzie: A,Q,C - parametry będące funk
cją or.raniczen. Położenie zoioru na tej 
krzywej zależy od liczuowych wartości 
ograniczeń ;okroślają ono wartość k.

Na rys. 3 zaznaczono wartości zmiennych decyzyjnych 1, s, g, 
dające kompromisowi.

Po przyjęciu konkretnych wartości ooraniczen wykonano obliczenia. Na 
rys. 4 przedstawiono na wspólnym wykresie przebieg kompromisu ćla ażćcąo
z trzech rozoatrywanych materiałów. Kryteria jakości, s f ormu icn ane w za

imax 
odpowia-
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daniu, najlepiej sp6łnia sprężyna z brązu. Stosując stal można w pewnym 
zakresie zwiększyć wartość energii kosztem jednak dużogo wzrostu błędu hi- 
sterozy.

Rys. 4. Przykład 1. Graficzne przedstawianie kompromisu dwukryterialnegos 
N - 1 - brąz BK 31, M - 2 - stal 50 USA, M =* 3 - mosiądz MZN 12

3.2. Kompromis trólkryterlalny

Dla trzech kryteriów Jakości każde rozwiązanie R jest opisane w prze
strzeni celu wektorem R = [k^,!<,,,kj] . W przypadku niezdegenerowanym zbiór 
rozwiązań niezdominowanych jast reprezentowany przez pewną powierzchnię w 
przestrzeni trójwymiarowej. Graficzna przedstawienie zbioru na płaszczyź
nie Jest więc trudniejsze. W pracy M  pokazano możliwości wykorzystania 
metody graficznego wyznaczania kompromisu w przestrzeni decyzyjnej (punkt 
3.1) także dla trzech kryteriów Jakości.

Rzut aksonometryczny powierzchni kompromisu

Do przedstawiania zbioru rozwiązań niezdominowanych można posłużyć się 
rzutem akąonometrycznym powierzchni kompromisu (rys. 5a).

Rzut aksonometryczny umożliwia uzyskanie informacji jakościowej, a po 
wprowadzeniu modyfikacji, np. podaniu współrzędnych wyróżnionych punktów 
powierzchni, takża pewnej informacji ilościowej o badanym kompromisie.

Ponieważ zwykle nie potrafimy określić analitycznie powierzchni kompro
misu (równanie (f) lub (2)). aproksymuje się ją na podstawie wyznaczonych 
rozwiązań niezdominowanych, co jest niekiedy dość trudne, np. gdy rozwią
zania te nie rozkładają się na niej równomiernie.
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Zastosowanie urządzeń graficznych, np, monitora ekranowego, sprzężo
nych z EMC pozwala na rozszerzenie możliwości analizy kompromisu, np.moż- 
na obracać rzut, wykonywać przekroje powierzchni.

b)

k-, - * m a x  !

Rys. 5. Kompromis trójkryterialny
a' rzut aksonometryczny powierzchni kompromisu; b) rzut ną płaszczyzny

par kryteriów

Rzutowanie prostokątne na płaszczyzny par kryteriów

Obraz zbioru rozwiązań niozdooinowanych w przestrzeni celu można rzuto
wać na płaszczyzny odpowiadające poszczególnym parom kryteriów. Na rys.5b 
przedstawiono rzuty na płaszczyzny par kryteriów powierzchni kompromisu z 
rys. 5a.

pracy {V] zaproponowano, by informację 
zawartą na płaszczyźnie par kryteriów powięk
szyć przypisując rzutom punktów powierzchni 
kompromisu wartość trzeciego "niewidocznego" 
kryterium, np. rozwiązanie R = [3,4,5j opi
sujemy jak na rys. 6,

Postępując w ten sposób na dowolnej z rzut
ni umieszczamy wszystkie wygenerowane rozwią
zania niezdominowańe, uzyskując pełną informa

cję o ich osiągach."
Dla celów analizy kompromisu wygodnie jest 

narysować rzuty na wszystkie trzy płaszczyzny 

k2_1<3' k3“kl* Czynność ta może być 
zautomatyzowana. Na każdym z wykresów możemy wyznaczyć kompromis dwukry- 
torialny (zgodnie z własnością 3 podaną w punkcie 2) i badać np. dla do
wolnej pary rozwiązań ich odległość od poszczególnych kompromisów dwukry- 
tarialnych.

 + 5

I

i k.

Rys. 6 
wiązania

1 4

Rzut obrazu roz-
'*2 ‘

na płaszczyznę k„
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7. Przykład 2. Kompromis trólkryterialny: rzutowanie na płaszczyzny
par kryteriów



58 J. Hislakiewlcz

Nakładanie się opisów rozwiązań ns rzutach można wyeliminować przez od
powiedni dobór skali rysunków.

PRZYKŁAD 2

Do zadania sformułowanego w przykładzie 1 wprowadzono trzecie kryterium 
- zażądano, by sprężyna zajmowała jak najmniej miejsca:

4P1^k, = G = 1 w =  r? -»-min! .
Esg

Zauważmy, że kryteria k£ i k^ są niesprzeczne i osiągają minimum dla
rozwiązania (1 . , s , o J.

' m i n  max "max
Zbiór rozwiązań niezdominowanych dla trzech kryteriów (k.̂  — —  maxi, 

k^ — »- mini, k3 — s- m i n !) wyznaczono za pomoc? metody zmiennych ograniczeń. 
Podobnie jak w przykładzie 1 założono, że zmienna g jest cięgła i usta
lono wartość zmiennej M (matoriał). Obliczenia przeprowadzono dla sprę
żyny wykonanej z brązu. Na rys. 7 przedstawiono wygenerowane rozwiązania 

niezdominowane na płaszczyznach par kryteriów k.-k2 , k2"k3 > k3-l<i (linię 
grub? zaznaczono odpowiednie kompromisy dwukryterialne).

Parametryzacja zbioru rozwiązań niezdominowanych

Zbiór rozwiązań niezdominowanych można . przedstawić na jednej z pła
szczyzn oar kryteriów w postaci pęku krzywych parametryzowanych przez 

trzecie kryterium (rys, 8). Takie przedstawienie zbioru odpowiada rozwią
zaniu zadania dwukrytarialnego, w którym trzecie kryterium traktuje się 
jako dodatkowe zmienne ograniczenie.

Uproszczeniem opisanej tu parametryzacji jest poszukiwanie kompromisu 
pomiędzy dwoma kryteriami, gdy znany jest akceptowalny poziom trzeciego z 
kryteriów, np. k3 <  k* [b] .

Rys. 8. Przykład 3. Kompromis trójkryterialny: parametryzacja zbioru roz
wiązań niezdominowanych
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PRZYKŁAD 3

Na rys. 8 przedstawiono sparametryzowany zbiór rozwiązań niezdominowa- 
nych z przykładu 2. Dako parametr przyjęto kryterium kj.

4. Kompromis pomiędzy czterema lub większa liczbę kryteriów jakości

Poszukiwanie związków pomiędzy poszczególnymi rozwiązaniami niezdomlno- 
wanymi przy czterech i większej liczbie kryteriów nie jest łatwym zada
niem. Trudności przysparza zwłaszcza fakt, żo przy przejściu od jednego 
rozwiązania niezdominowanego do drugiego zwykle nie dwa, lecz kilka kry
teriów zmienia jednocześnie swoje wartości. Rzutowanie hiperpowlerzchni 
kompromisu na płaszczyzny par kryteriów Jest w zasadzie nieużyteczne.Nie
kiedy przeprowadza się tylko ograniczony przegląd ,zbioru rozwiązań niezdo— 
minowanych, np. szuka się kompromisu pomiędzy dwoma wybranymi kryteriami 
przy założeniu akceptowalnych poziomów pozostałych kryteriów (wprowadze
niu ich do ograniczeń), co wymaga jednak posiadania pewnej informacji 
apriorycznej lub taż rozpatruje się szereg kompromisów dwukryterlalnych 

pomiędzy kryteriami w zadaniu.
Do badania kompromisu można wykorzystać metody stosowane do analizy 

zbiorów punktów w przestrzeniach wielowymiarowych, np. analizę cluaterową.

Liniowa regresja wielowymiarowa

rf celu określenia własności rozpatrywanego kompromisu w pracy [7] za
proponowano dokonanie aproksymacji hiperpowlerzchni rozwiązań niezdomino— 
wanych (na podstawie znalezionych rozwiązań) za pomocą obszarami ciągłej 

funkcji liniowej.
Dla każdego rozwiązania niezdominowanego x, określonego w przestrzeni 

celu przez wektor R - [k(x),...,k^jt)] , aproksymacja liniowa ma postać:

a.k„ + a„k„ + ... + a TkT + a T^  - 0. (3)* 1 1  2 2 *** I I  1+1

Równanie to można rozwiązać dla dowolnego kryterium k ^  by określić 
wpływ zmian wartości pozostałych kryteriów na wartość k^; Jest ono praw
dziwe tylko dla małych zmian wartości krytorlów. W ten sposób w niewiel
kim obszarze wokół każdego rozwiązania otrzymujemy explicite liniowy kom

promis pomiędzy kryteriami.
Po przeprowadzeniu aproksymacji otrzymuje się grupy rozwiązań niezdomi- 

nowanych (każda grupa składa się z rozwiązań określonych tym samym lub po
dobnym kompromisem). Następnie bada się zależności pomiędzy tymi grupami 
oraz wewnątrz grup, co pozwala na lepsze zrozumienie kompromisu w zadaniu.

Trudności w analizie kompromisu oraz duży nakład obliczeń związanych z 
wyznaczaniem zbioru rozwiązań niezdominonanych sprawiają, że obecnie w zs-
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daniach a więcej niż trzech kryteriach jakości stosuje się najczęściej me
tody pozwajajęce na bezpośrednie wyznaczenie rozwięzania kompromisowego, 
np, w [2] przedstawiono przykład jednopunktowej poliopcymalizecji kilku 
charakterystyk częstotliwościowych układu elektronicznego.

5. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano wybrane sposoby przedstawiania zbioru rozwięzań 
niozdominowenych. Omówiono i zilustrowano przykładami graficzna przedsta
wienia tego zbioru dla dwóch i trzech kryteriów Jakości, majęc na uwadze 
ich dużę przydatność w uzyskiwaniu informacji o badanym kompromisie. Po
wierzchnię rozwięzań niezdominowanych dla trzech kryteriów Jakości poka
zano w rzucie akaonometrycznym, w rzucie proatokętnym na płaszczyzny 
par kryteriów oraz w postaci parametrycznej. Wybór odpowiedniego 3posobu 
przedstawienia zbioru zależy od decydanta. Wskazano na możliwości analizy 
kompromisu także dla większej liczby kryteriów oraz na występujęce przy 
tym trudności.

Opisane w pracy sposoby przedstawiania zbioru rozwięzań niozdominowe
nych mogę być zautomatyzowane i zrealizowane w systemach CAO.

W zakres pracy nie wchodzi metodyka wyboru rozwięzania kompromisowego; 
pewne wskazówki dotyczęce wyboru można znaleźć w [3] . W  > W  • W  , [9] .
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Hfctx oeraeaHt! HanpaujieHHue Ha oÓzerseHHe anajiH3a KounpoMHCca b  3aAa<iax B e K T o p -  

Hoil oniHMH3ai;HH. IlpeACTaBjieHU h noacHSHN npwuepauH rpa^HBecr.He H3o(5paxeHHa 
sToro MHoxecTBa azh AByx h TpSx KpmepneB KaBecTBa. yxaaaHU bosuoxhocth H3y- 
>ieHHH KounpoMHCca b  aajiaiiu;, b  xoiopux ó o j i e e  Tp6x KpHTepneB K a n e c T D a ,

SOME WAYS OF PRESENTATION OF A SET 
OF NONOOMINATED SOLUTIONS

S u m m a r y

The paper shows some ways of presentation of a sot of nondominated (Pa
reto-optimal) solutions. A few graphical ways, oriented on the decision
making aiding, for two and three criteria are described and ilustrated by 
examples. Posibilities of an examining of the trade-off for more than 
three criteria are pointed out.


