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DZIALANIA NA ZBIORACH 1 LICZBACH ROZMYTYCH -
PRZYKLADY I ZASTOSOWANIA

Streszczenie. W pracy przedstawione niektdére wybrane aspekty te-
orii zbioréw rozmytych i liczb rozmytych. Wykazano istotna réznice
pomiedzy stochastycznym (probabilistycznym) i rozmytym ujeciem czyn-
nika niedeterministycznego. Oméwiono zagadnienie wyznaczania funk-
cji przynalezno$ci zbioru rozmytego. Zawarto takze szereg podstawo-
wych wzoréw dogodnych przy wykonywaniu operacji na liczbach rozmy-
tych.

1. SitlL2f

«
Rozwazanie zwiezone n.in. z szeregiem probleméw podejmowania decyzji w

warunkach niepewnos$ci uwydatnity w spos6éb™ wyrazny potrzebe sformutowania
takiego aparatu formalnego, ktéry pozwolidtby na c"ogodne i uzasadnione prze-
twarzanie zgromadzonych danych. Czesto dane te maje charakter nleoatry i
nieprecyzyjny, za$ sam czynnik niedeterminizmu nie ma charekteru proba-
bilistycznego. W celu takiej modyfikacji teorili rachunnu prawdopodobien-
stwa, ktéra databy formalny opis proceséw decyzyjnych, wprowadzono poje-
cie prawdopodobienstwa subiektywnego, a zatou prawdopodobienstwa okreslo-
nego w spos6b subiektywny przez cztowieka (decydenta). Dalej stosuje sie
caty klasyczny aparat rachunku prawdopodobienstwa. Warto zwré6cié¢ uwage na
istotne sprzeczno$¢. Proces decyzyjny, nie pozbawiony czynnika niedeter-
minlznu, na charakter Jednokrotny (agregacje réznych celdéw i ograniczen
okreslonych w sposéb nieostry), za$ teoria prawdopodobienstwa operuje no
pojeciu czestosci.

Termin zbidr podstawowy w matematyce i neukech technicznych nie wymaga
zadnych wyjasnien. Czesto Jednak stosowane kategorie pojeciowe maje cha-
rakter nieo3try i nieprecyzyjny, np. niezawodno$¢ wysoka. Termin "wysoka"
jest okreslony nieostro, tre$¢ jego moze by¢ i jest rozumiano rélrde w xa-
loznosci od grupy ludzi. ZazwyczoJ jednek w danej grupie ludzi, poaino fak-
tu Ze termin ten nie Jest sprecyzowany, nie wymaga doktadnego okreslenia.
Pojecia rozmyte posiadaje zatem duze wartos¢ oplsowe. Bardzo udane proéby
formalnego opisu pojec¢ nieostrych, co zreszte wykazety dalsze prece f
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.retyczne 1 aplikacyjne, okazate sie teoria zbioréw rozmytych wprowadzono
przez Zodeha w 1965 r. [sl .

W niniojszej pracy przedstawiona zostane podstawowe pojecia tej teorii
interesujgce z praktycznego punktu widzenia (np. wyznaczenia funkcji przy-
naleznosci, klasy funkcji przynaloznos$ci, operacjo na zbiorach rozmytych,
podstawowo réznice pomiedzy-teorie zbioréw rozmytych i rachunkiem prawdo-
podobienstwa).

w dalszej czesSci pracy zawarto rozwazania dotyczece arytmetyki liczb
rozmytych oraz ich zastosowan.

2. Podstawowe pojecia teorii zbioréw rozmytych. Zbiory rozmyte_a prawdo-
podobienstwo

Zbidér rozmyty A na przestrzeni Je scharakteryzowany Jeot przez fun-
kcje przynaleznosci okreslone na X o wartosciach z przedziatu [0, Ij

A X - - [0,1]

Zbior nierozmyty (zbiér) A okreslony Jest przez funkcje charakterystycz-

ne, *
A: X — [O0,17 . @

Z poroéwnania (2) z (i) wynika, ze zbiér stanowi szczegélny przypadek zbio-
ru rozmytego.

Podobnie jak dla zbioréw, w klasie zfioréw rozmytych mozno wprowadzi¢
dziatania takie. Jak np. suoo. iloczyn, negacjo. W pracach Zadeha [O] [10}
mozna znalez¢ definicjo tych dziatan. Wprowadzimy tutaj normy trdéjketne

Jako modele iloczynu i sumy [&] -

Pef. 1. t-noroa jest to funkcja dwéch zmiennych

t: [o0,11 * [o,1] [o.1] (€)

spodniajeca nastepujgce warunki:

(i) Otx « O, xtl » x n
(ii) xtyi zty, dlaxiz
(i) xty - ytx n
(iv) ((xty)tz -xt(ytz) n

X,y,z 6 [O.1j .
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Def. 2. s-norma Jest to funkcja dwéch zmiennych

s: [0,11 » [0,11 -  [O,1l ®)

spetniajgca nastepujace warunki:

(i) Osx » X, 8 o« 1 )
(ii) Xxsy” zsy Ha X<z (10)
(iii) (xsy)sz i i(ysz) an

x,y,ze [o,i] .
e-norme mozna zdefiniowa¢ w oparciu o t-norme, wykorzystujec zalezno$¢:
xsy m 1 - (I-x) t(l-y) (12)

*,y 6 [o.i] -

Przyktadami t -i a-norm se:

t-norma s-norma
xtjy m I-min(l, p~l-xp ¢ l-yp) xsly * min(l, Pj + yp) p >1
p>1
Xt2y e Xy Xa2y » X ¢y - Xy
»3> « K. U-~_ynry) ° Cog (i) "1y t©>0
o

t-normy traktowana ee jako modele iloczynu zbioréw rozmytych, a-normy sta-
nowie przyktady sumy logicznej zbioréw rozmytych. W tym konteks$Scie zalez-

no$¢ (12) stanowi zapis prawa de Morgana. Zachodze roéwniez nastepujace
rownosci:
lim xt*y » min(x,y) (13)
P ~*00
oraz
lim X8jy m max(x,y). a4
p- oo

Innymi operacjami na zbiorach rozmytych se:

suma ograniczona mIn(l,x*y),
réznica ograniczona max(0,x-y).
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Rozpatrujac teorie zbiordéw rozmytych oraz probabilistyke warto zwrécic
uwage i podkresli¢ réznice poaiedzy tymi dwoma teoriami, ktéra dos¢ czes-
to se mylnie utozsamiane.

1. Z formalnego punktu widzenia rachunek prawdopodobienstwa oparty Jast
na teorii miary (aiary addytywnej), za$ zbiory rozmyte wykorzystuje pod-
stawy teorii mnogosci.

2. Rachunek prawdopodobienstwa stuzy do opisu zjawisk, gdzie element
niedeterminizmu przejawia sie w wystepowaniu lub braku danego zdarzenia
(zdarzenia elementarnego). W praktyce wyznaczenie prawdopodobienstwa pro-
wadzi do zliczania czestosSci wystepowania danego zdarzenia. Zbidr rozmyty
stuzy do opisu zjawiska, ktére w swojej naturze Jest okreslone nieprecy-
zyjnie.

Rozpatrzmy nastepujece zdarzenie: rzut nonete. Prawdopodobienstwo wy-
rzucenia orta (przy symetrycznej monecie) wynosi 1/2. Przed wykonaniem
eksperymentu Jego wynik mozna okres$li¢ z pewnym prawdopodobienstwem; po
przeprowadzeniu eksperymentu (rzucono monete) wynik Jest znany np. wyrzu-
cono orta. W przypadku zbioréw rozmytych funkcja przynaleznos$ci przed i
po eksperymencie nie ulega zmianie.

3. Funkcje przynaleznos$ci zbiordow rozmytych, metody ich wyznaczania

Zbior rozmyty. Jak stwierdzono w poprzednia paragrafie, okres$lony Jest
funkcje przynaleznoéci o warto$ciach z przedziatu [0,i] - Z punktu widze-
nia zastosowan istotnym problemem Jest wyznaczenie postaci tej funkcji
oraz jej wartosci. Zbi6r rozmyty charakteryzuje pojecia nieprecyzyjne 1
¢o nalezy tu podkresli¢, funkcja przynaleznosci Jest sprawe semantyki da-
nego pojecia. Szereg badan empirycznych (np. [Z] [1i] ) wykazato celowos¢
stosowania pewnych klas funkcji do opisu kategorii rozmytych. Przyktadowo
terminowi, cztowiek wysoki (zbiér rozmyty A) mozna przyporzedkowaé¢ Ffunk-
cje przynaleznos$ci o ksztatcie przedstawionym na rys. 1,.

Oczywiécie wartosci tej funkcji ee przyjete w sposéb subiektywny. Sam
ksztB4+t funkcji przynaleznosci odzwierciedla charakter danego pojecia. Dla
opisu poje¢ rozmytych zaproponowano nastepujece klasy funkcji przynalez-
nosci [10] :

1. S-funkcJde (rys. 2)

0,Xx < og

(15)

1.x> #
przy czym
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Rys. 3. ji-funkcja przynaleznosci

* (cm]

87



88 W. Psdrycz

jit-funkcje (ry3. 3)

S(x ;™ -ib. i- ) X
2r(x;A.~) = (16)

1 - S(x N +p) x> tT

Wyznaczania poszczeg6lnych wartosci funkcji przynaleznosci ols pojecia
rozmytego odbywa sie na podstawie ocen z przedziatu [o,1] przyporzadko-
wanych w spos6b subiektywny przez zainteresowanego. Warto tu podkreslic¢
lokalny charakter znaczenia okre$lonego o pojecia (zbioru) obowiezujecogo
w grupie osob, 3 nie majecy charakteru globalnego, np. zbidér roznyty "czto-
wiek wysoki™ nie ma tej saoej funkcji przynaleznosci w dwéch populacjach
o bardzo roé6znych wzrostach $rednich.

W oparciu o zbidér ocen wartos$ci funkcji przynaleznosci podanej przez
eksperta 1 przy przyjeciu okreslonej klasy funkcji przynaleznosci np. S-
funkcji. dobdér jej parametréw nastepuje w wyniku rozwiezanla zadania op-
tymalizacji \%

N
win 2 d [s(xi,°fj5.n ,yj 2 d[s(xiof, ,y -Vi] (16)
i-1 i-i
ix .yi® 5> ocenami eksperta dla punktoéw X, i * 1.2 N, y~tfo.i]

(d oznacza odlegtos¢).

W praktyce moze wystepie sytuacja, gdy w grupie ekspertéw czy tez za-
interesowanych problemem funkcja przynalezno$ci tego eamogo pojecia ma ten
sam ksztatt, lecz ro6zne wartos$ci. Przyktadowo pojecie “czdowiek wysoki”
moze miec --6zne interpretacje (rézne funkcje przynaleznos$ci) (rys. 4).

Mozna zauwazy¢, ze rozpatrywane kategorie mozna przedstawi¢ w postaci
zbioru rozmytego o S-funkcJi przynaleznos$ci o réznych parametrach. Najwie-

TST) &1 TT5 ' 196 © x[em]’

Rys. 4. Rodzina funkcji przynaleznosci kategorii rozmytej
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ksze réznice wystepuje w strefie wartosci, ktérych nie mozna +atwo zakla-
syfikowa¢ do wprowadzonej kategorii.

W zwiezku z opisane sytuacje zaproponowano dwa rozszerzenia pojecia
zbioru rozmytego:

1. Zbiory rozmyte drugiego (i wyzszych rzedéw) [9 -Kazdej wartosci xe X
przyporzedkowany Jest zbidér rozmyty, tzn. funkcja przynalezno$ci przyjmu-
je nie Jedne konkretne warto$¢ z przedziatu [0.I1 lecz Jest okreslona za
pomoce zbioru rozmytego.

2. Zbiory probabilistyczne. Kazdej wartosci xex przyporzedkdéwana jest
zmienna losowa o wartos$ciach z przedziatu [o.1]

Kazde z tych uje¢ pozwala na pedniojsze charakteryzacje pojeé¢ rozmytych.
Wyznaczanie funkcji przynaleznos$ci moze by¢ przeprowadzone kilkoma spo-
sobami. Podamy tutaj dwa z nich. Przypusémy, ze grupa ekspertow (lub za-
interesowanych zagadnieniem) o liczebnosci N zajmuje sie problemem usta-
lenia funkcji przynaleznos$ci dla kategorii wysokie zuzycie paliwa dla sa-
mochodu matolitrazowego.
Niech przestrzen X bedzie przestrzeni? dyskretne

X - {1.5/100 2.0/100 ... 10.0/100} - {0~} t = 1 2 M

(zuzycie paliwa w litrach/7100 km).
Funkcje przynaleznosci dla powyzszego pcjecia mozna okresli¢ poprzez
zbidér pytan o postaci:

- w Jakim stopniu “w", gdzie w £ [OJ] mozna zaliczy¢ wartos¢ oe” do ka-
tegorii wysokie zuzycie paliwa,
i« 1,2 M.

W wyniku tak przeprowadzonego eksperymentu otrzymujemy dyskretne funk-
cje przynaleznosci.
Wykorzystujac grupe ekspertéw, mozna zaproponowaé inne postaé pytan:

- czy nalezy do kategorii wysokie zuzycie paliwa, przy czym odpowiedz
na to pytanie ma charakter binarny (tak-nie).

Zliczajec liczbe odpowiedzi twierdzecych ni (ni< n) wartos¢ funkcji
przynaleznosci okreslamy Jako iloczyn n~/N.

4. Liczby rozmyte 1 arytmetyka liczb rozmytych

Liczby rozmyte i dziatania na nich stanowie naturalne uogdélnienie ana-
lizy przedziatowej stosowanej w metodach numerycznych H] [B]- Definiujemy
Je Jako zbiory rozmyte okreslone na osi liczb rzeczywistych. Dziatania na
liczbach rozmytych okres$la sie w oparciu o zasade rozszerzenia [9 . Niech



90 W. Padrycz

C - f(a ,B) Jest funkcje dwéch liczb rozmytych, wéwczas zbidér rozmyty C
posiBda funkcje przynaleznosci:

C(c) » aup[_A(a)t 8(b)] a?)
a.bcR: c « f(a,b)

c R.Oezeli f posiada funkcje odwrotne ze wzgledu naprzynajmniej Jed-
ne zezmiennych (alub b), wéwczas zalezno$¢ powyzaze moznaprzypinac

w formie réwnowaznej :

C(c) » sup[A(a)t b (F-1(a,c))I (1B)
a& R
+

Powyzsze zadania stanowie problem optymalizacji nieliniowej przy ogra-
niczeniach (lub bez ograniczen). W .wiekszosci dotychczas opublikowa-
nych prac norma tréjketna byta traktowana Jako minimum,

C(c) » tup [min(ACa) , B(M)]j] (19)
a,beR: ¢ » f(a,b)

Méwimy wéwczas o arytmetyce nieinteraktywnej.
Rozpatrzmy dla przyktadu dodawanie dwéch liczb rozmytych: “okoto 5" i

"okoto 1“ o funkcjach przynaleznosci okreslonych nastepujeco:
okoto Si A(a) m exp [--(a-5)
okoto 1: 8(b) » exp[-(b-1)2/"].

Liczba rozmyta bedeca wynikiem dodawania okoto 5 (*) okoto 1 ((*) oznacza
dodawanie liczb rozmytych) dana Jest funkcje przynaleznos$ci:

C(c) « sup [nin(A(a) , 8(b))] » aup [min(A(a) , B(c-a)ijl (20)
a,b€R* ¢ * a+b a€ R

Rozwlezujec roéwnanie

exp[-(a-5)2/~] - exp[-(c-a-1)Z/<i2] 21)

czyli
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otrzymujemy pare pierwiastkow a2 .Sted mamy
C(c) « max[A(al), a (b2)] » exp [-(c-6)2/(<Ja+(iD)2] . (23)

Obliczenia wg zaleznoséci (20), zilustrowane se na rys. 5.

Rys. 5. Przyktad dodawania dwéch liczb rozmytych A i B

Z praktycznego punktu widzenia obliczanie funkcji
parclu o zeeade rozszerzania moze okaza¢ sie zmudno. W

przynaleznoéci w o-

literaturze zapro-

ponowano szereg wzoréw, ktére obowiezuje dla waznej klasy funkcji przyna-
leznoséci, tzw. L-R funkcji. Funkcje te definiowane se naatepujeco:
L(- ) dla xX$m, of>0
* (24)
R(C™N) dla x>m, [h>0
G i
gdzie sktadowe 1 (r) posiadaje whasnosci:

1(-x) « 1(x) symetria
L(0) « 1 war. brzegowy

lim L(x) - 0 f. malejeca
X— X00
“m” oznacza tzw. warto$¢ maksymalne, za$ o”,/S oznaczaje lewe i prawe
zbocze funkcji przynaleznosci (zaleznos$¢ 24). Czesto na
klej liczby rozmytej stosuje sie zapis:

oznaczenie ts-

m - (m",]6) (25)
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Owa przyktady tej klasy funkcji zestawiono poniiej;

L~z) . aax(0,1-1x |p) - p >0 (26)

L2(x) - exp(-IxIp).- p>0 @7

Obliczenia sumy. roéznicy, iloczynu, ilorazu liczb rozmytych przeprowa-
dza sie wg zaleznos$ci [2]:

dodawanie ®

(n.at.fb) ® (n.#,<3) » (m+n . Joef) (28)
mnozenie
m,n >0

O/N.(b) © "(n.tf.ij) » (mn _miT+irie.mi+n?) (29)
m<0,n>0

(ra,08,]5) © (n,#,6) = (mn ,naE-m<S_n[*-ntf") (30)
e n <20

(m,0e,|b) © (.~ gb) - (mn. -nj¥-mi. -roi-mi) (31)
(m >0 oznacza dodatnie liczbe rozmyte tzn. take, Ze a(x) = 0
dzielenie ®

(m.oe.jb) ® n.-jf.J) - (m/n.(m5+noe)/n2 .(mi+nft)/n2) nf0 (32)

Wzory powyzsze w spos6b zdecydowany utatwiaje wyznaczenie vrezultatu
dziatania na liczbach rozmytych, w przypadku gdy oe«j& $ = 0, otrzy-
mujemy ogélnie znane zaleznos$ci. Zastosowanie (28) - (31) przedstawimy w
rozwiezanlu zadania spotykanego w podejmowaniu decyzji: wielokryterialnym
wyborze vrozwlezania (zadania projektowania). Rozpatruje sie zbidér wag,
funkcji uzytecznos$ci, kryteriéow, ktére mozna agregowaé¢ w sposoéb addytyw
w postaci wskaznika [I2j

Fv * 2" i ui(kiv> (33)
-1

gdzie:

w” - wspédczynnik wagi i-"ego kryterium.
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Ui<kiv) - warto$¢ funkcji uzytecznosci (preferencji) dla i-tego kryte-
rium i1 v-tego rozwiazanie,

FV - wartos¢ funkcji celu dla v-tego rozwigzania.

W dotychczasowej analizie wszystkie wspétczynniki (33) traktowane byty
Jako wartosci punktowa. Przyjmujgc obecnie, Ze zmienne stojace w (33) sa
liczbami rozmytymi typu L-R:

58 » (whroNh.j?2n) - rozmyty wspédczynnik wagi i-tego kryterium w”O,
SI(klv) «(ul>Ji ,"ii) - rozmyta warto$¢ funkcji uzytecznosci (preferen-
cji), dla k-tego rozwigzanie i i-tego kryterium

V kiv>0
mamy :
1 1
ivi ivi -
1 1 1
- (2" 2 «iil o+ 2w lii ¢ uifl) (34)

1-1 - i-1 i-1

5. Zakonczenie

W pracy poruszono pewne zasadnicze problemy teorii zbioréw rozmytych,
a w szczeg6lnosci, liczb rozmytych. Na szczeg6lng uwage zastuguje mozli-
wos¢ zastosowania norm trojkatnych Jsko operator6w w teorii zbioréw roz-
mytych. W $wietle rozwazan p. 4 mozna stwierdzi¢, za liczby rozmyte poz-
walaja n8 ujecie poje¢ nieprecyzyjnych i operowanie na nich w sposéb pros-
ty i przejrzysty.
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HEIICTBHH hah paciuihbhaihmh mhokectbamh h hhcjiamh

Peaame

B paOoie n efIciasJieHO HexoTopue acnexm xeopHH ﬁacnj_mB"aTux MHoateciB  h
Huaen. NOXa3aHO ocodeHHOCIH cioxacTKgecxotl a pacmxHBnaioft $op«n HeAeiepMH-
KU3ua. PacuoipeHO npOijIEUK DuaaclieHaa $yHxiHH npnna*aexhoctu. npeACiaBneHo
toze $0pUYjin XxpedyeKue adh onepaipta aa pacnnHBgapux tniejtax.

PROCESSING OF FUZZY SETS AND FUZZY NUMBERS - EXAMPLES AND APPLICATIONS

Summary

The paper deals with some selected aspects of s fuzzy sfits and a fuzzy
numbers theory. Significant differences between a stochastic (probabilis-
tic) and a fuzzy approach towards the nondeterministic factor have been
pointed out. Problems of a determination of a membership function of a
fuzzy set have been discussed. Several basic formulas which are convenient
in processing of fuzzy numbers have been presentd, as well.



