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Streszczenie. W pracy podjęto próbę syntetycznego przeglądu ne­
to d^noHeTówania preferencji decydenta w wiolokryterlalnych proble­
mach decyzyjnych z deterministycznym opisem konsekwencji. Przedsta­
wiono modele preferencji w postaci jednej lub kilku relecji binar­
nych określonych no zbiorze decyzji dopuszczalnych oraz modele w 
postaci funkcji zdefiniowanych na tym zbiorze. Następnie omówiono 
metody syntezy globalnego modelu preferencji polegajęce na niekom- 
pensacyjnej agregacji preferencji (model z poziomami aspiracji, mo­
del leksykogreficzny), agregacji do pojedynczej funkcji użytecznoś­
ci lub pojedynczej relacji binarnej oraz agregacji dialogowej. Omó­
wiono także powiązanie globalnego modelu preferencji z podstawowymi 
regułami decyzyjnymi.

1. W3tęp

Ogólnie mówięc, problem decyzyjny Jest problemem analizy zbioru decy­
zji dopuszczalnych A (rozwiązań dopuszczalnych), majęcej na celu:

(i) albo wybór jednej decyzji uznanej zs “najlopszę",

(ii) albo wyodrębnienie podzbioru decyzji uznanych za “dobre“ ,

(iii) albo uszeregowanie decyzji od "najlepszej" do “najgorszej".

Zbiór A może być przy tym dany explicite, w formie listy, lub implici­
te, za pomocę ograniczeń matematycznych.

Przed pojawieniem się analizy wlelokryterlalnej definicja "dobrej" lub 
"najlepszej" docyzji wynikała z Jednego tylko punktu widzenia (kryterium) 
reprezentowanego przez funkcję celu g. Funkcja g przypisuje każdej de­
cyzji a liczbę w ten sposób, że V  a, b 6 A :  a Jest lepsze od b^=>g(s) > 
g(b). W tym kontekście problem decyzyjny Jest dobrze zdefiniowany mate­
matycznie - zdefiniowawszy zbiór A i funkcję g, możemy badać istnienie 
i jednoznaczność rozwiązania najlepszego (optymalnego), a także skonstru­
ować algorytm Jego wyznaczania; leży,to w zakresie klasycznych bed.iń ope­
racyjnych.

Rzadko Jednak w realnym problemie decyzyjnym wystarczy ograniczyć się 
do jednego punktu widzenia, by wykorzystać wszystkie Istotne informacje. 
Wynika stęd potrzeba analizy wlelokryterialnej. która Jednak napotyka na
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szereg trudności, zarówno na etapie formułowania problemu wialokryter lal- 
nego. Jak i na etapie Jego rozwiązywania. Główna trudność polega na tym. 
że problem wielokryterialny nie jest dobrze zdefiniowany matematycznie. W 
ogólności róine punkty widzenia są sobie przeciwstawne w tym sensie, że 
decyzja a może być "lepsza" od decyzji b ze względu na Jedno kryterium 
i "gorsza" ze względu na inne. W tej sytuacji zarówno pozostawienie de­
cydentowi całkowitej swobody. Jak i wprowadzanie (świadome lub nie) zało­
żeń ograniczajęcych * celu rozwięzania problemu metodę "jednckryterialnę" 
będzie całkowicie bezowocne. W celu rozwiązania wielokryterialnego pro­
blemu decyzyjnego należy zastosować podejście leżące między tymi ekstre­
mami, to zneczy zarówno wprowadzić pewne niezbędne założenia matematycz­
na, Jak i wykorzystać informacje pochodzące od decydenta. W tym sensie 
analiza wielokryterielna stanowi przykład ewolucji roli nauki w procesie 
rczwiazywania problemów decyzyjnych: od zastępowania decydenta matematycz­
nym modelem optymalizacji do wspomagania decydenta przez dostarczanie mu 
formalnego opi3u możliwości na różnych etapach procesu ¡23j .

9. Roy (20J wyróżnił cztery podstawowe etapy składające się na proces 
rozwiązywania wielokryterialnych problemów decyzyjnych:

(li Definicja zbioru A i określenie typu problemu: (i), (ii) lub

(iii).

(2) Analiza konsekwencji (atrybutów) i opracowanie kryteriów.

(3) Modelowanie i agregacja preferencji decydenta, czyli synteza glo­
balnego modelu preferencji.

ta) Zast°sowan^e globalnego modelu preferencji w ramach odpowiedniej 

reguły decyzyjnej.

Zależnie od specyfiki konkretnego problemu istnieje możliwość powtarzania 
lub omijania niektórych etapów.

Szczególnie ważnym etapem powyższej procedury jest modelowanie 1 agre­
gacja preferencji, bowiem od niego zależy zgodność otrzymanego rozwiąza­
nia problemu decyzyjnego z oczekiwaniami decydenta. W pracy tej dokonuje­
my przeglądu stosowanych modeli matematycznych preferencji (rozdział 2) i 
metod ich agregacji (rozdział 3). W zakończeniu pracy (rozdział 4) oma­
wiamy także powiązanie globalnego modelu preferencji z podstawowymi regu­
łami decyzyjnymi.

Zanim przejdziemy do zasadniczego tematu tej pracy, zauważmy, że decy­
dent definiuje swoje preferencje wobec decyzji dopuszczalnych w oparciu o 
informacje o konsekwencjach tych decyzji. Z uwagi na ten związek scharak­
teryzujmy tu bliżej pojęcie konsekwencji.

.Jednym z podstawowych założeń teorii decyzji jest to, że dwie różne 
decyzje mogą mleć różne konsekwencje. Natura konsekwencji stanowi o cha­
rakterze danej teorii decyzji. Konsekwencje mogą być:

- jednowymiarowe łub wielowymiarowe.
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- zdeterminowane, przypadkowe lub niepewne,
- Jednorazowe lub rozłożone w czasie.

Oznaczmy przez X zbiór możliwych konsekwencji, a przez x « lx j ...
xi ....,xk] element tego zbioru. X « X̂  ̂* *2 * ... ’'x i " ••• X X |C jest k-wy- 
miarowę przestrzeni? konsekwencji, x^6 X ^ , i » l,2,....k. W przyoadku 
jednowymiarowym k • 1. Ocena decyzji a lub przewidywanie jej konsek­

wencji może być:

- punktowe: x(aj » [x,(a) x ^ a )  xk^8 ^ '
- w  formie rozkładu: -[¿'a (*)j- Jest rozkładem wartości zdeterminowanych

x(a) w przestrzeni konsekwencji X, natomiast -|pa (x)J- jest rozkłaaem
prawdopodobieństwa w przypadku konsekwencji przypadkowych,

- w formie przedziałów: [x” (a) , x*(a)] , i « 1.2 k.

W historii teorii decyzji konsekwencje przypadkowe i niepewne rozpa­
trywano znacznie wcześniej niż wielowymiarowe. Rozpatrzny Drzypadck jed­
nowymiarowy i oznaczmy przez E zbiór stanów przyrody e wzajemnie wy­
kluczających się. Konsekwencje sę zdeterminowane . jeżeli zbiór E zawiera
tylko jeden stan. W przypadku konsekwencji przypadkowych zakłada się, że
E zawiera co najmniej dwa steny. Każdemu stanowi e przypisane jest praw­
dopodobieństwo p(ej takie, że p(e) « 1 lub ^ p(e)de « 1; xe (a 6 x 
Jest ocenę a. Jeżeli wyatępi stan e. Ocena decyzji a Jest zatem wyra­
żona za pomocę rozkładu prawdopodobieństwa -̂ pa (x)J- na zbiorze X. zde­
finiowanego na podstawie znajomości par .jxe (a) , p(e)j-. Takę sytuację de- 
cyzyjnę nazywa się sytuację ryzyka - jast ona przedmiotem zainteresowanie 
teorii użyteczności von Neumanna [fe] . Różnica między konaakwencJami przy­
padkowymi a niepewnymi polega na tym. że w tym drugim przypadku nieznany 
Jest rozkład prawdopodobieństwa na zbiorze E. Oest to sytuacja skrajnej 
niepewności, która leży w zakresie teorii użyteczności Savage'a 24: . Pod­
stawowym zabiegiem atosonanym w tym przypadku Jest trenśfęrmacja problemu 
decyzyjnego z sytuacji skrajnej niepewności do sytuacji ryzyka za oomocę 
subiektywnej estymacji prawdopodobieństw. Należy tu także wspomnieć o po­
dejściu bayesowskim wykorzystującym twierdzenie o prawdopodobieństwie wa­
runkowym [l53 . W przypadku wielowymiarowym konsekwencje przypadkowe 1 nie­
pewne sę przedmiotem zainteresowania wieloatrybutowej teorii decyzji 9̂; .

Zakres tej pracy jest ograniczony do konsekwencji wielowymiarowych. 
zdeterminowanych 1 Jednorazowych.

2. Modelowanie preferencji - przegląd podstawowych modeli

Celem tego rozdziału Jest przedstawienie podstawowych modeli preferen­
cji, z pominięciem ich związku z konsekwencjami. Związek ten będzie wi­
doczny przy omawianiu agregacji preferencji (rozdział 3), bowiem natura 

konsekwencji wpływa na metodykę agregacji.
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Modele preferencji nożne ogólnie podzielić na dwie grupy:

- relacje binarne określono na zbiorze A,
- funkcje określone na zbiorze A.

2.1. Modelowanie za pomocą relacji binarnych

Podstawowym modelem dla każdej teorii decyzji wykorzystującej pojęcie
preferencji jest relacja binarna zdefiniowana na zbiorze A decyzji dopu­

szczalnych.

2.1.1. Modela wykorzystujące jedną relację binarną R [3, 25]

Ta grupa modeli Jeet najbardziej klasyczna. Wykorzystuje ona definicję 
a R b: a Jest co najmniej tak atrakcyjna Jak b. Za pomocę tej jednej
relacji można zamodelować trzy sytuacje podstawowa-:

(i) a R b i nie b R a : a Jest preferowana nad b,

(li) a R b  i b R a : a 1 b są równoważne,

(iii) riie a R b  i nie b R a : a i b są nieporównywalna.

Ola wygody, w celu zdefiniowania sytuacji (i) i (li) wprowadza 6lę re­
lacja P i l :

a P b 4 = > a  R b  i nie b R a

a l b  <S=> a R b  1 b" R a

Podstawowe właściwości relacji binarnych wykorzystywane przy tworzeniu 
różnych modeli sę następujące:

w 1 .: zwrotność .: V  a : a R a
w2 : zupełność : V  a , be A : a R b lub b R a
w^ : przechodniość :\/a,b,c6A : a R b i b R c =i> a R c
w4 : symetria : V a , b t  A : a R b **»b R a ,
w& : asymetria •.)/ a ,b fi A : a R b =s> nie b R a.

Pierwsza grupa modeli zawiera relacje przechodnia:

- preporządek zupełny Jest relacją R spełniającą w., w2 , Wj. Oest to 
najczęściej stosowany model w teorii decyzji. W tyra przypadku P (speł­
niająca w3< w5 ) jest porządkiem częściowym, a I (spełniająca w ^ W g ,  
w4 ) Jest relacją równoważności,

- preporządek częściowy Jest relacją R spełniającą w^, Wg,
- porządek zupełny Jest preporządklem zupełnym takim, że I » $, czyli re­

lacją R spełniającą w2 , W g , W g ,
- porządek częściowy Jest relacją R spełniającą Wg, Wg.
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Druga grupa modeli zawiera relacje zupełne nieprzechodnle:

- Quasl-porzędek Jast relację zupełnę R tekę, że P I P C  P, tzn., V a,
b . c . d C A  : a P b. b I c. c P d=-=^a P d. P2n I2 tzn., nie3a,b,
c.deA takie, że a P b, b P c i a I d, d I c.
Relacja ta Jest szczególnie interesujęca z tego względu, że pozwala na 
wprowadzenie pojęcie progu równoważności (por. par. 2.2).

- Porzpdek przedziałowy Jest relację zupełnę R tnkę. że P 1 P c p.
- Turniej Jeet relację R spełniajęcę *z , w g . Relację tę otrzymujemy 

wtedy, gdy porównuje się elementy zbioru A parami bez możliwości stwier­

dzenia równoważności.
- Mecz Jaat relację R spełniajęcę w2 .

2.1.2. Modela wykorzystujęce więcej niż Jadnę relację binarnę

Niedawno 8. Roy [l7] zaproponował przyjęcie czterech sytuacji podsta­
wowych przy modelowaniu preferencji, rozróżniajęc w przypadku dotychcza­
sowej preferencji dwie sytuacje: preferencję silnę i preferencję słabę. 
Każdej z czterech sytuacji podstawowych przypisuje on innę relację, sto- 
sujęc następujące oznaczenia:

P : preferencja silna I : równoważność
Q : preferencja słabo R : nleporównywalnośc

Oprócz relacji wyrażajęcych sytuacje podstawowe Roy wprowadza pojęcie 
sytuacji zgrupowanych w celu umożliwiania pewnych dwuznaczności przy wy­
borze jednej z sytuacji podstawowych:

a w  b : brak preferencji : a I b lub a R b bez możliwości rozróżnie­
nia ,

a > b : preferencja : a P b lub a 0 b bez możliwości rozróżnienia,
o O b : przypuszczenie preferencji : a Q b lub a l b  bez możliwości

rozróżnienia,
a K b : K-preferencja : a P b lub a R b bez możliwości rozróżnienia,
a S b : przewyższanie : o P b lub o Q b lub a l b  bez nożliwoścl

rozróżnienia.

2.1.3. Modele wykorzystujęce relację binornę wartościowanę

W tym zakresie najbardziej znane sę modele wykorzystujęce probabilis­
tyczne relacje preferencji [ll] . p(a,b) jest prawdopodobieństwem tego, że 
a Jest co najmniej tak atrakcyjne Jak b. Modele te zakładaję, że prefe- 
.rencja mierzona za pomocę miary probabilistycznej Jast zupełna. Dlatego 
(modele te spełniaję: p(a,b) + p(b,o) * 1, V a , b G A .  p(a,b) « 1 reprezen­
tuje sytuację preferencji zdeterminowanej, p(s,b) « 1/2 reprezertuje sy­
tuację równoważności zdeterminowanej.

W [5 rozdz. 3] zastosowano relację wartościowanę zwanę relację prefe­
rencji takę , że :
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- Rg)-^ : stopień preferencji silnej a nad b.

", R a^b + RbVa ̂  1 '

Wielkość Rgivb » 1 - (R0>.b + Rbj-e  ̂ interpretuje się jako stopień równo­
ważności między a l b .  R0^b + Rayb » 1 reprozentuje sytuację zgrupo­
wań? odpowiadaJęcę preferencji, tBk Jak to aa miejsce w przypadku domina­

cji stochastycznej (a dominuje b) ¡6], Z kolei, Ray b “ Rb>a “ 1//2 ro~ 
prezentuje silnę nieporównywalność. Ray b można zdefiniować za pomoc? re­

lacji probabilistycznej: p(e,b) » Ra>-b + 1//2 R8~b* ktl^ra spełnia p(a,b) ♦ 
+ p(b,a) « 1.

Znane sę także próby modelowania preferencji za pomocę relacji rozmy­

tych [14. 18] .

2.2, Modelowanie za pomoc? funkcji

Drugim podstawowym modelem Je3t funkcja zdefiniowana na zbiorze A na­
zywana, zależnie od kontekstu, funkcję użyteczności, funkcję wartości lub 
funkcję kryterialnę. Istnieje bogata literatura poświęcona funkcyjnym re­
prezentacjom preferencji (por. np. [3]).

2.2.1. Funkcje kryterialne, quasi-kryterialne, prekryterialne i pseu- 
dokryterialne [l7]

g Jest pseudokryterluw, Jeżeli istnieję dwie funkcje progowe q(g) i 
s(g) takie, że Jeżeli g(a) >  g(b), to:

(i) g(a) > g(b) + s(g(b))<i=>8 P b : preferencja silna,

(ii) g(b) + q(g(b)) <  g(a) <  g(b) + s(g(b))<i=>a Q b : preferencja sła­
ba ,

(iii) g(b) <  g(a) <  g(b) + q(g(b))<=>e I b : równoważność.

Ponadto progi muszę spełniać właściwość polegajęcę na tym, że funkcje g + 
♦ q(g) i g ♦ s(g) « sę monofoniczne. niemalejęce:

9 >  g' = > 9  + q(b) >  g' + q(gO i g + s ( g ) > g ' + s ( g ) .

Porównywanie a i b za pomocę pseudokryterium daje pięć możliwych od­
powiedzi zamiast tradycyjnych trzech (a P b, b P a, a I b). Zbiór re­
lacji binarnych (p,Q,I) wynikajęcych z pseudokryterium nazywa się pseu- 
doporzędkiem [22] .

guasi-kryterium Jest pseudokryterium takim, że s(g) » q(g) > O. W tym 
przypadku pseudoporzędek redukuje się do quasi-porzędku.

Prekrytarluw Jest pseudokryterium takim, że s(g) =« O.
Kryterium prawdziwe Jest pseudokryterium takim, że s(g) » q(g) = O. 

W tym przypadku pseudoporzędek redukuje się do preporzędku zupełnego.
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Oedynie ten ostatni przypadek jest szeroko wykorzystywany w teorii de­
cyzji. Wprowadzenie progów Jest Jednak interesujące w wielu sytuacjach 
decyzyjnych. Niestety, związana z tym utrato właściwości przechodniości 
utrudnia stosowanie progów.

2.2.2. Kryterium (użyteczność) porządkowe 1 kryterium (użyteczność) 1- 
lościowe

Kryterium Jest porządkowe, gdy relacja binarna przypisana temu kryte­
rium (ewentualnie relacje, patrz powyżej) ma tylko Jaden aens.W tym przy­
padku każda transformacja monofoniczna f(g) dla kryterium prawdziwego g 
Jest modelem równoważnym. Dla quasi-kryterium istnieje transformacja (nie­
skończona ich liczba) taka, że próg q Jest stały.

Kryterium Jest ilościowe, gdy pożwala na określenie wartości różnic mię­
dzy elementami zbioru A. Kryterium ilościowe g pozostaje ilościowe przy 
dodatniej transformacji liniowej: f * a g ♦ b. Warunki, Jakie muśi speł­
niać kryterium, aby było ilościowe, sformułowano w [lo] .

3. Agregacja preferencji

Zakładamy, że konsekwencje x(a) aę wielowymiarowe, zdeterminowane 1 
bezpośrednio powiązane z k funkcjami kryterialnymi 9 ^ *9 2 9fc pozwa­
lającymi na ocenę każdej decyzji a € A  za pomocą wektora £(a) reprezen­
towanego przez punkt w przestrzeni kryteriów' R k. Dodajmy, że przejście z 
x(a) do £.(a) wymaga w pewnych przypadkach dodatkowej pracy, o której
tutaj nie będziemy mówić (por. [i b )).

W rozdziale tym przedstawimy metody agregacji preferencji, których mo­
dele omówiliśmy w rozdziale poprzednim. Agregacja preferencji Jest równo­
znaczna z tworzeniem globalnego modelu preferencji. Podstawowym pojęciem 
wykorzystywanym przy agregacji Jest kompensacja (substytucja). Wiąże-się 
ona z odpowiedzią na pytanie: w Jakim stopniu polepszenie Jednego kryte­
rium pozwala skompensować pogorszenie innego. W pewnych modelach global­
nych kompensacja nie Jest możliwa - mówimy wtedy o modelach niekompensa- 
cyjnych. Wśród modeli kompensacyjnych wyróżnia alę modele odrzucające wszel­
ką nieporównywalność i modele akceptujące pewną nieporómnywalność.W pier­
wszym przypadku naturalnym przykładem Jest model będący pojedynczą funk­
cją użyteczności (kryterium zagregowanym), a w drugim przypadku mamy do 
czynienia z modelem będącym relacją binarną (relacją przewyższania). Mo­
dele te nogą być ponadto tworzone w oparciu o informacje dostarczone przez 
decydenta bądź przed rozpoczęciem procesu przeszukiwania zbioru A (agre­
gacja globalna), bądź w trakcie tego procesu, w trybie dialogowym (agre­
gacja lokalna). Modele agregacji dla przypadku, gdy zbiór A Jest zbiorem
wypukłym zdefiniowanym przez ograniczenia problemu wielokryterlalrego pro-
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grasowania matematycznego (liniowego), zostały szeroko omówione przez au­
tora w [28], a przykłady ich zastosowań m,in. w [26, 27].

3.1. Modele niekompensacyjne

3.1.1. Model z poziomami aspiracji

W aodelu tym dla każdego kryterium gA definiuje się poziom aspiracji

g*, a dla każdej decyzji dwie meżline oceny:

9l(.) > g ?  V i  : a ( B Jest dobra, 

i takie, że g ^ a )  <  9i : a e M  Jest zło.

Dest to model podstawowy przy poszukiwaniu decyzji zadowalających. Deet on 
wtedy wykorzystywany również Jako reguła decyzyjna: wybierz pierwszy na­
potkany decyzję a takę, że g^ia) ^  g* V *  C31]- Interesujęce rozsze­
rzenia tego aodelu polegaję będż na umożliwieniu zniaji poziomów aspira­
cji, będż mę poszukiwaniu decyzji nie osięgajęcej wszystkich poziomów as­
piracji, ale “najbliższej“ ideałowi reprezentowanemu przez wektor g*. To 
ostatnie rozszerzenie dało miejsce zastosowaniom funkcji dystansowych w 
przestrzeni kryteriów, do których powrócimy przy omawianiu modeli agrega­
cji do postaci pojedynczej funkcji użyteczności (par. 3.2).

3.1.2. Model leksykograficzny

Ten model agregacji pozwala zdefiniować preporzędek zupełny R ńa zbio­
rze A, gdy kryteria sę kryteriami prawdziwymi. Formalnie, niech R » P U  1 
będzie pheporzędkiem otrzymanym przez agregacie leksykograficznę k kry­
teriów uporzędkoeranych według wzrastajęcycb numerów: 1 > 2 > ... > i >  ... >k,

a P b <=i>3i0 takie, że a I b dla i » 1,2 1q  oraz a b

a l b  <=£» a i b dla i « 1,2 n.

Dożęli g± sę kryteriami prawdziwymi, to zarówno relacje Ri “ Pi u Ii 
Jak i R » P U  I sę proporzędkami zupełnymi. Dednakże, Jeżeli g Ł sę qua- 
si-kryteriami, to relacje R^ sę quasi-porzędkami, a relacja R Jest do- 
wolnę relację zupełnę (meczem).

Model lekaykograficzny stosowany Jest w wielokryterialnym programowa­
niu matematycznym w ramach metody hierarchizacji kryteriów (inaczej, prio­
rytetów przywłaszczalnych) [28],

3.2. Agregacja do postaci pojedynczej funkcji użyteczności

Ten sposób agregacji preferencji polega na zdefiniowaniu funkcji wielu 
zmiennych U(9 l ,g2 ,... .g^) takiej, by U byłs nowę funkcję kryterlalnę: 
u(g(a)) S  u(g(b))<=> a R b. Relacja R Jest praporzędklem zupełnym na
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zbiorze A. Funkcję uitjj nazywa się funkcję użyteczności1 .̂ Gdy funkcja 
U jest różniczkowaina, to z faktu. Ze gA aę kryterlaai prawdziwymi, wy­
nika, Za ^u(a)/(Jgl 5*0 dla każdego gŁ i w  każdym punkcie £.

Centralnym pojęciem wiolokrytenolnej lub wieloatrybutowej teorii uży­
teczności jest współczynnik substytucji; zdefiniujemy go poniżej. Niech 
gr będzie kryterium odniesienia. Według przybliżonej definicji współ­
czynnik substytucji sfr oznacza wzrost wartości kryterium odniesienia 
g f w punkcie £, potrzebny do skompensowania zmalenia wartości kryterium 
gĵ  o Jednostkę :

*fr : (9 l <92 .....9i_ 1  9r+8i r  9k} l(9l'92 ..... 9k5'

Bardziej precyzyjna definicja Jest możliwa wtedy, gdy ll(£) jest róż- 
niczkowalna:

óu(a ) gu(a)

- J l T  ^ 7

Funkcja użyteczności Jest addytywna. Jeżeli można Ję przedstawić w po­

staci :

k

U (a) " 2 ui(gi) '
i-i

gdzie oznaczaję użyteczności cząstkowe. Dożęli U Jest różnicz-
kowalna, to ■ dui/dgi. Stęd, Jeżeli g t Jest kryterium prawdzi­
wym, to użyteczność częstkowa zwięzana z gi Jest funkcję monotonicznę 
niemalejęcę.

Gdy użyteczności częstkowe sę cięgłe i różniczkowaina, współczynniki 
substytucji między dwoma kryteriami, gA i gj , zależę wy łę cz me od ich
użyteczności częstkowych. Oest to właściwość niezależności współczynnika 
substytucji od k-2 Innych kryteriów. W przypadku addytywnej funkcji uży­
teczności mamy: &ll(g)/£gi » du ^/ dg ^ zatem

du du •

31J * 3g7 dgj'

^ Ś ci śl e mónięc. Jest to funkcja użyteczności wielokryterialnej. Analo­
gicznie można zdefiniować funkcję użyteczności wieloatrybutowej Jako bez- 
pośrednię fugkcję wektora konsekwencji (lub atrybutów' x. Ponadto, w 
teorii użyteczności na określenie funkcji agregacji przy konsekwencjach
zdeterminowanych używa się raczej określenia funkcjo wartości, nato­
miast funkcja użyteczności Jest funkcję agregacji przy korockwencjach 
przypadkowych lub niepewnych. To ostatnie okrośler’; zechnlło się
Jednak w obu przypadkach na tyle, źe obecnie odchod.- tg od tego roz­
różnienia.
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Je?.! to stosunek nachylenia zboczy obu użyteczności częstkowych w punk­

tach gA i g .
W przypadku, gdy funkcja użyteczności cząstkowych sa liniowo, omawiany 

model nazywa się suną ważoną (por. £28] dla przypadku wielokryterialno- 

go programowania liniowego) :

k

ui (gi) “ Pi9t = > u ( g )  “ ^ pi9i
1 = 1

w modelu tym współczynniki substytucji sę stałe, a krzywe izopreforoncji 
sę crostyni, płaszczyznami lub hiperpłeszczyznami w przestrzeni kryte­

riów. Faktycznie, sS^ * pi^pj = const- Model sumy ważonej Jost modelem 
klasycznym, bardzo często stosowanym, mimo że warunki poprawności Jogo 
stosowania sę stosunkowo silne (stałość współczynników substytucji).

Przejdźmy teraz do sprawy niezależności w sensie preferencji, która 
jest zwięzena z omawianym oodelem agregacji £9 , 30]. Podzbiór kryteriów L 
Jest niezależny w sensie preferencji od swojego uzupełnienia L, Jeżeli:

(¿■5C> p<sL-i?>

Oznacza to, że preferencje zwięzane z podzbiorem kryteriów L sę niezależ­

ne od wartości kryteriów należęcych do l (6l ^utł 9*)- Oeżeli L1 jost 
niezależny od L j , a L2 od L2 , to fi l_2 Jost niezależny od LjO L2> 
a LjU t2 od L1U L2 . 0 niezalażnośc1 wzajemnej mówimy wtedy, gdy każdy 
oodzbiór kryteriów jest niezależny w sensie preferencji od 3wojogo dopeł­
nienia.

Warunek niezależności wzajemnej jost warunkiem koniecznym istnienia ad- 
dytywnej funkcji użyteczności i Jest wystarczający tylko wtedy, gdy k &  3 
i gA sę cięgle. Ola k = 2 lub g., dyskretnych wymagana sę inne wa­
runki £9].

Specyficznym przykładem agregacji preferencji do postaci pojedynczej 
funkcji użyteczności sę modele wykorzystujęce funkcjo dystanśowe w przes­
trzeni kryteriów, w szczególności w ramach tak zwanego programowania ce­
lowego £2]. Idee programowania celowego polega na wprowadzeniu zmiennych 
reprezentujących dodatnie i ujemne odchylenia od poziomów aspiracji i mi­
nimalizowaniu funkcji tych odchyleń. Zastosowanie funkcji dystansowych i 
programowania celowego w wielokryterlalnym programowaniu liniowym zostało 
omówione w £28] .

3.3. Agregacie do postaci pojedynczej relacji binarnej

W tego typu modelach dokonuje się agregacji preferencji do postaci po­
jedynczej relacji binarnej - dominacji lub przewyższania.
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3.3.1. Relacja dominacji i zbiór sprawny

Niech R1 ,...,R1  Rk
cymi kryteriom. g x ,...,gŁ  g^. Relację dominacji >  definiuje się w na­

stępujący sposób:

a 3. b < = >  a R a b dla 1 »  1,2.....k: dominacja słaba ,

a >  b <=d> a >  b i nie b >  a : dominacje silna.

Gdy kryteria eę kryteriami prawdziwymi (bez progów) , to definicja ta przyj­

muje postać:

a >  b < = >  g^ (a) 9A(b) dla i » 1,2 ,... ,k

a >  b a >  b i nie b >  a

Relacja dominacji Jest często zbyt uboga, w szczególności gdy zbiór A
Jest dyskretny 1 mało liczny. Niemniej Jest to bardzo użyteczny model przy
eliminowaniu decyzji z licznego lub nawet nieskończonego zbioru A.

Zbiór sprawny E Jest zbiorem decyzji niezdominowanych:

a € E, jeżeli nie 6 A : b >  a.

Wyznaczanie zbioru E dało asumpt do powstania wielu prac i algorytmów
(tzw. polioptyaalizacJi zupełnej), szczególnie dla przypadku wielokryte- 
rialnego programowania liniowego £2 8 , 33j. W tym przypadku warunkiem ko­
niecznym i dostatecznym na to, by a była sprawna. Jest istnienie takie­
go wektora wag p złożonego z p^ >  O dla i » 1,2..... k, ż e :

k
v(a) - max p.g. (a) 

acA '1-1

Oeżeli zbiór A nie Jest wypukły, w szczególności dyskretny, to warunek 
tan Jest dostateczny, ale nie konieczny (por. np. [29]).

3.3.2. Metody porzędkowe konstrukcji relacji przewyższania

Pierwszę metodę, w której zastosowano relację przewyższania S, była
ELEKTRA I [16]. Dała ona poczętek wielu pracom dotyczęcym zarówno kon­
strukcji relacji S, Jak i wykorzystania tej relacji we wspomaganiu decy­
denta w procesie rozwlęzywania problemów decyzyjnych.

ELEKTRA I wykorzystuje pojęcie jędra w celu wyodrębnienia podzbioru de­
cyzji proponowanych pod rozwagę decydentowi. Oędro N definiuje się w na- 
stępujęcy sposób:

V a , b  e N : nie a S b i nie b S a ( a l b  sę nieporównywalne).

V c / N ,  3 a e N takie, źe a S c,

to znaczy, źe każdy element spoza zbioru N Jest przewyższany przez cc 
najmniej Jeden element z N oraz że elementy zbioru N nie przewyższają
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się wzajemnie. Ponieważ S Jest bogatsza od >  (dominacja), Jędro N Jest 
w ogólności podzbiorem decyzji sprawnych E: N(S) as e (&;).

Z kolei ELEKTRA li [2 1] wykorzystuje relecję S w celu przedstawieni* 
dwóch możliwie różnych preporzędków zupełnych zgodnych z relację S. aby 
ostatecznie umożliwić decydentowi częściowe uszeregowanie elementów zbio­

ru A.
Obie te metody wykorzystuję pojęcia zgodności i niezgodności. które po­

niżej zdefiniujemy.
Dla każdej pary decyzji (a,b) kryteria dzieli elę no trzy klasy:

- kryteria na korzyść a : Ifl ̂  b * {l '• » b

- kryteria na korzyść ^ ! l b > a " l i : ^ Pi s

- kryteria, dla których a i b ąę równoważne: IB<-b

Następnie określa się wektor wag p ■ .£p4 ,p2 .... .P^ J taki , że ~> ■ 1

i rozdziela się go (na wzór głosów w procedurze wyborczej) na powyższe 
trzy klasy, po czym wylicza się na3tępujęce trzy liczby:

{1 , .  i4 5 }.

p_ S  p i' P b>a P*. P,0>-b irt b>a ts a,vb nr Hl‘a>b b>a i€Ia~b

Warunek zgodności Jest spełniony wtedy, gdy:

P ♦ P. u >  C oraz P„, . P. arb a~b -arb b>a

gdzie C Jest założonym progiem zgodności bliskim Jodnoścl. Spełnienie 
warunku zgodndści upoważnia do przyjęciu hipotezy przewyższania, typu aSb. 
warunek niezgodności pozwala na odrzucenie tej hipotezy, jeżeli istnieje 
zbyt silna opozycja ze strony Jednego lub wielu kryteriów. W praktyce
przyjmuje się często próg niezgodności Di stały dla każdego kryterium. 
Dest to równoznaczne z wprowadzeniem relacji niezgodności o strukturze 
quasi-porzędku. W tym sensie pojęcie niezgodności Jest pojęciem porzędko- 
wyra. Relacja przewyższania Jest zatem zdefiniowana za pomocę warunku zgo­
dności i nie niezgodności w następujęcy sposób:

a S b ^  Pa>b ♦ Pa^ b i* C i Pa).b > P b;rB oraz nie ]  i tekie, że

9i(b) - g ^ a )  >  D t .

Istnieje możliwość rozszerzenia tych pojęć na przypadek quasi-kryterión 
(por. [53) lub pseudokryteriów (por. metoda ELEKTRA III [l9^).

3.3.3. Metody ilościowe konstrukcji relacji przewyższanie

W [2 1] zaproponowano metodę konstrukcji relacji przewyższania w celu 
porównania projektów budowy odcinka pewnej autostrady, wychodzęc z zało­
żenia, że można otrzymać kompromis w przedziale dopuszczalnych wartości
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współczynników substytucji. Przyjęto, Ze tak zdefiniowane przedziały sę 
stale niezależnie od punktu g w przestrzeni kryteriów:

¡S sfr =S M^ dla i « 1, 2 k.

[B1l'M i] lost z*tem przedziałem niepewności współczynnika substytucji a^y, 
gdzie r Jest numerem kryterium odniesienia.

W ramach tego podejścia relację przewyższenia można zdefiniować na wie­
le różnych sposobów; najprostszy z nich wykorzystuje wskaźnik:

k
6(e,b,s) » ‘« ^ ( g ^  (a) - g ^ b ) )

1=1

w ten sposób, ż e :

a S b <i=>Min 6 (a ,b ,s) 2: O. 
s e (jm , M J

Tek zdefiniowana relacja S ma następujęce właściwości [5]:

- S Jest przechodnia,
- Jeżeli » O ' i M^ « +00 dla i » 1,2,.,. ,k (żadnych informacji na 

temat współczynników substytucji), to S Jest relację dominacji 5^,
- Jeżeli mi - M a dla i - 1,2.......k , to S Jest preporzędkieo zupełnym

zwięzanyn z sumę ważonę u(g) ■ ¿¡P,9. , odzie p = m. » M .
i 31

Zwężajęc przedziały współczynników substytucji przechodzimy zatem od re­
lacji dominacji do relacji preporzędku zupełnego^.

Zasadę konstrukcji rolacji przewyższania w oparciu o przedziały nie­
pewności współczynników substytucji można uogólnić. Niech U « {u(j)J bę­
dzie zbiorem funkcji użyteczności przyjętych Jako modele preferencji. Wte­
dy relację przewyższania można zdefiniować Jako relację dominacji zwlęze- 
nę ze zbiorem funkcji użyteczności, v< którym każda funkcja reprezentuje 
jedno kryterium:

a S b <=> Min Fu(g(a)) - u(g(b))| ^  O <ż=> U(g(a)) ^  u(<j(b)) V u « U
U eOI J

Definicja ta Jest wykorzystywana w metodzie UTA [s], gdzie przyjmuje się 
model preferencji decydenta w postaci zbioru li, addytywnych funkcji uży­
teczności. Wariantem tej metody Jest propozycja konstrukcji rozmytej re- 
IbcJI przewyższania [7 rozdz. lo].
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3,4. Agregacja dialogowa

Wielokryterlalne metody dialogowe pojawiły się na początku lat siedem­
dziesiątych z przeznaczeniem dla wielokryterialnego programowanie linio­
wego. Powstały one w wyniki, krytyki metod z globalną agregację preferen­
cji (kryteriów), które a priori żądają od decydenta informacji o prefe­
rencjach wobec elementów zbioru rozwięzeń dopuszczalnych, podczas gdy 
zbiór ten Jest nieskończony i znany decydentowi Jedynie implicite (okreś­
la go układ ograniczeń); na podstawie tei informacji tworzona Jest poje­
dyncza funkcja użyteczności, wobec czego problem wielokryterialny reduku­
je się do Jednokryterialnego. co oczywiście upraszcza aspekt obliczenio­
wy. W metodach dialogowych preferencje decydenta nie sę agregowane a prio­
ri przez funkcję użyteczności. Występuję w nich na przemian faza obliczeń 
i faza decyzyjna:

Faza obliczeń. W funkcji informacji uzyskanych w fezie decyzyjnej od­
powiednie algorytmy poszukuję nowej decyzji, która będzie zaproponowana 
decydentowi Jako potencjalnie kompromisowa. Gest to faza czysto technicz­
na, w którę decydent nie ingeruje.

Faza decyzyjna. Jeśli decydent uzna zaproponowana decyzję za kompromi­
sowa, to procedura kończy się; w przeciwnym razie zbiera się informacje 
dotyczęce preferencji decydentB. Rodzaj tych informacji zależy od metody. 
Pytania stawiane decydentowi mogę dotyczyć współczynników substytucji [4], 
porównania decyzji bleżęcej z decyzjami (wektorami g) fikcyjnymi z jej 
otoczenia [35]. poziomów aspiracji [l3, 33], czy wreszcie modyfikacji zbio­
ru rozwięzań dopuszczalnych na podstawie porównania z punktem idealnym w 
przestrzeni kryteriów [l], który może również ewoluować [32. 34 rozdz. ćj.

Jak widać, preferencje modelowe sę Jodynie lokalnie (w punkcie j^(e) 
iteracji proponujęcej kompromis a) i dynamicznie, dzięki sprzężeniu zwro­
tnemu między fazę obliczeń a fazę decyzyjnę. Obszernego przeględu metod 
dialogowych dokonano -ostatnio w [20], Idea metod dialogowych, mimo swoje­
go pierwotnego przeznaczenia, nie ogranicza się do zastosowań w wielokry- 
terialnym programowaniu liniowym. Zwróćmy tu uwagę no metodę UTA w wersji 
dialogowej [7 rozdz. 10J . adaptacyjną metodę dialogową [l7] i metodę dia­
logową dla problemu wielokryterialnego programowania dyskretnego [ż9j.

4. Zakończenie

Z chwilę, gdy dysponujemy globalnym modelem preferencji, możemy go za­
stosować w ramach odpowiedniej reguły decyzyjnej. Klasyczne reguły decy­
zyjne polegają na wyborze Jednej decyzji. W przypadku konsekwencji zde­
terminowanych reguły te Dolegają na wyborze decyzji maksymalizującej funk­
cję użyteczności lub pierwszej napotkanej decyzji zadowalającej. Gdy pre­
ferencja globalna Jest zamodelowana za pomocę relacji binarnej R » P u  I, 
niekoniecznie przechodniej i zupełnej , reguły decyzyjne polegają na wybo­
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rze oewnego podzbioru decyzji dopuszczalnych. MoZe to być podzbiór M tzw. 
decyzji maksymalnych [25] (a « A Jest decyzja aakeymalnę. Jeżeli n i e ^ b e A  
takie. Ze b P a) , podzbiór C tzw, decyzji wyborowych C253 (a € A Jest 
decyzja wyborowa. Jeżeli V  b e A. a R b) , lub Jędro N [ló] (por. par. 
3.3.2). Łatwo wykazać. Ze C ^  M <s N. Relacja binarna (przewyższanie) mo­
że być takZe wykorzystana w regule decyzyjnej majpcej na celu uszeregowa­
nie decyzji dopuszczalnych od najlepszej do najgorszej [21].
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UOJEJIHPOBAHHE nPE£nOMTEHHfl B MHOrOKPKTEPHAJIbHUX 
aPOEJLEMAX IIPHHHTHH PEiHEHH>i

P e 3 » m  e

B c ia T B e  c ^ e a a H a  n o a u r x a  o H K ieiH q eo K oro  npocM oxpa h o to a o b  HOAeAapoBaHHA 
npe«noTO ieH H a xxna. npw w iitainqero  peaeH H e b M saroK pH iepH aA bH itx n p o d A en ax  iip n - 
h h th a . pemeuHfl o aeiepuH iiE cxK 'isoK H U  onpaA eA eH xaii nocASACTBHft. M o asah  npeA - 
uo 'iieH H it npaA CxaB fleim  b B *xe OAHoro h a h  HecKOAbx*x d b sap o B  cooTHOiteHHii o n -  
peAeadHHux Ha MHOxecTse AonyciHM ux p ex eK H a, a  Taxjce b b h a 6  $ y h k h h h  o n p e A e -  
x S h h u x  Ha D io n  liHOJCQCiBe. B nocAeACTBHH paow ioT peH U  ueroA K  CHHTe3a oCmei! 
HOAeAH npeAnotieHHit saxAiwax^eecji b HeKouneacKpyraneii oCteAHaeHKH npeAnoHTe- 
HHit (MOAeAt c noporaM H  yAO B xeTB opaTeAbH ociH , AeKCHKorpa$iiHecKaji MOAeAb), b 
OObSAHHeHHiJ B eAHHyiO $yHKABB H0A63K0CTH HAH B BAHHOe OHHapHOe COOTHOAeHHe 
a x a x x e  b aeAOBeKO-MaMHUHOi! n p o ae A y p e  odbeAHHeHHH. HcxoAbKOBaHH Taitxe c o o t -  
HOMSHHA OdEieii MOA0AH llpeAnOHTeHHH C OCHOBHHUH npHHUHnaUH npHHHTHH pemeHHa.

MODELLING OF PREFERENCES IN MULTICRITERIA DECISION PROBLEMS 

S u m ■ a r y

This paper attempts to provide a synthetic insight into existing me­
thods of modelling of the daci9ion-aaker's preferences in nulticriterle 
decision problems with a deterministic description of attributes. Models 
of preferences are presented which are either binary relations defined on 
a set of feasible decisions or functions defined on this set. Next, me­
thods of synthesis of a global giodel of preferences are described which 
consist in the noncompensatory aggregation of preferences (a model with 
aspiration levels, a .lexicographic model), en aggregation into a single 
utility function, an aggregation into on outranking binary relation, or an 
Interactive aggregation. An applicotion of the global model of preferen­
ces tc some basic decision rules is also pro60nted.
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