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MODELOWANIE PREFERENCJI W WIELOKRYTERIALNYCH
PROBLEMACH DECYZYJNYCH

Streszczenie. W pracy podjeto probe syntetycznego przegladu ne-
tod*noHeTéwania preferencji decydenta w wiolokryterlalnych proble-
mach decyzyjnych z deterministycznym opisem konsekwencji. Przedsta-
wiono modele preferencji w postaci jednej lub kilku relecji binar-
nych okreslonych no zbiorze decyzji dopuszczalnych oraz modele w
postaci funkcji zdefiniowanych na tym zbiorze. Nastepnie oméwiono
metody syntezy globalnego modelu preferencji polegajece na niekom-
pensacyjnej agregacji preferencji (model z poziomami aspiracji, mo-
del leksykogreficzny), agregacji do pojedynczej funkcji uzyteczno$-
ci lub pojedynczej relacji binarnej oraz agregacji dialogowej. Omé6-
wiono takze powigzanie globalnego modelu preferencji z podstawowymi
regutami decyzyjnymi.

1. W3tep

0g6lnie méwiec, problem decyzyjny Jest problemem analizy zbioru decy-
zji dopuszczalnych A (rozwigzan dopuszczalnych), majecej na celu:

(i) albo wybdér jednej decyzji uznanej zs “najlopsze”,
(ii) albo wyodrebnienie podzbioru decyzji uznanych za “dobre*,

(iii) albo uszeregowanie decyzji od "najlepszej" do “najgorszej".
Zbior A moze by¢ przy tym dany explicite, w formie listy, lub implici-
te, za pomoce ograniczen matematycznych.

Przed pojawieniem sie analizy wlelokryterlalnej definicja "dobrej" lub
"najlepszej" docyzji wynikata z Jednego tylko punktu widzenia (kryterium)
reprezentowanego przez funkcje celu g. Funkcja g przypisuje kazdej de-
cyzji a liczbe w ten sposo6b, ze V a, bb6A: a Jest lepsze od b~=>g(s) >
g(b). W tym kontekScie problem decyzyjny Jest dobrze zdefiniowany mate-
matycznie - zdefiniowawszy zbiér A i funkcje g, mozemy badac¢ istnienie
i jednoznacznos$¢ rozwigzania najlepszego (optymalnego), a takze skonstru-
owa¢ algorytm Jego wyznaczania; lezy,to w zakresie klasycznych bed.in ope-
racyjnych.

Rzadko Jednak w realnym problemie decyzyjnym wystarczy ograniczy¢ sie
do jednego punktu widzenia, by wykorzysta¢ wszystkie Istotne informacje.
Wynika sted potrzeba analizy wlelokryterialnej. ktéra Jednak napotyka na
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szereg trudnosci, zaréwno na etapie Tformutowania problemu wialokryter lal-
nego. Jak i na etapie Jego rozwigzywania. G#d6wna trudnos¢ polega na tym.
ze problem wielokryterialny nie jest dobrze zdefiniowany matematycznie. W
og6lnosci rdine punkty widzenia sg sobie przeciwstawne w tym sensie, ze
decyzja a moze by¢ "lepsza"™ od decyzji b ze wzgledu na Jedno kryterium
i "gorsza" ze wzgledu na inne. W tej sytuacji zardéwno pozostawienie de-
cydentowi catkowitej swobody. Jak i wprowadzanie ($wiadome lub nie) zato-
zen ograniczajecych * celu rozwiezania problemu metode "jednckryterialne"
bedzie catkowicie bezowocne. W celu rozwigzania wielokryterialnego pro-
blemu decyzyjnego nalezy zastosowaé podejsScie lezace miedzy tymi ekstre-
mami, to zneczy zar6wno wprowadzi¢ pewne niezbedne zatozenia matematycz-
na, Jak i wykorzysta¢ informacje pochodzace od decydenta. W tym sensie
analiza wielokryterielna stanowi przyktad ewolucji roli nauki w procesie
rczwiazywania probleméw decyzyjnych: od zastepowania decydenta matematycz-
nym modelem optymalizacji do wspomagania decydenta przez dostarczanie mu
formalnego opi3u mozliwosci na roéznych etapach procesu j23j .

9. Roy @0J wyréznit cztery podstawowe etapy sktadajace sie na proces
rozwigzywania wielokryterialnych probleméw decyzyjnych:

(li Definicja zbioru A i okresSlenie typu problemu: (i), (i) lub
(iii).
(2) Analiza konsekwencji (atrybutéw) i opracowanie kryteriow.

(3) Modelowanie i agregacja preferencji decydenta, czyli synteza glo-
balnego modelu preferencji.

ta) Zast°sowan”e globalnego modelu preferencji w ramach odpowiedniej
reguty decyzyjnej.

Zaleznie od specyfiki konkretnego problemu istnieje mozliwo$¢ powtarzania
lub omijania niektérych etapow.

Szczeg6lnie waznym etapem powyzszej procedury jest modelowanie 1 agre-
gacja preferencji, bowiem od niego zalezy zgodno$¢ otrzymanego rozwigza-
nia problemu decyzyjnego z oczekiwaniami decydenta. W pracy tej dokonuje-
my przegladu stosowanych modeli matematycznych preferencji (rozdziat 2) i
metod ich agregacji (rozdziat 3). W zakonczeniu pracy (rozdziat 4) oma-
wiamy takze powigzanie globalnego modelu preferencji z podstawowymi regu-
+ami decyzyjnymi.

Zanim przejdziemy do zasadniczego tematu tej pracy, zauwazmy, ze decy-
dent definiuje swoje preferencje wobec decyzji dopuszczalnych w oparciu o
informacje o konsekwencjach tych decyzji. Z uwagi na ten zwigzek scharak-
teryzujmy tu blizej pojecie konsekwencji.

.Jednym z podstawowych zatozen teorii decyzji jest to, ze dwie robzne
decyzje moga mle¢ roézne konsekwencje. Natura konsekwencji stanowi o cha-
rakterze danej teorii decyzji. Konsekwencje mogg byé¢:

- jednowymiarowe 4ub wielowymiarowe.



Modelowanie preferencji w wielokryterialnych.

- zdeterminowane, przypadkowe lub niepewne,
- Jednorazowe lub roztozone w czasie.

Oznaczmy przez X zbiér mozliwych konsekwencji, a przez X « IXj---
Xi....,xk] element tego zbioru. X « XW*#*2* ___ =xj" eee XX[ jest k-wy-
miarowe przestrzeni? konsekwencji, x76 X, i » 1,2,....k. W przyoadku

jednowymiarowym Kk e 1. Ocena decyzji a lub przewidywanie jej konsek-
wencji moze byc¢:

- punktowe: x(aj » [x,(a) x"Na) xkngn ot
-w formie rozktadu: -ffa(*)j- Jest rozktadem wartosci zdeterminowanych
x(a) w przestrzeni konsekwencji X, natomiast -|pa(X)J- jest rozktaaem

prawdopodobienstwa w przypadku konsekwencji przypadkowych,
- w formie przedziatow: [x” () , x*()] , i «1.2 k.

W historii teorii decyzji konsekwencje przypadkowe iniepewne rozpa-
trywano znacznie wczes$niej niz wielowymiarowe. Rozpatrzny Drzypadck jed-
nowymiarowy i oznaczmy przez E zbidr standéw przyrody e wzajemnie wy-
kluczajacych sie. Konsekwencje se zdeterminowane . jezeli zbi6ér E zawiera
tylko jeden stan. W przypadku konsekwencji przypadkowych zaktada sie, ze
E zawiera co najmniej dwa steny. Kazdemu stanowi e przypisane jest praw-
dopodobienstwo p(ej takie, ze p(e) « 1 1lub ~ p(e)de « 1; xe(a 6 X
Jest ocene a. Jezeli wyatepi stan e. Ocena decyzji a Jest zatem wyra-
zona za pomoce rozkiadu prawdopodobienstwa “pa(X)J- na zbiorze X. zde-
finiowanego na podstawie znajomosci par .jx (@), p(e)j-- Take sytuacje de-
cyzyjne nazywa sie sytuacje ryzyka - jast ona przedmiotem zainteresowanie
teorii uzytecznosci von Neumanna [fe] . R6znica miedzy konaakwencJami przy-
padkowymi a niepewnymi polega na tym. ze w tym drugim przypadku nieznany
Jest rozktad prawdopodobienstwa na zbiorze E. Oest to sytuacja skrajnej
niepewnos$ci, ktéora lezy w zakresie teorii uzyteczno$ci Savage®a 24: . Pod-
stawowym zabiegiem atosonanym w tym przypadku Jest tren$fermacja problemu
decyzyjnego z sytuacji skrajnej niepewnos$ci do sytuacji ryzyka za oomoce
subiektywnej estymacji prawdopodobienstw. Nalezy tu takze wspomnie¢ o po-
dejsciu bayesowskim wykorzystujacym twierdzenie o prawdopodobienstwie wa-
runkowym [I53 . W przypadku wielowymiarowym konsekwencje przypadkowe 1 nie-
pewne se przedmiotem zainteresowania wieloatrybutowej teorii decyzji ”9; .

Zakres tej pracy jest ograniczony do konsekwencji wielowymiarowych.
zdeterminowanych 1 Jednorazowych.

2. Modelowanie preferencji - przeglad podstawowych modeli

Celem tego rozdziatu Jest przedstawienie podstawowych modeli preferen-
cji, z pominieciem ich zwigzku z konsekwencjami. Zwigzek ten bedzie wi-
doczny przy omawianiu agregacji preferencji (rozdziat 3), bowiem natura
konsekwencji wpiywa na metodyke agregacji.
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Modele preferencji nozne og6lnie podzieli¢ nadwie

- relacje binarne okres$lono na zbiorze
A

A,
- funkcje okreslone na zbiorze
2.1.

Modelowanie za pomoca relacji binarnych

Podstawowym modelem dla kazdej teorii decyzji

R. Stowinski

grupy:

wykorzystujacejpojecie

preferencji jest relacja binarna zdefiniowana nazbiorze A decyzji dopu-
szczalnych.
2.1.1. Modela wykorzystujace jedna relacje binarng R [3, 25]

Ta grupa modeli Jeet najbardziej klasyczna.

Wykorzystuje ona definicje

pomoce tej jednej

b,

sa nieporéwnywalna.

(i) wprowadza 6le re-

d R b: a Jest co najmniej tak atrakcyjna Jak b. Za
relacji mozna zamodelowaé trzy sytuacje podstawowa-:
(i) aRb i nie b R a :alJdest preferowana nad
(li) aRb i bR a a 1 bsa roéwnowazne,
(iii) rile aRb 1 nie bRa :d i b
Ola wygody, w celu zdefiniowania sytuacji (i) i
lacja P il
aPb4=>a Rb i nie bR a
alb <S=>aRb 1 B'R a

Podstawowe wkasciwosci relacji

réznych modeli se nastepujace:

wl -zwrotnos¢ .:Va : aR a

w2 :zupednos¢ :Va,be A aR Db lub bR a
w”A  :przechodnio$é :\/a,b,c6A :d R b i

w4 : symetria :Va,bt A aR b *» R a

w& : asymetria e<)Ya,bfiA : a R b=s>nie b R a.

Pierwsza grupa modeli zawiera relacje przechodnia:

preporzadek zupedny Jest relacja R
najczesciej stosowany model w teorii

spedniajacg w.

decyzji. W tyra

niajgca w3< wb5) jest porzadkiem czesSciowym, a |1
w4) Jest relacjag réwnowaznosci,
- preporzadek czesciowy Jest relacjg R spetniajacag

porzadek zupedny Jest preporzadklem zupednym takim,
R spetniajaca
porzadek czesciowy Jest relacja

lacja w2, Wg, Wg,

R spetniajaca Wg,

binarnych wykorzystywane przy tworzeniu

b R csira R c

, w2, Wj. Oest to
przypadku P (spet-
(spetniajgca w”Wg,
wn, Wy,

ze 1 »$, czyli re-

Wg.
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Druga grupa modeli zawiera relacje zupetne nieprzechodnle:

- Quasl-porzedek Jast relacje zupetne R teke, ze P I PC P, tzn., V a,
b.c.dCA -aPb. blc <c¢Pd=-=fa Pd. P2n 12 tzn.
c.deA takie, ze a P b, bPc [ ald, dIc.

Relacja ta Jest szczegdlnie interesujeca z tego wzgledu, ze pozwala na

, hie3a,b,

wprowadzenie pojecie progu roéwnowaznosci (por. par. 2.2).

- Porzpdek przedziatowy Jest relacje zupetne R tnke. ze P 1 Pc p.

- Turniej Jeet relacje R spedniajece *z, wg. Relacje te otrzymujemy
wtedy, gdy poréwnuje sie elementy zbioru A parami bez mozliwosSci stwier-
dzenia roéwnowaznos$ci.

- Mecz Jaat relacje R spedniajece w2.

2.1.2. Modela wykorzystujece wiecej niz Jadne relacje binarne

Niedawno 8. Roy [I7] zaproponowat przyjecie czterech sytuacji podsta-
wowych przy modelowaniu preferencji, rozrézniajec w przypadku dotychcza-
sowej preferencji dwie sytuacje: preferencje silne 1 preferencje stabe.
Kazdej z czterech sytuacji podstawowych przypisuje on inne relacje, sto-
sujec nastepujace oznaczenia:

P : preferencja silna I : réwnowaznos¢
Q : preferencja s#tabo R : nleporéwnywalnosc

Oprécz relacji wyrazajecych sytuacje podstawowe Roy wprowadza pojecie
sytuacji zgrupowanych w celu umozliwiania pewnych dwuznacznos$ci przy wy-
borze jednej z sytuacji podstawowych:

aw b : brak preferencji :a Il b lub a R b bez mozliwosci rozréznie-
nia,
>b : preferencja : aP b lub ao bbez mozliwosci rozréznienia,
Ob : przypuszczenie preferencji: a Q b lub alb bez mozliwosci

rozréznienia,
Kb : K-preferencja :a P b lub a R b bez mozliwo$Sci rozréznienia,
Sb : przewyzszanie :o P b lub oQ b Ilub alb bez nozliwoscl
rozréznienia.

2.1.3. Modele wykorzystujece relacje binorne wartosciowane

W tym zakresie najbardziej znane se modele wykorzystujece probabilis-
tyczne relacje preferencji [II] . p(a,b) jest prawdopodobienstwem tego, ze
a Jest co najmniej tak atrakcyjne Jak b. Modele te zaktadaje, ze prefe-
.rencja mierzona za pomoce miary probabilistycznej Jast zupei#na. Dlatego
(modele te spetniaje: p(a,b) + p(b,0) * 1, Va,bGA. p(a,b) « 1 reprezen-
tuje sytuacje preferencji zdeterminowanej, p(s,b) « 1/2 reprezertuje sy-
tuacje rownowaznosci zdeterminowanej.

W [5 rozdz. 3] zastosowano relacje warto$ciowane zwane relacje prefe-
rencji take , ze:
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- Rg)-~ : stopien preferencji silnej a nad b.

", Ra”b + Rbva " 1-
Wielkos¢ Rgivb » 1 - (RO>b + Rbj-e® interpretuje sie jako stopien roéwno-
waznosci miedzy a l b . ROMb + Rayb » 1 reprozentuje sytuacje zgrupo-
wan? odpowiadaJece preferencji, tBk Jak to aa miejsce w przypadku domina-
cji stochastycznej (a dominuje b) 6], Z kolei, Rayb “ Rb>a “ 1//2 ro~
prezentuje silne nieporéwnywalnos¢. Rayb mozna zdefiniowaé¢ za pomoc? re-
lacji probabilistycznej: p(e,b) » Ra>b + 1//2 R8~b* ktl*ra spetnia p(a,b) ¢
+ p(b,a) « 1.

Znane se takze proby modelowania preferencji za pomoce relacji rozmy-
tych [14. 18].

2.2, Modelowanie za pomoc? funkcji

Drugim podstawowym modelem Je3t funkcja zdefiniowana na zbiorze A na-
zywana, zaleznie od kontekstu, funkcje uzytecznosci, funkcje wartosci lub
funkcje kryterialne. Istnieje bogata literatura poswiecona funkcyjnym re-
prezentacjom preferencji (por. np. [3D-

2.2.1. Funkcje kryterialne, quasi-kryterialne, prekryterialne i pseu-
dokryterialne [I7]

g Jest pseudokryterluw, Jezeli istnieje dwie funkcje progowe q(g) i
s(g) takie, ze Jezeli g(a) > g(b), to:

@) g(a) > g() + s(g(b))<i=>8 P b : preferencja silna,

@) g) + q(g(b)) < g(@ < g(b) + s(g(b))<i=>a Q b : preferencja sta-
ba ,

(iii) g(b) < g(a) < g + g(g(b))<=>e 1 b : réwnowaznosc.

Ponadto progi musze spe#nia¢ wkasciwos$¢ polegajece na tym, ze funkcje g +
¢ q(g) i g ¢ s(g «se monofoniczne. niemalejece:

9> ¢ =>9 + q(b) > g"+ q(go i g+s(g)>g "+s(9) -

Poréwnywanie a i b za pomoce pseudokryterium daje pie¢ mozliwych od-
powiedzi zamiast tradycyjnych trzech (a P b, b P a, a I b). Zbiér re-
lacji binarnych (p,Q.,1) wynikajecych z pseudokryterium nazywa sie pseu-
doporzedkiem [22] .

guasi-kryterium Jest pseudokryterium takim, ze s(g) » q(g) > 0. W tym
przypadku pseudoporzedek redukuje sie do quasi-porzedku.

Prekrytarluw Jest pseudokryterium takim, ze s(g) =0.

Kryterium prawdziwe Jest pseudokryterium takim, ze s(g) » q(g) = 0.
W tym przypadku pseudoporzedek redukuje sie do preporzedku zupeinego.
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Oedynie ten ostatni przypadek jest szeroko wykorzystywany w teorii de-
cyzji. Wprowadzenie progéw Jest Jednak interesujace w wielu sytuacjach
decyzyjnych. Niestety, zwigzana z tym utrato wkasciwosci przechodniosci
utrudnia stosowanie progow.

2.2.2. Kryterium (uzyteczno$¢) porzadkowe 1 kryterium (uzytecznos¢) 1-
losciowe

Kryterium Jest porzadkowe, gdy relacja binarna przypisana temu kryte-
rium (ewentualnie relacje, patrz powyzej) ma tylko Jaden aens.W tym przy-
padku kazda transformacja monofoniczna f(g) dla kryterium prawdziwego ¢
Jest modelem réwnowaznym. Dla quasi-kryterium istnieje transformacja (nie-
skonczona ich liczba) taka, ze prég q Jest staty.

Kryterium Jest ilosSciowe, gdy pozwala na okresSlenie wartosci réznic mie
dzy elementami zbioru A. Kryterium ilosciowe g pozostaje ilosciowe przy
dodatniej transformacji liniowej: f * a g ¢ b. Warunki, Jakie mu$i spet-
nia¢ kryterium, aby byto ilosciowe, sformutowano w [lo] .

3. Agregacja preferencji

Zaktadamy, ze konsekwencje x(a) ae wielowymiarowe, zdeterminowane 1
bezposrednio powigzane z k funkcjami kryterialnymi 97*92 ofc pozwa-
lajacymi na ocene kazdej decyzji a€A za pomocg wektora £(a) reprezen-
towanego przez punkt w przestrzeni kryteriow®™ Rk. Dodajmy, ze przejscie z
x(a) do £.(@ wymaga w pewnych przypadkach dodatkowej pracy, o Kktoérej
tutaj nie bedziemy moéwié¢ (por. [ib)).

W rozdziale tym przedstawimy metody agregacji preferencji, ktérych mo-
dele oméwilismy w rozdziale poprzednim. Agregacja preferencji Jest roéwno-
znaczna z tworzeniem globalnego modelu preferencji. Podstawowym pojeciem
wykorzystywanym przy agregacji Jest kompensacja (substytucja). Wigze-sie
ona z odpowiedzig na pytanie: w Jakim stopniu polepszenie Jednego kryte-
rium pozwala skompensowaé pogorszenie innego. W pewnych modelach global-
nych kompensacja nie Jest mozliwa - mowimy wtedy o modelach niekompensa-
cyjnych. Wéréd modeli kompensacyjnych wyréznia ale modele odrzucajace wszel-
kg nieporéwnywalno$¢ i modele akceptujace pewng nieporomnywalnos¢._W pier-
wszym przypadku naturalnym przyktadem Jest model bedacy pojedynczg funk-
cja uzytecznos$ci (kryterium zagregowanym), a w drugim przypadku mamy do
czynienia z modelem bedacym relacjag binarng (relacja przewyzszania). Mo-
dele te noga by¢ ponadto tworzone w oparciu o informacje dostarczone przez
decydenta badz przed rozpoczeciem procesu przeszukiwania zbioru A (agre-
gacja globalna), badz w trakcie tego procesu, w trybie dialogowym (agre-
gacja lokalna). Modele agregacji dla przypadku, gdy zbidér A Jestzbiorem
wypuktym zdefiniowanym przez ograniczenia problemu wielokryterlalrego pro-



102 R. Stowinski

grasowania matematycznego (liniowego), zostaty szeroko oméwione przez au-
tora w [28], a przyktady ich zastosowan m,in. w [26, 27].

3.1. Modele niekompensacyjne

3.1.1. Model z poziomami aspiracji

W aodelu tym dla kazdego kryterium gAdefiniuje sie poziom aspiracji
g*, a dla kazdej decyzji dwie mezline oceny:

91(.) >g? Vi :a (B Jest dobra,

i takie, ze g”a) < 9i : aeM Jest zio.

Dest to model podstawowy przy poszukiwaniu decyzji zadowalajacych. Deet on
wtedy wykorzystywany roéwniez Jako regutadecyzyjna: wybierz pierwszy na-
potkany decyzje a take, ze g"ia) g* V* C31]- Interesujece rozsze-
rzenia tego aodelu polegaje bedz na umozliwieniu zniaji pozioméw aspira-
cji, bedz me poszukiwaniu decyzji nie osiegajecej wszystkich pozioméw as-
piracji, ale “najblizszej* ideatowi reprezentowanemu przez wektor g*. To
ostatnie rozszerzenie dato miejsce zastosowaniom Tfunkcji dystansowych w
przestrzeni kryteriéw, do ktdérych powrécimy przy omawianiu modeli agrega-
cji do postaci pojedynczej funkcji uzytecznosci (par. 3.2).

3.1.2. Model leksykograficzny

Ten model agregacji pozwala zdefiniowa¢ preporzedek zupedny R na zbio-
rze A, gdy kryteria se kryteriami prawdziwymi. Formalnie, niech R » PU 1
bedzie pheporzedkiem otrzymanym przez agregacie leksykograficzne k Kkry-

teriow uporzedkoeranych wedfug wzrastajecycb numeréw: 1> 2> _.. > i> ... >k,
a P b <=i>3i0 takie, ze a I b dla i » 1,2 1lqg oraz a b
alb <f»ai b dla i« 1,2 n.

Dozeli g* se kryteriami prawdziwymi, to zaréwno relacje Ri “ Piu Ili
Jak i R » PU I se proporzedkami zupednymi. Dednakze, Jezeli gt se qua-
si-kryteriami, to relacje R se quasi-porzedkami, a relacja R Jest do-
wolne relacje zupedne (meczem).

Model Ilekaykograficzny stosowany Jest w wielokryterialnym programowa-
niu matematycznym w ramach metody hierarchizacji kryteridéw (inaczej, prio-
rytetéw przywkaszczalnych) [28],

3.2. Agregacja do postaci pojedynczej funkcji uzytecznos$ci

Ten sposo6b agregacji preferencji polega na zdefiniowaniu funkcji wielu
zmiennych U(91,92,... .g") takiej, by U byks nowe funkcje kryterlalne:
u(g(a)) S u(g(b))<=> a R b. Relacja R Jest praporzedklem zupednym na
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zbiorze A. Funkcje uitjj nazywa sie funkcje uzytecznos$cil”. Gdy funkcja

U Jest rozniczkowaina, to z faktu. Ze gA ae kryterlaai prawdziwymi,wy-

nika, Za ~u(a)/Qgl 50 dla kazdego gt iw kazdym punkcie £.
Centralnym pojeciem wiolokrytenolnej lub wieloatrybutowej teorii uzy-

tecznosci jest wspotczynnik substytucji; zdefiniujemy go ponizej. Niech
gr bedzie kryterium odniesienia. Weddug przyblizonej definicji wspot-
czynnik substytucji sfr oznacza wzrost wartosci kryterium odniesienia

gf w punkcie £, potrzebny do skompensowania zmalenia warto$ci kryterium
g o Jednostke :

*fr oz (91<92 ..... 9i 1 9r+8ir 9k} 1(91°92 ._... 9k5*

Bardziej precyzyjna definicja Jest mozliwa wtedy, gdy M) jJest roz-
niczkowalna:

6u(a) gu(a)
-J1T AT

Funkcja uzytecznosci Jest addytywna. Jezeli mozna Je przedstawi¢ w po-

staci :
k
U@ "2 ui(gi)-
i-i
gdzie oznaczaje uzytecznos$ci czastkowe. Dozeli U Jest réznicz-
kowalna, to m dui/dgi. Sted, Jezeli gt Jest kryterium prawdzi-

wym, to uzyteczno$¢ czestkowa zwiezana z gi Jest funkcje monotoniczne
niemalejece.

Gdy uzytecznosci czestkowe se ciegte 1 rézniczkowaina, wspétczynniki
substytucji miedzy dwoma Kkryteriami, gA igj , zaleze wyteczme od ich
uzytecznos$ci czestkowych. Oest to w#asciwo$¢ niezaleznosci wspétczynnika
substytucji od k-2 Innych kryteriéw. W przypadku addytywnej funkcji uzy-
tecznosci mamy: &II(g)/£gi » du~/dg” zatem

du du -
31 * 397 dgj"

AScisle méniec. Jest to funkcja uzytecznosci wielokryterialnej. Analo-
gicznie mozna zdefiniowa¢ funkcje uzytecznosci wieloatrybutowej Jako bez-
posrednie fugkcje wektora konsekwencji (lub atrybutéw® X. Ponadto, w
teorii uzytecznosci na okreslenie funkcji agregacji przy konsekwencjach

zdeterminowanych uzywa sie raczejokreslenia funkcjo wartosci, nato-
miast funkcja uzytecznosci Jest funkcje agregacji przy korockwencjach
przypadkowych lub niepewnych. To ostatnie okrosler”’; zechnlto sie
Jednak w obu przypadkach na tyle, Ze obecnie odchod.- tg od tego roz-

réznienia.
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Je?.! to stosunek nachylenia zboczy obu uzytecznosci czestkowych w punk-
tach gA i g

W przypadku, gdy funkcja uzytecznosci czastkowych sa liniowo, omawiany
model nazywa sie suna wazona (por. £28] dla przypadku wielokryterialno-
go programowania liniowego) :

ui (gi) “ Pig9t=>u(g) “~ pigi
1=1

w modelu tym wspédczynniki substytucji se state, a krzywe izopreforoncji
se crostyni, ptaszczyznami lub hiperpteszczyznami w przestrzeni kryte-
riow. Faktycznie, sSN * pi”pj = const- Model sumy wazonej Jost modelem
klasycznym, bardzo czesto stosowanym, mimo ze warunki poprawnosci Jogo
stosowania se stosunkowo silne (statos$¢ wspéiczynnikéw substytucji).

Przejdzmy teraz do sprawy niezaleznosci w sensie preferencji, ktora
jest zwiezena z omawianym oodelem agregacji £9, 30]. Podzbidér kryteriow L
Jest niezalezny w sensie preferencji od swojego uzupednienia L, Jezeli:

(¢,m5C> p<sL-i?>

Oznacza to, ze preferencje zwiezane z podzbiorem kryteridéw L se niezalez-
ne od wartos$ci kryteriéw nalezecych do 1(61 ~ut 9*)- Oezeli L1 jost
niezalezny od Lj,a L2 od L2, to fi 12 Jost niezalezny od LjO L2>
a LjUu t2 od L1U L2. 0 niezalaznoscl wzajemnej méwimy wtedy, gdy kazdy
oodzbidr kryteridow jest niezalezny w sensie preferencji od 3wojogo doped-
nienia.

Warunek niezalezno$ci wzajemnej jost warunkiem koniecznym istnienia ad-
dytywnej Tfunkcji uzytecznosci i Jest wystarczajacy tylko wtedy, gdy k & 3
i gA se ciegle. Ola k =2 1lub g, dyskretnych wymagana se inne wa-
runki £9].

Specyficznym przyktadem agregacji preferencji do postaci pojedynczej
funkcji uzytecznosci se modele wykorzystujece funkcjo dystansowe w przes-
trzeni kryteridéw, w szczegélnosci w ramach tak zwanego programowania ce-
lowego £2]. Idee programowania celowego polega na wprowadzeniu zmiennych
reprezentujacych dodatnie i ujemne odchylenia od pozioméw aspiracji i mi-
nimalizowaniu funkcji tych odchylen. Zastosowanie funkcji dystansowych i
programowania celowego w wielokryterlalnym programowaniu liniowym zostato
oméwione w £28] .

3.3. Agregacie do postaci pojedynczej relacji binarnej

W tego typu modelach dokonuje sie agregacji preferencji do postaci po-
jedynczej relacji binarnej - dominacji lub przewyzszania.
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3.3.1. Relacja dominacji i zbidr sprawny

Niech R1,...,R1 Rk
cymi kryteriom. gx,...,gt g”N. Relacje dominacji > definiuje sie w na-
stepujacy sposoéb:

a3.b <=> aRa b dla 1» 1,2..... k: dominacja staba,
a> b<=d> a> b i nie b > a :dominacje silna.

Gdy kryteria ee kryteriami prawdziwymi (bez progéw) , to definicja ta przyj-
muje postac:

a>b <=>g"() 9A (b) dla i» 1,2,... .k

a >b a> b 1 nie b > a
Relacja dominacji Jest czesto zbyt uboga, wszczeg6lnosci gdy zbiér A
Jest dyskretny 1 mato liczny. Niemniej Jestto bardzo uzyteczny model przy

eliminowaniu decyzji z licznego lub nawet nieskoniczonego zbioru A.
Zbiér sprawny E Jest zbiorem decyzji niezdominowanych:

a € E, jezeli nie 6 A :b> a.

Wyznaczanie zbioru E dato asumpt do powstania wieluprac ialgorytmow

(tzw. polioptyaalizacJi zupednej), szczegdlnie dla przypadku wielokryte-
rialnego programowania liniowego £28, 33j. W tym przypadku warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na to, by a byka sprawna. Jest istnienie takie-

go wektora wag p ztozonego z p~r> O dla i » 1,2..... k, ze:
k
v(a) - max p-g- (@
acA 1—f

Oezeli zbidr A nie Jest wypukty, w szczeg6lnosci dyskretny, to warunek
tan Jest dostateczny, ale nie konieczny (por. np. [29]).

3.3.2. Metody porzedkowe konstrukcji relacji przewyzszania

Pierwsze metode, w ktérej zastosowano relacje przewyzszania S, byta
ELEKTRA 1 [16]. Data ona poczetek wielu pracom dotyczecym zaréwno kon-
strukcji relacji S, Jak i wykorzystania tej relacji we wspomaganiu decy-
denta w procesie rozwlezywania probleméw decyzyjnych.

ELEKTRA I wykorzystuje pojecie jedra w celu wyodrebnienia podzbioru de-
cyzji proponowanych pod rozwage decydentowi. Oedro N definiuje sie w na-
stepujecy sposoéb:

Va,b e N :nie aShb i nie bS a (alb se nieporéwnywalne).
Vec/N, 3ae N takie, Ze a S c,

to znaczy, Ze kazdy element spoza zbioru N Jest przewyzszany przez ccC
najmniej Jeden element z N oraz ze elementy zbioru N nie przewyzszaja



106 R. Stowinski

sie wzajemnie. Poniewaz S Jest bogatsza od > (dominacja), Jedro N Jest
w ogélnosci podzbiorem decyzji sprawnych E: N(S) as e (&).

Z kolei ELEKTRA Ii [21] wykorzystuje relecje S w celu przedstawieni*
dwéch mozliwie réznych preporzedkéw zupednych zgodnych z relacje S. aby
ostatecznie umozliwi¢ decydentowi czesSciowe uszeregowanie elementéw zbio-
ru A.

Obie te metody wykorzystuje pojecia zgodnos$ci i niezgodnosSci. ktdére po-
nizej zdefiniujemy.

Dla kazdej pary decyzji (a,b) kryteria dzieli ele no trzy klasy:

- kryteria na korzys¢ a : Ifirb * {1 =» b
- kryteria na korzys¢ ~ Illb>a"1li : "~ Pis

- kryteria, dla ktérych a i1 b ae réwnowazne: IB<-b {1 ,. i4 5}

Nastepnie okresla sie wektor wag p ®_£p4,p2.... .PMJ taki, ze ~> 1

i rozdziela sie go (na wz6r gtoséw w procedurze wyborczej) na powyzsze
trzy klasy, po czym wylicza sie na3tepujece trzy liczby:

p% Sirte»bpi. Pm tSb>aP*- Pa\b [lra~bH‘

Warunek zgodno$ci Jest spedniony wtedy, gdy:

Parb * Pa~H > C oraz &arb Pb>a

gdzie C Jest zatozonym progiem zgodnos$ci bliskim Jodnoscl. Spednienie
warunku zgodnds$ci upowaznia do przyjeciu hipotezy przewyzszania, typu aSh.
warunek niezgodnosci pozwala na odrzucenie tej hipotezy, jezeli istnieje
zbyt silna opozycja ze strony Jednego lub wielu Kkryteriéw. W praktyce
przyjmuje sie czesto prég niezgodnosci Di staty dla kazdego kryterium.
Dest to réwnoznaczne z wprowadzeniem relacji niezgodnosci o strukturze
quasi-porzedku. W tym sensie pojecie niezgodnos$ci Jest pojeciem porzedko-
wyra. Relacja przewyzszania Jest zatem zdefiniowana za pomoce warunku zgo-
dnosci i nie niezgodnosci w nastepujecy sposob:

asS b~ Pa>b ¢ Pa™b i*C i Pa).b > P b;rB oraz nie ] i tekie, ze
9i(b) - gna) > Dt.

Istnieje mozliwo$s¢ rozszerzenia tych poje¢ na przypadek quasi-kryterion
(por. [53) lub pseudokryteriéw (por. metoda ELEKTRA 111 [19M).

3.3.3. Metody ilosciowe konstrukcji relacji przewyzszanie

W [21] zaproponowano metode konstrukcji relacji przewyzszania w celu
poréwnania projektéw budowy odcinka pewnej autostrady, wychodzec z zato-
zenia, ze mozna otrzyma¢ kompromis w przedziale dopuszczalnych wartosci
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wspétczynnikéw substytucji. Przyjeto, Ze tak zdefiniowane przedziaty se
stale niezaleznie od punktu g w przestrzeni kryteriow:

iSsfr S w~ dla i «1,2 k.

[BU*Mi] lost z*tem przedziatem niepewnos$ci wspoétczynnika substytucji a”y,
gdzie r Jest numerem kryterium odniesienia.
W ramach tego podejsScia relacje przewyzszenia mozna zdefiniowaé¢ na wie-
le réznych sposobéw; najprostszy z nich wykorzystuje wskaznik:
k
6(e,b,s) »  «"(g™ (@ - g"b))
1=1

w ten sposb6b, ze:

a S b<i=>Min 6 (a,b,s) 2:0.
se@n,MJI

Tek zdefiniowana relacja S ma nastepujece w#asciwosci [5]:

- S Jest przechodnia,

- Jezeli » 0 "i MM « +00 dla 1 » 1,2,.,. ,k (zadnych informacji na
temat wspo6dczynnikéw substytucji), to S Jest relacje dominacji 57",
- Jezeli mi -Ma dla i - 1,2....... k, to S Jest preporzedkieozupednym
zwiezanyn z sume wazone u(g) ® ¢(ijP,9. , odzie p =m » M
131

Zwezajec przedziaty wspotczynnikédw substytucji przechodzimy zatem od re-
lacji dominacji do relacji preporzedku zupeknego”.

Zasade konstrukcji rolacji przewyzszania w oparciu o przedziaty nie-
pewnosci wspodtczynnikédw substytucji mozna uogélnié. Niech U « {u(§)J be-
dzie zbiorem funkcji uzytecznosci przyjetych Jako modele preferencji. Wte-
dy relacje przewyzszania mozna zdefiniowaé¢ Jako relacje dominacji zwleze-
ne ze zbiorem funkcji uzyteczno$ci, \« ktérym kazda funkcja reprezentuje
jedno kryterium:

a s b <=> Min Fu(g(a)) - u(g(b))l ~ 0 <z=> U(g(a)) ® u(<i(b)) Vu«U
UeOl J

Definicja ta Jest wykorzystywana w metodzie UTA [s], gdzie przyjmuje sie
model preferencji decydenta w postaci zbioru li, addytywnych funkcji uzy-
tecznosci. Wariantem tej metody Jest propozycja konstrukcji rozmytej re-
IbcJl przewyzszania [7 rozdz. lo].
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3,4. Agregacja dialogowa

Wielokryterlalne metody dialogowe pojawity sie na poczatku lat siedem-
dziesigtych z przeznaczeniem dla wielokryterialnego programowanie linio-
wego. Powstaty one w wyniki, krytyki metod z globalng agregacje preferen-
cji (kryteridw), ktore a priori zadaja od decydenta informacji o prefe-
rencjach wobec elementéw zbioru rozwiezen dopuszczalnych, podczas gdy
zbidér ten Jest nieskonczony i znany decydentowi Jedynie implicite (okres$-
la go uktad ograniczen); na podstawie tei informacji tworzona Jest poje-
dyncza funkcja uzytecznos$ci, wobec czego problem wielokryterialny reduku-
je sie do Jednokryterialnego. co oczywiscie upraszcza aspekt obliczenio-
wy. W metodach dialogowych preferencje decydenta nie se agregowane a prio-
ri przez funkcje uzytecznos$ci. Wystepuje w nich na przemian faza obliczen
i faza decyzyjna:

Faza obliczen. W funkcji informacji uzyskanych w fezie decyzyjnej od-
powiednie algorytmy poszukuje nowej decyzji, ktdéra bedzie zaproponowana
decydentowi Jako potencjalnie kompromisowa. Gest to faza czysto technicz-
na, w ktére decydent nie ingeruje.

Faza decyzyjna. Jesli decydent uzna zaproponowana decyzje za kompromi-
sowa, to procedura konczy sie; w przeciwnym razie zbiera sie informacje
dotyczece preferencji decydentB. Rodzaj tych informacji zalezy od metody.
Pytania stawiane decydentowi moge dotyczy¢ wspodczynnikéw substytucji [4],
poréwnania decyzji blezecej z decyzjami (wektorami g) Fikcyjnymi 2z jej
otoczenia [35]. pozioméw aspiracji [13, 33], czy wreszcie modyfikacji zbio-
ru rozwiezan dopuszczalnych na podstawie poréwnania z punktem idealnym w
przestrzeni kryteriéw [1], ktéory moze roéwniez ewoluowaé¢ [32. 34 rozdz. ¢j.

Jak wida¢, preferencje modelowe se Jodynie lokalnie (w punkcie j~(e)
iteracji proponujecej kompromis a) i dynamicznie, dzieki sprzezeniu zwro-
tnemu miedzy faze obliczen a faze decyzyjne. Obszernego przegledu metod
dialogowych dokonano -ostatnio w [20], Idea metod dialogowych, mimo swoje-
go pierwotnego przeznaczenia, nie ogranicza sie do zastosowan w wielokry-
terialnym programowaniu liniowym. Zwréémy tu uwage no metode UTA w wersji
dialogowej [7 rozdz. 10J . adaptacyjna metode dialogowa [I7] i metode dia-
logowg dla problemu wielokryterialnego programowania dyskretnego [z9].

4. Zakonczenie

Z chwile, gdy dysponujemy globalnym modelem preferencji, mozemy go za-
stosowa¢ w ramach odpowiedniej reguty decyzyjnej. Klasyczne reguty decy-
zyjne polegaja na wyborze Jednej decyzji. W przypadku konsekwencji zde-
terminowanych reguty te Dolegaja na wyborze decyzji maksymalizujacej funk-
cje uzytecznosci lub pierwszej napotkanej decyzji zadowalajacej. Gdy pre-
ferencja globalna Jest zamodelowana za pomoce relacji binarnej R » Pu 1,
niekoniecznie przechodniej i zupeinej , reguty decyzyjne polegajg na wybo-
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rze oewnego podzbioru decyzji dopuszczalnych. MoZe to by¢ podzbidér M tzw.
decyzji maksymalnych [25] (a « A Jest decyzja aakeymalne. Jezeli nie”~beA
takie. Ze b P a) , podzbiér C tzw, decyzji wyborowych C253 (a €A Jest
decyzja wyborowa. Jezeli V b e A. a R b), lub Jedro N [16] (por. par.
3.3.2). tatwo wykaza¢. Ze C ™ M <s N. Relacja binarna (przewyzszanie) mo-
ze by¢ takZe wykorzystana w regule decyzyjnej majpcej na celu uszeregowa-
nie decyzji dopuszczalnych od najlepszej do najgorszej [21].
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UOJEJIHPOBAHHE nPEENOMTEHHFI B MHOrOKPKTEPHAJIbHUX
aPOEJLEMAX T1PHHHTHH PEIHEHH>I

Pe 3»me

B ciaTBe c"eaaHa noaurxa oHKieiHgeoKoro npocMoxpa hotoaoh HOAeAapoBaHHA
npe«noTOieHHa xxna. npwwiitaingero peaeHHe b MsaroKpHiepHaAbHitx npodAenax iipn-
hhtha. pemeuHfl o aeiepuHiiEcxK'isoKHU onpaAeAeHxaii nocASACTBHft. Moasah npeA-
uo'iieHHit npaACxaBfleim b B*xe OAHoro hah HecKOAbx*x dbsapoB cooTHOiteHHii on-
peAeadHHux Ha MHoxecTse AonyciHMux pexeKHa, a Taxjce b bhaé $yhkhhh onpeAe-
xShhux Ha Dion riHoacqciBe. B nocAeACTBHH paowioTpeHU ueroAK CHHTe3a oCmei!
HOAeAH npeAnotieHHit saxAiwax”"eecji h HeKouneacKpyraneii oCteAHaeHKH npeAnoHTe-
HHit (MOAeAt ¢ noporaMH yAOBxeTBopaTeAbHociH, AeKCHKorpa$iiHecKaji MOAeAb), b
OObSAHHeHHi) B eAHHyiO $yHKABB H0A63KOCTH HAH B BAHHOe OHHapHOe COOTHOAeHHe
a Xaxxe b aeAOBeKO-MaMHUHOI! npoaeAype odbeAHHeHHH. HcxoAbKOBaHH Taitxe COOt-
HOMSHHA OdEieii MOAOAH llpeAnOHTeHHH C OCHOBHHUH npHHUHnaUH npHHHTHH pemeHHa.

MODELLING OF PREFERENCES IN MULTICRITERIA DECISION PROBLEMS

Summary

This paper attempts to provide a synthetic insight into existing me-
thods of modelling of the daci9ion-aaker®s preferences in nulticriterle
decision problems with a deterministic description of attributes. Models
of preferences are presented which are either binary relations defined on
a set of feasible decisions or functions defined on this set. Next, me-
thods of synthesis of a global giodel of preferences are described which
consist in the noncompensatory aggregation of preferences (a model with
aspiration levels, a .lexicographic model), en aggregation into a single
utility function, an aggregation into on outranking binary relation,or an
Interactive aggregation. An applicotion of the global model of preferen-
ces tc some basic decision rules is also pro60nted.



