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OPTYMALIZACJA WIELOKRYTERIALNA W OBECNOŚCI OCEN ROZMYTYCH

Streszczenie. Przedstawiono koncepcję rozmytej oceny wariantów 
rozwiązań projektowych na hazie apsrstu pojęciowego teorii zbiorów 
rozmytych. Pokazano sposób interpretacji cząstkowych ocen rozmytych 
or8Z sposób agregowania tych ocen do skalarnej wielokryterislnej o- 
ceny wariantu. Wyróżniono dwa przypadki:
a) gdy rozmyte są wartości ocen,
b) gdy rozmyte (ze względu na niemierzalność) są kryteria i odpowia­

dające im współczynniki wagi.
Proponuje się także, w oparciu o literaturę, sposoby porównania i 
interpretacji końcowych ocen rozmytych.

W projektowaniu technicznym operuje się zwykle wielkościami (fizyczny­
mi i ekonomicznymi) dobrze zdefiniowanymi i mierzalnymi top. natężenie prą­
du, stężenie składników, cena itp.). Jednak zdarza się, że niektóre wiel­
kości nie dadzą się opisać za pomocą zmiennych zdefiniowanych bądź ich war­
tości nie da się zmierzyć i przedstawić w postaci liczbowej, zdetermino­
wanej, np. wygoda użytkowania czy poczucie bezpieczeństwa. Próby formali­
zacji takich zmiennych lingwistycznych mogą być następujące:
a) poszukuje się zastępczych zmiennych, zdefiniowanych lub dających się 

zmierzyć, np. "stopień zagrożenia" możne mierzyć prawdopodobieństwem 
wypadku, albo „

b) tworzy się umowną, sztuczną skalę, przyporządkowującą wartości liczbowe 
poszczególnym wartościom zmiennej lingwistycznej (np. szkolnej ocenie 
"b8rdzo dobry" odpowiada liczba 5), albo

c) korzysta się z aparatu pojęciowego teorii zbiorów rozmytych.
Zajmiemy się tym ostatnim przypadkiem.

2. Ocena rozmyta

Oceną k^v nazywamy wartość i-tego kryterium oceny k^ dla v-tego wa­
riantu rozwiązania Ry. Zwykle wariant R„ definiowany jest za pomocą war­
tości skończonej liczby ce p = 1,...,P:

1. Wstęp
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Oznecza to, ża każdy wariant Ry wyznaczany jest przaz wektor w P-wymis- 
rowej przestrzeni wartości cech konstrukcyjnych. Niniejsza prace ograni­
cza sie do przypadku dyskretnych cech konstrukcyjnych (zmiennych decyzyj­
nych). Jeśli cechy x są zmiennymi dyskretnymi "z natury" lub sztucznie
Bkwantowanymi, zbiór {Rv}. v “ Jest zbiorem skończonym lub przeli­
czalnym ("dyskretnym"). Wówczas oceny mogą być przedstawione w postaci ma­
cierzy ocen kiy, din kiv = I . V, gdzie I jest liczbą kryteriów oceny 
a V liczbą wariantów rozwiązań. Widać więc, że każde rozwiązanie Rv wy­
znaczone jest przez wektor w I-wymiarowej przestrzeni kryteriów (przestrze­
ni celu), pod warunkiem że oceny kiv są podane w sposób deterministycz­
ny. Mogą jednak zaistnieć dwa następująca przypadki:
a) kryterium oceny k^ Jest zmienną zdefiniowaną ale niedostępną pomia­

rowo, wówczas oceny k^v są formułowane w sposób rozmyty,
b) kryterium oceny k^ jest zmienną lingwistyczną, tym samym oceny kiy

muszą być tskże rozmyte.
Istotą oceny rozmytej jest przedstawienie danego rozwiązania Ry jako zbio­
ru rozmytego, scharakteryzowanego własną funkcją przynależności i określo­
nego w przestrzeni:
8) wartości i-tego kryterium k^, gdy chodzi o ocene cząstkową (ze względu 

na jedno kryterium),
b) wartości funkcji celu P, gdy chodzi o ocenę kompleksową (wielokryte- 

rialną).
Wprowadźmy następujące oznaczenia:

- zbiór wariantów rozwiązań dopuszczalnych v » 1,...,V,
- klasa zbiorów rozmytych dla i-tego kryterium oceny, stanowią­

ca repertuar ocen rozmytych dla tego kryterium (dotyczy tylko 
kryteriów ocenisnych w sposób rozmyty - por. p.4),

- zbiór kryteriów oceny i = i,...,I,
zbiór współczynników wsgi,

P.

- klasa zbiorów rozmytych dla i-tego współczynnika wagi, stano­
wiąca repertuar ocen rozmytych dla tego współczynnika wagi (do­
tyczy tylko współczynników wagi ocenianych w sposób rozmyty- 
por. p.5).

Tiz - k-ty zbiór rozmyty w klasie P^, k»1,...,K^ z=1,...,Zit

- przestrzeń wartości i-tego kryterium,
- przestrzeń wartości i-tego współczynnika wagi,
- przestrzeń wartości funkcji celu,

- ocens y-tego wariantu ze względu na i-te kryterium (rozmyte 
lub ostra),

y • • •

- funkcja przynależności zbioru rozmytego P^-



Optymalizacja wielokryterialns w,. 123

Zdanie s

Óeat * pj_ oraz pik c ui C2)

formułuje ocene rozmytą.
PRZYKŁAD

Niech i-tym kryterium oceny bedzio niezawodność (U^ = <0,1 ). Jest to
wielkość zdefiniowano, ale załóżmy, że na danym etapie projektowania nie­
dostępna pomiarowo. Przyjmujemy dla tego kryterium następujący repertuar 
ocen rozmytych, czyli klaae zbiorów rozmytych Pi :

gdzie:
Pi1 - "mała"

P^2 ~ “średnia"
Pi3 - "duża"

Załóżmy, żo funkcja' przynależności M p , ¡H, są takie,jak prsed-
i1 i? iistawia rysunek 1.

Rys. 1. Przykłodowy repertuar ocen rozmytych dla kryterium oceny "nieza­
wodność"

Ocena rozmyta ze względu na i-te kryterium oceny kH polega r.a przypo-

z rodsiny ?t, czyli na przedstawieniu każdego z rozwiązań jako rozmytego 
podzbioru przestrzeni * <0,1> . Np.
Ha przykład stwierdzenie
"Niezawodność wariantu R-j jest średnie* odpowiada zspiaowit

O  0,3 O J  0,5 O J  Ą ^ k i  ( n ie z awodność)

rządkc. jniu każdemu z elementów zbioru

pi2 - ((kif ^ p i2)| k± e W p12 « Ui <0,1>)
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3. Zadania optymalizacji

Ograniczymy się [3] do przypadku liniowej i addytywnej ze względu na 
funkcje funkcji eolu Fv o postaci:

i-I
*Y “ S  "iui (*iv> i3)

i«1
gdzie:

Fv - wartość funkcji celu dla v-tego wariantu rozwiązania,
Ui(kiv) - wartość fumkcji ułyteezności (preferencji> dla i-tago kryte­

rium i Y-tego wariantu rozwiązania u^ « <0,1>, 
wA - współczynnik wagi i-togo kryterium, przy czym

i=l
'y Wĵ  - 1 (współczynniki wagi są znormalizowana)
i»1 oraz wartości w^ są dodatnie.

Optymalizacja polega na znalezieniu takiego wariantu rozwiązania ze
zbioru Rv, któro maksymalizują funkcję celu, ożyli:

R ^ . R ^ e f k J  i / \  ^y o > ?y <4>
v ’ 1 <  v <  V

W dalszej części artykułu rozpatrzymy dwa przypadki:
1) wszystkie kryteria oceny k^ są zdefiniowana, wazystkia współczynniki 

wagi w^ *d«terminowane liczbowa, część ocan wartości kryteriów k^ 
rozmyta, pozostała ostre,

2) część kryteriów oceny Jest niezdefiniowana, czyli odpowiadająca im o- 
ceny i współczynniki wagi są takie rozmyte. Pozostałe kryteria zdefi-

' niowane, e ocena ich wartości i współczynniki wegi dane w sposób ostry;
Re przykładzie tyeh,dwóch przypadków zaproponowany zostanie sposób okre­
ślenia zbiorów rozatytych w przestrzeni Uy wartości funkcji celu, stano­
wiących ostateczną wielokryterialną ocenę rozwiązań oraz przedstawione zo­
staną sugestie co do końcowej interpretacji takiej eeeny.

4. Przypadek pierwszy 

Dane są:
- postać funkcji celu,
- zbiór rozwiązań dopuszczalnych (poprawnych) [4] ,

, p«1,...,L - zbiór kryteriów, których oceny są rozmyte,
s*L+1,...,I - zbiór kryteriów, których oceny Bą ostre,

{wi} • i“1«****1 “ ostrych współczynników wagi,

r
t \

f e j \ »  P “ 1 »
t k . > ,  s - L + 1
K j [ .  i " 1 <
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u^(lci)- zbiór funkcji użyteczności określonych na zbiorach U^,
|kp y J - zbiór ocen rozmytych dle v-tego wariantu,
|kQV j - zbiór ocen deterministycznych dla v-tago wariantu.

Funkcje celu dla v-tego wariantu rozwiązania Bożeny zapiaaó (korzysta­
jąc z zależności (3)) Jako:

F = P + F„t rv dr
gdzie:

P«1
P ^  = W p U p (kpv) - składnik rozmyty funkcji eelu,

P=1

B»»!
“ X* "s u s - skłsdnik ostry funkcji celu.

Bwl+1

Procedura postępowania jest następująca:
1) dokonujemy transformacji funkcji przynależności U- ~ zbiorów rozmytych

pkppk« które formułują oceny rozmyte kryteriów kp z przestrzeni warto­
ści Up kryteriów kp do przestrzeni wartości funkcji użyteczności 
Up(kp), którymi jest przedział < 0 , 1 >  (wg konstrukoji z rys.3, pstrz 
przykład) ,

2) przeskelowujemy osie wartości funkcji użyteczności up(kp) poprzez prze­
mnożenie ich przez wartości odpowiadających współczynników wagi wp,

3) dokonujemy sumowania (składania) ocen cząstkowych występujących w skła­
dniku rozmytym funkcji celu PT wg następującej formuły idls 
dwóch dowolnych ocan cząstkowych ze wzglądu na kryteria k^ i kt)*

^  (Prv> * sup { i'pia(w1.u1(k1)) + ^ ( w tut(kt)))J

wlul'wtut c UP

wXUl47,tut“yrv <5)

- aup |min(1,^p^(a) + ^ p to(l)))j " aup ni*(1,fy^(s) + ))j
a, b i Wy a t Up

a+t> + Pyy

przy czym
1 l,t <  I
1 s= a ^
1 <  n ^  Kt

(inne oznaczenia wg p.2)
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4) obliczamy wartość składnika ostrego Fdr funkcji celu Py i dokonu­
jemy przesuniecie wykresu funkcji ¡x ̂  (F^) o te wartość.

5. Przypadek drugi

Dane aą:

M
-

s j .  P-1, .

* . ) • 8«L+1
—

-a)
ui<ki> I -
*PY J

kSy -

rozmyte,

finiowenya, które są dane w sposób rozmyty poprzez ich oceny
rozmyte Tpz,

Punkcje calu dla v-tego wariantu rozwiązania możemy zapisać jako:

't  " ?rr + ?dr

gdzie:

p»Ł
prv " ^  wpup(kpY^ “ rozmyty funkcji celu,

p-1

3-1
?dv ” * bu s ^ * t ' " ‘¡fcładnifc ostry funkcji celu.

s-P+1

Proponuje sie następującą procedurą postępowania:

1) Dokonujemy transformacji funkcji przynależności ¡x p , zbiorów rozmy­
tych Ppk, które formułują oceny rozmyte kryteriów pfcp, z przestrzeni
wartości Up kryteriów kp do przestrzeni wartości funkcji użyteczno­
ści up(kp), z przedziału <0,1 >  (konstrukcja z rys. 3,p8trz przykład),

2) Złożenie ocen rozmytych użyteczności kryteriów kp z ocenami rozmyty­
mi odpowiadających im współczynników wagi wp wg następującej formuły
(dla danego kryterium oceny kp i odpowiadającego mu współczynnika
wagi wp):
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(6)

gdzie;
Fp - skłednik części rozmytej funkcji celu odpowiadający p-te~rv *

eu kryterium oceny

1 <  k <  Kp 
1 <  z <  Zp

(pozostałe odznaczenia jak w p.2 ).
3) Dokonujemy sumowania (Bkładania) ocen cząstkowych występujących w skła­

dniku rozmytym ?rv funkcji celu Fv wg formuły (5 ).
4) Obliczamy składnik ostry ?dy funkcji celu Ty i dokonujemy przesu­

nięcia o jego wartość wykresu funkcji ¿*R (Fry).

6. Przykład

Przyjmijmy, że w pewnym procesie projektowym otrzymano trzy warianty 
R1, R2 i R3 rozwiązanie problemu pomiaru napięcia w określonych warun­
kach. Dla dokonania oceny przyjęto dwa kryteria ocenyt

^  - niezawodność, 
k2 “ dokładność.
Oba te kryteria są zdefiniowane. Niezawodność zdefiniowano Jako prawdopo­
dobieństwo braku awsrii w zadanym czasie i w określonych warunkach.Dokła­
dność określono Jako całkowity błąd bezwzględny odniesiony do zakresu po­
miarowego i wyrażono w procentach. Okazało sie Jednak, że tylko dokładność 
poszczególnych wariantów .można w danej chwili określić ostro, zaś co do 
niezawodności przyjęto oceną rozmytą. Sytuacja ta odpowiada rozważanemu 
powyżej przypadkowi pierwszemu, przy czym: ^

oraz

* - y 1. *i ui^i>
1 - 1
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Funkcje przynależności zbiorów rozmytych formułujących oceny rozmyto ' są 
uwidocznione ns rys. 3 (płaszczyzna C^, k >  ).
Składnik rozmyty funkcji celu me postać:

?r - w, u^k,)

Składnik ostry:

Rys. 2. Funkcja użyteczności kryteriów oceny k. "niezawodność" 
i kg "dokładność"

Zbiory ocen rozmytych j k^ ,  k 12, k ^ J  oraz deterministycznych j kg1, k22,
k2j | podaje tabela 1.
Informacja wejściows do etapu oceny jest przedstawiona w tabeli 1.

Tabela 1

zbiór dany ne rys. 2.

Fjj * w2 UgCkg)
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Sposób transformacji funkcji przynależności (k^),jtR (k.j) i ¿tR (k^ z
przestrzeni wartości kryterium k^ do przestrzeni wartości funkcji pre­
ferencji u-|(ki) pokazuje rys. 3.

Składnik ostry dla poszczególnych rozwiązań ma następująca wartości (por. 
rys. 2 i tabela 1):

pd1 = 0,7 . 1 » 0,7,

Pd2 = 0,7 . 0,7 « 0,49,

Pd3 = 0,7 . 0,3 w 0,21.

Przeakalowując oś wartości U^fk.,) z rys. 3 przez Wj i przesuwając po­
szczególne wykresy funkcji przynależności o wartości odpowiadającego im 
składnika ostrego otrzymujemy ostateczną rozmytą ocene całkowitą warian­
tów rozwiązań ze względu no przyjęte kryteria oceny. Pokazuje to rys. 4.



130 W. Tarnowski. M. Wacławek

funkcji celu F (patrz przykład)

Interpretacja dowolnego punktu A, należącego do któregoś z trzech wykre­
sów z rys. 4, jeat następująca./ns przykładzie punktu A (0,48/ 0,75) nale­
żącego do wykresu funkcji (P)/: stopień przynależności pewnego pomy­
ślanego rozwiązania o wartości funkcji celu 0,5 do rozwiązania R^ rozumia­
nego Jako podzbiór rozmyty w przestrzeni Up wartości P jest 0,75.

7. Porównanie ocen globalnych (wielokryterialnych) wariantów rozwiązań

Informacją początkową w tym etapie jest klasa zbiorów rozmytych Ry re­
prezentujących oceny rozmyte odpowiednich wariantów rozwiązań w przestrze­
ni wartości funkcji celu P. W literaturze [i] podanych Jest kilka sposo­
bów uporządkowania zbiorów rozmytych (odpowiadających rozwiązaniom Ry) ze 
wzglądu na kryterium P, czyli znalezienia najlepszego wariantu Ryo. Za 
pracą [i] zacytujemy metodą oceny wg Saaaa i Kwakernaaka. Zgodnie z tą 
metodą postąpujemy wg naatąpującego schematu:
Niech bądą dane dwa- zbiory rozmyte, odpowiednie dla dwóch wariantów R^ i
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Określamy rozmytą relsoje preferencji:

¿ipCRi.Rj) =1* gdy R» jeat całkowicie preferowane w stosunku do R^,

¿ł tRi,Rd) « O, gdy R^ jest całkowicie niepreferowane w stosunku do

Rj* (7)
Zbiory Rj.»Rj muszą byś normalne i uniaodelne [i].
Wprowadzamy relacje teką te

¿ V pi’V
■yi < p j

pi > ? j

gdzie Pit Pj e UF 

Wtedy»

¿ V Ri'RJ> “ B“P ( ^ ¿ ‘Hi,7i)- ¿*R3i?j>» fiPiJ(Pi,Pj))) 
Pi'Pj e ¥P

( 8 )

(9)

Łatwo wykazać, te dis przypadku z rys. 4 zachodzi:

llp (R1,R2) - 1 ¿tp(R2, R-j) » 0.48

p p (RltR3) - 1 ¿tp(R3. Rn) - o

( R 2 .» j ) -  1 ¿ y R3 ’ R2 ) -  0

Widać wiec, że najlepszymYozwiązaniea jest wariant R1t chociat R2 nie 
jest całkowicie niapreferowane w stosunku do R^ jest zdecydowanie naj­
gorsze.
Istnieją onne [i], bardziej złoione formuły porównywania ocen rozmytych,

^ ) ^ R Z

Rys. 5. Przypadki rozwiązań równoconnych 
przy ocenie wg Baasa - Kwskemaaka
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Warto zauważyć, ża ocena wg BaBsa-Kwakemaaka zastosowana do wariantów roz­
wiązań jak na rys. 5 stwierdza, że są to warianty równoważne, jednakowo 
preferowane, czyli ^ ( R ^ R j )  31 1 *

Podsumowanie

Klasyczna literatura teorii zbiorów rozmytych i ich zastosowań w decy­
zji i optymalizacji wielokryterialnej dotyczy przypadków, gdy wszystkie 
kryteria (i wagi) mają charakter lingwistyczny.
Tymczasem w praktycznych zastosowaniach inżynierskich (np. w projektowa­
niu technicznym) charakter rozmyty ma znaczna mniejszość elementów tabli­
cy decyzyjnej, np. tylko Jedno kryterium i jego współczynnik wagi.Ta roz- 
mytość może być spowodowana różnymi przyczynami, np. brakiem możliwości 
zdefiniowania danej zmiennej albo brakiem możliwości wyliczenia lub mie­
rzenia jej wartości, albo uchylaniem sie eksperta od sformułowania odpo­
wiedzi w postaci liczbowej (przy ocenia subiektywnej).

Należy dobrze zdawać sobie sprawę z różnicy dwu pojęć: oceny rozmytej 
i oceny losowej: w drugim przypadku mamy niepewność co do ostro określo­
nych wartości (którą np. eksperyment może zmniejszyć lub usunąć), w pier­
wszym mamy nieprecyzyjność Bformułowanis. Zauważmy też, że ujecie rbzmyte 
ma pewną przewagę nad tworzeniem pewnej sztucznej miary (np. punktowej): 
ta ostatnie prowadzi do utraty informacji co do stopnie nieprecyzyjności 
sformułowania.

Operowanie na miarach rozmytych (np. ich dodawanie czy mnożenie) powię­
ksza ich stopień nieprecyzyjności ("rozmywa Je").
Użycie aparatu matematycznego teorii zbiorów rozmytych pozwala oszacować 
to stopniowo rozmywarfie sie kolejnych rezultatów i uwzględnić je przy in­
terpretacji wyniku końcowego.
Autorzy dostrzegają m.in. następujące nierozstrzygnięte problemy:

- jaka powinna być dokładność wyznaczenia funkcji przynależności np. i
aby dokonać jednoznacznej interpretacji wyniku końcowego (tzn, aby

d8ło sie uporządkować dane warianty Rv),
- jak sformułować zadanie optymalizacji przy ciągłych zbiorach wariantów R,
- jak sformułować zadanie polioptymalizacji (Jak przedstawiać zbiór wa­

riantów poliópiymalnych w przestrzeni celów rozmytych)?
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0IITHMN3AL(Kfl XAPAKTEPH8HPyn¡UflCfl MHOrORHCJIKHKHKH KPHTEPHHMH 

B nPHCyTCTBHH PA3MUTHX o iieh o k

P e 3 n u e
B paóoxe flaHa KOHuenuaa pacnmusqaxoit oneKKH BapaaHXOB npoexiHHX pemeHHÜ 

Ha ocHOBe waxeMaxHiecKoro ann apaxa xeopaa pacminB’iaxnx MHoxeciB. HaHa hh-  
TepnpexaHHH pacnjmBuaxofi ouemcH, a  xaiace onocoO onpeAemeHHJt nemociHoa p ac -  
nmuBHaxoft mhoroKpHTepnajibHoa opeHKH Ha 6a3e uaciHHX pacnjmBHaiHX oflHOxpHie- 
paaJibHHX oueHOK AByx cxyq aeB :

а )  Kor^a pacanhiBqaxuMH « bjlmjxch xaioce h BecoBbie jcosixjHHHeHiu (cncxeMa Mex^y- 
KpHxepHajxbHhix npe4>epeHtgia),

б) Kor^a paciuiHBHaxHMH HBJtfUoica io jibxo 3HaveHHa KpnxepHeB,

B paóoxe xaxxe Ha 6a3e mHTepaxypu, npe.nciaBJieHn cnocoóu cpaBHeHH« p a c -  
nmHBHaxux oush ok.

MULTI - ATTRIBUTE SCALAR OPTIMIZATION WITH A FUZZY ASSESSMENT 

S u m m a r y
A fuzzy appraisal of design variants is presented, on the basis of the 

fuzzy sets mathematical concepts. It is proposed how to interprétate par­
tial fuzzy assessments, and a way how to aggregate them into the scalar 
multiattribute optimization function. Two cases are recognized:

Io when some assessments are of the fuzzy character,
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2° when some criteria (attributes) and their weighting fac*ors sre fuzzy. 
Besides, according to the bibliography, a method of a comparison of va­
rious design variants with the fnzsy optimization function ia given.


