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OPTYMALIZACJA WIELOKRYTERIALNA W OBECNOSCI OCEN ROZMYTYCH

Streszczenie. Przedstawiono koncepcje rozmytej oceny wariantow
rozwigzan projektowych na hazie apsrstu pojeciowego teorii zbioréw
rozmytych. Pokazano sposé6b interpretacji czgstkowych ocen rozmytych
or8Z spos6b agregowania tych ocen do skalarnej wielokryterislnej o-
ceny wariantu. Wyrdézniono dwa przypadki:

a) gdy rozmyte sa wartosci ocen,

b) gdy rozmyte (ze wzgledu na niemierzalno$¢) sa kryteria i odpowia-
dajace im wspodczynniki wagi.

Proponuje sie¢ takze, w oparciu o literature, sposoby poréwnania i

interpretacji koncowych ocen rozmytych.

1. Wstep

W projektowaniu technicznym operuje sie zwykle wielkosciami (Ffizyczny-

mi i ekonomicznymi) dobrze zdefiniowanymi i mierzalnymi top. natezenie pra-

du, stezenie sktadnikéw, cena itp.). Jednak zdarza sie, ze niektdore wiel-

kosci nie dadza sie opisa¢ za pomocg zmiennych zdefiniowanych badz ich war-
tosci nie da sie zmierzy¢ i przedstawi¢ w postaci liczbowej, zdetermino-
wanej, np. wygoda uzytkowania czy poczucie bezpieczenstwa. Préby formali-
zacji takich zmiennych lingwistycznych moga by¢ nastepujace:

a) poszukuje sie zastepczych zmiennych, zdefiniowanych 1lub dajacych sie
zmierzy¢, np. ''stopieh zagrozenia'" mozne mierzy¢ prawdopodobienstwem
wypadku, albo .

b) tworzy sie umowna, sztuczng skale, przyporzadkowujaca wartosci liczbowe
poszczeg6lnym wartosciom zmiennej lingwistycznej (np. szkolnej ocenie
"b8rdzo dobry'" odpowiada liczba 5), albo

c) korzysta sie z aparatu pojeciowego teorii zbioréw rozmytych.

Zajmiemy sie tym ostatnim przypadkiem.

2. Ocena rozmyta

Ocena k”™v nazywamy wartos¢ i-tego kryterium oceny k~ dla v-tego wa-
riantu rozwigzania Ry. Zwykle wariant R, definiowany jest za pomocg war-
tosci skonczonej liczby ce p=1,...,P:
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Oznecza to, za kazdy wariant Ry wyznaczany jest przaz wektor w P-wymis-

rowej przestrzeni wartosci cech konstrukcyjnych. Niniejsza prace ograni-

cza sie do przypadku dyskretnych cech konstrukcyjnych (zmiennych decyzyj-

nych). Jesli cechy x sa zmiennymi dyskretnymi "z natury”™ lub sztucznie

Bkwantowanymi, zbiér {Rv}. v “ Jest zbiorem skonczonym lub przeli-
czalnym (‘'dyskretnym™). Woéwczas oceny moga by¢ przedstawione w postaci ma-
cierzy ocen kiy, din kiv = 1 .V, gdzie 1 jest liczbg kryteriéw oceny

a V liczbg wariantéw rozwigzan. Wida¢ wiec, ze kazde rozwigzanie Rv wy-

znaczone jest przez wektor w l-wymiarowej przestrzeni kryteriodow (przestrze-
ni celu), pod warunkiem ze oceny Kkiv sg podane w spos6b deterministycz-

ny. Moga jednak zaistnie¢ dwa nastepujaca przypadki:

a) kryterium oceny k™ Jest zmienng zdefiniowang ale niedostepng pomia-
rowo, woéwczas oceny k”~vsg formutowane w sposéb rozmyty,

b) kryterium oceny k™ jest zmienng lingwistyczng, tym samym oceny kiy
musza by¢ tskze rozmyte.

Istota oceny rozmytej jest przedstawienie danego rozwiagazania Ry jako zbio-
ru rozmytego, scharakteryzowanego wkasng funkcja przynaleznosci i okreslo-

nego w przestrzeni:

8) wartosci i-tego kryterium k”, gdy chodzi o ocene czastkowa (ze wzgledu
na jedno kryterium),

b) wartosci funkcji celu P, gdy chodzi o ocene kompleksowg (wielokryte-
rialng).

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

- zbidér kryteridéw oceny i = i,...,1,
zbior wspétczynnikéw wsgi,

- zbidor wariantéw rozwigzan dopuszczalnych v » 1,...,V,

P. - klasa zbioréw rozmytych dla i-tego kryterium oceny, stanowig-
ca repertuar ocen rozmytych dla tego kryterium (dotyczy tylko
kryteriéw ocenisnych w sposéb rozmyty - por. p.4),

- klasa zbioréw rozmytych dla i-tego wspétczynnika wagi, stano-
wigca repertuar ocen rozmytych dla tego wspétczynnika wagi (do-
tyczy tylko wspédczynnikéw wagi ocenianych w sposéb  rozmyty-
por. p.5).

- przestrzen wartosci i-tego kryterium,

- przestrzen wartosci i-tego wspétczynnika wagi,

- przestrzen wartosci funkcji celu,

Tiz - k-ty zbidr rozmyty w klasie P?, k»1,...,KN z=lyeee,Zit

- ocens y-tego wariantu ze wzgledu na i-te kryterium (rozmyte
lub ostra),

- funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego P~"-
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Zdanies

Oeat * pj. oraz pik ¢ ui C2)
formutuje ocene rozmyts.
PRZYKLAD
Niech i-tym kryterium oceny bedzio niezawodnos¢ (UM = <0,1 ). Jest to
wielkos¢ zdefiniowano, ale zatdézmy, ze na danym etapie projektowania nie-

dostepna pomiarowo. Przyjmujemy dla tego kryterium nastepujacy repertuar
ocen rozmytych, czyli klaae zbiordéw rozmytych Pi:

gdzie:
Pil - "mata"
Pr2 ~ “Srednia”
Pi3 - "duza"
Zatézmy, zo funkcja" przynaleznosci M p_l ’iH"o __ sa takie,jak prsed-
i i~ ii

stawia rysunek 1.

0 0,3 0J 0,5 0J A ~ki (niezawodnos$¢)

Rys. 1. Przyktodowy repertuar ocen rozmytych dla kryterium oceny "nieza-
wodnos¢é™

Ocena rozmyta ze wzgledu na i-te kryterium oceny kH polega r.a przypo-
rzadkc. jniu kazdemu z elementéw zbioru

z rodsiny ?t, czyli na przedstawieniu kazdego z rozwigzan jako rozmytego
podzbioru przestrzeni * <0,1> . Np.

Ha przyktad stwierdzenie

"Niezawodno$¢ wariantu R jest Srednie* odpowiada zspiaowit

pi2 - ((kif ~pi2)] kte W pl2 « Ui <0,1>)



124 W. Tarnowski, M. Wactawek
3. Zadania optymalizacji

Ograniczymy sie [3] do przypadku liniowej i addytywnej ze wzgledu na

funkcje funkcji eolu Fv o0 postaci:
i-1
*Y “S “iul CCiv> i3)
1«1
gdzie:
Fv - warto$¢ funkcji celu dla v-tego wariantu rozwigzania,

Ui(kiv) - wartos¢ fumkcji utyteeznosci (preferencji> dla i-tago kryte-
rium i Y-tego wariantu rozwigzania u”® « <0,1>,

WA - wspétczynnik wagi i-togo kryterium, przy czym
i=I

Iy W~ - 1 (wspétczynniki wagi sa znormalizowana)

i»l oraz wartosci w” sa dodatnie.

Optymalizacja polega na znalezieniu takiego wariantu rozwigzania ze
zbioru Rv, ktéro maksymalizuja funkcje celu, ozyli:

RAN_R”™ e fkJ i / \ Ny o> ?y <4>
\Y; ’ 1< v<V

W dalszej czesci artykutu rozpatrzymy dwa przypadki:

1) wszystkie kryteria oceny Kk~ sa zdefiniowana, wazystkia wspétczynniki
wagi w”™ *d«terminowane liczbowa, czes¢ ocan wartosci kryteridéw k»
rozmyta, pozostata ostre,

2) czes¢ kryteridw oceny Jest niezdefiniowana, czyli odpowiadajgca im o-
ceny i wspétczynniki wagi sa takie rozmyte. Pozostate kryteria zdefi-

"niowane, e ocena ich wartosci i wspétczynniki wegi dane w sposéb ostry;

Re przyktadzie tyeh.,dwéch przypadkéw zaproponowany zostanie spos6b okre-
Slenia zbioréw rozatytych w przestrzeni Uy wartosci funkcji celu, stano-
wigcych ostateczng wielokryterialng ocene rozwigzan oraz przedstawione zo-
stang sugestie co do koricowej interpretacji takiej eeeny.

4. Przypadek pierwszy

Dane sa:
PN - posta¢ funkcji celu,
- zbidr rozwigzan dopuszczalnych (poprawnych) [4],
f e j\ L, Pk, .. ..,L - zbiér kryteriéw, ktérych oceny sa rozmyte,
t ), &1, ..., 1 - zbior kryteriow, ktérych oceny Ba ostre,

ﬁﬁiﬂ RSN (P ostrych wspétczynnikéw wagi,
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uM(Ici)- zbior funkcji uzytecznosci okreslonych na zbiorach uU?,

lkpyJ - zbidér ocen rozmytych dle v-tego wariantu,
|kQVJ - zbidér ocen deterministycznych dla v-tago wariantu.

Funkcje celu dla v-tego wariantu rozwigzania Bozeny zapiaad (korzysta-
jac z zaleznosci (3)) Jako:

Fe = Prv * Far

gdzie:
P«1
pnr = Wp Up (kpv) - sktadnik rozmyty funkcji eelu,
P=1
B»!
“X* s us - sk#sdnik ostry funkcji celu.
Bwl+1

Procedura postepowania jest nastepujaca:
1) dokonujemy transformacji funkcji przynaleznosci U~ zbioréw rozmytych

ppk« ktére formutujg oceny rozmyte kryteridéw kp z E¥iestrzeni warto-
Sci Up kryteridow Kkp do przestrzeni wartosci Ffunkcji uzytecznosci
Up(kp), ktérymi jest przedziat <0,1> (wg konstrukoji z rys.3, pstrz
przyk#ad) ,

2) przeskelowujemy osie wartosci funkcji uzytecznosci up(kp)poprzez prze-
mnozenie ich przez wartosci odpowiadajacych wspétczynnikéow  wagi wp,

3) dokonujemy sumowania (sktadania) ocen czgstkowych wystepujacych w skta-
dniku rozmytym funkcji celu PT wg nastepujacej formuty idls
dwéch dowolnych ocan czgstkowych ze wzgladu na kryteria k™ i kt)*

n (Prv> * sup { i"pia(wl.ul(k1l)) + ~ (w tut(kt)))J

wlul*wtutc UP

wXU 147, tut“yrv <5)
- aup [min(1,7”p”(a) +7pto(M))J " aup ni*(1l,fy"(s) + )i
a,b 1wy a tUp
att> + Pyy
przy czym
1 1.t < 1
lssa

1< n ™ Kt
(inne oznaczenia wg p-2)
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4) obliczamy wartos¢ sktadnika ostrego Fdr funkcji celu Py i dokonu-

5.

jemy przesuniecie wykresu funkcji x» (F”) o te wartoscé.

Przypadek drugi
Dane aa:
M
si p-1, .
rozmyte,
*_ ) 8«L+1
finiowenya, ktére sa dane w sposéb rozmyty poprzez ich oceny
rozmyte Tpz,
_a)
ui<ki> |
*PY J
k Sy -

Punkcje calu dla v-tego wariantu rozwigzania mozemy zapisaé¢ jako:

"t " ?rr + 2dr
gdzie:

p»t

prv "~ wpup (kpy» “ rozmyty funkcji celu,
p-1
3-1

?2dv ”’ *pusN*t " " “jfchkadnifc ostry funkcji celu.
s-P+1

Proponuje sie nastepujaca procedura postepowania:

1) Dokonujemy transformacji funkcji przynaleznosci jxp zbioréw rozmy-

2

tych Ppk, ktére formutuja oceny rozmyte kryteridwpfp, z przestrzeni
wartosci Up kryteriéow Kkp do przestrzeni wartosci funkcji uzyteczno-
sci  up(kp), z przedziatu <0,1 > (konstrukcja z rys. 3,p8trz przykiad),

Ztozenie ocen rozmytych uzytecznosci kryteriéw Kkp =z ocenami rozmyty-
mi odpowiadajgcych im wspétczynnikéw wagi wp wg nastepujacej formuty

(dla danego kryterium oceny Kkp i odpowiadajacego mu wspéiczynnika
wagi wp):
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©)

gdzie;

F?v - sktednik czesci rozmytej » Funkcji celu odpowiadajacy p-te~
eu kryterium oceny

oraz
1< k < Kp

1< z< Zp

(pozostate odznaczenia jak w p.2).

3) Dokonujemy sumowania (Bk#tadania) ocen czastkowych wystepujacych w skia-
dniku rozmytym ?rv funkcji celu Fv wg formuty (5).

4) Obliczamy sk#adnik ostry ?2dy funkcji celu Ty i dokonujemy przesu-
niecia o jego wartos¢ wykresu funkcji ¢*R (Fry).

6. Przyktad

Przyjmijmy, ze w pewnym procesie projektowym otrzymano trzy warianty
R1, R2 i R3 rozwiagzanie problemu pomiaru napiecia w okreslonych warun-
kach. Dla dokonania oceny przyjeto dwa kryteria ocenyt

AN - niezawodnos$é,
k2 *“ dokd#adnosc.

Oba te kryteria sa zdefiniowane. Niezawodnos¢ zdefiniowano Jako prawdopo-
dobienstwo braku awsrii w zadanym czasie i1 w okreslonych warunkach.Dok#a-
dnos¢ okreslono Jako catkowity bdad bezwzgledny odniesiony do zakresu po-
miarowego i wyrazono w procentach. Okazato sie Jednak, ze tylko dok¥adnosc¢
poszczeg6lnych wariantéw .mozna w danej chwili okresli¢ ostro, zas co do
niezawodnosci przyjeto ocena rozmyta. Sytuacja ta odpowiada rozwazanemu
powyzej przypadkowi pierwszemu, przy czym: n
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zbior dany ne rys. 2.

Rys. 2. Funkcja uzytecznosci kryteridéw oceny k. "niezawodnos¢™

i kg "doktadnos¢™

Zbiory ocen rozmytych jk~, k12, k~J oraz deterministycznych jkgl, k22,
k2j | podaje tabela 1.
Informacja wejsciows do etapu oceny jest przedstawiona w tabeli 1.

Tabela 1

Funkcje przynaleznosci zbioréw rozmytych formutujacych oceny rozmyto * sa
uwidocznione ns rys. 3 (ptaszczyznaC”, k > ).
Sktadnik rozmyty funkcji celu me postac:

?r - w, utk,)
Sktadnik ostry:

Fij * w2 UgCkg)
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Sposéb transformacji funkcji przynaleznosci (k™M) LJtR k) iR (k™ z

przestrzeni wartosci kryterium k» do przestrzeni wartosci funkcji pre-
ferencji u-|(ki) pokazuje rys. 3.

Sktadnik ostry dla poszczegdélnych rozwigzan ma nastepujaca wartosci (por.
rys. 2 i tabela 1):

pdl =0,7 . 1»0,7,
Pd2 = 0,7 . 0,7 « 0,49,

Pd3 = 0,7 . 0,3 w0,21.

Przeakalowujac o$ wartosci UMK.,) z rys. 3 przez Wj i przesuwajac po-
szczegblne wykresy funkcji przynaleznosci o wartosci odpowiadajacego im
sktadnika ostrego otrzymujemy ostateczna rozmyta ocene caltkowita warian-
téw rozwigzan ze wzgledu no przyjete kryteria oceny. Pokazuje to rys. 4.
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funkcji celu F (patrz przyktad)

Interpretacja dowolnego punktu A, nalezacego do ktérego$s z trzech wykre-
séw z rys. 4, jeat nastepujaca./ns przyktadzie punktu A (0,487 0,75) nale-
zgcego do wykresu funkcji (P)/: stopien przynaleznosci pewnego pomy-
Slanego rozwiazania o wartosci funkcji celu 0,5 do rozwigzania R™ rozumia-
nego Jako podzbiér rozmyty w przestrzeni Up wartosci P jest 0,75.

7. Poréwnanie ocen globalnych (wielokryterialnych) wariantéw rozwigzan

Informacja poczatkowg w tym etapie jest klasa zbioréw rozmytych Ry re-
prezentujacych oceny rozmyte odpowiednich wariantéw rozwigzan w przestrze-
ni wartosci funkcji celu P. W literaturze [i] podanych Jest kilka sposo-
béw uporzadkowania zbioréw rozmytych (odpowiadajacych rozwigzaniom Ry) ze
wzgladu na kryterium P, czyli znalezienia najlepszego wariantu Ryo. Za
praca [i1] zacytujemy metodg oceny wg Saaaa i Kwakernaaka. Zgodnie z ta
metoda postapujemy wg naatgpujacego schematu:

Niech bada dane dwa- zbiory rozmyte, odpowiednie dla dwéch wariantéw R” i
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Okreslamy rozmyta relsoje preferencji:

SJIPCRI_.R}) =1~* gdy R» jeat catkowicie preferowane w stosunku do R™,
& tRi,Rd) « O, gdy R~ jest catkowicie niepreferowane w stosunku do
Rj™ (@)
Zbiory Rj.»>Rj musza by$ normalne i uniaodelne [i]-
Wprowadzamy relacje teka te
myi<p]j
8
¢ vV opiv (8)
pi>?j
gdzie Pit Pj e UF
Wtedy»
CVRITRIS “ BP (A ¢ “Hi,7i)- ¢R3i2j>» FiPiJ(Pi,Pj))) ®

Pi"Pje¥p

tatwo wykazac¢, te dis przypadku z rys. 4 zachodzi:

Hp (R1,R2) -1 dp(R2, R-j)» 0.48
pp (RITR3) -1 dap(R3. Rn)- o
(R2.»j) -1 ;Y R3" R2)- 0

Wida¢ wiec, ze najlepszymYozwigazaniea jest wariant RI1t chociat R2 nie
jest catkowicie niapreferowane w stosunku do R~ jest zdecydowanie naj-
gorsze.

Istnieja onne [i], bardziej z#oione formuty poréwnywania ocen rozmytych,

N YA R Z

Rys. 5. Przypadki rozwigzan réwnoconnych
przy ocenie wg Baasa - Kwskemaaka
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Warto zauwazy¢, za ocena wg BaBsa-Kwakemaaka zastosowana do wariantéw roz-
wigzan jak na rys. 5 stwierdza, ze sg to warianty roéwnowazne, jednakowo

preferowane, czyli ~(R”~Rj) 3 1=

Podsumowanie

Klasyczna literatura teorii zbioréw rozmytych i ich zastosowan w decy-

zji i optymalizacji wielokryterialnej dotyczy przypadkéw, gdy wszystkie
kryteria (i wagi) maja charakter lingwistyczny.
Tymczasem w praktycznych zastosowaniach inzynierskich (np. w projektowa-
niu technicznym) charakter rozmyty ma znaczna mniejszos¢ elementéw tabli-
cy decyzyjnej, np. tylko Jedno kryterium i jego wspodczynnik wagi.Ta roz-
mytos¢ moze by¢ spowodowana réznymi przyczynami, np. brakiem mozliwoSci
zdefiniowania danej zmiennej albo brakiem mozliwosci wyliczenia lub mie-
rzenia jej wartosci, albo uchylaniem sie eksperta od sformutowania odpo-
wiedzi w postaci liczbowej (przy ocenia subiektywnej).

Nalezy dobrze zdawa¢ sobie sprawe z réznicy dwu pojec: oceny rozmytej
i oceny losowej: w drugim przypadku mamy niepewno$¢ co do ostro okreslo-
nych wartosci (ktdérg np. eksperyment moze zmniejszy¢ lub usungé), w pier-
wszym mamy nieprecyzyjnos¢ Bformudowanis. Zauwazmy tez, ze ujecie rbzmyte
ma pewna przewage nad tworzeniem pewnej sztucznej miary (np. punktowej):
ta ostatnie prowadzi do utraty informacji co do stopnie nieprecyzyjnosci
sformutowania.

Operowanie na miarach rozmytych (np. ich dodawanie czy mnozenie) powie-
ksza ich stopien nieprecyzyjnosci ('rozmywa Je").

Uzycie aparatu matematycznego teorii zbioréw rozmytych pozwala oszacowac
to stopniowo rozmywarfie sie kolejnych rezultatéw i uwzgledni¢ je przy in-
terpretacji wyniku koricowego.

Autorzy dostrzegaja m.in. nastepujace nierozstrzygniete problemy:

- Jjaka powinna by¢ doktadnos$¢ wyznaczenia Ffunkcji przynaleznosci np. i
aby dokonac jednoznacznej interpretacji wyniku konncowego (tzn, aby
d84o sie uporzadkowa¢ dane warianty Rv),
- Jjak sformutowac zadanie optymalizacji przy ciagtych zbiorach wariantéw
- jak sformutowac zadanie polioptymalizacji (Jak przedstawia¢ zbidrwa-

riantéw polidpiymalnych w przestrzeni celéw rozmytych)?
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OIITHMNSAL(Kfl XAPAKTEPH8HPynUfICfl MHOrORHCIIKHKHKH KPHTEPHHMH
B nPHCyTCTBHH PA3MUTHX oiiehok

Pe3nue

B padoxe flaHa KOHuenuaa pacnmusgaxoit oneKKH BapaaHXOB npoexiHHX pemeHHU
Ha ocHOBe waxeMaxHiecKoro annapaxa xeopaa pacminB’iaxnx MHoxeciB. HaHa hh-
TepnpexaHHH pacnjmBuaxofi ouemcH, a xaiace onocoO onpeAemeHHJt nemociHoa pac-
nmuBHaxoft mhoroKpHTepnajibHoa opeHKH Ha 6a3e uaciHHX pacnjmBHaiHX ofl[HOxpHie-
paalibHHX oueHOK AByx cxyqaeB:

a) Kor”a pacanhiBgaxuMH «bjlmjxch Xaioce h BecoBbie jcosixiHHHeHiu (cncxeMa Mex?y-
KpHxepHajxbHhix nped>epeHtgia),
6) Kor~a paciuiHBHaxHMH HBIJtfUoica iojibxo 3HaveHHa KpnxepHeB,

B padoxe xaxxe Ha 6a3e mHTepaxypu, npe.nciaBlieHn cnocoéu cpaBHeHH« pac-
nmHBHaxux oushok.

MULTI - ATTRIBUTE SCALAR OPTIMIZATION WITH A FUZZY ASSESSMENT

Summary

A fuzzy appraisal of design variants is presented, on the basis of the
fuzzy sets mathematical concepts. It is proposed how to interprétate par-
tial fuzzy assessments, and a way how to aggregate them into the scalar
multiattribute optimization function. Two cases are recognized:

lo when some assessments are of the fuzzy character,
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2° when some criteria (attributes) and their weighting fac*ors sre fuzzy.
Besides, according to the bibliography, a method of a comparison of va-

rious design variants with the fnzsy optimization function ia given.



