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Streszczenia. W pracy przedstawiono dialogowg metode typu STEM
rozwigzywania wielokryterialnego zadania programowania liniowego wy-
korzystujaca zmodyfikowany algorytm malejacych elipsoid w kazdej fa-
zie obliczen. Zastosowanie algorytmu malejacych elipsoid pozwolito
ne wyeliminowanie niektérych wad oryginalnej metody STEM, wykorzy-
stujacej algorytm symplekséw. W szczegélnosci zapewnia sie, ze kaz-
de rozwigzanie otrzymane proponowang metoda Jest sprawne oraz eli-
minuje aie dodatkowe obliczenia zwigzane z analiza wrazliwosci.

1. Wstep

Jezeli pod pojeciem rozwigzanie wielokryterialnego problemu optymaliza-
cyjnego badziemy rozumieli znalezienie sprawnego rozwigzania dopuszczal-
nego zapewnieJacego najlepszy, w przyjetym sensie, kompromis pomiedzy kry-
teriami, to, generalnie metody polioptymalizacji mozna podzieli¢ na dwie
rozdgczne grupy. Mianowicie, na takie, w ktdérych a priori ustanawia sie ro-
IBcje catkowitego porzadku w zbiorze rozwiagzan dopuszczalnych (metody z
agregacja kryteriéow) oraz takie, ktére relacje te definiuja sukcesywnie w
toku badania tego zbioru (metody dialogowe) [4, 6, 7, 8, 9].

Wydaje sie, te na szczeg6lng uwaga zastuguja metody drugiej grupy,kto-
re za wzgledu na swg istote unikajg trudnosci zwigzanych z apriorycznym
okresleniem funkcji uzytecznosci (kompromisu). Pozwalaja one decydentowi
na dynamiczne definiowanie swoich preferencji dzieki istnieniu sprzezenia
zwrotnego miedzy faza obliczen,w ktérej otrzymuje sie rozwigzanie sprawne
a faza decyzyjng, w ktérej decydent dokonuje oceny tego rozwigzania - stad
okreslenie tych metody jako dialogowych. Czes¢ sposréd nich wymaga od de-
cydenta informacji explicite o funkcji uzytecznosci w otoczeniu.aktualnie
ocenianego rozwigzania sprawnego, inne natomiast jedynie implicite,co zns-

1”"Prace to jest czescig szerszego opracowania [l0J na temat zastosowania
algorytmu malejgacych elipsoid w dialogowej metodzie STEM dla wielokry-
terialnego programowania liniowego.
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cznie upraszcza zadania decydenta oraz aiiminuje Zréddo potencjalnych de-
formacji rzeczywistych zaleznosci pomienzy kryteriami [§] . Typowymi repre-
zentantami tych podgrup metod dialogowych w wielokryterialnym programo-
waniu liniowym (toPL) aa, odpowiednio, metoda Geoffriona i1 metoda STEM [i].

Niniejsza praca poswiecona jest tej ostatniej i proponuje pewne jej mo-
dyfikacje zmierzajace ao usuniecia niektérych jej wad metodologicznych.
Idea tej metody oparta jast na wykorzystaniu, w sposéb sukcesywny, infor-
macji o minimalnie zadowalajacych poziomach wartosci poszczegélnych fun-
kcji - kryteriéw. Akceptacje badz dezaprobata osiggnietych, w danym roz-
wiazaniu sprawnym, wartosci tych funkcji determinuje kierunek poszukiwan
optymalnego rozwigzania kompromisowego. W celu udatwienie decydentowi pod-
jecie wkasciwej decyzji w tej kwestii, w stosunku do danego rozwigzania,
zalecane jeat przedstawienie decydentowi dodatkowych informacji o zalez-
nosciach pomiedzy kryteriami w otoczeniu rozpatrywanego rozwigzania po-
przez tzw. analize wrazliwosci. Analiza ta jednak, w metodzie STEM, prze-
prowadzana jeat kosztem dodatkowych nak#adéw obliczeniowych. Celem niniej-
szej pracy jest wykazanie, ze zastosowanie algorytmu malejacych elipsoid
w fazie obliczen metody STEM pozwala n8 wyeliminowanie tych dodatkowych o-
bliczan. Wykazano ponadto, ze w odréznianiu od oryginalnej metody STEM,
opartej na algorytmie symplekséw, kazde rozwiazanie otrzymane zmodyfikowa-
na metoda, wykorzystujgacg algorytm malejacych elipsoid, jeat sprawne, Oba
te fakty przemawiaja za przydatnoscia metody malejacych elipsoid do roz-
wigzania problemu WPL.

Metoda STEM - uwagi krytyczne na temat wersji oryginalnej

Metoda STEM Benayouna 1 in. zostata zaprojektowana jako metods dialo-
gowa, ktoro w kolejnych iteracjach, sktadajacych sie z fazy obliczeniowej
i fazy decyzyjnej, powinna przechodzi¢ od jednego rozwigzenie sprawnego
do drugiego, zachowujac kierunek poszukiwan rozwigzania kompromisowego na-

dawany jej,w fazie decyzyjnej,przez decydenta. Zakonczenie obliczen zwia-
zane jest z usatysfakcjonowaniem decydenta lub tez wskazaniem na niemoz-

nos¢ dalszego prowadzenia obliczen.
Dyferencjacja rozwigzan dopuszczalnych wzgledem sektora funkcji - kry-
teridow dokonywana jeat przy zastosowaniu funkcji dystansowej:

0 /p

k-1
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gdzie:
F.,0
FCO F2(x) jest wektorem wartosci funkcji - Kkryteriow,
V2>

p =00, co odpowiaaa tzw. metryce Czebyazewa w analizie matematycznej .Funk-
cja ta ocenie odlegtos¢ w przestrzeni kryteriéw miedzy punktem utopijnym
P~ = P, P2»*"«tfg 8 projekcja w przestrzen kryteriéw danego rozwigzania
dopuszczalnego. Jak wiadomo, z whkasnosci metryki Czebyszewa, odlegtos¢ ta

= max llp:-Pi(x)]| - 2-2)
NiNs N J

W fazie obliczeniowej metody problem WPL jest transponowany do Jednokryte-
rialnego problemu PI:

Minimalizowac d"c
przy ograniczeniach 3™ £f£ - FKk(x)J - d~"0

2.3
LP1 xell, d >0, k =1,2,...,s -3

gdzie D  jest zbiorem rozwigzan dopuszczalnych w i-tej iteracji metody.

n jest wegag okreslong w spoBOb nastepujacy:
/2

o1
er,k “AN T 7 gdzie LL[;_I-#&a @9

f~ Jest minimalng wartoscia k-tego kryterium z tzw. macierzy wypkat, o
sg wspotczynnikami k-tej funkcji celu.

Wagi \ oznaczaja lokalne, wzgledne znaczenie odlegtosci (w senBie me-
tryki Czebyszewa) wartosci poazczegélnych kryteriéw od ich wartosci maksy-
malnych.

W fazie decyzyjnej rozwigzanie zadania (2.3) zostaje przedstawione de-
cydentowi do oceny. Jesli rozwigzanie nie satysfakcjonuje decydenta,to po-
winien on okresli¢ WBrtos¢ relaksacji 4IP* dla jednej z funkcji (np. dla
*}.)= aby zgodnie z regula Pareta uzyska¢ nowe rozwigzanie 2z polepszonymi
wartosciami funkcji, ktére go nie satysfakcjonuja. Nastepnie nastepuje po-
wrét do fazy obliczeniowej ze zmodyfikowanym zbiorem rozwigzan dojuezczal-
nych:

A s xeDis \ tlHx) A (x 1)} Ay*1) « Apij (2.5
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Parametrom [ zostaje nadana wartos¢ zero, pozostate wagi zostaja
oicreslone jak w kroku poprzednim.

Opisana powyzej »«toda STEM poBiada kilka stabych punktéw. Zwréémy uwa-
ge, ze zastosowania matryki Czebyszewe moze prowadzi¢ do uzyskiwania roz-
wigzan niesprawnych. Rozwigzanie zadania (2.3) bedzia rozwigzaniem spraw-
nym, jesli bedzie ono rozwigzaniem jedynym. Minimalna wartos¢ d”~ w (2.3)
jest wartoscig, ktéra nie moze by¢ przekroczona jednoczes$nie przez wszyst-
kie funkcje celu. Moga jednak istnie¢ funkcje celu, ktére nie pogarszajac
wartos¢i Innych funkcji, poprawig awoja wartosci. Jest to odpowiednikiem
sytuacji, gdy dana nieréwnos¢ spedniona jest jako réwnos¢ dla wszystkich
jsl), a jednoczesnie lewe strony pozostalych nieréwnosci tego ukdadu mogg
przyjmowaé¢ rézne wartosci [6]. Otrzymujemy wtedy zbidér rozwiazan optymal-
nyoh, ktoéry nie spednia warunku Pareta. Innymi stowy nozn8 powiedzie¢, ze
jest to konsekwencje nieprawdziwosci twierdzenia odwrotnego od twierdze-
nia Zalanego, ktéra méwi, ze dowolne rozwigzanie sprawne jest wypukdag,li-

niowg kombinacja bazowych rozwigzan sprawnych [li].

Rys. 1. Mechanizm niesprawnosci jako wynik strategii przydziatu wag

Niesprawnos$¢ rozwigzania otrzymanego w fazie obliczeniowej moze by¢ ré-
wniez wynikiem strategii przydziatu weg. Rozpatrzmy nastepujaca sytuacje.
Mamy dwia funkcja calu i ?2* w wyniku fazy obliczeniowej otrzymano
rozwigzanie (rys. 1). Rozwigzanie to nie satysfakcjonuje decydenta ze
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wzglgdu na wartos¢ pierwszej funkcji celu - definiuje wiec rolsksacjeAF.,

Zadanie, ktéro nalezy teraz rozwigza¢ ms posta¢ nastepujaca:

Minimalizowaé d*~.

or.

o .[p; - 2091 - d"o
P-.(0 2.6
F2(x) 3= P2(Xi) - Ar2

x £D1 =D

Nietrudno zauwazyé, ze jedynym rozwigzaniem sprawnym tego zadania jest x”.
Ze wzgledu jednak na przydziat wagi &% “ 0 do nieréwnosci z druga fun-
kcja celu, w wyniku obliczan, mozemy otrzyma¢ rozwigzanie potozone pomie-
dzy x2 ~ Jadynym sposobem unikniecie tekiej sytuacji, w ramach ory-
ginalnej STEM, byltoby takie okreslenie relaksacji, aby wyzej opisana sy-
-tuacja nie mogla, zaistnie¢. Zamiast A ?2 nalezatoby wybra¢ AP"_.Jak wia-
domo, w praktyce jest to prawie niemozliwe ze wzgledu na brak informacji

o zaleznosciach pomiedzy kryteriami. W celu otrzymania pewnej informacji

o tych zaleznosciach mozliwe jest przeprowadzenie poza algorytmem metody
specjalnej analizy wrazliwosci, ktdéra wymaga Jednak dodatkowych obliczen

zwiagzanych z rozwigzaniem dodatkowego zadania programowania liniowego.

3. Algorytm malejacych elipsoid jako gtdéwna procedura obliczeniowa aatody
STEM

Pokazemy obecnie, ze zastosowanie, jako giéwnej procedury obliczenio-
wej metody STEM, pewnej wersji zmodyf nanego algorytmu malejacych elip-
soid pozwala na przezwyciezenia, opisanych powyzej, niedogodnosci tej me-
tody. Jak wiadomo, wielomianowy algorytm malejacych elipsoid przeznaczony
do rozwigzania zadania programowania liniowago zostat opublikowany w 1979
roku-przez L.G. Chacijana [3]- 0d tego czasu wprowadzono do tego olgoryt-
mu wiele usprawniehn znacznie polepszsjacych jago globalng efektywnosoflj.

No teoretycznych podstawach tego algorytmu skonstruowal ismy algorytm
rozwigzenia (w sensie podanym we wstepie) zadenia NPL. Ildea jego jeat na-
stepujaca: Podobnie jak w oryginalnym algorytmie generowany jest ciag elip-
soid, ktérych objetosci malejg,« postepie geometrycznym. Natomiast w kaz-
dym kroku algorytm bada, czy Srodek kolejnej elipsoidy jeat rozwigzaniem
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dopuszczalnym, Jasli nie, to dana elipsoida jest 'cieta” przez hiperpta-
ezczyzne zwigzang z jednym z naruszonych ograniczen, Kolejas elipsoida o-
t8cze te czes$¢ poprzedniej, w ktérej znajdujg sie rozwigzania spekniajace
wszystkie ograniczenia. Natomiast w przypadku, gdy Srodek elipaoidy jest
rozwigzaniem dopuszczalnym, elipsoida zostaje podzielona przez hiperpta-
azczyzne zwigzang z jedng z funkcji celu, Algorytm zatrzymuje sie,gdy ob-
jetos¢ kolejnej elipsoidy jest nmiejszs od ZBdanej dokdadnosci algorytmu.
Zadanie WPL zostaje wiec tutaj przeksztatcone w zadanie rozwigzania ukda-
du nieréwnosci:

™ cc
t X, <i1é .***_15— X AT X1 G.1)
x e D i3.2) Cg ¢ ~"c* xtcl
G-
x e D

gdzie x jest rozwigzaniem dopuszczalnym na k-tej iteracji algorytmu.
Algorytm ten prowadzi do rozwigzan sprawnych, poniewaz rozwigzanie dopu-
szczalne jest polepszane, ze wzgladu na kazde z kryteridéw, dopéty dopoki
nie prowadzi to do pogorszenia wartosci pozostatych funkdji - kryteridw,a
zatem dziakta on zgodnie z reguta Pareto.

Funkcja uzytecznosci, zadawana niejawnie przaz decydenta w fezach de-
cyzyjnych, jest ksztattowana poprzez uwzglednienie wag SIj przy okresla-
niu wskaznika funkcji celu, z ktérg zwigzana bedzie hiperptaszczyzna tng-
ca:

i = FfB« Y Fa1- G-3)

Wagi CTj obliczane sa jak w (2.4).

Aby wykluczy¢ niesprawnos¢ rozwigzania jako wynik strategii, przydziatuwag,
proponujemy przydzielenie do zrelaksowanych funkcji nie wagi =0, lecz
fTj » 6,6— 0, gdzie 6 moze by¢ zadang dokd#adnoscig metody. W takim wypad-
ku, jesli np. kolejnym posrednim rozwigzaniem, znalezionym przez procedu-

re obliczeniowg, bedzie rozwigzanie xj (ry3, 1), to poniewaz

max £ . |F2 - F2(£3)|>0 2.

mozliwa bedzie dalsza poprawa wartosci' F2 b8Z obnazenia wartosci P,
Krok ton bedzie powtarzany az do osiagniecia rozwigzania x2, ktéra jest
rozwigzaniem sprawnym. Jak zostato wiec pokazano, sprawnos¢ rozwigzan nie
jeBt zalezna od wartosci wprowadzanych przez decydenta reiekoacji,£tsa moz-
ne wycrowaazié wniosek, ze wymagania atewisne ewentualnej aneiizie wrszli-
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wosci nie bedg miaty na celu okreslenie dokkadnych wartosci rolokascji, e

i
i pomiedzy funk-

jedynie uzyskanie informacji okreslajacej ogélne zaleznosc
cjami celu. Zadaniu temu moze sprosta¢ analiza wrazliwosci prowadzona w
ramach g#éwnej procedury obliczeniowej - umozliwia to skonstruowana przez
nas wersja algorytmu malejacych elipsoid. Wersja ta wykorzystuje dla ce-
16w analizy wrazliwosci dopuszczalne rozwigzania posrednie. W toku obli-
czen dokonywanych przez algorytm zostaje zapamietanych s (liczba kryte-
riéow) niezdominowanych (w sensie pewnej relacji & czesSciowego porzadku)
wektoréw wartosci funkcji - kryteriow. Relacja czesSciowego porzadkuSpoz-

wala zapamietywa¢ jako wektor wartosci funkcji-kryteriéw 271, 1=1,2 a,
punkty przestrzeni kryteridéw, ktorych i-ta wspétrzedna minimalizuje wskaz-
nik :

wl - |F1~ -1) + 1 - ()] ,
gdzie jest optymalnym rozwigzaniem zadania LP~-1, a w drugiej ko-

lejnosci pozostate wspétrzedne sa niezdominowene z punktu widzenia porzad-
ku generowanego przez wektor pozostatych funkcji celu. Po zakonczeniu fa-
zy obliczeniowej ZBpamietene wektory zostaja uporzadkowane w tajilicy,kt6-
ra pozwala zorientowa¢ sie. Jakie wsrtoaci przyjmuja poszczeg6lne funkcjo
celu, gdy chcemy dang funkcje zwiekszyé¢ o Jednostke w stosunku do rozwig-
zania z poprzedniej iteracji.

4. Wnioski

Zastosowanie nowej wersji algorytmu malejacych elipsoid jako gtoéwnej
procedury obliczeniowej dialogowej metody STEM pozwala na wyeliminowanie
jej podstawowych wad. Zaproponowana w pracy metoda charakteryzuje sie bez-
wzgledna sprawnoscia uzyskiwanych rozwigzan. Zbedna ataje sie takze prze-
prowadzanie dodatkowej analizy wrazliwosci, gdyz informacja pomagajaca Vv
ocenie wartosci poszczegdlnych kryteridw i w zorientowaniu aie w zalezno-
Sciach pomiedzy tymi kryteriami uzyskiwana jest bezposrednio w fazie obli-
czeniowej. Niezaleznie od tego zastosowanie nowej wersji algorytmu male-
jJacych elipsoid pozwala decydentowi na obserwacje catego procesu dochodze-
nia do rozwigzan sprawnych. Dodatkowa korzys¢ daje réwniez mozliwos¢ za-
trzymania obliczen w chwili uzyskania rozwigzania, roéznigcego 3ie od roz-
wigzania sprawnego o zadang wartos¢, gdyz informacja o dok#adnosci danego
rozwigzania znana jest w kazdym kroku algorytmu.
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NPHMEHSHHE METOM OTCEHEHHH C PACTFIXEHHEU 11POCTPAHCTBA
B HEJIOUSKO-MAEIHHHOM FEQEHHH MHOrOKPHTEPHAXBHHX 3AHA9
JIUATHO nPOrPAMMHPOBAHHH

Pe3d3»ue

Hpe~cTaBJlieH uejioBeKO—UgushkhhH uexofl pemeHHa UHoroKpHxepaaxbHLCC 3a”a” jinh-
HeiiHoro nporpauuupoBaHHa. B KaueciBe ochobhoB BtriiicxwTexLHo# nponeAypu npa-
uciiijH HeKOTopbdt BapHaHT noxHHOUHKaxLKoro uexoga oTceueHaa c pacxxxeHHeu

npoctpaKCXBa b XHHeftHOU nporpauMapoBaHHH. B ciaiBe nnpOK0 paccMoipsHH noxy-
leHHU o0iHU npuueHeuueu npeiiuymeciBa.
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APPLICATION OP THE ELLIPSOID METHOD
iQR INTERACTIVE SOLVING OP KULTIOBJECTIVE LINEAR
PROGRAMMING PROBLEM

Summary

A certain version of the ellipsoid algorithm for the linear program-
ming Lea been applied as a main computational procedure of the STEM me-
thod. The advantages yielded from this application are extensively shown.



