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Streszczenia. W pracy przedstawiono dialogową metodę typu STEM 
rozwiązywania wielokryterialnego zadania programowania liniowego wy
korzystującą zmodyfikowany algorytm malejących elipsoid w każdej fa
zie obliczeń. Zastosowanie algorytmu malejących elipsoid pozwoliło 
ne wyeliminowanie niektórych wad oryginalnej metody STEM, wykorzy
stującej algorytm sympleksów. W  szczególności zapewnia sie, że każ
de rozwiązanie otrzymane proponowaną metodą Jest sprawne oraz eli
minuje aie dodatkowe obliczenia związane z analizą wrażliwości.

1. Wstęp

Jeżeli pod pojęciem rozwiązanie wielokryterialnego problemu optymaliza
cyjnego bądziemy rozumieli znalezienie sprawnego rozwiązania dopuszczal
nego zapewnieJącego najlepszy, w przyjętym sensie, kompromis pomiędzy kry
teriami, to, generalnie metody polioptymalizaćji można podzielić na dwie 
rozłączne grupy. Mianowicie, na takie, w których a priori ustanawia sie ro- 
lBcje całkowitego porządku w zbiorze rozwiązań dopuszczalnych (metody z 
agregacją kryteriów) oraz takie, które relację tę definiują sukcesywnie w 
toku badania tego zbioru (metody dialogowe) [4, 6, 7, 8, 9].

Wydaje sie, te na szczególną uwagą zasługują metody drugiej grupy,któ
re za względu na swą istotę unikają trudności związanych z apriorycznym 
określeniem funkcji użyteczności (kompromisu). Pozwalają one decydentowi 
na dynamiczne definiowanie swoich preferencji dzięki istnieniu sprzężenia 
zwrotnego między fazą obliczeń,w której otrzymuje się rozwiązanie sprawne 
a fazą decyzyjną, w której decydent dokonuje oceny tego rozwiązania - stad 
określenie tych metody jako dialogowych. Część spośród nich wymaga od de
cydenta informacji explicite o funkcji użyteczności w otoczeniu.aktualnie 
ocenianego rozwiązania sprawnego, inne natomiast jedynie implicite,co zns-

1^Prace to jest częścią szerszego opracowania [10J na temat zastosowania 
algorytmu malejących elipsoid w dialogowej metodzie STEM dla wielokry
terialnego programowania liniowego.
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cznie upraszcza zadania decydenta oraz aiiminuje źródło potencjalnych de
formacji rzeczywistych zależności pomieńzy kryteriami [ś] . Typowymi repre
zentantami tych podgrup metod dialogowych w wielokryterialnym programo
waniu liniowym (toPL) aa, odpowiednio, metoda Geoffriona i metoda STEM [i].

Niniejsza praca poświecona jest tej ostatniej i proponuje pewne jej mo
dyfikacje zmierzające ao usunięcia niektórych jej wad metodologicznych. 
Idea tej metody oparta jast na wykorzystaniu, w sposób sukcesywny, infor
macji o minimalnie zadowalających poziomach wartości poszczególnych fun
kcji - kryteriów. Akceptacje bądź dezaprobata osiągniętych, w danym roz
wiązaniu sprawnym, wartości tych funkcji determinuje kierunek poszukiwań 
optymalnego rozwiązania kompromisowego. W celu ułatwienie decydentowi pod
jecie właściwej decyzji w tej kwestii, w stosunku do danego rozwiązania, 
zalecane jeat przedstawienie decydentowi dodatkowych informacji o zależ
nościach pomiędzy kryteriami w otoczeniu rozpatrywanego rozwiązania po
przez tzw. analizę wrażliwości. Analiza ta jednak, w metodzie STEM, prze
prowadzana jeat kosztem dodatkowych nakładów obliczeniowych. Celem niniej
szej pracy jest wykazanie, że zastosowanie algorytmu malejących elipsoid 
w fazie obliczeń metody STEM pozwala n8 wyeliminowanie tych dodatkowych o- 
bliczań. Wykazano ponadto, że w odróżnianiu od oryginalnej metody STEM, 
opartej na algorytmie sympleksów, każde rozwiązanie otrzymane zmodyfikowa
ną metodą, wykorzystującą algorytm malejących elipsoid, jeat sprawne, Oba 
te fakty przemawiają za przydatnością metody malejących elipsoid do roz
wiązania problemu WPL.

Metodą STEM - uwagi krytyczne na temat wersji oryginalnej

Metoda STEM Benayouna i in. została zaprojektowana jako metods dialo
gowa, któro w kolejnych iteracjach, składających sie z fazy obliczeniowej 
i fazy decyzyjnej, powinna przechodzić od jednego rozwiązenie sprawnego 
do drugiego, zachowując kierunek poszukiwań rozwiązania kompromisowego na
dawany jej,w fazie decyzyjnej,przez decydenta. Zakończenie obliczeń zwią
zane jest z usatysfakcjonowaniem decydenta lub też wskazaniem na niemoż
ność dalszego prowadzenia obliczeń.

Dyferencjacja rozwiązań dopuszczalnych wzgledem sektora funkcji - kry
teriów dokonywana jeat przy zastosowaniu funkcji dystansowej:

o 1/p

k-1
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gdzie:

F(x)
F.,(x)
F 2 ( x )

V 2 >

jest wektorem wartości funkcji - kryteriów,

p =oo, co odpowiaaa tzw. metryce Czebyazewa w analizie matematycznej.Funk
cja ta ocenie odległość w przestrzeni kryteriów między punktem utopijnym 
P~ = F^, P2 »*'«t£g 8 projekcja w przestrzeń kryteriów danego rozwiązania
dopuszczalnego. Jak wiadomo, z własności metryki Czebyszewa, odległość ta

■ max ||p:-Pi(x)| .
1^i^s  ̂ J

(2.2)

W fazie obliczeniowej metody problem WPL jest transponowany do Jednokryte- 
rialnego problemu PI:

LP1

Minimalizować d^c
przy ograniczeniach 31 ̂ £f£ - Fk(x)J - d^^O

x e l 1, d >0, k = 1,2,...,s
(2.3)

gdzie D jest zbiorem rozwiązań dopuszczalnych w i-tej iteracji metody. 

^  jest wegą określoną w spoBÓb następujący:

er,
k “ ^ T ’ gdzie Ł[±<°$>2] 

L d-i J

- 1 / 2

(2.4)

f^ Jest minimalną wartością k-tego kryterium z tzw. macierzy wypłat, ĉ  
są współczynnikami k-tej funkcji celu.
Wagi \  oznaczają lokalne, względne znaczenie odległości (w senBie me- 
tryki Czebyszewa) wartości poazczególnych kryteriów od ich wartości maksy
malnych.

W fazie decyzyjnej rozwiązanie zadania (2.3) zostaje przedstawione de
cydentowi do oceny. Jeśli rozwiązanie nie satysfakcjonuje decydenta,to po
winien on określić WBrtość relaksacji 4lP^ dla jednej z funkcji (np. dla 
*}.)• aby zgodnie z regułą Pareta uzyskać nowe rozwiązanie z polepszonymi 
wartościami funkcji, które go nie satysfakcjonują. Następnie następuję po
wrót do fazy obliczeniowej ze zmodyfikowanym zbiorem rozwiązań dojuezczal- 
nych:

„i+1 jx: x e D iS \ t 1 Hx) ̂ ( x 1)} ^y*1) “ ^ pij (2.5)
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Parametrom i ^  z o s t a j e  nadana wartość zero, pozostałe wagi zostają 
oicreślone jak w kroku poprzednim.

Opisana powyżej »«toda STEM poBiada kilka słabych punktćw. Zwróćmy uwa
gę, że zastosowania matryki Czebyszewe może prowadzić do uzyskiwania roz
wiązań niesprawnych. Rozwiązanie zadania (2.3) będzia rozwiązaniem spraw
nym, jeśli bedzie ono rozwiązaniem jedynym. Minimalna wartość d ^  w (2.3) 
jest wartością, która nie może być przekroczona jednocześnie przez wszyst
kie funkcje celu. Mogą jednak istnieć funkcje celu, które nie pogarszając 
wartośći Innych funkcji, poprawią awoja wartości. Jest to odpowiednikiem 
sytuacji, gdy dana nierówność spełniona jest jako równość dla wszystkich 
jsl), a jednocześnie lewe strony pozostałych nierówności tego układu mogą 
przyjmować różne wartości [6]. Otrzymujemy wtedy zbiór rozwiązań optymal- 
nyoh, który nie spełnia warunku Pareta. Innymi słowy nożn8 powiedzieć, że 
jest to konsekwencje nieprawdziwości twierdzenia odwrotnego od twierdze
nia Zalanego, która mówi, że dowolne rozwiązanie sprawne jest wypukłą,li
niową kombinacją bazowych rozwiązań sprawnych [li].

Rys. 1. Mechanizm niesprawności jako wynik strategii przydziału wag

Niesprawność rozwiązania otrzymanego w fazie obliczeniowej może być ró
wnież wynikiem strategii przydziału weg. Rozpatrzmy następującą sytuacje. 
Mamy dwia funkcja calu i ?2* w wyniku fazy obliczeniowej otrzymano 
rozwiązanie (rys. 1). Rozwiązanie to nie satysfakcjonuje decydenta ze
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wzglgdu na wartość pierwszej funkcji celu - definiuje wiec rolsksacjeAF., 
Zadanie, któro należy teraz rozwiązać ms postać następującą:

Minimalizować d**.

or -

o .[p; - f2{x)] - d ^ o
P-,(x) (2.6)

F2(x) 3= P2(Xi) - Ar2 

X  £ D1 = D

Nietrudno zauważyć, że jedynym rozwiązaniem sprawnym tego zadania jest x ^ .  

Ze względu jednak na przydział wagi &  % “ 0 do nierówności z drugą fun
kcją celu, w wyniku obliczań, możemy otrzymać rozwiązanie położone pomię
dzy x2  ̂ Jadynym sposobem unikniecie tekiej sytuacji, w ramach ory
ginalnej STEM, byłoby takie określenie relaksacji, aby wyżej opisana sy- 
.tuacja nie mogła, zaistnieć. Zamiast A ?2 należałoby wybrać AP^.Jak wia
domo, w praktyce jest to prawie niemożliwe ze względu na brak informacji 
o zależnościach pomiędzy kryteriami. W celu otrzymania pewnej informacji 
o tych zależnościach możliwe jest przeprowadzenie poza algorytmem metody 
specjalnej analizy wrażliwości, która wymaga Jednak dodatkowych obliczeń 
związanych z rozwiązaniem dodatkowego zadania programowania liniowego.

3. Algorytm malejących elipsoid jako główna procedurą obliczeniowa aatody
STEM

Pokażemy obecnie, że zastosowanie, jako głównej procedury obliczenio
wej metody STEM, pewnej wersji zmodyf nanego algorytmu malejących elip
soid pozwala na przezwyciężenia, opisanych powyżej, niedogodności tej me
tody. Jak wiadomo, wielomianowy algorytm malejących elipsoid przeznaczony 
do rozwiązania zadania programowania liniowago został opublikowany w 1979 
roku-przez L.G. Chacijana [3]. Od tego czasu wprowadzono do tego olgoryt- 
mu wiele usprawnień znacznie polepszsjących jago globalną efektywnośóflj.

No teoretycznych podstawach tego algorytmu skonstruowaliśmy algorytm 
rozwiązenia (w sensie podanym we wstępie) zadenia NPL. Idea jego jeat na
stępująca: Podobnie jak w oryginalnym algorytmie generowany jest ciąg elip
soid, których objętości maleją,« postępie geometrycznym. Natomiast w każ
dym kroku algorytm bada, czy środek kolejnej elipsoidy jeat rozwiązaniem
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dopuszczalnym, Jaśli nie, to dana elipsoida jest "cięta” przez hiperpła- 
ezczyzne związaną z jednym z naruszonych ograniczeń, Kolejas elipsoida o- 
t8cze te cześć poprzedniej, w której znajdują sie rozwiązania spełniające 
wszystkie ograniczenia. Natomiast w przypadku, gdy środek elipaoidy jest 
rozwiązaniem dopuszczalnym, elipsoida zostaje podzielona przez hiperpła- 
azczyzne związaną z jedną z funkcji celu, Algorytm zatrzymuje sie,gdy ob
jętość kolejnej elipsoidy jest nmiejszs od ZBdanej dokładności algorytmu. 
Zadanie WPL zostaje wiec tutaj przekształcone w zadanie rozwiązania ukła
du nierówności:

t™ T T
x, <i2 • * * * — s „T ,*“1X ^ X

x e D i 3.2) Cg ¿ ^ c *  xtc_1

x e D

(3.1)

(3.2)

gdzie x jest rozwiązaniem dopuszczalnym na k-tej iteracji algorytmu. 
Algorytm ten prowadzi do rozwiązań sprawnych, ponieważ rozwiązanie dopu
szczalne jest polepszane, ze wzglądu na każde z kryteriów, dopóty dopóki 
nie prowadzi to do pogorszenia wartości pozostałych funkdji - kryteriów,a 
zatem działa on zgodnie z reguła Pareto.

Funkcja użyteczności, zadawana niejawnie przaz decydenta w fezach de
cyzyjnych, jest kształtowana poprzez uwzględnienie wag STj przy określa
niu wskaźnika funkcji celu, z którą związana będzie hiperpłaszczyzna tną
ca :

_k
ffcW  = ffB« 7tj FJ I (3.3)

Wagi CTj obliczane są jak w (2.4).
Aby wykluczyć niesprawność rozwiązania jako wynik strategii, przydziałuwag, 
proponujemy przydzielenie do zrelaksowanych funkcji nie wagi ,'T^=0, lecz 
fTj » 6,6— 0, gdzie 6 może być zadaną dokładnością metody. W takim wypad
ku, jeśli np. kolejnym pośrednim rozwiązaniem, znalezionym przez procedu
rę obliczeniową, będzie rozwiązanie x-j (ry3, 1), to ponieważ

max £ . | F2 - F2(£3) |> 0 2 .

możliwa będzie dalsza poprawa wartości" F2 b8Z obnażenia wartości P-j, 
Krok ton będzie powtarzany aż do osiągnięcia rozwiązania x2, która jest 
rozwiązaniem sprawnym. Jak zostało więc pokazano, sprawność rozwiązań nie 
jeBt zależna od wartości wprowadzanych przez decydenta reiekoacji,£tsa moż
ne wycrowaazió wniosek, że wymagania atewisne ewentualnej aneiizie wrsżli-



wości nie będą miały na celu określenie dokładnych wartości rolokascji, e 
jedynie uzyskanie informacji określającej ogólne zależności pomiędzy funk
cjami celu. Zadaniu temu może sprostać analiza wrażliwości prowadzona w 
ramach głównej procedury obliczeniowej - umożliwia to skonstruowana przez 
nas wersja algorytmu malejących elipsoid. Wersja ta wykorzystuje dla ce
lów analizy wrażliwości dopuszczalne rozwiązania pośrednie. W toku obli
czeń dokonywanych przez algorytm zostaje zapamiętanych s (liczba kryte
riów) niezdominowanych (w sensie pewnej relacji &  częściowego porządku) 
wektorów wartości funkcji - kryteriów. Relacja częściowego porządkuSpoz
wala zapamiętywać jako wektor wartości funkcji-kryteriów Z1, 1=1,2 a,
punkty przestrzeni kryteriów, których i-ta współrzędna minimalizuje wskaź
nik :

w1 - | F1^ -1) + 1 - F^(x)| ,

gdzie jest optymalnym rozwiązaniem zadania LP^-1, a w drugiej ko
lejności pozostałe współrzędne są niezdominowene z punktu widzenia porząd
ku generowanego przez wektor pozostałych funkcji celu. Po zakończeniu fa
zy obliczeniowej ZBpamiętene wektory zostają uporządkowane w tajilicy,któ
ra pozwala zorientować się. Jakie wsrtoaci przyjmują poszczególne funkcjo 
celu, gdy chcemy daną funkcję zwiększyć o Jednostkę w stosunku do rozwią
zania z poprzedniej iteracji.

4. Wnioski '

Zastosowanie nowej wersji algorytmu malejących elipsoid jako głównej 
procedury obliczeniowej dialogowej metody STEM pozwala na wyeliminowanie 
jej podstawowych wad. Zaproponowana w pracy metoda charakteryzuje się bez
względną sprawnością uzyskiwanych rozwiązań. Zbędna ataje się także prze
prowadzanie dodatkowej analizy wrażliwości, gdyż informacja pomagająca v 
ocenie wartości poszczególnych kryteriów i w zorientowaniu aię w zależno
ściach pomiędzy tymi kryteriami uzyskiwana jest bezpośrednio w fazie obli
czeniowej. Niezależnie od tego zastosowanie nowej wersji algorytmu male
jących elipsoid pozwala decydentowi na obserwacje całego procesu dochodze
nia do rozwiązań sprawnych. Dodatkową korzyść daje również możliwość za
trzymania obliczeń w chwili uzyskania rozwiązania, różniącego 3ię od roz
wiązania sprawnego o zadaną wartość, gdyż informacja o dokładności danego 
rozwiązania znana jest w każdym kroku algorytmu.

Zastosowanie metody malejących elipsoid...____________________________ ^
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nPHMEHSHHE METOM OTCEHEHHH C PACTflXEHHEU IIPOCTPAHCTBA 
B HEJIOUSKO-MAEIHHHOM FEQ1EHHH MHOrOKPHTEPHAXBHHX 3 AHA9 
JlJUfflitHOrO nPOrPAMMHPOBAHHH

P e 3 » u e
Hpe^cTaBJieH uejioBeKO—UgushkhhH uexofl pemeHHa UHoroKpHxepaaxbHLCC 3a^a^ jih-  

HeiiHoro nporpauuupoBaHHa. B K aueciB e ochobhoB BtriiicxwTexLHo# nponeAypu n p a - 
uciiijH HeKOTopbdł BapHaHT noxHHOUHKaxLKoro uexoga oTceueHaa c pacxxxeHHeu 
npoctpaKCXBa b XHHeftHOU nporpauMapoBaHHH. B ciaiBe nnp0K0 paccMoipsHH noxy- 
leHHU oiHU npuueHeuueu npeiiuym eciB a.
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APPLICATION OP THE ELLIPSOID METHOD
i’QR INTERACTIVE SOLVING OP KULTIOBJECTIVE LINEAR
PROGRAMMING PROBLEM

S u m m a r y

A certain version of the ellipsoid algorithm for the linear program
ming Lea been applied as a main computational procedure of the STEM me
thod. The advantages yielded from this application are extensively shown.


