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DRGANIA PARAMETRYCZNE W UKŁADZIE NACZYNIE 
WYDOBYWCZE - ZBROJENIE SZYBOWE

W referacie tr oparcia o model nieładu naczynie wydobywcze - zbrojenie szy
bowe z uwzględnieniem zmiennej sprężystości zbrojenia przeprowadzono ana
lizę drgań naczynia. Podano równania rucha naczynia wydobywczego określa- 
jąo poziome przemieszczenia za pomooą równań parametrycznych drugiego ro
dzaju. Następnie wyznaczono obszary stabilnych rozwiązań tych równań po
przez ich sprowadzenie do ogólnej postaoi równania Mathie'u, jako funkcji 
elementów prowadzenia i zbrojenia szybowego. Przeprowadzono analizę dobo
ru parametrów prowadzenia i zbrojenia szybowego zapewniających stabilność 
rozwiązań równań ruohu Jak i minimalizaoję sił ioh wzajemnego oddziaływa
nia.

V oparciu o ogólną metodę asymptotyczną określono rozwiązania tych 
równań i przeprowadzono dyskusję wpływu zmiennej sprężystości zbrojenia 
na aaąjlitudę drgań naczynia wydobywczego.

Analiza drgań naczynia wydobywozego, którego wymuszeniami z położenia 
równowagi są nierówności prowadników była tematem kilku prac przy pomi
nięciu wpływu zmiennej sprężystości zbrojenia na ioh amplitudę i stabil
ność [3] [2]. Przyjęcie takiego uproszozenia w znaczny sposób ułatwia 
przeprowadzenie dalszej analizy, dla jakich jednak parametrów zbrojenia 
szybu można go wprowadzić przy sztywnym prowadzeniu naczyń wydobywczych 
jest treścią niniejszego opracowania.

Analizę drgań naczynia wydobywozego przeprowadzono w oparciu o model 
przedstawiony na rysunku 1 .

Do opisania położenia równowagi naczynia wydobywczego przyjęto ru- 
ohomy układ współrzędnych z, y, z o początku w jego środku masy "i" i o- 
slaoh równoległych do osi symetrii naozynia, układ nieruchomy z^, y1, ẑ  
którego oś ẑ  jest równoległa do osi szybu, początek układu znajduje się 
w podszybiu, oraz układ zo, yo , xQ przechodzący przez geometryczne osie 
symetrii naozynia wydobywozego.

Analizę przemieszozeń naczynia wydobywczego przeprowadzono przy na
stępu Jąoyoh założeniach:
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- naczynie wydobywcze potraktowano jako ciało sztywne, które w swym ruchu 
w szybie posiada 6 stopni swobody, może doznawać przemieszczeń w kie
runku osi x, y, z oraz obrotów względem tych osi,

Z tego przestrzennego ruchu wyodrębniono za [3] następujące składowe 
1/ pionowy ruch naczynia w kierunku osi "z" z prędkością v 
2/ przemieszczenia w kierunku osi "x" oraz obrót wokół osi "y"
3/ przemieszczenia w kierunku osi "y" orłiz obroty wokół osi "x" i "z".

Przy przyjęciu dodatkowych założeń upraszczających a mianowicie:
- uważając pionową prędkość naczynia za stałą
- rozpatrując odrębnie składowe wymienione w p .2 i p.3
- wymuszeniami naczynia z położenia równowagi jest zmienna sprężystość 

zbrojenia
- prowadnica przez cały czas ruchu naczynia pozostaje w kontakcie z pro
wadnikiem

- odległość prowadnicy górnej od środka masy naczynia wydobywczego jest 
równa odległości prowadnicy dolnej od środka masy naczynia wydobywczego.

Dla modelu układu przedstawionego na rys.1 przy uwzględnieniu powyż
szych założeń oraz rzeczywistych parametrów elementów prowadzenia, korzy- 
stająo z równań Lagrange'a drugiego rodzaju, równania zuchu naczynia za-

Rys. 1. Model mechaniczny układu naczynie wydobywcze zbrojenie 
szybowe z uwzględnieniem zmiennej sprężystości zbrojenia.
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♦ [2kb (t) + 2kb lt+ł)] •*. = °  (1)

"*» + ^  + ike (t) + k o M l - y» = ° (2)
I Y  + 4h . I2 .f + f3c + k ] . f . I2 = (q + q) a - 
x ) ° > 1 ° (tl 0 it+ł) ' 1 y

- [((} + q) . 1 + 2 ^  . (H - J . l] ̂  (3)

Ś  f  *  8hb • l2 -f + K  + 2kb (t+J  -T • l2 = (Q + *) ex -
- ) . x ] T  «

Jzi) + 8hb • h2 + [2kb Jt) + 2kb t+łJ -l)1 • b2 = MOUł(Zlj + MOL¥(z ^ (5)

gdzla:
xg, yg - współrzędne liniowe środka masy naczynia wydobywczego,

~ obrotu naczynia wydobywczego względem osi x, y, z,
2h^ - współczynnik tłumienia wiskotycznego układu prowadnica krąż

kowa boczna - zbrojenie szybowe,
2hc - współczynnik tłumienia wiskotycznego układu prowadnica krąż

kowa czołowa - zbrojenie szybowe, 
k^ - współczynnik sprężystości układu prowadnica krążkowa boczna

- zbrojenie szybowe z uwzględnieniem zmiennej sprężystości 
zbrojenia,

kQ - współczynnik sprężystości układu prowadnica krążkowa czołowa
- zbrojenie szybowe z uwzględnieniem zmiennej sprężystości 
zbrojenia,

1^, Iy., - momenty bezwładności naczynia wydobywczego względem osi x,
7, z.

m - masa naczynia wydobywozego,
ex , Sy, e^ - współrzędne przesunięoia środka masy naczynia wydobywczego 

poza Jego geometryczne osie symetrii,
Q - ciężar urobku,
q - ciężar naozynia wydobywozego,
H - głębokość ciągnienia,

- oiężar 1 mb liny wyrównawczej,
ł = - czas przejazdu przez naozynie drogi równej odległości między

górnymi a dolnymi prowadnicami,
21 - odległość między prowadnioami
2b - odległość między prowadnicami w płaszczyźnie poziomej /gór

nymi lub dolnymi/ 
v - prędkość naczynia,
MOLN(zj) - moment odkrętu liny nośnej',
MOLV (z ^ - moment odkrętu liny wyrównawczej,
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Jeżeli połączenia prowadników z dźwigarami są dostatecznie sztywne, 
to ciąg prowadnikowy można traktować Jako belkę na sprężystych podporach 
o jednakowej rozpiętości przęseł 1Q równej odległości dźwigarów. Z wy
starczającą dokładnością można założyć, że zmiana zastępozej sprężystości 
zbrojenia szybowego /dźwigary plus prowadnik/ zachodzi wg wzoru:

k . + k k . - k
k =   E -  E co SCO t (ó)

2 2 ' '
gdzie:
kz - zastępczy współczynnik sprężystości zbrojenia szybowego,
k^ - współczynnik sprężystości zbrojenia w miejscu zamooowania pro

wadnika na dźwigarze? 
kp - współczynnik sprężystości zbrojenia w środku rozpiętości między

dźwigarami.
Wprowadzająo oznaczenia:

k . + k 
-  Z = c
k . - k
” 5“

w

Sumaryczny współczynnik sprężystości układu prowadnioa czołowa - zbroje
nie szybowe przyjmuje postać:

k = E • e i1 - e °°,fti t) (8)
0 7e + cj (1 - e-5-b cos or t) 

gdzie: E = k = k - współczynnik sprężystości prowadnioy krążkowej
Pc Pb czołowej lub bocznej.

Jak wykazały przeprowadzone rozważania (.5 ] decydujący wpływ na am
plitudę poziomych drgań naczynia wydobywczego mają przemieszczenia w pła
szczyźnie z, y. Dlatego w oparciu o równania dotyoząoe przemieszczeń 
względem współrzędnych y,^ postanowiono rozważyć wpływ zmiennej spręży
stości zbrojenia szybowego na asplitudę drgań i obszary stabilnych rozwią
zań tych równań.

Równanie ruchu naczynia wydobywczego wzdłuż współrzędnej "y" z u- 
względnieniem zmiennej sprężystości zbrojenia przyjmuje postać:

my + iłh . y +iEC (i - B oosCD t)~(e  + c j(i - E-~e 00,“)t) IE + ci l 1 - E“i'
) EC [ 1 - B cos CO (t + łj]

£ cos CD

= 0

Wprowadzając następująoe podstawienia:
-J> E . C c D C D= E”+“C ' S=  E“7_C ■ ci= E~+~C

Wobec małych wartości £, i£1 w porównaniu z jednością, wyrażenie przy y
w równaniu ruohu można przedstawić następująoo:



.Drgania parametryczne w układzie naczynie. 201

1 - £. . OOS U) t
T ~ “ ——  “ T  — 1 “  P  ł  C O S  CO t
T - ¿ 2  • 008 co t &

gdzie:
Wówczas równanie ruohu przyjmuje postać:

my + 4hy + Jt [ 1 + 6 oos w  t ♦ 1 + fc cos co (t + łQ)] . y = O (lo)
oraz

y + S y + ( A + ¡7” cos w  tfl) = O (li)
po wprowadzeniu następująoyeh oznaczeń:

s  tal . i 2 * . 2 1  c coł * . ł
0 = 5" !  A= 5“ » 5- • £ • oos 2— d • * + 5 - *o

Podstawiając:
co to = 2i ; VV)-y(f) 

otrzymano:

d2wo 2(7 d,fo lk A
- 7 2  ♦ 57 * —  +di tu dł 

Wprowadzając podstawienia
u X  g-
ST* = ao; ^ 2  = %

otrzymano:

(.0)2 * ¿5 008 2ł) vo = 0 (12)

2 -  - W  .  .

“ ¡5 + ~  • ” 2 + (ao + 16%  008 2ł) wo = 0 M
d wo . »6 dw

Stosując transformatę:

-0«  - >  • •
otrzymujemy następująoe równanie określające przemieszczenie naozynia:

« 2  + (ao - ¿ 2  + ’6*o 008 Z i ) u = 0 M
Równanie (i **) Jest szczególnym przypadkiem równania liniowego drugiego 
rzędu o współczynnikach okresowych zwanym równaniem Mathie'ugo. Równanie 
to oharakteryzuje się obszarami statecznego i niestatecznego rozwiązania. 
Rozwiązania równania ¡1 U) o okresie 47T lub 2T  nazywają się funkcjami 
Mathie'ugo, AZeby takie rozwiązania mogły istnieć, parametr aQ dla usta
lonej wartośoi qQ powinien przyjmować pewną określoną wartość wybraną z 
nieskończonego oiągu wartości.

Na irys. 2 przedstawiono charakterystyczne krzywe dzieląc płaszczyznę 
qo, aQ na obszary stateczności i niestateczności. Równanie (i1») ma roz

wiązania niestateczne, jeśli punkt odpowiadający wartościom aQ i qQ leży 
w obszarze niestateoznośo^nie zakreakowanyn^tna zaś rozwiązanie stateczne, 
jeśli punkt odpowiadająoy wartościom a^ i qo leży w obszarze stateczności
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/zakreskowanym/. Obszarów stateczności i niestatecznośći jest nie

skończenie wiele. Z praktycznego punktu widzenia najważniejsze są pierw
sze z nich. Dzięki współczynnikowi tłumienia obszary rezonansowe zwęża
ją się i ostrza ich oddalają się od osi aQ /rys.2/. Wpływ ten uwydatnia 
się szczególnie w odniesieniu do obszarów rezonansowych wyższych rzędów
/2. 3 .../, ^

Z dwu pierwszych związków 70.5 [4] otrzymano pierwszy obszar rezo
nansowy określony w przybliżeniu nierównością:

S 2
1 - 8<lo <  ao - " S  <  1 + 8qc

¡ej
Uił / 1 (blL I6h2 \ /  ,
" j "  \ cu"2 v “---- =“ J \  1

o \ o CU2 x  ' ’
a po uwzględnieniu wyżej wprowadzonych oznaczeń:

_at £_
m-w.i1 -------72 cos ąe &_

nr 0)2
coi'COS =g- (ló)

obszar rezonansowy wystąpi yięc dla ao = n , tj. gdy
2 1 16 . E . CCU = “2 7 r—n (E + C) m

Podstawiając za
X- vCU = Jo

gdzie: v - prędkość naczynia,
1Q - odległość dźwigarów w pionie

Wyrażenie (17) przyjmuje postać:

(17)

16 E
= “5 E + C

1
m

Wprowadzając podstawienie:
E . CE + C “ o

(18)

(19)

ko - nazwano średnim współczynnikiem sprężystości układu naczynie wydo
bywcze - zbrojenie szybowe dla prowadnic czołowych

TT- 2 2k _ X  . v . m n2
°  81  2  o

(20)

Jeżeli prawa strona równania (20) osiągnie wartość równą średniemu współ
czynnikowi sprężystości k^ określonego wzorem (19) wówozas należy się li
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czyć z nieograniczonym wzorem amplitudy drgań naczynia wydobywczego. Po
jawienie się drgań rezonansowych prowadzi w konsekwencji do zniszczenia 
układu. Aby zjawisku temu zapobiec należy tak dobierać parametry zbroje
nia szybowego oraz prowadnic aby współczynnik sprężystości kQ przy zmien
nej wartości prędkości v jak również zmiennej masie urządzenia wydobyw
czego nigdy nie osiągnął wartości powodującej rezonans parametryczny.

Na wykresach rys.3 i 4 podano wartości średniego współczynnika sprę
żystości powodującego rezonans parametryczny dla różnych wartości parame
trów naczynia wydobywczego i zbrojenia szybowego. Wartości te dotyczą 
drgań poziomych określonych równaniem (2) dla pierwszego obszaru rezonan
sowego n = 1 . Dla pozostałych obszarów rezonansowych wartości te zgod
nie z równaniem (20) będą odpowiednio większe, np. n = 2 cztery razy, 
dla n = 3 dziewięć razy itd.

Rys.3. Rys.4.
Na wspomnianych wykresach wartości średniego współczynnika spręży- 

stośoi kQ powodującego rezonans podano dla następujących danych:
- masa naczynia wydobywczego m = 13 000; 50 000 kg
- prędkość ciągnienia v = 6; 12; 18, 24 m/s
- odległość między dźwigarami w pionie 1 = 3; 4,5; 6 m.

Ponieważ szerokość obszaru rezonansowego jest uzależniona od warto
ści parametrów ao i qo istnieje konieczność jego określenia, która wynosi

l6q„ = £• 068 " 2“ (21)

Należy tu pamiętać, że na jego wartość mają wpływ współczynniki 
sprężystości zbrojenia i prowadnic. Dla najbardziej niekorzystnego przy
padku prowadzenia tj. gdy stosunek odległości prowadnic górnych od dol
nych "21" do odległości dźwigarów w pionie "10" jest liczbą naturalną 
n/l, 2, .../ wtedy iQ = 0, a cos = 1 , szerokość obszaru rezonansowe
go wynosi .

£ = {E-rej-c = l6qo H
Podstawiająo wyrażenie (19) do (22) otrzymano:
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ko

qo = T5 (23)

Na podstawie rys.3 [i] określono wartości qQ dla konkretnego para
metru aQ przy którym naczynie wydobywcze znajduje się na granicy stabil
ności. Wartości te zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1 ^
a0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

% 0 0,14 0,4 0 0 ,18 0,26 ' 0,35 0,5 0

Dla pierwszych trzech obszarów stabilności /dla aQ = 9/ pozostałe w prak- 
tyoe nie mają większego znaczenia [4j określono dopuszczalny stosunek 
nie powodujący jeszcze rezonansu, dla różnych wartości parametrów zbroje
nia szybowego i naczynia wydobywczego, co przedstawiono na rys.5.

Reasumując, elementy prowadzenia tj. prowadnica, prowadnik, dźwigary 
należy tak dobierać, aby średni współczynnik sprężystości układu naczynie 
wydobywcze - zbrojenie szybowe "ko" określony wzorem (i9) nigdy nie osią
gnął wartośoi wyrażonej przez wzór (2o) . Równocześnie wyrażenie (23) okre
ślające zmianę sprężystości zbrojenia przy różnych parametrach prowadze
nia nie przekraczało wartości powodującej rezonans parametryczny.

Przeanalizujmy jeszcze równanie (3) opisujące drgania kątowe w pła
szczyźnie /y, z/ dla najbardziej niekorzystnego przypadku położenia na
czynia w szybie /dla z.

+ 4h ■r •
1 2  +

0/

k w
+ k

(t+łj s - H = (Q ♦ q)

Wyrażenie 2-Ż..3 pominięto jako małe w porównaniu z k i k
° (t) MPostępując analogicznie jak w przypadku równania (2J określono wzór na 

średni współczynnik sprężystości zbrojenia powodujący rezonans
k = m . X  * . n2

°  201  2 O
oraz dopuszczalny stosunek zmiennej sprężystości zbrojenia 

D 1óqo
= t t

w

(25)

gdzie: kQ - określona wzorem (2 4) .
Podobnie jak dla drgań poziomych, określono wartości współczynnika 

ko powodującego rezonans dla tych samych parametrów naczynia wydobywczego 
i zbrojenia szybowego, co przedstawiono na wykresach /rys.6 i 7/.oDopuszczalna wartość stosunku D/C nie powodująca jeszcze rezonansu 
parametrycznego w przypadku drgań skrętnych jest 2,5 raza większa niż w 
przypadku drgań poziomyoh dla tych samych parametrów urządzenia wydobyw
czego. Ponieważ ograniczenia te muszą być równocześnie spełnione, wystar-
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ozy spełnić je dla drgali poziomych, ponieważ tamte narzucają ostrzejsze 
kryteria.

rezonans parametryczny.
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Rys. 6.
6 C

Rys.7.

« r[7i] *

Wpływ zmiennej sprężystości zbrojenia na amplitudę poziomyoh prze
mieszczeń naczynia wydobywczego postanowiono rozpatrzyć w oparciu o rów
nanie opisujące ruch naczynia w płaszczyźnie /z, y/.

Równanie (ił) po wprowadzeniu następujących oznaozeń:
<f2
co5 =

przyjmuje postać: 
2.2a u /-.i    + CU cos 2i"

dł

(26)

(27)

Rozwiązania okresowe równania (27) o okresie Zł i ki eą funkojami 
Mathie 'u i w pełni charakteryzują własności równania (27J pod względem 
stabilności. Jednak takie rozwiązanie okresowe istnieje tylko dla bardzo 
specyficznych wartości parametrów CUq2 i Na ogół rozwiązania (27) są
albo prawie okresowe, albo są drganiami narastająoyai lub gasnącymi. Rów
nanie (27) rozwiązano przy pomocy ogólnej metody s a ysą> to tycznej [5] . ¥ 
obszarze stabilnych rozwiązań, rozwiązanie pierwszego rzędu względem £ O
ma postać:

c c
u = C31 co.(2CO#f - C32) - 2j52-:--2{- co. [(oj. * j 2ł - C31J ♦

+ apb;'=2Tj cń,i(aJ • -') zł - C32 J (28)
gdzie: zarówno C3J Jak i są stałymi.
Stałe te wyznaczono z warunków początkowych, które w t,s przypadku przyj- 
mują postać:

ł = O ufe = Ao
i — O û j — O
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gdzie: Aq - maksymalna amplituda przemieszczeń naczynia wzdłuż współ

rzędnej y określona w przeprowadzonym rozważaniu [2] , przy 
założeniu że wymuszeniami naczynia są nierówności prowadników 
przy pominięciu wpływu zmiennej sprężystości zbrojenia na 
drgania naczynia wydobywczego.

Stałe i Cj2 wynoszą odpowiednio:
A

C  _____________________ ° _

31 ' , +
*OJ02 - 1

C32 « 0
Wówczas równanie (28} przyjmuje postać:

A f g
up)  ----- 2-- cos 200 ł  ■------2 cos ( UJ + i) 2i +

, , - J «  * » »«o.. t) 1 • >
uw 2 -  1O

+ -— --2--  cos / UJ - ij 2 i ] (29)2(20Jo - lj 1 0 '  J  r  '

wracając do podstawień
A f £

y (t) = /cos CO o .Uj t - J —  (WO ♦ fj «1 - * ♦

+ — A ® —
2(20Jo - i)

Równanie (30) jest równaniem drgań tłumionyoh. Z uwagi na znaczną 
wartość współczynnika tłumienia w układzie naczynie wydobywcze - zbroje
nie szybowe /dla obecnie stosowanych prowadnic średnioh 2 h > 5000 -----01
a wymagane znacznie wyższe/ drgania te bardzo szybko znikają.

Na przykład dla najbardziej niekorzystnego przypadku prowadzenia 
/tablioa 1/ na granioach rezonansu ao= 3 , qQ = 0,4 naczynia wydobywozego 
o masie m = 50000 kg znajdująoego się w ruchu, drgania określone równa
niem (30J prawie oałkowicie znikają po upływie 4s. Mając na uwadze powyż
sze stwierdzenie oraz fakt, że parametry pracy urządzenia wydobywczego są 
znacznie miejsze od parametrów powodujących rezonans, uwzględnienie wpły
wu zmiennej sprężystości zbrojenia na amplitudę drgań naczynia wydobyw
czego wydaje się być uzasadnione. Do identycznego wniosku można dojść 
analizując rozwiązanie równania (3) .

Reasumując pominięcie w analizie dynamiki sztywnego prowadzenia na- 
ozyń dla obecnie stosowanej konstrukcji urządzeń wyciągowych wpływu 
zmiennej sprężystości zbrojenia dla rozwiązań stabilnych na amplitudę po
ziomych drgań naczynia wydobywczego jest uzasadniona, a dla celów prak-

•fCił o ~ i) C° *J • * (3o)



208 A. Klich, S. Wolny

tycznych nawet konieczne.
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A Parametric Vibration in the System a Gin Tub - 

- Shaft Reinforcement

Summary

The paper presents the analysis- of Vibration of a gin tub assuming 
that it is forced by variable elasticity of shaft reinforcement.
Using the Lagrange's equations of the second type independent equa
tions «ere obtained of the tub motion in relation to generalised 
coordinates. These equations were reduced to a general form of the 
Uathieu's equation which is characteristic for the regions of stable 
and unstable solution.
The regions were determined of stable solution of these equations as 
functions of the parameters of shaft reinforcement.
On the basis of the general asymptotic method the solutions were de
termined of these equations and the discussion was carried-out of the 
influence of variable elasticity of reinforcement on the amplitude of 
vibration of a gin tub.
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PapaueipH^ecKHe KOJietfaHM nojguHoro cocyna h apuHpOBaHaa naxTHOro CTBO.ua
Pe3»ue

B pe^epare npon3BefleH aHaJiH3 kojt eóaHiiH noasełJHOro cocyaa c yagTOM, hto nx 
npHHyifleHKHUH HB-imeTCH nepeiieHHaa ynpyrocTŁ apiiapoBannH maxTHoro ctbomb. 
IIojiŁ3yHCŁ ypaBHeHHHMH flarpama It poją, 6emh noayaeHH He3aBHCnMse SBMieHHH 
cocy^a no OTHomeHHD k o6o6nai>nnii K00pannaTaii. YpaBHeHHH 3th ówhh npoBepeHH 
«o ofinero Bn,iia ypaBHeHHH M a n ę  KOiopae xapaKiepH3yeTCH o6xaoTHvn ycToitnuBoro 
h HeyeToiłnHBoro pemeHHH.
OnpeaeaeHH oónacTH ycToHnHBoro pemeHHH 3 t h x  ypaBHeHHtł k s k  < I> ''h k iih h  napaweTpoB 
apunpoBaHHH naiTHOro CTBOJia.
Ha o c H o s a H H H  oómero a e H u n T O T P i n e c K o r o  ueioaa o n p g « e a e H H  p em eH H H  3 t h x  y n a B H e H H 0  

h  ótwa n p o B e s e n a  f lH C K y c c H H  b h k h h h h  n e p e u e H H O lt  y n p y r o c T H  a p m r p o B a H H H  H a a im jiH — 

Tyay K O x e ó a H H 0  n o a i g M H o r o  o o o y j a .


