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Jacek M. CZAPLICKI

0 PREDYKCYJNYM ROZKLADZIE TRWALOSCI

Streszczenie. W pracy rozwazono predykcyjne rozkdady i predykcyj-
ne miary trwatosci,jakie mozna wyznaczy¢ na podstawie danych uzyska-
nych z przeprowadzanego badania wstepnego. Informacje "te maje istot-
ne znaczenie dla planujacych eksperymenty trwatosciowe.Moga réwniez
znalez¢ zastosowanie w okreslaniu przewidywanego czasu zycia pewnej
klasy obiektéw technicznych.

1. Watep

Teoria wnioskowania w przyszto$¢ znajduje coraz szersze zastosowanie
zaréowno w zagadnieniach technicznych, naukowych jak i ekonomicznych. Row-
niez w teorii eksploatacji i niezawodnosci metody i sposoby teorii predyk-
cji pozwalaja rozwigza¢ szereg probleméw natury teoretycznej oraz prakty-
cznej tych dyscyplin naukowych. Przykdadem tego mogg by¢ prace: [1,3,5,7]
czy tez dysertacja [4]- Takze i w badaniach trwatosciowych teoria progno-
zowania pozwala uzyska¢ odpowiedz na wiele pytan, ktore stojg przed pla-
nujacym i dokonujacym eksperymenty z tej dziedziny wiedzy.

Trwatos$é, rozumiana deskryptywnie i w sposéb najbardziej ogélny, jest
to zdolno$¢ obiektu do zachowania wkasnosci,, W sensie normatywnym jest to
na ogét czas, w ktérym obiekt zachowuje zadane whasnosci w okreslonych gra
nicach w zadanych warunkach istnienia obiektu. Jest to niewatpliwie bar-
dzo wazna wkasnos$¢ kazdego obiektu technicznego i dlatego coraz czesciej
stawia sie pytanie o przewidywang trwatos¢ dla obiektéw oddawanych do eks-
ploatacji. Stad t.ez obserwuje sie coraz bardziej liczne badania trwato-
Sciowe i rozwdj teorii planowania tej klasy doswiadczen.

Jednym z naczelnych probleméw stojacych przed eksperymentatorem  jest
okreslenie czasu trwania badania. Jest to istotne zagadnienie zaréwno ze
wzgledéw ekonomicznych (albowiem na ogét im dbuzsze doswiadczenie tym wyz-
sze jego koszty) jak i samej organizacji doswiadczenia. Jezeli bowiem z
przeprowadzonych obliczehn wyniknie, ze w zadanym czasie trwania ekspery-
mentu ulegnie uszkodzeniu przypuszczalnie zbyt mato elementéw, to korzyst-
ne moze okaza¢ sie podwyzszenie intensywnosci pracy elementéw w doswiad-
czeniu. Wzajemne powigzanie liczby badanych elementéw, czasu badania i in-
tensywnosci pracy tych elementéw pozwala, przy okreslonym przewidywanym
czasie trwania eksperymentu, na wkasciwe zaplanowanie badania trwatoscio-
wego.
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Celem niniejszego artykutu jest rozwazenie od atrony teoretycznej cza-
su trwania planowanego badania trwatosciowego. Jak sie pdzniej okaze, za-
leznosci 1 miary czasu trwania eksperymentu moga znalezé zastosowanie w
okreslaniu przewidywanego czasu trwania zycia pewnej klasy obiektéw tech-
nicznych.

2. Eksperyment informacyjny

Predykcja ma na ogét charakter tmpiryczno-ekstrapolacyjny. Oznacza to,
ze podstawg wnioskowania w przyszto$S¢ jest obserwacja prawidtowosci ruchu
zmiennej prognozowanej w przyszdosci, co prowadzi w rezultacie do budowy
odpowiedniego modelu odzwierciedlajacego ten ruch. Na podstawie skonstruo-
wanego modelu dokonuje sie ekstrapolacji, czyli rzutowania w przysztosé
zaobserwowanych prawiddfowosci ruchu zmiennej prognozowanej -

Predykcja trwatosciowa ma réwniez charakter empiryczno-ekatrapolacyjny.
Podstawg wnioskowania w przysztos¢ Jest eksperyment wstepny - informacyj-
ny 1I,.

Eksperyment taki powinien spednia¢ dwa zasadnicze warunki, a mianowi-
ciei
1. Badane elementy powinny by¢ jednorodne, tzn. rozkkad ich czasu tycie

Jest ten sam

- P (Xihn» i -1,2,....n, (€

gdziet
- czas zycia do uszkodzenia i-tego elementu w eksperymencie I .

t(xi) - funkcja gestesci czasu zycia i-tego elementu w eksperymen-

cie lw,
® - liczbo3¢ proby,
g - parametr rozk#adu.

2. Parametr rozktadu czasu zycia elementéw, ktdére majg by¢ badane w zasad-
niczym eksperymencie 1 musi by¢ taki sam, jak w eksperymencie infor-
macyjnym lw, tzn.

t(ij) - - 1.2 ir. (2)
gdzie:
] - czas zycia do uszkodzeniaj-tego elementu weksperymencie 1,
ffyj) - funkcja gestosci czasuzyciaelementu weksperymencie 1,

N — liczno$6 proéby.
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Na podstawie przeprowadzonego badania wstepnego, spedniajacego powyz-
sze warunki, istnieje mozliwos¢ okreslenia ozasu trwania eksperymentu za-
sadniczego I, jezeli chcemy, aby w trakcie trwania badania uszkodzito sie
K elementéwj 1~K~N . Scislej - z uwagi na to, ze czas trwania planowa-
nego eksperymentu jest zmienng losowa, wiec okreslajac czas, podany zosta-
nie Jego rozkdad.

3. Predykcyjny rozktad trwatosci

Przyjmijmy, ze w czasie trwania doswiadczenia informacyjnego uszkodzo-
nych zostato k elementéw} 17k~n. Korzystnie jest zatem wyznaczy¢ roz-
k#ad zmiennej losowej x = 27 . Oznaczmy ten rozkdad przezi

\ ) = px X = X* |tF ). (©))
i-1

Niech rozktad parametru jest opisany funkcja gestosci

(i) » PFEd). )

Na podstawie twierdzenia Bayesa mozemy stwierdzié¢, iz rozkdad warunko-
wy parametru Dlpod warunkiem, ze zaszdo zdarzenie Xx, daje sie wyznaczyc
ze wzoru i

P~)  PxixI™tl)
PCMX) :l p W n ©)
A
gdzie:
A - obszar okreslonosci parametruiT,

Jezeli interesuje nas czas trwania eksperymentu zasadniczego 1 do K-te-
go uszkodzenia, a plan tego eksperymentu jest typu {N,B,Kjf to zauwazmy,ze
z chwilg pojawienia sie K-tego uszkodzenia zrealizuje sie K-ta statystyka
pozycyjna. Stad, biorgc pod uwage, iz jej rozkktad okreslony jest wzorem;

N , K-1 r ,  —NK
pCypcitf) = K () f(yjltf)[ PCyjk)] [i-i(yjk)J (6)

mozna wyznaczy¢ predykcyjny rozkdad trwatosci pod warunkiem,ze zaszto zda-
rzenie X, ze wzorus
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3a po istawie wyznaczonego rozkdadu istnieje mozliwos¢ okreslenia szere-
gu miar cza;u t-rwania planowanego eksperymentu - prognoz punktowych i prze-
dziatowych - a mianowicie:

1. -artosci oczekiwanej czasu trwania eksperymentu I:

i. “nriancji - kwadratu przecietnego btedu oszacowania $redniego czasu
trwania eksperymentu a:

®

3. .rzedziatu preaykoji U takiego, ze:
(10)

tzn. taniego, ktéry z zatozonym a priori poziomem prawdopodobienstwa ot ,
bliskim jednosci, pokryje rzeczywiste warto$¢ czasu trwania eksperymen-
tu 1. rzeaziat predykcji IC dos¢ czesto okresla sie tak, by

an

przy czym <4 Jest zdeterminowane zaleznosci« (10}.

Zauwazymy, ze wykorzystujac uzyskang z eksperymentu wstepnego informa-
cje w postaci realizacji zmiennej losowej X, pian badania wstepnego jest
w zasadzie dowolny. Jednakze, jedynie w przypadku gdy pian badania 1 jest
typu [n, 3, k=n}, catos$¢ uzyskanej informacji statystycznej jest wykorzy-
stana do wyznaczenia predykcyjnego rozkdadu trwatosSci. M zatem nalezy roa-
wazy¢ xakie funkcje wynikéw z eksperymentu X,, ktére, ss statystykami do-
statecznymi dla danego typu badania.

Jezeli plan badania Iw by+ typu [n, B, k], to statystyka dostateczng
jest funkcja

k
(12)
i-1
Jest to tzw. nagromadzony czas pracy elementéw Cc],

statystyka ta, jak wida¢, jest funkcjg dwéch zmiennych losowych:sumy k
niezaleznych zmiennych loscwych 3} i1 =1,2,...,k oraz iloczynu czynni-
ka (n-k) przez k-tag statystyke pozycyjna X -
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Funkcja gestosci tej statystyki dana jest wzorem:

fGB) =~ J  PxFf8-V>-Px CK] (W/n-k>dv = pM~) . 03)
o

Przyjmujac powyzsza funkcje gestosci jako podstawe do uzyskania warunkowe-
go rozkdadu parametru , mozna zauwazy¢, ze:

pGTIS) = ——o-m-om———— @9

I stad warunkowy predykcyjny rozktad trwatosci K-tej statystyki pozyr
cyjnej mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

POREllS) = f P(y™h?). pfdilsjdD™ as)
A

Podobnie, jezeli plan badania Iw byt typu [n,B,T], to statystyka do-
stateczng jest funkcja:

d
z = £ xx + (n-d)T, ae)
i-1
gdzie: d jest liczbg zaobserwowanych uszkodzen w czasie T,

We wzorze tym wystepuja nastepujace zmienne losowe: suma d niezalez-
nych zmiennych losowych x» o rozktadzie f(xX) oraz zmienna losowa typu
skokowego d. Zapiszmy funkcje 2z w postaci:

zZ=u+q- an
Wyznaczmy rozk#ady tych zmiennych losowych. Mamy:

fu = de(X) pd(d), as)

gdzie: P~0) - funkcja gestosci zmiennej losowej d

fa(q) =f PdCn - §) 09)
Stad:
z
ve>  =TX f9@2Z " q)-pd(u '« t(zZ" (20)
q
albo:

f,(«> -T/ V u>pd “AN ) du t "21>
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Przyjmujac z kolei powyzszg funkcje (20) 4ub (21) Jako podstawe do u-
zyskania warunkowego rozkdadu parametru zgodnie z twierdzeniem Bayess
mamy

@2)

A
Stad warunkowy predykcyjny rozkdad trwatosci K-tej statystyki pozycyj-
nej uzyska¢ mozna ze wzoruj

@

Czasem bardziej interesujgce moze okazaC sie wyznaczenie predykcyjnego

rozktadu trwatosci nie dla K-tej statystyki pozycyjnej, lecz dla sumy K
niezaleznych zmiennych losowych yjf j » 1,2,.._,K.
Rozk#ad ten jest rozkkadem czasu trwanie badania wéwczas, fody planuje sie
badania K elementéw kolejno. Rozk#ad warunkowy parametru™, uzyskany z
przeprowadzonego askperymentu informacyjnego, jest bez zmian (pfdfc) albo
pffl z) albo p(1?jz)), zmieni sie natomiast rozkd#ad warunkowy zmiennej lo-
sowej y. W omawianym przypadku interesujacy nas rozkdad ma postac»

K
@)
j-1
i wowczas predykcyjny rozkdad trwatosci uzyskuje sie ze w’orui
@)
lub
@6)
lub

@n
A
Na zakonczenie powyzszych rozwazah zauwazmy, ze jestesmy w stanie wy-
znaczy¢ predykcyjny rozkdad nagromadzonego czasu pracy elementéw dla pla-
nowanego badania, albowiem dla planu badania [N,B,Kj mamy:
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fG8) - 1 Py(s“v) = Py M (V/N-K)dv - p@]if).

Wéwczas >
PES 10 -] pGItD. pa5x)d6*
A
lub
p(s Is) -JpEii?). i@?[s)dir,
A
wzglednie

P(s |12 -/p(shn. pr|z)d:.
N
Podobnie dla plami badania 1 typu [N.B.T* mamy:

D
z-V yi + (N-D)T#» U + Q

J«1
Z

f(Z) -4-y v z- qg) pD(»-8-) - f(*Im
0 d

o

lub
@ - 1 ttU)PD (N - f=E)d U = fZ|*).
od 0
Wéwczas t
pzl » - ] p@ithp Gfxdii*
A
lub
pizl s) =] p(zk)p (MIs)dir,
/ o
wzglednie«

pP(Z 1D -TpE|th) p(tf2) di?.
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4. Przyktad

Zobaczmy, jak przedstawiaja sie powyzsze wzory o przypadku, -dy roz-
k#ad czaséw trwania zycia elementéw w badaniu informacyjnym ma charakter
wykdadniczy

fXt) = Aexp(- Axi) = f(x,|A)., f39)

rozktad parametru A jest rozkkadem gamma
p(A) =-L1-A8"1 e~fcA 140)
1@

oraz rozktad czaséw zycia elementéw w planowanym badaniu ma réwniez cha-
rakter wykdadniczy:

fUj) = Aexp(-Ayj) = f(yjiA). r4l)

tatwo zauwazy¢, ze rozktad sumy k niezaleznych zmiennych losowych x*
jest rozkdadem Erlanga rzedu k:

) —_ xk>1 e~Xx*" “42

Tr @

Stad warunkowy rozkdtad parametru A je3t réwniez rozktadem gamma i ma
postac:

P(AIX) - X2 iy+k A atk-1 e-Afb+X) 43)
Ifat+k)

Rozk#ad K-tej statystyki pozycyjnej vy przedstawia sie nastepujaca

uQ
-(N-K+"1 )Ay A K-l
I B —— T ol “4
xil B (MK + 1, K)

przy czym w mianowniku wystepuje funkcja beta.
Predykcyjny rozkdad trwatosci jeat postaci:

X vr/w>a+k K=1 K-1 _(a+k+1)
AL R lig) § (r ) (-Dr [OH)+y(N-K+1+0] A

Przecietny przewidywany czas trwania eksperymentu 1I:
-1

- a+CT B (N-K+1,K) K-1) (‘1)r(N—K+l+r) -2 (46)
* r-1 r
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natomiast przecietny btad powyzszego oszacowania:

D2(yM ) = Efy~ ) - E2~, , “@n
przy czym*
K"l K-1
- Mik-TiLk-TJE"1 f@K+t1 ,K) Jj 1 T )CL)r(N-K+1+r)-3 (48)
»l

Oszacowanie przedziatowe dla przewidywanego cza3u badania 1 jest postaci:

0, W [@ -oa) " *+* - ] ]. “9)
" J
badz

|-~[oc" 755 - i .~j - (50)

Jezeli pian eksperymentu wstepnego by+ typu [ji,B,kJ, to rozktad staty-
styki dostatecznej s dany jest wzorem:

- k+1 -As £4 ((—1 . e -w ?4— 1K-1 R-1-1
HE _ > 3
D r)n-k) Beknap ~ (wze T Lp<r o
v k-w-1 " " v dv, G1)
%0 1
ze wéwczas warunkowy rozkdad parametru \
,k+ta -A(b+a)
Ae -ipr-5----———
P(A ©) fk+a+l)
Y . \] V- 1le )Y
»»l h i 0
kta+l M, k+a+l-m a+l-m
(stb) ff=£ -1) e fm-w-s-1)

(52)
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3redykcyjny rozkkad X-tej statystyki pozycyjnej ma postac:

sy B < BAFREK) *

£ s ) K-1-1 tpa ,, K-1-0 kt§tz
=, o V-ukd™ B, Kihfn XL k) i el
@, klwk4a K-t-1 ktatl o
> r, I-D X riH-D 8+ DHfSHI il -Dk*8H''r 0
T imT
|
k+a+2-m
_ sat+t2-r@
m -1> 1 r53)
(n>w-a-1)1

.oiobnie mozna uzyska¢ wzory na predykcyjne rozkdtady trwatosci w zalez-
nosci od” rodzaju informacji z eksperymentu wstepnego ~w i zadanej posta-
ci funkcji predykcyjnej .

Zaprezentowany sposoéb wyznaczania predykcyjnego rozkdadu trwatosci na-
sung¢ mozna dwie zasadnicze uwagi .

0 pierwsze, w celu uzyskania rozkdadu interesujgcej nas zmiennej w za-
mierzonym badaniu trwatosciowym niezbedna tyka znajomos¢ rozkdadu p-rane-
tra t* . Przykdadowo, rozkdad ten przyjeto jako rozkdad typu gamma.co jest
ogolnie przyjetym sposobem opi rwania parametru ksztattu rozkdadu gammo.
Informacje na temat rozkd#adu tego parametru raoznj uzyska- z wczesniej prze-
prowadzonych badan,

zaleznosci od rodzaju informacji jakimi dysponujemy, mozna w rézny
sposob skonstruowac¢ rozkdad tego parametru [2J. V' przy,” iku, gdy brak jest
jakichkolwiek danych na ten temat, wéwczas mozna przyja¢ zgodnie z po tu-
.gtem dayesa rozk#ad jednostajny, przy czym:

(-tfgja.bjJ "p(th) * (b-a)" * 54)
@ft 0,a0)) 4 p(H~ WX (%5)
Gile(-** ,<)) 4 phify-ecoret, “(56)

gdzie symbol ~ oznacza: jest proporcjonalne do.
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Rozktady (65) i (66) sa tzw. rozktadami niewkasciwymi, albowiem calka
z nich nie réwna sie 1. Dowodzi sie, za przyjecie we wzorze ~niewtasci-
wego rozk#adu a priori p~”) pozwala w dalszym ciagu korzysta¢ z tw. Ba-
ywea, tzn. otrzymany rozkdad a posteriori pfr/x) jest zawsze rozktadem
whasciwym, spedniajacym aksjomat unormowania do jednosci prawdopodobienstwa.

Druga z uwag jest natury teoretycznej.

Przyjmijmy, iz przeprowadzony zostat eksperyment informacyjny lw i w
wyniku tego eksperymentu dysponujemy jednym z rozkdadow F(x), F(z2) lub
f(s). Dany jest nieodnawialny system zdozony z N pracujacych elementéw.
System ten znajduje sie w stanie pracy tylko wéwczas, gdy (N-K) sposréd N
elementédw znajduje sie w stanie pracy. tatwo zauwazy¢, ze istnieje mozli-
wos¢ uzyskania predykcyjnego rozkdadu czasu trwania zycia tego typu syste-
mu, albowiem rozktad ten jest predykcyjnym rozkktadem trwatosci dla K-tej
statystyki pozycyjnej. A zatem uzyskane rozktady i miary czasu trwania eks-
perymentu trwatosSciowego mogg znalezé zastosowanie w okresleniu przewidy-
wanego czasu trwania zycia pewnej klasy systeméw technicznych.

LITERATURA

[ Chan W,C., Chung W.K. : A new Apporach to Reliability Prediction. IEEE
Trans, on Reliab., R-23,4, 1974.

[A Czaplicki J.M. ! Estymacja (przy informacjach a priori) parametréw funk-
cji gestosci czasu pracy obiektu. ZEM, z. 1, 19/S.

Bl Czaplicki J._M., Lutynski A. : Predykcja wspodczynnika gotowosci goérni-
czyon systeméw transportu ciagtego. ZN Pol. 31. GOrnictwo 72, Gliwi-
ce 1976.

Bl Czaplicki J.M.: Prognozowanie wskaznikéw i charakterystyk niezawodno-
Sciowych oraz eksploatacyjnych kopalnianych systeméw transportu cig-
gtego w oparciu o badania teoretyczne. Praca doktorska, Pol. SI..Gli-
wice, 1975.

Bl Einhorn 3.J. i Reliability Prediction for Repairable Redundant Systems.
Proc. of IEEE, 51,2, 1963.

[ CGCniedenko B.W., Bielajew J.K., Sotowiew A_D.: Metody matematyczne w
teorii niezawodnosci, WNT, Warszawa 1968.

¥1 Hewitt J_E.: A note on prediction intervals based on partial observa-
tion in certain life test experiments. Technometrics 10, 1968.

0 NnPEEHKUHOHHOM PACIIPEJEJIEHHH nPOHHOCTH

Pe3 p0Ome
B pabdoie paccuaipHBaioTca npexHKUHOHHue pucnpexelieH Hii u npexHKaitHOHKue
BeltHgHHH npoqHQCTH xaKHe moxho onpexexHTB Ha ocHOBe xanHbix noliygeH H tix hs

npOBe,neHHOro Hcxoflnoro HCCliexoBaHHIi, 3th HEpopMauHH HMeioT cymeciBeH Hoe 3Ha—
geHHe ajia iuiaHHpy»mHx ycTOftgHBue sKcnepHMeHTH, @ Xanxe ohh MoryT HaftTH npn-

ueneHHe b onpexexeHHH npexycuoTpeHHOIii "ojiroBeqHOCTH onpexemeHHOro xxacca tex-

HHgeCKHX 0OteKTOB:
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ON THE PREDICTED DURABILITY DISTRIBUTION

Summary

In the paper the predicted distributions and durability measures that
can be determined on the basis of data resulting from preliminary exami-
nation have been discussed. The results obtained are significant for the
planners of durability tests and may be applicable in the determining pre-
dicted durability of some technical objects.



