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UOGOLNIONY REKURENCYJNY ALGORYTM NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

~troszczenie. Przodstawiono uogélniony rekurencyjny algorytm naj-
mniejszyoh kwadratéw. Algorytm ten przetwarza zmienny zbidér danych
pomiarowyoh, do ktérego wprowadzane sa nowe grupy danych oraz z kté-
rego usuwane sa pewno staro grupy danyoh, przy czym poszczeg6lnym z
wymionianyoh grup danyoh pomiarowyob przyporzadkowane sa dodatnio
okreslone macierze wspétczynnikéw wagowycb. Prezentowany algorytm
stanowi uogd6lnienie algorytmu przedstawionego w [Z] -

1. WSTEP

Algorytm najmniejszyoh kwadratéw zajmuje w szeroko rozbudowanej teorii
estymaoji jedng z podstawowych pozyoji. Wykorzystywany jest bezposrednio
wzglednie w postaci zmodyfikowanej w prostych metodach opracowywania obar-
czonych btedami losowymi wynikéw pomiaréw [S], Jak réwniez stanowi baze
bardziej ztozonych algorytméw estymacji, takioh jak np.: algorytmy iden-
tyfikacji parametréow obiektéw dynamioznych poddawanych réznego rodzaju za-
kt6ceniom losowym [l # czy tez algorytmy estymaoji stanu uk#adéw dynamicz-
nyoh w warunkach losowych [5] -

V systemach sterowania na biezgoo szczeg6lne znaczenie posiadaja wer-
sje rekurenoyjne algorytmu, ktére umozliwiaja wyznaczanie biezacych ocen
estymowanyoh parametréw na podstawie ocen wczesniej wyznaczonych odpowie-
dnio skorygowanyoh w oparoiu o biezgce dane pomiarowe. V klasycznej wer-
sji rekurencyjnego algorytmu najmniejszych kwadratéw biezgce oceny wyzna-
czane sg w poszczegdlnych krokaoh obliozeniowyob w oparciu o uaktualniany
na biezgoo zbiér danyoh pomiarowych zawierajgoy wszystkie pomiary poczaw-
szy od pomiaru odpowiadajacego chwili zainicjowania dziatania algorytmu
az do pomiaru z obwili biezgcej. Takie dziatanie algorytmu daje poprawne
ooeny w sytuaoji wykorzystywania modelu dostatooznie dobrze przyblizajace-
go estymowany prooos w dowolnej ohwili czasu. V rzeczywistych problemach
estymacji warunek ten czesto nie jest spedniony z powodu niestaojonarno$-
oi zaohodzgaoyoh w estymowanym procesie zjawisk, np.: w problemach identy-
fikacji obiektéw niestacjonarnych o wolnozmiennyoh parametrach przy wyko- *
rzystywaniu modeli obiektéw staojonarnyoh [i] , w problemach estymacji sta-
nu dynamioznych obiektédw niestacjonarnych przy wykorzystywaniu modeli sta-
cjonarnych wzglednie przy wykorzystywaniu modeli niestacjonarnych, w kté-
ryoh typ niestaojonarno$oi nie w pedni odpowiada typowi niestaoJonarnosoi
obiektu [5] . V przypadkach tych zachodzi konieczno$¢ zmniejszania wplywu



10 W. Cichocki

st&rjoh danych pomiarowych na wartosci biedgoyob ooen. Dokona¢ tego modna
przez przypisywanie coraz starszym pomiarom coraz mniejszych wag, albo
przez oiggte eliminowanie ze zbioru pomiaréw pomiaréw najstarszych, albo
ted przez Jednoozesne przypisywanie pomiarom ooraz starszym eeraz to mniej-
szyoh wag oraz Jedneozesne usuwanie ze zbioru pomiaréw pomiaréw najstar-
szych.

Réwnie* w przypadku stwierdzenia, de wsréd pomiaréw, na podstawie kté-
rych Jud zestala wyznaozona Wiodgca ocena, znajduja sie pomiary obarozone
btedami grubymi, zachodzi konieozno¢¢ usuniecia tyoh pomiaréw w og6lnym
przypadku z dowolnej pozyojl zbiorg 1 ewentualne wprowadzenie w loh miej-
sce odpowlednioh pomiaréw zastepczych oraz ponowne wyznaozenie na podsta-
wie tak uaktualnionego zbioru pomiaréw nowej wartesoi biedgoej ooeny. \"
przypadku skorelowanych b#edéw pomiaréw zachodzi konieoznoé¢ w rekurenoy j-
nym algorytmie naJdanleJszyoh kwadratéw wprowadzania i usuwania w Jednym
kroku obliozeniowym nie pojedynozyoh pomiaréw, leoz grupy akorelowanyoh
pomiaréw z przyporzadkowanymi maoierzami wspodczynnikéw wagowyob roéwnymi
odwrotnym maoierza kowariancji akorelowanyoh btedéw pomiardw.

Znany uogo6lniony rekurenoyjny algorytm najmnieJazyeh kwadratéw [7] umo-
dliwia wyznaczanie optymalnych ooen dla dudej klasy zadan estymacji,w przy-
padku gdy do uaktualnianego zbioru pomiaréw nastepuje tylko wprowadzanie
nowych grup pomiaréw, z ktdéryoh kaddej jest przyporzadkowana dodatnio o-
kresloua macierz wspétczynnikéw wagowyoh. Peaided w puakeie 2 przedstawio-
no uog6lniony algorytm najmniejszyoh kwadratoéw, natomiast w punkoie 3
przedstawiono rekurenoyjaa wersje togo algorytmu, dla przypadku gdy w po-
szczegb6lnych krokaoh obliczeniowych do uaktualnianego zbioru pomiaréw sg
wprowadzane grupy newyoh pomiardéw oraz jednocze$nie sa z niego usuwane do-
wolnie wybierane grupy starych pomiaréw, z ktéryoh kaddej Jest przyporzad-
kowana dodatnio okreslona maeierz wspétczynnikéw wagowyoh. Jedna z charak-
terystycznyoh cech przedstawionego rekurenoyJdnego algorytmu jest Jego po-
sta¢ stanowigoa uogélnienie znanej rekurenoyJdnej postaoi algorytmu w wer-
sji klasycznej odzuaozajagea sie azeste w pordéwnaniu z wersja nierekuren-
cyjng szeregiem pozytywnych wkasoiwosol natury numerycznej. V punkoie k
oméwiono dla przedstawionego w punkoie 3 algorytmu problem doboru wwarun-
kéw poezagtkowyoh inicjujacych Jego dziatania oraz problem eliminacji wpty-
wu tyoh warunkéw na wartosci wyznaezanyoh przez ten algorytm ooen.

2. TJOGCLKIOHT ALGOR1TM HAJUKIEJSZYCH KWADRATOW (uAWK)

Rozpatrywane jest zadanie estymacji, dla ktérego réwnanie wigdgoe po-
miary modna przedstawi¢ w postaoi nastepujacego réwnania pomiarowego
(’measurement equations*)!

y(t) = uT (Db + e(t) (2.1)
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gdzie: b = M. p, TT _ wektor estymowanyoh wielkosci, u () =
= Nigi), v (t),...,.uN(t) - wektor wielkosoi wejsSoiowyoh réwnania pomia-
rowego, y(t) - wielkos¢ wyjsoiowa réwnania poaiarowego, e(t) - bkad pomia-
ru stanowigcy roéznice miedzy wartoscig wyznaozong na podstawie réwna-
nia u ()b a wartosoig wielkosci wyjsSciowej réwnania pomiarowego y(t).

Zaktada sie. Ze w dyskretnyob chwilach t~ dostepne sg dane pomiarowe
w postaci wektoréw blokowyoh

@.2)

gdzie: = QOi u1i9****alid = *UulIN NFFHeuln A B
Vektor m” nazywany bedziej dalej i-tym pomiarem, wektor i-tym pomia-
rem wielkosoi wejsSciowych, y”~ i-tym pomiarem wielkosci wyjSciowej. Roéwna-
nie pomiarowe (2.1) dla i-tego pomiaru m" przyjmuje poatac:

Ii :“-|I—‘L+ (2_3)

gdzie: eN = e(tL) nazywane bedzie dalej btedem i-tego pomiaru.
Dalej zaktada sie, ze poszczeg6lne pomiary m" wystepuja w uporzadko-
wanyoh grupach reprezentowanych macierzami M.

m. m 1»eeexnl® j .0
1J2 |

gdzie: Hj Jest liozbg pomiardéw j-tej grupy, ktérym zostaty Jednoznaoznie
przyporzadkowane symetryozne dodatnio okreslone macierze  Wspotozynnikow
wagowyoh

2.5

Macierze Mj ze wzgledu na (2.2) mozna przedstawi¢ w postaoi blokowej
(2.6)

gdzie:
o m  HJ
; , 5Dj

(2 7 )
- -
y t yJIZ » eee » Yyl
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Réwnanie (2.3) dla j-tej grupy pomiaréw Jij przyjmuje postac:

@-8)

Réwnanie to moze by6 traktowane jako ogélne réwnanie pomiarowe« do posta-
oi ktdérego mozna sprowadzi¢ zaleznoioi wigzgce pomiary dla duzej klasy za-
dan estymacji [7] -

Dalej zaktada sie, ze w kolejnych krokach obliozeniowyoh k =#1,2,_....
w celu wyznaozenia oceny wektora b tworzone sg réznoelemontowe podzbio-
ry indeksow grup pomiaréw 1(k) okreslajace zbiory maoierzy

2.9

oraz przyporzadkowane zbiorom u x(k) zkiory macierzy wspélozynnikéw wago-
wyoh

Nastepnie zaktada sie, ze w poszczegélnyoh krokaoh obliozeniowyoh dla
ustalonych podzbioréw [1(k) wyznaczane sg oceny wektora t weddug
algorytmu najmniejszyoh wazonych kwadratéw RO w oparciu o grupy pomiaréw
i przyporzadkowane im macierze wspétczynnikéw wagowyoh nalezgce odpowie-
dnio do jxI(k) oraz «I(Kk).

Ocena minimalizuJgoa w k-tym kroku obliozeniowym wazong aume kwadratéw ble-

dow
@ -11)
przy zatozeniu, ze
@.12)
dana Jest wyrazeniem
M) = =1k =1 (k)" Q@ .13a)
gdzie:
v 4 7 -1
PTIKI = (g I(kf iiilin) (2 .13b)
z . .= ~_d vIy . j.. 2 .130)

6K -3 37
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3. UOGOLNIONY RJSKURENCY.INY Al.GORYTM NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW (URANK)

Zaktadamy, ze w k+l-szym kroku obiiczeniowym w oolu wyznaczenia oceny
wektora b utworzono przez uaktualnienie zbioru 17°k) zbiér indeksow T\k+I)

I+ 1) = [1CONIr(k+1)] UT a(k+l ), G.1)

gdzie; Ir(k+1)f Is(k+l) sa roéznoelementowyrai zbiorami indekséw. odpowie-

dnio: grup pomiaréw usuwanyolj ze zmiennego zbioru oraz grup pomiaréw wpro-
wadzanych do zmiennego zbioru pomiaréw w k+l-szyro kroku obliczeniowym,

spetniajacymi warunki:

Ir(k+1)C 1(K), 3.2)
xa(k+D) H 1(k) t 0. (3.3)

Warunek (3.2) oznacza, Ze usuwane ze zbioru grupy pomiaréw muszga oczywl-
6oie znajdowa¢ sie w tym zbiorze, natomiast warunek (3.3) oznaoza.zn gru-
py pomiaréw wprowadzane do zbioru nie moga posiada¢ indekséw identycznych
z grupami Juz znajdujacymi sie w zbiorze. Zbiorowi indekséw I(k+l) zgod-
nie z (2.9) oraz (2.10) odpowiadaja zbiory:

ux(k+i) = {iij : JEI(kED)} a-x
“Kk .0 ={ij : JEI(k+D)} (3*5)
A
Ooena iHk+I) wyznaczona na podstawie +AP N 1(M+1) Przy zatozeniu,
te
det 5 3 UMW h £ 0 (3.6)

JE 1(k+1) -3-3-J

przez analogie do (2.13) dana Jest wyrazeniem

ETCR*D) " 31(k+1) SI(k+1)* (3"7a)

gdzie:

Pxek+1y = (1513«1)-%_%-) . (3-7b)

zt/t ,\ = NAIRY, (3.70)
-1 k+1) jeclk+l) J 37



W. Ciohooki

Ponizej zostanag wyprowadzone za.leznosoi umozliwiaJgoe rekurenoyjne wy-

znaozenie ooeny ti(k+i) oraz Jalco wielkosci pomooniozej macierzy Zi(k+i)

na podstawie znanych ooony Ljfic) 1 macierzy Zj(k+i) oraz na podstawie da-

nyoh okreslajaoych zmiane zbioréw ~Nifk+1) V P°r*wnaniu ze zblo~
raBi ~"1(k) oraz U I(k)-

Wektor zj(k) Oraz macierz £j(k) Kystepujgoe w zaleznos¢laob (2.13) *e
wzgledu na wurunek

1, K+1)C 10

mozna przedstawi¢ w postaci:
—1(k) = -1(ONIr(k+1) + -1r(k+1)" (3-8

£i(K) = -1 (K)NIr(k+D) + A ( k +1)* (3°8b)

Natomiast wektor Zti(k+t) orax »aoierz Zj(ictl) wystepujace w zalezno-
Soiaoh (3.7) 20 wzgledu na warunek

lak+1 ) CZ 1(k+D)

mozna przedstawi¢ w postaci:
~1(k+1) = —1(k+DNIEk+1) + -1 (k+1)” G-%2)

£i(k+i) = £r(k+i)\i3¢k+i) + (3-9b)
Z (3.1) oraz z warunkoéw (3.2), (3.3) wynika, 4e

LRI\ A+ ) = 1 (k)N r(k+1). (3.10)

Przy uwzglednienia (3<10) z uk#adu réwnan (3#8a) i (3.9a) oraz z ukdadu
réwnan (3.8b) i (3.9b), otrzymujemy:

21(k+D)

ilk) + *ak+d) - ilrk+D> (3.11a)
E£i(k+l) = i(k) + -13(k+D) " A (k +D" (3.11b)
Po prawych stronach w zaleznosciach (3.11&ib) oproécz sktadnikéw zawiera—

Jaoyoh grupy pomiaréw nalezgoe wydgacznie do zbioru ~) oraz macierze
wspodczynnikéw wagowyoh nalezgoe wydacznie do zbioru °j(k) *y®tePuJt
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sktadniki zawierajace wylgoznie grupy pomiardéw i maoierze wap6lozynnikéw
wagowych wymieniane w tyoh zbioraob w k+1-»*ym kroku obliczeniowym.

Dalej oznaczamy przez [I(k+1) zbidér indekséw grup pomiaréw wymienia-
nyoh w zbiorze pomiaréw w k+l-szym kroku obliczeniowym

I(k#1) = Is(ferl) U Xr(k+l) G -12)

oraz definiujemy:

- blokowg macierz i*j(k+i) srup pomiaréw wymienianyob w zbiorze pomiaréw
w k+l-szym kroku obliczeniowym

(3.13)
J6 Of(k+1 )
ktérej ze wzgledu na (2,6) oraz (2.7) odpowiadaja: maoierz blokowa
oraz wektor blokowy Zi(ictl) 0 Postaoi!
Hi (k+i) - Lftk+l) = G-17%
je i(k+i) +j i(k+1)
- 6oid6le przyporzadkowang macierzy blokowo diagonalng maoierz

—i(k+1) wsP™-i1037Dnikéw wagowyob pomiaréw wymienianych w k+l-azya kroku

obliczeniowym

1Y 3.15
-1 (k1) i ¢ G-19
Jje i(k+i)

w ktérej Jest zaobowana istniejaca w macierzy iif(k+i ) kolejnoi6 wyste-
powania poszczegdélnych blokéw,
Scisle przyporzadkowang maoierzy diagonalng macierz
2S(k+0 kierunk6ir "*niany pomiaréw w k+l-azym kroku obliczeniowym:
, dla j 6 I1B(k+1)
.1 1 J

SI(k+1) = =i , gdzie: Ej =

0 jei e -1 E dla jt1 (k+I)

(3.16)
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w ktérej jest rowniez zachowana Istniejgca w macierzy -T(k+l) kolejnos¢
wystepowania poszczegdlnych blokéw.

Zaleznosci (3.11) po uwzglednieniu oznaczehn 3.12 - 3.16) mozna przed-
stawi¢ w postaci:

—1(k+1) = 21(k) +J$(k+1) ftik+l) *T(k+1)” @G- 17a)
—1(k+1) = £i(k) HH?(k*i.iAr fo1)Qia(k* 1)- (3-,7b)

gdzie macierz
Ei(k+i) =~(k+nStik+i) (3*%,8)

Jest blokowo diagonalng macierza wzglednych wspétczynnikéw wagowych pomia-
row wymienianych w k+1-szym kroku obliczeniowym, Na podstawie (3.17b) po
zastosowaniu przeksztatcenia tozsamo$ciowego [V]

(@a-1+ nc“"P)1 b a[ta - u"pab+c)~1pal,

gdzie: A,Cf(A~+ + BC~10) sg macierzami kwadratowymi nteosobl iwymi , otrzy-
mujemy :
E17k+1> = £1(K) [+ “ —2(k+1l ) =2(k+l )}-1(k)-Ifk+ 1) + £2(k+1)~ -i"k+1) W]

nJ.19)
Uwzgledniajac w (3.7a) zaleznosci (3,1%?a) i (3.19) otrzymujemy

SAk+ 1) = [-1CK) 1K) -1 (k+1 )i (k+1 )-T()-iF kE D+ENI(k+1  Nij (k+E )Zjs(K)] =

T P-IR) * —T(k+1)-2(k+ 1)-1(k+1)] !

Stad w wyniku kolejnych przeksztatcen z uwzglednieniem zaleznosci (2,130)
otrzymujemy:

Ei(k+i) = "MK T (K)Nk+1) OT(k+1)Erk)ET(k+t)+ti(k+i)r
(3.20)
e M (Ck+,)=1(k+D)M k)
Otrzymane zaleznosci (3.>9), (3.20) umozliwiaja rekurencyjne wyznaczenie

wartosci wektora HjJje.,.)) oraz jako wielkosci pomocniozej wartosci maoie-
rzy £jfkk)) na postawie:
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- znanych wartosci wektora tjf-je) oraz macierzy wyznaczonycli w k—tym
kroku obliczeniowym,

- znanych macierzy ~+j)> -] (k+1) okreslajacych wymiane grup
pomiaréw 4acznie z przyporzadkowanymi im macierzami wspolozynnikéw Wa-
gowych w k+l-szym kroku obliczeniowym.

Zaleznosci (3.19) oraz (3-20) mozna przedstawi¢ w postaci:

A(k+0 = Mk) + -1 (k+1/~M(k+1 ) _ -?2(k*1"~1(k" ™ (3.21»;
tI(kT) = +1 - E1(k+1)-T(k+1))-1(k)™* (3.21b)

gdzie:
—1(k+1) = =X (k)-1(k+1)"2?2(k+1)-1(k)-?(k+1) + -F(k+1)" (3.21c)

jeat macierzg wspélozynnikéw korekcyjoyoh o wymiarach 1 x(
Jf (ki) J

Wystepujaoa w (3.210) macierz Ejfk+i) moina. korzystajac z (3.18), przed-
stawi¢ w postaci:

Ej(k+1) = —2(k+D)-i(k+1)> (3-22)

gdzie:

JtJik+0 = =czil
J6I(k+1)

Warunkiem koniecznym istnienia w k+l—-szym kroku obliczeniowym jednozna-
cznie okreslonyoh zaleznos$« iami (3-21) wartosci Kkjfie+t) oraz ~I(k+l) “est
by

h(k+1) = h(k) + TrE~(k;+1j> 1+1, (3.23)

gdzie b(k) jest horyzontem obserwacji zbioru pomiaréw ) okreslo-
nym Jako ilo$¢ pomiaréw m zawartyob w tym zbiorze. No podstawie Qb
oraz (2 .9)

3.2

Warunek (3*23) oznacza, ze w kazdym kroku obliczeniowym w zmiennym zbio-
rze pomiaréw nie moze by¢ mniej pomiaréw od ilosci nieznanych parametroéw
modelu.
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Warunkiem koniecznym i wystarozajgoym istnienia Jednoznacznie okreslo-
nych zaleznosciami (3-21) wartosci bjfk+i) oraz —1(k+1) Jest by

wet(2i(1S+,)EN(I[+t) ~ (dt+l) + i1FU+1)5 * O- (3*25)

Przyktady szczegélnych przypadkéw zaleznosci (3.21)

1) V kazdym kroku obliczeniowym do zbioru pomiaréw sa tylko wprewadzane
kolejne grupy pomiardéw, ktdérym przyporzadkowane sa macierze wspodczyn-
nikow wagowyoh.

V przypadku tym wielkosSci okreslajace zbi6r pomiardéw oraz jego zmia-
ne sag postaci:

Ir(k+1l) = 0, I(k+D) = la(k+D)
2F(k+i) = 2ia(k+l)-  ix(k+i) = *iB(k+i)
Ei(k+#l) = i > —1(k+1l) = —1°Ck+1)

Stad zaleé&nocéci (3.21) przyjmuja posta¢ znanej [7] klasycznej versji uogol-
nionego algorytmu najmniejszych kwadratéw:

SI(k+1) = AICK) + -1 (k+ )2 1a(k+1)" —1s(k+l AN

—1(k+1) = ~1+1 " £1(k+L )-1s (k+1))-1(K)"

gdziet
—1(k+D) " -1(k)-la(k+1)72xB (Ic+DEN (Kiil a(k:+1)+V1 * (k+)))

2) V kazdym kroku obliczeniowym do zbioru pomiaréw wprowadzany jest tylko
jeden pomiar biezacy, ktoremu przyporzadkowany jest wspétozynnik Wago-
wy. V przypadku tym wielkosci okreslajace zbiér pomiaréw oraz Jego
zmiany sa postaci:

1k =]jt,2 k|~ Kk
1.(k+11 =0
I(k+1) = 1.(k+1) = {k+1} ~ k+l T (3.26)

2i(k+D) = jk+1"  Al(k+D) = yk+1

2x(k+1)= 17 21(k+1I) = vk+l~’
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gdzie: jest’wspc'ﬁczynnikiem wagowym  przyporzadkowanym pomiarowi
T T % 1 R o
Ek+13{r‘—k+l'i|¥<+lj< wprowadzanemu do zbioru pomiaréw w k+1-szym kroku o-

bliczeniowym. Uwzgledniajac (3.26) w zaleznos¢iaoh (3.21)f otrzymujemy:
Bl = X * E*+1rykdl  Sk+1nk}-

#etl = ~N1+1 ~ @k+ 1INK+1NMKT

gdzie: jest wektorem kolumnowym okreslonym zaleznoscig
T 1 "1
fik+l = se s <

Otrzymane zaleznosci posiadaja posta¢ znanych zaleznosci klasycznej wer-
sji rekurencyjnego algorytmu najmniejszych wazomych kwadratéw [V]

Interpretacja statystyczna zaleznosci (3.21):

Zaktadamy, ze {tj : J61(k >} jest zbiorem zmiennych losowyoh spedniaja-
cych dla kazdego j £ T(k) réwnanie pomiarowe (2.8)

Lj = 2jfe - *]j

gdzie: UMb jest wektorowym liniowym réwnaniem regre.Jl./ej : J6l(kjj-Je
zbiorem niezaleznyoh zmiennych losowych o zerowej wartosci Sredniej

oraz macierzy kowariancji

E = £r

gdzie: macierz symetryczna dodatnio okreslona. W przypadku tym dla

= B"1 HIftnoSci T2. 13) okreslaja liniowy efektywny estymator wektora b
o macierzy kowariancji Zx(k)- w «or.ji rekureneyJdned algorytwu zaleznos¢
(3-21a) przedstawia zwigzek ostymaty wektora b w k+l-szym kroku z estymn-
ta w k-ty* kroku oraz zmiennymi losowymi i.~(k+l)" Zaleznosci (j-Slb.c,1
okreslajg algorytm rekureneyjnego wyznaczania macierzy kowariancji pstym»-
ty w k+1l-szym kroku na podstawie znanej macierzy kowariancji estymaty w
k-tym kroku oraz znanej macierzy Hj(Jc+i)# Wystepujgca w tych zalezno-
Sciach macierz jLj7k+j} posiada postac:

2F(k+i) = 22(k1)Ei(k+t)”
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gdzie:

21(k+1)

Je 1(k+1)

U. PROBLEM WARUNKOW POCZATKOWYCH

Przed»tawiony algorytm (3.21) wymaga znajomosci warunkéw poczatkowych
bT~0j. Pj(g) umozliwiajacych iniojacje jego dziatania. Warnnkl te moga
by¢:

(@) wyznaczono w zerowym kroku obliczeniowym za pomoca nierekurenoyjnego
algorytmu najmniejszyoh kwadratéw w oparciu o grupe pomiaréw zawiera-
jaca 1+1 pomiardéw o liniowo niezaleznych pomiarach wielkosci wejscio-
wyoh oraz atanowigca ozes$¢ pomiaréw znajdujacych sie w zbiorze pomia-
réw dla pierwszego kroku obliozeniowego,

~N\
=)
~/

przyjete na podstawie wstepnych oszaoowan, tj.: i>j(0) = — " *dzie b
znana a priori ooena wektora b, natomiast = Z » gdzie P zna-
na a priori macierz kowariancji ooeny b

(0) przyjete, w przypadku nie posiadania zadnej informacji o rzeczywistej

wartosci wektora b, w postaoi: bj(0) - wektor o dowolnej wartosci,

- maoierz diagonalna o bardzo duzych (teoretycznie nieskoncze-

nie wielkich) elementach na przekatnej odzwierciedlajacych, 2z powodu

braku zwigzku miedzy przyjetym wektorem £j(0o) a warto-

Soig wektora b, nieskonczenie wielkie warianoje btedéw poazozegdlnych
sktadowyoh wektora

V Bl wykazano, dla deterministycznej interpretacji rekurenoyJdnego al-
gorytmu najmniejszyoh kwadratéw, ze przyjecie iniojujaoyoh dziatanie al-
gorytmu warunkéw poozgtkowyoh tx(o) b* taki sam wpkyw na wyniki
dalszej estymaoji jak wprowadzenie do zbioru pomiaréw dodatkowyoh 1+1 po-
miaréw Fikoyjnyoh. Ponizej twierdzenie to zostanie przedstawione dla sta-
tystycznej interpretacji algorytmu (3.21).

TWIERDZENIE: Przyjecie w URANK (3.21) warunkéw poczatkowych £j(0) i

-1(0)” Sdzie: £x(0) Jost oceng a priori wektora b a £j(o) Jost macie-
rza kowariancji tej ooeny, ma taki sam wpdtyw na wyniki dalszej estymacji
jak wprowadzenie do zbioru pomiardéw grupy 1+1 pomiaréw fikoyjnyoh o po-
staoi:

(<. 1)
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spedniajgcej warunek

det Uf 4o, (i*.2)

przy ozym warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby wprowadzone po-
miary nie bydty obarczone bkedami systematycznymi jest. by ocena bjfo) by-
+a ocengnieobcigzong, tj. aby

Elbi(0)} = b. K.3)

Dowéd: V celu wykazania pierwszej czesSci twierdzenia wystarczy wykazac,
ze ooona b_ wyznaczona w oparciu o pomiary (¢4.1) weddug (2.13) dla vV =
= R’_\I , gdzie R jest macierza kowariancji pomiaréw Yy, réwna jest oce-
nie oraz macierz kowariancji réwna jest macierzy P4(q)- Ocena
b  wyznaczona weddug (2 .13) dana jest zaleznoscia:

£F = ix™
gdzie:

Pf = (EfEF"1£F )"~ ~.5B)
Uwzgledniajac w (g-a), ze = Ufbjfg). otrzymujemy bf = Uwzgle-
dniajac w (i».5)1 zo 5fF = oraz zatozeni» (*,-2), otrzymujemy £f=
= £ifo)-

V celu wykazania drugiej czesci twierdzenia postuzymy sie réwnaniem po-
miarowym (2,8). Roéwnanie to dla grupy pomiaréw Fikcyjnych prmyjmuje
pos tac-

if = Hfb * 2F.
b
Uwzgledniajac, ze = Hffcjfo)» otrzymujemy:

*fe<-} = UFAjbANj-b) .

Stad przy zatozeniu warunku (4.2) mamy

«far} = o «=* Eiii(0)} =t

o.n.w,

Z przytoczonego twierdzenia wynika, zc w przypadku (c), gdy ze wzgledu
na doktadnos¢ obliozen numerycznych przyjmujemy elementy macierzy Uffo~
o wartosciach odpowiednio ograniczonych [V] , mamy do czynienia z wprowa-
dzeniem do zbioru pomiaréw grupy pomiaréw Ffikcyjnych obarczonych bledami
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systematycznymi. Istnienia tych pomiaréw w zbiorze pomiaréw wptywa na ob-
oigzonos¢ ocen wyznaczanych w poszczegdlnyoh krokach obliczeniowych, przy
czym wptyw ten jest tyra wigkszy, im mniejszy jest horyzont obserwacji zbio-
ru pomiaréw. Stad szczeg6lnie przy matych wartosciach horyzontu obserwa-
cji naleiy po zainicjowaniu dziatania algorytmu dokona¢ eliminacji odpo-
wiadajacych przyjetym warunkom poozatkowym pomiaréw Fikcyjnych. Elimina-
cji tej mozna dokona¢ przez wprowadzenie do wyznaozonyoh ocen odpowiednich
poprawek [pl , zwiazanych z eliminacja ze zbioru pomiaréw poszczeg6lnych
pomiaréow fikoyjnych.

Réwniez przy stosowaniu warunkéw poozatkowyob jak w punktach ”"a), (b),
gdy wystepuja btedy modelu spowodowane nieataojonarnoscia zachodzacyoh w
procesie zjawisk, musimy 4gcznie z eliminowaniem wpdywu pomiaréw najstar-
ozyoh dokona¢ eliminacji wptywu warunkédw poczatkowych, i tak:

- przy zastosowaniu warunkéw poczatkowych Hjfo) * —1(0) * punkcie (@)
eliminacji wpdywu tyob warunkéw na wyniki dalszej estymacji mozna doko-
na¢ przez wkgczanie do grupy eliminowanych pomiaréw roéwniez tyoh pomia-
réow, w oparoiu o ktdére wymienione warunki poczatkowe zostaty wyznaczone
w zerowym kroku obliozeniowym,

- przy zastosowaniu warunkéw poczatkowych q) V punkoie (b)
ellminaoji ich wpkywu na wyniki dalszej estymacji mozna dokonac przez
wprowadzenie odpowiednich poprawek [3]» analogicznie jak w  przypadku
(¢), zwigzanych z wyeliminowaniem odpowiednich pomiardéw fikoyjnych.

5. UWAGI KONCOWE

Zaleznos¢i (3.21) stanowig oryginalny URANK, ktéry umuzliwia w k+l-
-azym kroku obliozeniowym uwzglednienie w ooenie ~(k+1) wP*yw:

- dla Is(k+l) + 0, Ir(k+1) = 0 - dotgozenia do zbioru pomiaréw T (k+1)1n
grup nowyoh pomiaréw,

- dla la(k+l) =0, 1Ir(k+l) f O - usuniecia ze zbioru pomiaréw Ir(k+l)
grup starych pomiaréw,

- dla 1#(k+1) £ 0, Ir(k+l) f o - wymian* w zbiorze pomiaréw Ts(k+l) +
* Xr(k+1l) grup pomiaréw.

Stopien macierzy odwracanej w zalezno6oi (3-210) Jest rowny stopniowi

maoierzy E~/ ktéry wynosi J n , tzn. jest réwny iloioi po-
-lik+U Jel(k+1) J
mlaréw m~ w ogélnym przypadku wymienianyoh w danym kroku obliczeniowym

w zbiorze pomiaréw. Wartos¢ ooeny mozna réwniez wyznaczy¢ w opar-
oiu o zaleznosci (3.21), stosujgo ¥(k+l) pomocniozyoh krokéw obliozenio-

~1 oznacza liozbe elementéw zawartych w zbiorze I.
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wyoh w kazdym, z ktérych bydtaby albo usuwana, albo odkgczana do zmiennego
zbioru pomiaréw tylko jedna grupa pomiaréw, V przypadku tyra zamiast Je-
dnego kroku obliczeniowego, w ktérym odwraoana Jest macierz stopnia

n mamy Y(k+l) krokéw obliozeniowyoh w kazdym, z ktéryob odwra-
Je I(k+1) J
cana jest macierz atopnia O0j, gdzie J6i(k+l),

Ponizej w tabeli 1 zestawiono ilosoi podstawowych dziatan wystepujacych
w k+l-szym kroku obliozeniowym w wersji rekurenoyJdned (3.21) oraz w wer-
sji nierekurenoydnej (3.7) przyk#adowo dla przypadku, gdy do zbioru pomia-
row dotgozany jest jeden pomiar biezacy z przyporzadkowanym mu wspédczyn-
nikiem wagowym oraz jednoczesnie usuwany Jest z tego zbioru réwniez wprzy-
porzadkowanym wspédczynnikiem wagowym Jeden pomiar najstarszy. V wersji
nierekurenoyjnej zastosowano algorytm rozwigzywania ukdadéw roéwnan normal-
ayoh weddug metody Banaohiewiozu.

Tablioa 1
wera ja wersja
rekurenoyJna nierekurenoyjna
1+1 ,?2(k+l) n vy ny-» n+»_ a*t/ .
f
3 ,2 51 68 0 28 39 3
u , 2 80 101 0 50 66 u
5 ,2 115 1o 0 80 102 5
6 ,2 156 185 0 119 1@ 6
7 .2 203 236 0 168 205 7
8 T2 256 293 0 228 27i( 8
9 ,2 315 356 0 300 356 9
10 2 380 1625 0 385 1&2 10
n ,2 1551 500 0 k8U 563 1
2 ,2 528 581 0 598 690 12
13 » 2 611 668 0 728 8a2n 13
m 2 700 761 0 875 996 1Y
5 ,2 795 860 0 1010 1177 15
6 , 2 896 965 0 1221( 1378 16
17, 2 1003 1076 0 11(28 1600 17
18 2 1116 1193 0 1653 187 18
19 ,2 1235 1316 0 1900 2111 19
20 , 2 1360 n%g 0 2170 21(02 20
212 , 2 11(9L 15 0 2k6k 2718 21
2 ,2 1628 1721 0 2783 3060 22
23 , 2 1771 1868 0 3128 39 23
A , 2 1920 2021 0 3500 3826 2i(
25 ,2 2075 2180 0 3900 1(252 25
26 , 2 2236 216G 0 1573%3 1(708 26
21 , 2 21(03 2516 0 1 5195 27
28 12 2576 2693 0 5278 571 28
29 ,2 2755 2876 0 5800 6266 29
30 ,2 201(0 3065 0 6355 6852 30

f"\ n; 1://,n_'_, - odpowiednio: lgozna liozba operaoji dodawania i odej-
mowania, 4gczna liczba operaoji mnozenia i dzielenia, liozba operaoji
obliczania pierwiastka kwadratowego.
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Na podstawie danych przedstawionyoh w tabl, 1 wida¢, ze dla 1+1 >8 liczba

podstawowych dziatan wystepujgoyoh w przedstawionej rekurencyJdnej wersji

algorytmu jest mniejsza od liczby dziatan wystepujaoych w wersji niereku-

rencyjnoj oraz ze ro6znica miedzy tymi liczbami jest tym wieksza, in wiek-

sza jest lLozba identyfikowanyoh parametréw modelu, i tak np, dla 1+1 >26

liozba dzialaii wystepuJdgoyoh w wersji rekurency jneJ nie przekracza 50™ li-
ozby dziatan wystepujacych w wersji nierekurenoyjnej, Ponadto nalezy zau-

wazy¢, ze w rozpatrywanym w tabl. 1 przypadku w wersji rekurencyJdned w kaz-
dym kroku obiiozeniowym mamy do czynienia z odwracaniem macierzy stopnia

drugiego, natomiast w wersji nierekurenoyJnej mamy do czynienia w kazdym

kroku obliczeniowym z odwracaniem macierzy stopnia 1+1. Stad w wersji nie-
rekurenoy jnej w poréwnaniu z wersja rekurenoyjng przy duzoj wartosci 1+1,

gdy odwracana macierz jest macierza stabo uwarunkowang wystepuje trudny

problem zapewnienia doktadnosci obliczeh, z ktérym zwigzano sg znaczne i-

losoi dodatkowych operaoji numerycznych.

Nalezy zauwazy¢, ze przytaozana czesto wyzszos¢ algorytmu rekurencyj-
nego nad algorytmem nierekurenoyjnyro z powodu koniecznosci pamietania w
algorytmie nierekurenoyjnym w kazdym biezgcym kroku obliczeniowym wszyst-
kich przoszlyoh danych pomiarowych oraz braku koniecznos$¢ 1 pamietania tych
danych w algorytmie rekurencyjnym jest nieuzasadniona, Wynika to stadT ze
przy stosowaniu wersji nierekurenoyJnej (3.7) dane pomiarowe moga byc¢ prze-
chowywane w formie skumulowanej w postaoi macierzy £j(k) oraz wektora
-zn:,) , a wymieniane dane pomiarowe moga byé'w kai_dym kroku obliczeniowym
uwzgledniane przy wykorzystaniu zaleznosci (3.17/ z warunkami poczatkowy-

PI(0) = -9 *1(0) = 2* a - z wykorzystaniem zaleznosci rekurencyj-
nych na etapie przeohowywania danych,
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OEOEIHEHHNM PEKYPEHTHHH AJirOPHIM HAHVEHHIHX KBAAPATOB

Pe3due

JIpeiiCTaBjieHO 000CaeHHHii peKypeHTHHtt aaropHTH HaHMeHnmx KBaApaTOB. Bior
aoiropHTU npeoSpaayeT nepeueHHoe HHoacecTBo H3MepHTeabjtbix AaHHUIi, B Koxopoe
bboahtca HoBue rpynnu AaHHMX h H3 koioporo yAajmeTCH ueKOTopue ciapue rpyn-
nn AaHHioc. Buae yKasaHHHM rpynnaM H3uepHTejithhx AaHHHX npuBoAHTca b  co-
0TB3TCTBne HOAOSHTejIbHO OnpeAejieHHbie UaTpHUU BeCOBODC KO3$$aaneHTOBY  llpeA-
aTaBaeHHHfl aAropmM ecTb oCoOmemie aAropKTMa npeACTaBlieHHoro b [2] .

A GENERALIZED RECURSIVE LEAST-SQUARES ALGORITHM

Summary

A generalized reoursive loast-squares algorithm has been presented.
This algorithm works on a ohanglng measurements set, from whioh are dele-
ted some old measurement subsets and to which are added some new measure-
ment subsets. Eaoh exohanged subset may by weighted wltb a prope positive
definite weigbtingmatrix. The algorithm 1» a generalized version of the
algorithm presented in {23 .



