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UOGÓLNIONY REKURENCYJNY ALGORYTM NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW

^troszczenie. Przodstawiono uogólniony rekurencyjny algorytm naj- 
mniejszyoh kwadratów. Algorytm ten przetwarza zmienny zbiór danych 
pomiarowyoh, do którego wprowadzane są nowe grupy danych oraz z któ
rego usuwane są pewno staro grupy danyoh, przy czym poszczególnym z 
wymionianyoh grup danyoh pomiarowyob przyporządkowane są dodatnio 
określone macierze współczynników wagowycb. Prezentowany algorytm 
stanowi uogólnienie algorytmu przedstawionego w [2] .

1. WSTĘP

Algorytm najmniejszyoh kwadratów zajmuje w szeroko rozbudowanej teorii 
estymaoji jedną z podstawowych pozyoji. Wykorzystywany jest bezpośrednio 
względnie w postaci zmodyfikowanej w prostych metodach opracowywania obar
czonych błędami losowymi wyników pomiarów [Ś] , Jak również stanowi bazę 
bardziej złożonych algorytmów estymacji, takioh jak np.: algorytmy iden
tyfikacji parametrów obiektów dynamioznych poddawanych różnego rodzaju za
kłóceniom losowym [/i] # czy też algorytmy estymaoji stanu układów dynamicz
ny oh w warunkach losowych [5] .

V systemach sterowania na bieżąoo szczególne znaczenie posiadają wer
sje rekurenoyjne algorytmu, które umożliwiają wyznaczanie bieżących ocen 
estymowanyoh parametrów na podstawie ocen wcześniej wyznaczonych odpowie
dnio skorygowanyoh w oparoiu o bieżące dane pomiarowe. V klasycznej wer
sji rekurencyjnego algorytmu najmniejszych kwadratów bieżące oceny wyzna
czane są w poszczególnych krokaoh obliozeniowyob w oparciu o uaktualniany 
na bieżąoo zbiór danyoh pomiarowych zawierająoy wszystkie pomiary począw
szy od pomiaru odpowiadającego chwili zainicjowania działania algorytmu 
aż do pomiaru z obwili bieżącej. Takie działanie algorytmu daje poprawne 
ooeny w sytuaoji wykorzystywania modelu dostatooznie dobrze przybliżające
go estymowany prooos w dowolnej ohwili czasu. V rzeczywistych problemach 
estymacji warunek ten często nie jest spełniony z powodu niestaojonarnoś- 
oi zaohodząoyoh w estymowanym procesie zjawisk, np.: w problemach identy
fikacji obiektów niestacjonarnych o wolnozmiennyoh parametrach przy wyko- * 
rzystywaniu modeli obiektów staojonarnyoh [i] , w problemach estymacji sta
nu dynamioznych obiektów niestacjonarnych przy wykorzystywaniu modeli sta
cjonarnych względnie przy wykorzystywaniu modeli niestacjonarnych, w któ
ry oh typ niestaojonarnośoi nie w pełni odpowiada typowi niestaoJonarnośoi 
obiektu [5] . V przypadkach tych zachodzi konieczność zmniejszania wpływu
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st&rjoh danych pomiarowych na wartości biedąoyob ooen. Dokonać tego modna 
przez przypisywanie coraz starszym pomiarom coraz mniejszych wag, albo 
przez oiągłe eliminowanie ze zbioru pomiarów pomiarów najstarszych, albo 
ted przez Jednoozesne przypisywanie pomiarom ooraz starszym eeraz to mniej- 
szyoh wag oraz Jedneozesne usuwanie ze zbioru pomiarów pomiarów najstar
szych.

Równie* w przypadku stwierdzenia, de wśród pomiarów, na podstawie któ
rych Jud zestala wyznaozona Wiodąca ocena, znajdują się pomiary obarozone 
błędami grubymi, zachodzi konieoznoćć usunięcia tyoh pomiarów w ogólnym 
przypadku z dowolnej pozyoj1 zbiorą 1 ewentualne wprowadzenie w loh miej
sce odpowlednioh pomiarów zastępczych oraz ponowne wyznaozenie na podsta
wie tak uaktualnionego zbioru pomiarów nowej warteśoi biedąoej ooeny. V 
przypadku skorelowanych błędów pomiarów zachodzi konieoznoćć w rekurenoy j- 
nym algorytmie naJanleJszyoh kwadratów wprowadzania i usuwania w Jednym 
kroku obliozeniowym nie pojedynozyoh pomiarów, leoz grupy akorelowanyoh 
pomiarów z przyporządkowanymi maoierzami współczynników wagowyob równymi 
odwrotnym maoierzą kowariancji akorelowanyoh błędów pomiarów.

Znany uogólniony rekurenoyjny algorytm najmnieJazyeh kwadratów [7] umo- 
dliwia wyznaczanie optymalnych ooen dla dudej klasy zadań estymacji,w przy
padku gdy do uaktualnianego zbioru pomiarów następuje tylko wprowadzanie 
nowych grup pomiarów, z któryoh kaddej jest przyporządkowana dodatnio o- 
kreśloua macierz współczynników wagowyoh. PeaideJ w puakeie 2 przedstawio
no uogólniony algorytm najmniejszyoh kwadratów, natomiast w punkoie 3 
przedstawiono rekurenoyjaą wersję togo algorytmu, dla przypadku gdy w po
szczególnych krokaoh obliczeniowych do uaktualnianego zbioru pomiarów są 
wprowadzane grupy newyoh pomiarów oraz jednocześnie są z niego usuwane do
wolnie wybierane grupy starych pomiarów, z któryoh kaddej Jest przyporząd
kowana dodatnio określona maeierz współczynników wagowyoh. Jedną z charak
terystyczny oh cech przedstawionego rekurenoyJnego algorytmu jest Jego po
stać stanowiąoa uogólnienie znanej rekurenoyJnej postaoi algorytmu w wer
sji klasycznej odzuaozająea się azęste w porównaniu z wersją nierekuren- 
cyjną szeregiem pozytywnych właśoiwośol natury numerycznej. V punkoie k 
omówiono dla przedstawionego w punkoie 3 algorytmu problem doboru wwarun- 
ków poezątkowyoh inicjujących Jego działania oraz problem eliminacji wpły
wu tyoh warunków na wartości wyznaezanyoh przez ten algorytm ooen.

2. TJOGĆLKIOHT ALG0R1TM HA JUKI EJ SZYCH KWADRATÓW (u AWK)

Rozpatrywane jest zadanie estymacji, dla którego równanie wiądąoe po
miary modna przedstawić w postaoi następującego równania pomiarowego 
(’measurement equations*)!

y (t) = uT (t)b + e(t) ( 2 . 1 )
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- rhgdzie: b = ^ . b , TT - wektor estymowanyoh wielkości, u (t) =
= ĵ igit), u^ (t ) , . . . ,u^( t )j - wektor wielkośoi wejśoiowyoh równania pomia
rowego, y (t) - wielkość wyjśoiowa równania poaiarowego, e(t) - błąd pomia
ru stanowiący różnicę między wartością wyznaozoną na podstawie równa
nia u (t)b a wartośoią wielkości wyjściowej równania pomiarowego y(t).

Zakłada się. Ze w dyskretnyob chwilach t^ dostępne są dane pomiarowe 
w postaci wektorów blokowyoh

Tn
“i

(2.2 )

gdzie: = CuOi' U 1 i9 * * * * aliJ = * u 1̂  ^9 * * # • ul^ ' ^i =
Vektor m^ nazywany będziej dalej i-tym pomiarem, wektor i-tym pomia
rem wielkośoi wejściowych, y^ i-tym pomiarem wielkości wyjściowej. Równa
nie pomiarowe (2.1) dla i-tego pomiaru m^ przyjmuje poatać:

T .' i  = “ i  Ł + (2 .3 )

gdzie: e^ = e(tŁ) nazywane będzie dalej błędem i-tego pomiaru.
Dalej zakłada się, że poszczególne pomiary m^ występują w uporządko- 

wanyoh grupach reprezentowanych macierzami M.

m. m 1 » • • • »I ® j
I J 2 | I

(2 . 0

gdzie: Hj Jest liozbą pomiarów j-tej grupy, którym zostały Jednoznaoznie
przyporządkowane symetryozne dodatnio określone macierze 
wagowyoh

współozynników

i = 1,2,..
(2.5)

i = 1,2.....n j

Macierze Mj ze względu na (2.2) można przedstawić w postaoi blokowej

- = [2j| ij]' ( 2 . 6 )

gdzie:
-j = Hi iHi i* m  HjJi| j2 ; , jDj

y, t yi » ••• » yiJ2

(2 .7 )
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Równanie (2.3) dla j-tej grupy pomiarów Jij przyjmuje postać:

(2.8)
Równanie to może by 6 traktowane jako ogólne równanie pomiarowe« do posta- 
oi którego można sprowadzić zależnoioi wiążące pomiary dla dużej klasy za
dań estymacji [7] •

Dalej zakłada się, że w kolejnych krokach obliozeniowyoh k =# 1,2,....
w celu wyznaozenia oceny wektora b tworzone są różnoelemontowe podzbio
ry indeksów grup pomiarów l(k) określające zbiory maoierzy

Następnie zakłada się, że w poszczególnyoh krokaoh obliozeniowyoh dla 
ustalonych podzbiorów l(k) wyznaczane są oceny wektora t według
algorytmu najmniejszyoh ważonych kwadratów [V) w oparciu o grupy pomiarów 
i przyporządkowane im macierze współczynników wagowyoh należące odpowie- 
dnio do jxl(k) oraz « l(k).
Ocena minimalizuJąoa w k-tym kroku obliozeniowym ważoną aumę kwadratów błę-

(2.9)

oraz przyporządkowane zbiorom u x(k) zkiory macierzy wspólozynników wago- 
wyoh

dów

(2 .1 1 )

przy założeniu, że

(2 .1 2 )

dana Jest wyrażeniem

^l(k) = —l(k) —l(k)' (2 .1 3 a)

gdzie:
V -1 T -1

P T f k l  =  (  X i i i l i n )  .J 6 l(k)

z . . = ^ _ J  vry.j..
J6 l(k) -J J J

(2 .13b) 

(2 .1 3o)
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3. UOGÓLNIONY RJSKURENCY.INY AI.GORYTM NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW (URANK)

Zakładamy, że w k+1-szym kroku obiiczeniowym w oolu wyznaczenia oceny 
wektora b utworzono przez uaktualnienie zbioru I^k) zbiór indeksów T\k+l)

l(k+l) = [l(k)\lr(k + 1 )] U T a(k+1 ), (3.1)

gdzie; Ir(k+l)f Is(k+l) są różnoelementowyrai zbiorami indeksów. odpowie
dnio: grup pomiarów usuwanyolj ze zmiennego zbioru oraz grup pomiarów wpro
wadzanych do zmiennego zbioru pomiarów w k+l-szyro kroku obliczeniowym, 
spełniającymi warunki:

Ir(k + 1 ) C  l(k), ' 3.2)

xa(k+l) f) l(k) t 0. ( 3.3)

Warunek (3.2 ) oznacza, Ze usuwane ze zbioru grupy pomiarów muszą oczywl- 
óoie znajdować się w tym zbiorze, natomiast warunek (3.3) oznaoza.żn gru- 
py pomiarów wprowadzane do zbioru nie mogą posiadać indeksów identycznych 
z grupami Już znajdującymi się w zbiorze. Zbiorowi indeksów l(k+l) zgod
nie z (2.9) oraz (2.10) odpowiadają zbiory:

.u x(k+i) = {iij : J £l(kłl)} (j-k)

“ K k . O  ={ij : J £l(k+1)} (3*5)
A

Ooena iłi(k + l) wyznaczona na podstawie + ̂ )» ̂ 1 ( ^ + 1 ) Przy założeniu,
te

det 5 3  U^W h f 0 (3.6)
J £ l(k + 1 ) -J-J-J 

przez analogię do (2.13) dana Jest wyrażeniem

ŁT(k*l) " 3l(k+l) 5l(k+l)* (3'7a)

gdzie:

P , . = ( 5 3  U^W U.) , (3.7b)—X(k+1) J€l(k+1)-J-J-J

z t / ł  ,  \  =  5 3  IJ^W y ( 3.7 o )
-I k+1) j cl(k+l ) J J J
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Poniżej zostaną wyprowadzone za.leżnośoi umożliwiaJąoe rekurenoyjne wy- 
znaozenie ooeny Łi(k + i) oraz Jalco wielkości pomooniozej macierzy Zi(k+i) 
na podstawie znanych ooony Łjfic) 1 macierzy Zj(k + i) oraz na podstawie da- 
nyoh określająoych zmianę zbiorów ^ifk + l) V P°r*wnaniu ze zblo~
raBi ^l(k) oraZ U l(k)-

Wektor zj(k) Oraz macierz £j(k ) Kystępująoe w zależnośćlaob (2.13) *• 
względu na wurunek

I (k + 1 ) C  l(k) r

można przedstawić w postaci:

—l(k) = -l(k)\lr(k+1) + -Ir(k+1)' (3.8a)

£i(k) = — l ( k ) \ l r (k+ l) + Ą ( k  + 1)* ( 3 '8b)

Natomiast wektor ZŁi(k+t) orax »aoierz Zj(ic+l) występujące w zależno- 
śoiaoh (3.7) 20 względu na warunek

Ia(k+1 ) CZ l(k+l)

można przedstawić w postaci:

—1( k+1) = —l(k+l)\l(k+l) + -I (k+1)’S s
(3.9a)

£i(k+i) = £r(k+i)\i3(k+i) + (3-9b)

Z (3.1 ) oraz z warunków (3.2), (3.3) wynika, 4e

l(k+1 ) \ l fl(k+1 ) = I(k)\lr(k+1). (3.10)

Przy uwzględnienia (3•10) z układu równań (3#8a) i (3.9a) oraz z układu 
równań (3.8b) i (3.9b), otrzymujemy:

2l(k+l) = il(k) + ^Ia(k+1) - ilr(k+l)> (3.11 a)

£i(k+l) = i(k) + -I3(k+1) " Ą ( k +1)' (3.11b)

Po prawych stronach w zależnościach (3.11&ib) oprócz składników zawiera— 
Jąoyoh grupy pomiarów należąoe wyłącznie do zbioru ^ ) oraz macierze 
współczynników wagowyoh należąoe wyłącznie do zbioru °j(k ) *y®tęPuJ*ł
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składniki zawierające wyląoznie grupy pomiarów i maoierze wapólozynników 
wagowych wymieniane w tyoh zbioraob w k+1-»*ym kroku obliczeniowym.

Dalej oznaczamy przez l(k+l) zbiór indeksów grup pomiarów wymienia- 
nyoh w zbiorze pomiarów w k+1-szym kroku obliczeniowym

l( k+1 ) = Is(fc+1) U Xr(k+1) (3.1 2)

oraz definiujemy:
- blokową macierz i*j(k + i) srup pomiarów wymienianyob w zbiorze pomiarów 

w k+1-szym kroku obliczeniowym

(3.13)

J 6 Óf(k+1 )

której ze względu na (2,6) oraz (2 .7 ) odpowiadają: maoierz blokowa 
oraz wektor blokowy Zi(ic+1) 0 Postaoi!

Hi(k+i) - Łftk+1) =

je i(k+i) ł j i(k+1)

(3-1^)

- óoióle przyporządkowaną macierzy blokowo diagonalną maoierz

—i(k+l) wsP^-io37Dników wagowyob pomiarów wymienianych w k+1 -azya kroku 
obliczeniowym

r . o

-I (k+1) ' V 1 I JLj i1— u. j (3.1 5 )

je i(k+i)
w której Jest zaobowana istniejąca w macierzy iif(k+i ) kolejnoió wystę- 
powania poszczególnych bloków,
ściśle przyporządkowaną maoierzy diagonalną macierz
2S(k+0 kierunk6ir "*niany pomiarów w k+1-azym kroku obliczeniowym:

Sl(k+1) =

0
. • 1 1

! — j! L— il
, gdzie: Ej =-

0 jei(k+i)

, dla j 6 IB(k+1)
J

-I , dla j t l  (k+l)
J

(3.1 6 )
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w której jest również zachowana Istniejąca w macierzy —T(k+l) kolejność
występowania poszczególnych bloków.

Zależności (3.11) po uwzględnieniu oznaczeń 3.12 - 3.16) można przed
stawić w postaci:

—1(k+1 ) = 2l(k) + J$(k+l) ftik+l) *T(k+l)’ (3. I7a)

—1( k+1 ) = £i(k) ł H?( k* i.iĄr fc* 1 )32i( k* I) - (3-,7b)

gdzie macierz

£i(k+i) = ̂ (k+nStik+i) (3*,8)

Jest blokowo diagonalną macierzą względnych współczynników wagowych pomia
rów wymienianych w k+1-szym kroku obliczeniowym, Na podstawie (3.l7b) po 
zastosowaniu przekształcenia tożsamościowego [V]

(a- 1 + nc“']))“1 b  ą [ta - u'pab+c )~1 pa| ,

gdzie: A,Cf(A~ł + BC~1 0) są macierzami kwadratowymi nłeosobl iwymi , otrzy
mujemy :

£l'k+1> = £l(k) [¿-1+1 “ —?( k+1 ) ’—?( k+1 )—1( k )—J f k+ 1 ) + £?(k+l)~ -i'k +1 )-̂ (k)]

■J.19)
Uwzględniając w (3.7a) zależności (3,1?a) i (3.19) otrzymujemy 

—1(k+ 1) = [-l(k)'-l(k)-l(k+1 )(-i(k+1 )-T(k)-if kt 1 )+£l(k+1 lij (k+t )Zj;( k)] •

' [̂ -l(k) * —T(k +1 )—?(k+ 1 )—1(k + 1 )] !

Stąd w wyniku kolejnych przekształceń z uwzględnieniem zależności (2,13o) 
otrzymujemy:

£i(k+i) = ^T(k)ł£i(k)^k+i) (̂ T(k+i)£rk)£T(k+t)+Łi(k+i)r ‘
(3.2 0)

• ^I( k+, )”—1( k+1 )^I(k )1

Otrzymane zależności (3.>9), (3.20) umożliwiają rekurencyjne wyznaczenie 
wartości wektora iłjJję.,.)) oraz jako wielkości pomocniozej wartości maoie- 
rzy £jfkł.)) na postawie:
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- znanych wartości wektora Łjf-ję) oraz macierzy wyznaczonycli w k— tym
kroku obliczeniowym,

- znanych macierzy ^+j ) > -|(k+l) określających wymianę grup 
pomiarów łącznie z przyporządkowanymi im macierzami wspólozynników Wa
gowych w k+1-szym kroku obliczeniowym.

Zależności (3.19) oraz (3-20) można przedstawić w postaci:

^l(k+0 = ^l(k) + -l(k+1/^(k+1 ) _ -?(k*1'^1(k'' ’ (3.21»;

t l ( k T )  = + 1 - £ l ( k + l ) - T ( k+l))-l(k)* ( 3.21b)

gdzie:
— I (k +1 ) = — X ( k )— 1 ( k + 1)^— ? ( k + 1)— I ( k )— ? ( k + 1) + - f ( k + 1 )' (3.21c)

jeat macierzą wspólozynników korekcyjoyoh o wymiarach 1 x(
Jf i(kłl) J

Występująoą w (3.21o) macierz Ejfk+i) moina. korzystając z (3.18), przed
stawić w postaci:

£j(k+l) = -?(k+l)-i(k+l)> (3-22)

gdzie:

JtJik+O =
i— n lw-1(
'czil

J6l( k+ 1 )

Warunkiem koniecznym istnienia w k+1 —szym kroku obliczeniowym jednozna
cznie określonyoh zależnoś« iami (3-21 ) wartości kjfię + t) oraz ~l(k+l) êst 
by

h(k + 1 ) = h(k) + TrĘ~(k;+1 j >  1 + 1 , (3.23)

gdzie b(k) jest horyzontem obserwacji zbioru pomiarów ) określo
nym Jako ilość pomiarów m^ zawartyob w tym zbiorze. No podstawie (2.̂ ł)
oraz (2 .9)

(3.2^)

Warunek (3*2 3 ) oznacza, że w każdym kroku obliczeniowym w zmiennym zbio
rze pomiarów nie może być mniej pomiarów od ilości nieznanych parametrów 
modelu.
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Warunkiem koniecznym i wystarozająoym istnienia Jednoznacznie określo
nych zależnościami (3-21 ) wartości bjfk+i) oraz —l(k + 1 ) Jest by

‘«•t(2i(lS + ,)£I (I[+t) ^ (lt+l) + i l f U + 1 ) 5 *: 0 - ( 3 *2 5)

Przykłady szczególnych przypadków zależności (3.21)

1) V każdym kroku obliczeniowym do zbioru pomiarów są tylko wprewadzane 
kolejne grupy pomiarów, którym przyporządkowane są macierze współczyn
ników wagowyoh.

V przypadku tym wielkości określające zbiór pomiarów oraz jego zmia
nę są postaci:

Ir(k+1) = 0, l(k+l) = Ia(k+l)

2f(k+i) = 2ia(k+1)- ix(k+i) = *-iB(k+i)

Ei(k+1 ) = i ’ —I(k+1) = —I^Ck+1)

Stąd zale&noćci (3.21 ) przyjmują postać znanej [7] klasycznej versji uogól- 
nionego algorytmu najmniejszych kwadratów:

¿I(k+1 ) = ^l(k) + -l(k+1 )^2.Ia(k+1 )" -Is(k+1 )^l(k)^>

—I(k +1 ) = ^1+1 " £l(k+1 )-Is(k + 1 ))-l(k)'

gdzie t

—1(k+1) " -l(k)-Ia(k+l)^2xB(lc+1)£I(k)iiIa(k:+1)+VI’(k + )))

2 ) V każdym kroku obliczeniowym do zbioru pomiarów wprowadzany jest tylko 
jeden pomiar bieżący, któremu przyporządkowany jest współozynnik Wago
wy. V przypadku tym wielkości określające zbiór pomiarów oraz Jego 
zmiany są postaci:

l(k) = jt, 2  k|^ k

I (k+1 1 = 0 r

l( k+1 ) = I„(k+l) = {k+l} ^ k+1 T (3 .2 6)

2i(k + l) = ¡¿k + 1' ^l(k+l) = yk + 1

2x(k+l)= 1’ 2l(k + l) = vk + 1 ’



;
gdzie: jest współczynnikiem wagowym przyporządkowanym pomiarowi
T T T * 1 ,u, . s u .  . I y, « wprowadzanemu do zbioru pomiarów w k + 1-szym kroku o- —k+1 Lr-k+1 i k+IJ
bliczeniowym. Uwzględniając (3.26) w zależnośćiaoh (3.21)f otrzymujemy:

b. - - T  i
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-k+1 = \  * £*+1^ykł1 " Sk+1^k}-

k̂-t-1 = ^1+1 ~ ®k+ 1^k +1 ̂ -̂ k'■Mc

gdzie: jest wektorem kolumnowym określonym zależnością

T 1 "1fik + 1 = ♦ e — ) •k +1
Otrzymane zależności posiadają postać znanych zależności klasycznej wer
sji rekurencyjnego algorytmu najmniejszych ważomych kwadratów [V] .

Interpretacja statystyczna zależności (3.21):

Zakładamy, że { Łj : J 6l(k >} jest zbiorem zmiennych losowyoh spełniają-
ch dla każdego j £ T(k) równanie pomiarowe (2.8)cych dla każdego j £ T(k; równanie po

Łj = 2jfe - * j

gdzie: U^b jest wektorowym liniowym równaniem reg 
zbiorem niezależnyoh zmiennych losowych o zerowe

gre.Jl./ej : J6l(kjj-Je
j wartości średniej

oraz macierzy kowariancji

E M  ^

E = £r

gdzie: macierz symetryczna dodatnio określona. W przypadku tym dla
= B"1 HlftnoSc i f 2. 13) określają liniowy efektywny estymator wektora b
o macierzy kowariancji Zx(k)- w «or.ji rekureneyJneJ algorytwu zależność 
(3.21 a ) przedstawia związek ostymaty wektora b w k + 1-szym kroku z estymn- 
tą w k-ty* kroku oraz zmiennymi losowymi i.^(k+l)' Zależności (j.Slb.c,1 
określają algorytm rekureneyjnego wyznaczania macierzy kowariancji pstym»- 
ty w k+1-szym kroku na podstawie znanej macierzy kowariancji estymaty w 
k-tym kroku oraz znanej macierzy Hj(|c+i)# Występująca w tych zależno
ściach macierz jLj7k+j} posiada postać:

2f(k+i) = 2?(kł1)£i(k+t)’
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gdzie:

2 l( k+1 )

J e I(k+1)

U. PROBLEM WARUNKÓW POCZĄTKOWYCH

Przed»tawiony algorytm (3.21) wymaga znajomości warunków początkowych 
bT^0 j. Pj(q) umożliwiających iniojację jego działania. Warnnkl te mogą
być:
(a) wyznaczono w zerowym kroku obliczeniowym za pomocą nierekurenoyjnego 

algorytmu najmniejszyoh kwadratów w oparciu o grupę pomiarów zawiera
jącą 1 + 1 pomiarów o liniowo niezależnych pomiarach wielkości wejścio- 
wyoh oraz atanowiącą ozęść pomiarów znajdujących się w zbiorze pomia
rów dla pierwszego kroku obliozeniowego,

/ \ A ' '(b) przyjęte na podstawie wstępnych oszaoowan, t j. : i>j(o) = — ' *dzie Ł
znana a priori ooena wektora b, natomiast = Z » gdzie P zna
na a priori macierz kowariancji ooeny b ,

(o) przyjęte, w przypadku nie posiadania żadnej informacji o rzeczywistej 
wartości wektora b, w postaoi: bj(0 ) - wektor o dowolnej wartości, 

- maoierz diagonalna o bardzo dużych (teoretycznie nieskończe
nie wielkich) elementach na przekątnej odzwierciedlających, z powodu 
braku związku między przyjętym wektorem £j(o) a warto-
śoią wektora b, nieskończenie wielkie warianoje błędów poazozególnych 
składowyoh wektora

V [3] wykazano, dla deterministycznej interpretacji rekurenoyJnego al
gorytmu najmniejszyoh kwadratów, że przyjęcie iniojująoyoh działanie al
gorytmu warunków poozątkowyoh Łx(o) b* taki sam wpływ na wyniki
dalszej estymaoji jak wprowadzenie do zbioru pomiarów dodatkowyoh 1 + 1 po
miarów fikoyjnyoh. Poniżej twierdzenie to zostanie przedstawione dla sta
tystycznej interpretacji algorytmu (3.2 l).

TWIERDZENIE: Przyjęcie w URANK (3.21 ) warunków początkowych £j(0 ) i 
-l(o)’ Sdzie: £x(o) Jost oceną a priori wektora b a £j(o) Jost macie
rzą kowariancji tej ooeny, ma taki sam wpływ na wyniki dalszej estymacji 
jak wprowadzenie do zbioru pomiarów grupy 1+ 1 pomiarów fikoyjnyoh o po
staoi:

(<1. 1)
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spełniającej warunek
d e t  Uf  4 0 ,  ( i * . 2 )

przy ozym warunkiem koniecznym i wystarczającym na to, aby wprowadzone po
miary nie były obarczone błędami systematycznymi jest. by ocena bjf©) by
ła oceną nieobciążoną, tj. aby

E|bi(0)} = b. (k.3)

Dowód: V celu wykazania pierwszej części twierdzenia wystarczy wykazać,
że ooona b_ wyznaczona w oparciu o pomiary (¿4.1) według (2 .1 3 ) dla V = 

-I= R^ , gdzie R̂, jest macierzą kowariancji pomiarów ŷ ., równa jest oce
nie oraz macierz kowariancji równa jest macierzy P-j(q ). Ocena
b̂ . wyznaczona według (2 .1.3 ) dana jest zależnością:

£f = i1*.'*)

gdzie:

Pf = (£f£f'1£f )"'• ^.5)

Uwzględniając w (ą.ą), ±e = Ufbjfg). otrzymujemy bf = Uwzglę
dniając w (¡».5 )1 żo 5f = oraz założeni» (*ł ,-2), otrzymujemy £f =
= £ifo)-

V celu wykazania drugiej części twierdzenia posłużymy się równaniem po
miarowym (2,8). Równanie to dla grupy pomiarów fikcyjnych prmyjmuje
p o s  tac-

if = Hfb * 2f.
/»

Uwzględniając, ±e = Hffcjfo)» otrzymujemy:

*{•<-} = U f ^ j b ^ ^ j - b ) .

Stąd przy założeniu warunku (¿4.2) mamy

«{ar} = o «=* Eiii(o)} = Ł

o.n.w,
Z przytoczonego twierdzenia wynika, żc w przypadku (c), gdy ze względu 

na dokładność obliozeń numerycznych przyjmujemy elementy macierzy Uff©' 
o wartościach odpowiednio ograniczonych [V] , mamy do czynienia z. wprowa
dzeniem do zbioru pomiarów grupy pomiarów fikcyjnych obarczonych błędami
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systematycznymi. Istnienia tych pomiarów w zbiorze pomiarów wpływa na ob- 
oiążoność ocen wyznaczanych w poszczególnyoh krokach obliczeniowych, przy 
czym wpływ ten jest tyra większy, im mniejszy jest horyzont obserwacji zbio
ru pomiarów. Stąd szczególnie przy małych wartościach horyzontu obserwa
cji naleiy po zainicjowaniu działania algorytmu dokonać eliminacji odpo
wiadających przyjętym warunkom poozątkowym pomiarów fikcyjnych. Elimina
cji tej można dokonać przez wprowadzenie do wyznaozonyoh ocen odpowiednich 
poprawek [p] , związanych z eliminacją ze zbioru pomiarów poszczególnych 
pomiarów fikoyjnych.

Również przy stosowaniu warunków poozątkowyob jak w punktach ^a), (b), 
gdy występują błędy modelu spowodowane nieataojonarnością zachodzącyoh w 
procesie zjawisk, musimy łącznie z eliminowaniem wpływu pomiarów najstar- 
ozyoh dokonać eliminacji wpływu warunków początkowych, i tak:
- przy zastosowaniu warunków początkowych Iłjfo) * —l(o) * punkcie (a)

eliminacji wpływu tyob warunków na wyniki dalszej estymacji można doko
nać przez włączanie do grupy eliminowanych pomiarów również tyoh pomia
rów, w oparoiu o które wymienione warunki początkowe zostały wyznaczone 
w zerowym kroku obliozeniowym,

- przy zastosowaniu warunków początkowych q ) V punkoie (b)
ellminaoji ich wpływu na wyniki dalszej estymacji można dokonać przez 
wprowadzenie odpowiednich poprawek [3] » analogicznie jak w przypadku
(c), związanych z wyeliminowaniem odpowiednich pomiarów fikoyjnych.

5. UWAGI KOŃCOWE

Zależność i (3.21) stanowią oryginalny URANK, który umużliwia w k+1- 
-azym kroku obliozeniowym uwzględnienie w ooenie ^(k+l) wP*yw:
- dla I (k+1) ± 0, I (k+1) = 0 - dołąozenia do zbioru pomiarów T (k+l)1^s ' r

grup nowyoh pomiarów,
- dla Ia(k+l) = 0, Ir(k+1) f 0 - usunięcia ze zbioru pomiarów Ir(k+1) 

grup starych pomiarów,
- dla I#(k+1) f 0, Ir(k+1) f o - wymian* w zbiorze pomiarów Ts(k+l) +

* Xr(k+1) grup pomiarów.
Stopień macierzy odwracanej w zależnoóoi (3-21o) Jest równy stopniowi

maoierzy E~/ który wynosi J n , tzn. jest równy iloioi po-
-Iik+U J6l(k + 1) J

mlarów m ̂ w ogólnym przypadku wymienianyoh w danym kroku obliczeniowym
w zbiorze pomiarów. Wartość ooeny można również wyznaczyć w opar
oiu o zależności (3.21), stosująo ¥(k+l) pomocniozyoh kroków obliozenio-

^ 1  oznacza liozbę elementów zawartych w zbiorze I.
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wyoh w każdym, z których byłaby albo usuwana, albo odłączana do zmiennego 
zbioru pomiarów tylko jedna grupa pomiarów, V przypadku tyra zamiast Je
dnego kroku obliczeniowego, w którym odwraoana Jest macierz stopnia

n mamy Y(k+l) kroków obliozeniowyoh w każdym, z któryob odwra- 
J e l( k +1 ) J
cana jest macierz atopnia Oj, gdzie J6i(k+l),

Poniżej w tabeli 1 zestawiono ilośoi podstawowych działań występujących 
w k+1-szym kroku obliozeniowym w wersji rekurenoyJneJ (3.21 ) oraz w wer
sji nierekurenoyJnej (3.7) przykładowo dla przypadku, gdy do zbioru pomia
rów dołąozany jest jeden pomiar bieżący z przyporządkowanym mu współczyn
nikiem wagowym oraz jednocześnie usuwany Jest z tego zbioru również w przy
porządkowanym współczynnikiem wagowym Jeden pomiar najstarszy. V wersji 
nierekurenoyjnej zastosowano algorytm rozwiązywania układów równań normal- 
ayoh według metody Banaohiewiozu.

oTablioa 1

wera ja wersja
rekurenoyJna nierekurenoyjna

1+1 ,?(k+l) n "*,/ n y—» n+ »- a * / 
t " r

3 , 2 51 68 0 28
f
39 3

U , 2 80 101 0 50 66 u
5 , 2 115 1l(0 0 80 102 5
6 , 2 156 185 0 119 11(8 6
7 , 2 203 236 0 168 205 7
8 T 2 256 293 0 228 27i( 8
9 , 2 315 356 0 300 356 9
10 , 2 380 1(25 0 385 1(52 10
11 , 2 1(51 500 0 k8U 563 11
12 , 2 528 581 0 598 690 12
13 » 2 611 668 0 728 82 Ił 13
114 , 2 700 76i 0 875 996 11(
15 , 2 795 860 0 10i(0 1177 15
16 , 2 896 965 0 122l( 1378 16
17 , 2 1003 1076 0 11(28 1 600 17
18 , 2 1116 1 193 0 1653 1 8*(l( 18
19 , 2 1235 1316 0 1900 2111 19
20 , 2 1360 11(1(5 0 2 17 0 21(02 20
21 , 2 11(91 1580 0 2k6k 2718 21
22 , 2 1628 1721 0 2783 3060 22
23 , 2 1771 1868 0 3128 3<(29 23
2l( , 2 1920 2021 0 3500 382 6 2i(
25 , 2 2075 2180 0 3900 1(252 25
26 , 2 2236 231(5 0 1(329 1(708 26
27 , 2 21(03 251 6 0 1(788 5195 27
28 T 2 2576 2693 0 5278 5711( 28
29 , 2 2755 2876 0 5800 6266 29
30 , 2 291(0 3065 0 6355 6852 30

1 \ n~ /,n__, - odpowiednio: ląozna liozba operaoji dodawania i odej-f " * f/ Imowania, łączna liczba operaoji mnożenia i dzielenia, liozba operaoji 
obliczania pierwiastka kwadratowego.
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Na podstawie danych przedstawiony oh w tabl, 1 widać, że dla 1+1 > 8  liczba 
podstawowych działań występująoyoh w przedstawionej rekurencyJnej wersji 
algorytmu jest mniejsza od liczby działań występująoych w wersji niereku- 
rencyjnoj oraz że różnica między tymi liczbami jest tym większa, in więk
sza jest lLozba identyfikowanyoh parametrów modelu, i tak np, dla 1+1 > 2 6  
liozba dzialaii wy st ępu Jąoyoh w wersji rekurency jne J nie przekracza 50^ li- 
ozby działań występujących w wersji nierekurenoyjnej, Ponadto należy zau
ważyć, że w rozpatrywanym w tabl. 1 przypadku w wersji rekurencyJneJ w każ
dym kroku obiiozeniowym mamy do czynienia z odwracaniem macierzy stopnia 
drugiego, natomiast w wersji nierekurenoyJnej mamy do czynienia w każdym 
kroku obliczeniowym z odwracaniem macierzy stopnia 1+1. Stąd w wersji nie
rekurenoy jne j w porównaniu z wersją rekurenoyjną przy dużoj wartości 1+1, 
gdy odwracana macierz jest macierzą słabo uwarunkowaną występuje trudny 
problem zapewnienia dokładności obliczeń, z którym związano są znaczne i- 
lośoi dodatkowych operaoji numerycznych.

Należy zauważyć, że przytaozana często wyższość algorytmu rekurencyj- 
nego nad algorytmem nierekurenoyjnyro z powodu konieczności pamiętania w 
algorytmie nierekurenoyjnym w każdym bieżącym kroku obliczeniowym wszyst
kich przoszlyoh danych pomiarowych oraz braku konieczność 1 pamiętania tych 
danych w algorytmie rekurencyjnym jest nieuzasadniona, Wynika to stądT że 
przy stosowaniu wersji nierekurenoyJnej (3.7) dane pomiarowe mogą być prze
chowywane w formie skumulowanej w postaoi macierzy £j(k) oraz wektora
■zrr, , a wymieniane dane pomiarowe mogą być w każdym kroku obliczeniowym
~ l k )  , .
uwzględniane przy wykorzystaniu zależności (3 .1 7 / z warunkami początkowy- 

Pl(0) = — 9 *l(o) = 2* a wł-?c z wykorzystaniem zależności rekurencyj- 
nych na etapie przeohowywania danych,
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0E0EIHEHHNM PEKyPEHTHHH AJirOPHIM HAHMEHHIHX KBAAPATOB 

P e 3 d  u e

JIpeiiCTaBjieHO oOoCąeHHHii peKypeHTHHtt aaropHTH HaHMeHnmx KBaApaTOB. B ior 
aoiropHTU npeoSpaayeT nepeueHHoe HHoacecTBo H3MepHTeabjtbix AaHHUii, B Koxopoe 
bboahtca HoBue rpynnu AaHHMX h H3 ko ioporo  yAajmeTCH ueKOTopue c iap u e  rp y n - 
nn AaHHioc. Buae yKasaHHHM rpynnaM H3uepHTejiłhhx AaHHHx npuBoAHTca b co - 
0TB3TCTBne HOAOSHTejIbHO OnpeAejieHHbie UaTpHUU BeCOBbDC KO3$$aaneHT0Bł IIpeA- 
aTaBaeHHHfl aAropmM ecTb oCoOmemie aAropKTMa npeACTaBJieHHoro b [2] .

A GENERALIZED RECURSIVE LEAST-SQUARES ALGORITHM 

S u m m a r y
A generalized reoursive loast-squares algorithm has been presented. 

This algorithm works on a ohanglng measurements set, from whioh are dele
ted some old measurement subsets and to which are added some new measure
ment subsets. Eaoh exohanged subset may by weighted wltb a prope positive 
definite weigbtingmatrix. The algorithm 1» a generalized version of the 
algorithm presented in ¡[23 .


