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REKURENCYJNY ALGORYTM NAJMNIEJSZYCH WYKŁADNICZO WAŻONYCH KWADRATÓW 
Z RUCHOMYM ZBIOREM POMIARÓW

S t r e s z c z e n i e . V a r t y k u l e  p r z e d s t a w i o n o  w e r s j ę  r e k u r ą n o y j n ą  d l a  
s t o s o w a n e g o  d o t y c h c z a s  w w e r s j i  n i e r e k u r e n o y J n e J  a l g o r y t m u  n a j m n i e j -  
s z y o h  w y k ł a d n i c z o  wa l o n y o h  k wa d ra tó w z ruchomym z b i o r e m  pomiarów 
o r a z  z e  s t a l ą  d l a  d a n e g o  h o r y z o n t u  o b s e r w a c j i  m a c i e r z ą  w s p ó ł c z y n n i 
ków wagowych fi > 5 , 7 ] .  P r z e d s t a w i o n a  r e k u r e n o y j n a  w e r s j a  a l g o r y t m u  
p r z y  w i ę k s z e j  l i c z b i e  i d e n t y f i k o w a n y c h  p a r a m e t r ó w  mode l u  d a j e  z n a c z 
ne  k o r z y ś c i  o b l i c z e n i o w e  w p o r ó w n a n i u  z w e r s j ą  n i e r e k u r e n o y J n ą .

1 . WST1JP

R o z p a t r y w a ny  J e s t  a l g o r y t m  n a j m n i e j s z y c h  w y k l a d n i o z o  w a l o n y c h  k w a d r a 
tów z ruchomym z b i o r e m  pomiarów o r a z  ze  s t a ł ą  d l a  d a n e g o  h o r y z o n t u  o b s e r -  
w a o j i  m a c i e r z ą  w s p ó ł c z y n n i k ó w  wagowych [3 ,5 , 7 ]  , k t ó r y  J e s t  mod yf ika oJą  k l a 
s y c z n e g o  a l g o r y t m u  n a j m n i e j s z y c h  w a l o n y c h  k w a d r a t ó w .  M o d y f i k a c j a  t a  p o l e 
ga  na  t y m f l e  w ka ldyra  k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  a l g o r y t m  w yz na cz a  p a r a m e t r y  
i d e n t y f i k o w a n e g o  o b i e k t u  w o p a r c i u  o z mi enny  ( " r u o h o m y " ) z b i ó r  pomiar ów,  
do  k t ó r e g o  w k a l dy m k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  wp row adz ane  s ą  d a ne  pomia rowe  b i o -  
l ą o e  o r a z  z  k t ó r e g o  usuwane  s ą  d a n e  pomiar owe  n a j s t a r s z e .  P o n a d t o  w mody
f i k a c j i  t e j  k o l e j n e  p o m i a r y  n a l e l ą o e  do ru ch ome go  z b i o r u  pomiarów u w z g l ę 
d n i a n e  s ą  p r z e z  a l g o r y t m  z o d p o w i e d n i m i  w s p ó ł c z y n n i k a m i  wagowymi w^ b ę 
dą cymi  e l e m e n t a m i  p o s t ę p u  g e o m e t r y o z n e g o  w t o n  s P ° * ^ b , w s p ó ł c z y n 
n i k  Wj ( p o c z ą t k o w y  e l e m e n t  p o s t ę p u )  z aw s ze  p rz yp or zą d ko wy wa n y  J e s t  po
m i a r o w i  n a j s t a r s z e m u  z n a j d u j ą c e m u  s i ę  w ruchomym z b i o r z e ,  n a t o m i a s t  k a l d y  
n a s t ę p n y  w s p ó ł c z y n n i k  p r z y p o rz ą dk o wy wa n y  j e s t  k o l e j n e m u  b a r d z i e j  a k u t a l n e -  
mu p om i a r o wi  n a l e l ą o e m u  do t e g o  z b i o r u .  Tak  s k o n s t r u o w a n y  a l g o r y t m ,  p r z y  
o d p o w i e d n i o  (w z a l e l n o ś o i  od o h a r a k t e r u  n i e s t a o j o n a r n o ś o i  p a r a m e t r ó w  i d e n 
t y f i k o w a n e g o  o b i e k t u  o r a z  o h a r a k t e r u  z a k l ó o e ń  o d d z i a ł u j ą o y o h  na o b i e k t )  
d o b r a n y c h :  h o r y z o n c i e  o b s e r w a c j i  o k r e ś l o n y m  j a k o  l i c z b a  pomiarów z a w a r 
t y c h  w zmiennym z b i o r r e  o r a z  c i ą g u  w s p ó ł c z y n n i k ó w  wagowych ( j , 5 j ,  od
z n a c z a  s i ę  w w i e l u  p r z y p a d k a c h  b a r d z o  dobrym ś l e d z e n i e m  zmi an  p e r a m e t r ó w  
o b i e k t u  o r a z  s i l n y m  u ś r e d n i a n i e m  z a k l ó o e ń  o d d z i a ł u J ą o y c h  na  t e n  o b i e k t ,  
ś l e d z e n i e  z mi a n  p a r a m e t r ó w  i d e n t y f i k o w a n e g o  o b i e k t u  o r a z  u ś r e d n i a n i e  z a 
k ł ó o e ń  o d d z i a ł u j ą c y c h  n a  o b i e k t  J e s t  w p r z y p a d k u  r o z p a t r y w a n e g o  a l g o r y t m u  
z r e g u ł y  l e p s z e  n i l  w p r z y p a d k u  a l g o r y t m u  n a j m n i e j s z y c h  k w a dr a t ów  z r u 
chomym z b i o r e m  pomierów [i] . Spowodowane j e s t  t o  tym,  l e  w e w n ą t r z  r u c h o 
mego o kn a  z n a j d u j ą  s i ę  p om i a r y  m n i e j  i  b a r d z i e j  a k t u a l n e ,  k t ó r y m  t o  p omia
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rom w p i e r w s z y m  z w y mi e n i o n yc h  a l g o r y t m ó w  p r z y p o r z ą d k o w y w a n e  s ą  w s p ó ł c z y n 
n i k i  wagowe o d p o w i e d n i e  do  i o h  a k t u a l n o ś c i ,  n a t o m i a s t  w d r u g i m  z  a l g o r y t 
mów p r z y p o r z ą d k o w y w a n e  s ą  p o s z c z e g ó l n y m  pomiarom b e z  w z g l ę d u  na  i o h  a k t u 
a l n o ś ć  j ed n a k o w e  w s p ó ł c z y n n i k i  wagowe r ówne  1.

Poważną  wadą  r o z p a t r y w a n e g o  a l g o r y t m u  n a j m n i e j a z y o h  w y k ł a d n i o z o  ważo
n yc h k w a d r a t ó w ,  o g r a n i c z a j ą c ą  j o g o  p r a k t y c z n ą  p r z y d a t n o ś ć  w s y s t e m a c h  b i e 
ż ą c e j  i d e n t y f i k a o j i ,  s ą  z n a c z n e  c z a s y  o b l i c z e n i o w e  s i l n i e  r o s n ą c e  z i l o 
ś c i ą  e s t y a o w a n y o h  p a r a m e t r ó w  o r a z  k o n i e c z n o ś ć  o d w r a c a n i a  w każdym k r o k u  
o b l i c z e n i o w y m  m a o i e r z y  o s t o p n i u  równym l i o z b i e  t y c h  p a r a m e t r ó w .

P o n i ż e j  w p u n k c i e  2 p r z y t o c z o n o  n i e r e k u r e n o y j n ą  w e r s j ę  [7]  r o z p a t r y w a n e 
go a l g o r y t m u .  W p u n k o i e  3 wyp ro wad zo no  w e r s j ę  r e k u r e n o y j n ą  a l g o r y t m u ,  
k t ó r a  o d z n a c z a  s i ę  w p o r ó w n a n i u  z w e r s j ą  n i e r e k u r e n o y J n ą  z n a c z n i e  m n i e j 
s z ym i  o z a s a m i  o b l i o z e ó  j u ż  p r z y  l i c z b i e  e a t ymowanyob  p a r a m e t r ó w  r z ę d u  k i l 
ku o r a z  wymaga w każdym k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  o d w r a o a n l a  m a o i e r z y  o s t o p n i u  
równym l i o z b i e  pomiar ów w y m i e n i a n y c h  w zmiennym z b i o r z e  w danym k r o k u  o -  
b l i o z e n i o w y m  a  n i e  o s t o p n i u  równym l i o z b i e  e s t ymow anyo h p a r a m e t r ó w . V  pun
k c i e  k  omówiono p r o b l e m  d o b o r u  warunków p o o z ą t k ow yo b  o r a z  p r o b l e m  e l i m l n a -  
o j i  i o h  wpływu na  w a r t o ś o i  o s z a c o w a ć  es ty mowany oh  p a r a m e t r ó w .

2 .  NXEREKURENCYJNA WERSJA ALGORYTMU

R o z p a t r y w a n e  J e s t  z a d a n i e  e a t y m a o j i  p a r a m e t r ó w  o b i e k t u ,  d l a  k t ó r e g o  
r ó w n a n i e  w i ą ż ą c e  p o m i a r y  można  p r z e d s t a w i ć  w p o s t a c i  n a s t ę p u j ą o e g o  " r ów
n a n i a  p omi a r o we g o"  ( " m e a s u r e m e n t  e q u a t i o n s " )

y ( t )  = uT ( t ) b  + e ( t )  ( 2 . 1 )

g d z i e :  b  = j b Q, b 1 , . . .  , b J T -  w e k t o r  n i e z n a n y c h  p a r a m e t r ó w ,  i i ( t )  = £u0 ( t ) ,  
u.| ( t ) , .  . ,  , O j (  t  )1T -  w e k t o r  w i e l k o ś o i  w e j ś o i o w y o h  r ó w n a n i a  p o m i a r o w e g o , y (  t ) 
_ w i e l k o ś ć  w y j ś c i o w a  r ó w n a n i a  p o m i a r o w e g o ,  e ( t )  -  b ł ą d  s t a n o w i ą c y  r ó ż n i o ę  
m ię dz y  w i e l k o ś c i ą  w y z n a o z o n ą  n a  p o d s t a w i e  r ó w n a n i a  uT ( t ) b  a  w i e l k o ś c i ą  
w y j ś o i o w ą  y ( t ) .

Z a k ł a d a  s i ę ,  ż e :

-  w d y a k r e t n y o h  o h w i l a c h  t ^  d o s t ę p n e  s ą  d a n e  p om ia ro we  w p o s t a c i  w e k t o 
rów b ł o k o w y o h  m^

g d z i e :  ¿¿i52 » • • * * **il] = ^ i   ̂9 ^ i   ̂r * * * 9 ^ i  * ^ i

D a l e j  w e k t o r  m^ nazy wa ny  b ę d z i e  i - t y m  pom ia rem ,  w e k t o r  u^ i - t y m  
pomiar em w i e l k o ś o i  w e j ś c i o w y c h ,  y ± i - t y m  pomiar em w i e l k o ś c i  w y j 
ś c i o w e j .  Równ an ie  p omia rowe  ( 2 . 1 )  d l a  p o m i a r u  p r z y j m u j e  p o s t a ć
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y i  = + « Ł.  ( 2 . 3 )

g d z i e :  e t  = e f t ^ .

-  dany  J e s t  c i ą g  d o d a t n i c h  w s p ó ł c z y n n i k ó w  Wagowych -Jw^ J- a t a n o w l ą c y  p o s t ę p  
g e o m e t r y c z n y

*1 + 1 = 0f wi  d l a  1 = 1 . ( 2 . 1 ( )

g d z i e :  o f -  s t o s u n e k  k o l e j n y c h  wyrazów o i ą g u .

N a s t ę p n i e  z a k ł a d a  s i ę ,  Ze w k - t y m  k r o k u  o b l i o z e n l o w y a ,  w o e l u  w y z n a o z e -  
n l a  w e d ł u g  a l g o r y t m u  n a J m n l e j s z y o h  w y k l a d n i o z o  w a to ny o h  k w a dr a t ów  oceny  
w e k t o r a  b ,  z o s t a j e :

-  u t w o r z o n y  na  p o d s t a w i e  h ( k )  > 1+ 1  k o l e j n y o h :  " p ( k ) , “ p ( k ) + 1 • • • • < 2 q ( k )

p omiar ów,  g d z i e  h ( k )  = q ( k )  -  p ( k )  + 1 J e s t  h o r y z o n t e m  o b s e r w a o j i ,  
ruchomy z b i ó r  pomiarów o p i s a n y  m a c i e r z ą

T
—p ( k ) , q ( k )  -  f - p ( k )  p ( k )  + 1 ’ * * '  *2 q ( k ) ]  ( 2 . 5 )

-  u t w o r z o n a  z  e l e m e n t ó w  c i ą g u  d i a g o n a l n a  m a o l e r z  w s p ó ł c z y n n i k ó w  wa -
gowyoh

c i ą g u

2 h ( k )  = d i “ S { V1 ' W2 - * ' - * wh ( k ) }  ( 2 - 6)

M a c i e r z y  * p ( k ) q ( k )* a e  na  ( 2 . 2 ) ,  o d p o w i a d a j ą :  m a c i e r z  pomiarów
w i e l k o i o i  w e j i o i o w y c h

2 p ( k ) , q ( k )  = ^ ( k ) ' ^ ) * ,  Hq ( k ) ] T ( 2 . 7 )

o r a z  w e k t o r  pomiar ów w i e l k o ś c i  w y j ś c i o w e j

Ł p ( k ) , q ( k )  = [Tp ( k ) ' y p ( k )  + 1 ' * ” ' y q ( k ) l T ^2 - 8 ^

P r z y  z a ł o ś e n i u ,  *e

d o t K ( k ) , q ( k )  i h ( k )  2 p ( k ) , q ( k i ]  t  °  { 2 ' 9)

o c e n a  b ^ ^ j  q ( k )  v *k i ° pa p a r a m e t r ó w  r ó w n a n i a  p omiar owego  ( 2 . l ) ,  m in i m a 

l i z u j ą c a  z g o d n i e  z  a l g o r y t m e m  n a j m n l e J s z y o h  w y k ł a d n i c z o  w a Z o n yo h  k w a d r a 
tów [ i ]  w s k a ź n i k  J a k o ś c i
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J p ' O q ( k ) ( i ł ) = [ V k )q ( k ) -  S p ( k ) q ( k ) Ł ]  2 h ( k )  [ i p ( k ) q ( k ) -  Ep(  k  )q ( k ) Ł]  , 

d a n a  j e s t  z a l e ż n o ś c i ą

V k W k )  * £ p ( k ) , q ( k ) a p ( k ) , q ( k ) '  { 2 ' 10)

g d z i e :

—p ( k ) , q ( k )  t k p ( k ) , q ( k )  ^fa(k)  ^ p ( k ) , q ( k ) ]  ( 2 . 1 1 )

S Lp ( k ) ,q ( k )  “ H p ( k ) , q ( k )  *b<k)  * p ( k ) , q ( k ) .  ( 2 ' 12)

3.  REKTJRENCYJNA WERSJA ALGORYTMU

Z a k ł a d a  s i ę ,  ±e w k+1- szym k r o k u  o b l i o z e n i o w y m  w o e l u  w y z n a c z e n i a  o c e 

ny w e k t o r a  b:
-  z m i e n i o n o  ( u a k t u a l n i o n o )  r u o b o a r  z b i ó r  pomiarów p r z e z  u s u n i ę c i e  z  n i e g o  

r ( k + l )  p o o z ą t k o w y o b , k o l e j n y c h :  p( k ) ,  p( k ) + 1 , . . . , p ( k  ) + r (  k+1 ) -1 pomiarów 
o r a z  p r z e z  w p r o w a d z e n i e  s ( k + l )  nowyob,  k o l e j n y c h  q ( k )  + 1 , q ( k  ) + 2 , , . . . . ,  
q ( k ) + s ( k + l )  po mi ar ów.  P r z y  czym z mi any  d ok on a no  z  z ac h owa n ie m warunku 
h(  k + 1 ) > 1 + 1 ,  g d z i e  b ( k + l )  j e s t  w a r t o ś o i ą  nowego h o r y z o n t u  o b s e r w a c j i

h ( k + l )  b h ( k )  + s ( k + l )  -  r ( k + l )  ( 3 - 1 )

-  d os t o s o w an o  do nowego h o r y z o n t u  o b s e r w a c j i  m a c i e r z  w s p ó ł o z y n n i k ó w  Wago
wy oh

i i h ( k + l )  “ ' j '11** w1 ' w2 ' " " ,' h ( k + l ) J -  ( 3 . 2 )

Zmienionemu z b i o r o w i  pomiarów o d po wi a da  m a o i e r z  pomiarów

- p ' k + 1  ) , q ( k  + 1 ) * [ S p ( k + l ) , S p ( k + l )  + 1 > " " i 2 q ( k + l ) J  ’ ( 3 . 3 )

? d z  i e :

p ( k + l )  = p ( k )  + r ( k + l ) ,  

q ( k + l )  = q ( k )  + a ( k  + l ) .
( 3 . 1*!

a n a l o g l o z n i e  do ( 2 . 7 ,  2 . 8 )  o d p o w i a d a j ą :  m a o i o r z  pomiarów w i e l k o ó c i  
w e *4cIowy oh

k»1 ) ,q(  k+1 ) c j ^p(  k + l ) + 1 ' , * *’Hq( | t + i ) ]  ( 3 . 5
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i p ( k + 1  ) , q ( k + 1  ) = [y p ( k + l ) ’7 p ( k + l )  + 1  y q ( k + l ) ]  ( 3 - 6)

P r z y  z a ł o ż e n i u ,  t e

* • *  [ i £ ( k + l ) , q ( k + l )  i h ( k + l )  ^ ( k + O . ą U  + l ) ] ^  °  f : * ' 7)

A D t l o g i o z n i e  do ooeny ( 2 . 1 0  -  2 . 1 2 )  o c e n a  £ p ( k  + l )  q ( k + l )  W0'f *0^, ' Pa ra me 

t r ó w  r ó w n a n i a  ( 2 . l )  w y z n a cz o na  na p o d s t a w i e  pomiarów n a l e ż ą c y c h  do  r u o h o -  
n e g o  z b i o r u  pomiarów w k +1 -szy m k r o k u  o b l i o z e n l o w y m  d a n a  J e a t  z a l e Z n o ó c i ą

Ł p ( k + 1 ) , q ( k + 1 ) “ - p ( k  + 1 ) f q ( k  + 1 )3-p( k + 1 ) , q ( k  + 1 ) ’ ( 3 - 8 )

g d z i e

£p(  k+1 ) , q (  k + 1 ) -  [ ^ p ( k + 1 ) , q ( k + 1 ) ^ b ( k + 1 ) — p( k + 1 ) , q (  k + 1 )] ( 3 . 9 )

^ p ( k  + 1 ) , q (  k + 1 ) = —p( k+1 ) , q ( k  + 1 ) ^ h ( k + 1 ) 2 i p ( k  + 1 ) , q (  k+,1 ) 3 "

P o n i ż e j  z o s t a n ą  wyprowadzone  z a l o Z n o ó o i  u m o ż l i w i a j ą c e  r e k u r e n o y j n e  wy

z n a c z e n i e  oceny  b f>( k+1 ) #q( k + 1 ) ° r a z  m a c i e r z y  £ p ( k + 1 ) f q ( k + 1) nB P ° d ®t®-

wi e  z n a n y o b :  ooeny Ł p ( | f )  q ( k ) *  » a o i e r z y  £ p ( k ) fq ( k )  o r a z  na  P°d s t a w i e da“  

nyoh o k r e ś l a j ą c y c h  z mi a nę  r uohomego z b i o r u  pomiarów w k+1—szym k r o k u  o b l i — 
ozeniowym w p o r ó w n a n i u  z ruchomym z b i o r e m  pomiarów w k —tym k r o k u  o b l i c z e 

niowym.
W y d z i e l a j ą c  w £ ^ ( k ) f q ( k ) 1 w a p ( k ) , q ( k )  d a n * ch * a l . * n o ó o i a m i  ( 2 . 1 l ) ,

( 2 . 1 2 )  o r a *  w g } k + 1 ) , q ( k+1  ) 1 *  9 p (  k + 1 ) , q(  k+1 ) d a ny0 b
( 3 . 9 ) ,  ( 3 . 1 0 )  s k ł a d n i k i  z a l e ż n e  od pomiarów w y m i e n i a n y c h  w k+1- azym k r o k u  
o b l i o z e n l o w y m  o t r z y m u j e m y :

—p ( k ) fq ( k )  = £ p ( k ) , p ( k  + l ) - 1  + 0f r(lC + l )  £ p ( k  + l ) , q ( k )  ( 3 * 1 l )
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r ( k + 1 )
£ L p ( k ) , q ( k )  = ^ p ( k ) , p ( k + 1  ) -1  +0i  3.p(k + 1 ) , q ( k )

( 3 . 1 2 )

_ - 1  _ - 1  h ( k ) - r ( k + l )  - - 1  f -  . »1
—p ( k - 1  ) , q ( k  + 1 ) ~  —p ( k + l ) , q ( k )  + C< - q (  k ) +1 , q (  k + 1 )

h ( k ) - r ( k + 1 )
^4>( k + 1 ) , q ( k  + 1 ) = 3.p(k + 1 ) , q ( k )  +oę ^ q ( k  ) + 1 , q ( k + 1 ) ( 3 . 1 ^ )
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K I I m i n u J ą o  z z a l e ż n o ś c i  ( 3 . 1 1  -  3*1*0 s k ł a d n i k i  z a l e ż n e  w y ł ą o z n i e  od po
mi ar ów,  k t ó r o  z n a j d o w a ł y  s i ę  w ruchomym z b i o r z e  pomiarów w k - t y m  k r o k u  o -  
b l i o z e n i o w y r a  o r a z  z n a j d u j ą  s i ę  w tym z b i o r z e  w k+1—szyra k r o k u  o b l i c z e n i o 
wym, o t r z y m u j e m y :

P-1 _ - r ( k + 1 ) r  -1  -1  h ( k ) „ - 1  "I
- p ( k + 1 ) , q ' k + 1 ) ^  I r P ^ Ł O f ą i k ) " —p ( k ) f p(k+1 ) - t  0$ *-q( k ) + t , q (  k + 1 )J *

( 3 . 1 5 )

a p ' k+1  } , q ' k + 1  ) = °f [a- p ( k ) , q ( k ) “ 31, ( k ) I p(k+1 ) - l + Of C R ) +1 , q ( k +1  )]

( 3 . 1 6 )

W' z a l e ż n o ś ć i a o h  ( 3 . 1 5 »  3 . 1 6 )  po p r awych  s t r o n a c h  o p r ó c z  s k ł a d n i k ó w  z a w i e 
r a  j ą o y  oh p om ia r y  n a l e ż ą c e  do  r u ch ome go  z b i o r u  pomiarów w k - t y m  k r o k u  o b l i 
czen iowym w y s t ę p u j ą  s k ł a d n i k i  z a w i e r a j ą o e  w y ł ą o z n i e  po mi a r y  w ym i e n i a n e  w 
ruchomym z b i o r z e  pomiarów w k +1 -s zym  k r o k u  o b l i c z e n i o w y m .

D a l e j  oznaczamy p r z e z  l ( k + l )  u p o r z ą dk ow a ny  z b i ó r  i n d e k s ó w  pomiarów m^ 
w y m i e n i a n y c h  w k+1- az ym k r o k u  o b l i c z e n i o w y m

i ( k + l )  = *^p( k )  #p ( k ) + 1 , • • - » p(k+1 ) -1  fq ( k )  + 1» .  . .  »q( k+1 )|* ( 3 . 1 7 )

o r a z  d e f i n i u j e m y :

-  m a c i e r z  iĘ[(|C + |  ) j a k o  m a c i e r z  z a w i e r a j ą c ą  w y ł ą o z n i e  p o m ia r y  w ym i e n i a n e  
w k +1 -s zy m k r o k u  o b l i c z e n i o w y m

^ ( k + 1  )
- p ( k ) , p ( k + 1 ) - t

—q ( k )  + 1 f q ( k + 1 )

( 3 . 1 8 )

k t ó r e j  ze  w z g l ę d u  na  ( 2 . 2 )  o d p o w i a d a j ą  n a d a r z  U i ( k + 1 ) o r a z  w e k t o r

i ! ( k * i ) :

—p( k ) , p ( k + 1 ) - 1 ^ • p ( k ) , p ( k + l  ) -1

—? ( k+1 ) =
Ą ( k )  + 1 , q ( k  + l )_

—i  ( k +1 ) =
_ £ q( k )  + 1 , q ( k  + 1 ) _

3 . 1 9 )

-  m a c i e r z  w s p ó ł c z y n n i k ó w  wagowyoh p r z y p o r z ą d k o w y w a n y c h  wymi en i anym p omi a
rom w z b i p r z e  pomiar ów w k+ 1—szym k r o k u  o b l i c z e n i o w y m

2 ? ( k + l )  = ( 3 . 2 0 )z ki ' L  ' -  
T  h ( k ) u

L0 , <Jf - z ( k + l l

-  ś c i ś l e  p r z y p o r z ą d k o w a n ą  m a c i e r z y  d i a g o n a l n ą  m a c i e r z  £ i ( k  + 1 ^ ’

o k r e ś l a j ą c ą  k i e r u n e k  wymiany pomiarów w ruchomym z b i o r z e  pomiarów w k + 1- 
- s z y i r  k r o k u  o b l i c z « n i o w y m

5 l ( k + l )  '

i r ( k + 1 )

i a ( k + 1 )

( 3 . 2 1 )
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g d z i e :  ^ r ( k + l ) '  —s ( k  + l )  “ a o ^®r z o  J e d n o s t k o w e  o s t o p n i a c h  o d p o w i e d n i o
r ( k  + l )  o r a z  s ( k + l ) .

Z a l o ż n o ś o i  ( 3 . ' 5 ,  3 . ' 6 )  po u w z g l ę d n i e n i u  oz naoz er i  ( 3 . 1 7  -  3 . 21  ) możno 
p r z e d s t a w i ć  w p o s t a o i :

—p( k + 1 ) , q ( k+1 ) = | ^ - p ( k ) , q ( k )  + —? (  k+1 )—i (  k + 1 )—i  ( k  + 1 )j

V k + i ) , n ( k * 0  = ° ę ~ r f  k + 1 5 [3-p(k) , q ( k )  + 2 l ( k + 1 ) £ i ( k + , ) ł ? ( k + i ) ]  

g d z i e  m a c i e r z

—1( k+1 ) = - l ( k + 1  J - i f k + l  ) ' 3 . 2 - i )

J e s t  m a o i e r z ą  w z g l ęd n y o h  wap ó l o z y n n i k ó w  wagowyoh p r zyp or zą d ko wy wa n yc h  wy
m ie n ia ny m pomiarom.
W y k o r z y s t u j ą o  w (3. 22) t o ż s a m o ś ć  [V] :

i - i
[ a-1  + 2 £ " 12 ]  = * [ I a *• 2 ' 2 Ć 2  +

g d z i e :  A, C,  A- ' + BC- , D s ą  m a c i e r z a m i  k wa dr at owymi  n i e o a o b l i w y m i , o t r z y 

mujemy r e k u r e n o y j n y  w z ó r  na m a o i e r z  2 p ( k+ i ) fq ( k + i ) w Po s t a o 1 -

£p( k+1  ) , q ( k + 1  ) = 0 ł  ^ - p ( k )  , q ( k ) | i l _- l ( k  + 1 ) [ ^ ? ( k  + 1 ) - p (  k ) , q ( k ) - l ' k + 1  ) +

1-1  IT o 1 ( 3 . 2 5 )
+ - i ( k + l ) J  - i ( k + 1  )—p ( k )  , q ( k ) j -

U w z g l ę d n i a j ą o  w ( 3 . 8 ) z a l e ż :  o ś c i  ( 3 . 2 3 ,  3 . 2 5 )  o t r z y m u j e m y :

Łp( k+1 ) , q (k+1  ) = £ p ( k ) , q ( k ) | ^ i l “ - I ( k + 1  ) [ 2 ł ( k  + 1 )2p(  k)  , q  ( k ) - ? (  k + 1 ) +- f ( k + 1 )] •

• 2 i ( W+ l ) V k ) , q ( k ) |  [ a p ( k ) , q ( k )  + 2 i ( k + l ) £ i ( k  + l ) Ł 2 ( k  + l J

S t ą d  w wyn i ku  k o l e j n y o h  p r x e k a * t a l o e ń  z u w z g l ę d n i e n i e m  z a l e ż n o ś c i  ( 2 . 1 0 ) ,  
o t r z y m u j e m y :

—p( k+1 ) , q (  k+1 ) = V k ) , q ( k )  + —p( k ) , q (  k )—1 (  k + 1 ) [ “ i (  k + 1 )—p( k ) , q  (k )—1( k + 1 ) +

i " 1 r  l  ( 3 > 2 6 )
+ £ ? ( k + i ) J  I 5 x ( k + i )  -  I f t ( k + i ) V K ) , q ( i c ) l



V. Cl ohoolc i

Dla z  g ó r y  z a d a n e g o  o i ą g u  m a o i e r z  w z g l ę d n y c h  w a p ó ł o z y n n i k ó w  wagowyoh
pomiarów w y m i e n i a n y c h  £ 1 ( ^  + 1 ) J®** j e d n o z n a c z n i e  o k r e ś l o n a  p r z e z :  h o r y 
z o n t  o b s e r w a c j i  h ( k ) f i l o ś ć  pomiarów wp ro wa dz an y ch  s ( k  + l )  o r a z  i l o ś ć  po
mi ar ów usuwany ch  r ( k + l )  i  p o s i a d a  p o s t a ć :

—5!( k + 1 ) =
r ( k + 1 X

r - r r

ł ( k )

f »(k+1 )-

g d z l a :  = w“ [ j f ( k )  = of - h ^k ^. S t ą d  z a l e * n o i o  1 C 3 - ' , 3 . 2 5 , 3 . 2 6 )  t wor zą  u -

k l a d  z a l o t n o ^ o l t

—p( k + l ) , q ( k + 1  ) —p ( k ) , q (  k ) +^ p (  k+1 \ q (  k+1 ) [ - l ( k + l ) " - l (  k + l ) - p ( k ) , q ( k ) ]  

- p [  k + 1 ) , q (  k+1 ) _ °f k + 1 ) , q (  k+1 )—l ( k  + 1 )] ^ p ( k )  , q ( k )

b ( k + l ) = h ( k ) + » ( k + l ) - r ( k + l )

’" ( 3 . 2 7 )

g d z i e  2 p ( j c + i ) q ( k + | )  J c’a t  m a c i e r z ą  w s p ó ł c z y n n i k ó w  k o r e k c y j n y c h  o wymia
r a c h  1 x £s ( k +1 ) + r ( k +  1 )], o k r e ś l o n ą  z a l e ż n o ś c i ą

- p ( k + l  ) , q ( k + 1  ) = £ p ( k ) , q ( k ) ! $ ( k + 1  ^ ( k + 1  ) - p ( k ) , q ( k ) - l ( k + 1  ) +^ l ( k + 1  )] ^ 3 - 28)

Z a l e ż n o ś c i  ( 3 . 2 7 ,  3 . 2 8 )  u m o ż l i w i a j ą  r e k u r e n c y j n e  w y z n a c z e n i e  o ce ny
b /,  / .  « \ na p o d s t a w i e :—p ( k + 1 ) , q ( k + 1 ) K

-  z n a j o m o ś c i  o c en y  b p ( k ) q ( f c ) f n a o ^ r *y £ p ( k )  q ( k )  o r a z  h o r y z o n t u  o b s e r 
w a c j i  h ( k )  w yz n a c z o n y c h  w k - t y m k r o k u  o b l i c z e n i o w y m

-  z n a j o m o ś c i  s ( k + l ) v r ( k + l )  o r a z  e l e m e n t ó w  mac l e r z y  i i j ( k  + l )  o k r e ś l a j ą -  
oyoh wymianę pomiar ów w ruchomym z b i o r z e  pomiarów w k+1 - sz ym  k r o k u  o b l i 
c zen iowym.

Z a l e ż n o ś c i  t e  w p r z y p a d k u  g d y :

s(k- ł - l )  f  0 ,  r ( k + l )  = 0 u m o ż l i w i a j ą  u w z g l ę d n i e n i e  s ( k + l )  nowych p omi a
rów w w a r t o ś c i  o ce ny  e s ty mo wan eg o w e k t o r a  p a r a m e t r ó w .  V p r z y p a d k u  gdy
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s ( k +1 )s1 p o k r y w a j ą  s i ę  ze  z nanymi  z a l e ż n o ś c i a m i  r e k u r e n o y  j n e  j  w e r s j i  a l g o 
r y tmu  n a j m n i e j s z y c h  w y k ł a d n i c z o  ważonych  k w a dr a t ów  [i , k] .

s ( k + l )  = 0 ,  r ( k + l )  0 s t a n o w i ą  o r y g i n a l n ą  r e k u r e n o y j n ą  w e r s j ę  a l g o 
r y t mu  n a j m n i e j s z y c h  w y k ł a d n i c z o  ważonych  k w a dr a t ów ,  k t ó r a  u m o ż l i w i a  w y e l i 
m i n ow a ni e  wpływu r ( k + l )  pomiarów na w a r t o ś ć  e s tymowane go  w e k t o r a  p a r a 
m e t r ów ,

s ( k + l )  ^  0 ,  r ( k + l )  /  0 s t a n o w i ą  o r y g i n a l n ą  r o k u r e n c y j n ą  w e r s j ę  a l g o 
r y t mu  n a j m n i e j s z y c h  w y k ł a d n i c z o  ważonych  k w a dr a t ów ,  k t ó r a  u m o ż l i w i a  wymia
nę  wpływu s ( k  +1) +r ( k  + 1) pomiarów ( u w z g l ę d n i e n i e  wpływu s ( k + l )  pomiar ów o -  
r a z  w y e l i m i n o w a n i e  wpływu r ( k + l )  pomiar ów)  na  w a r t o ś ć  es t ymowane go  we k to 
r a  p a r a m e t r ó w .

Va r un k i em  k o n i ec z n y m  i s t n i e n i a  w k+1- szym k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  j e d n o z n a 

c z n i e  o k r e ś l o n e j  z a l e ż n o ś c i a m i  ( 3 . 2 7 ,  3 . 2 8 )  o ce ny  ą i k  + l ) ^ 60* a Pe 2r-
n i e n i e  w ar un ku

h ( k )  + T r Ę j ( k + l )  >  1 + 1 ( 3 . 2 9 )

Warunek t e n  o z n a c z a ,  że  w każdym k r o k u  o b l i o z e n i o w y r a  w ruchomym z b i o r z e  
pomiarów n i e  może b y ć  r a n i e j  pomiarów od i l o ś c i  n i e z n a n y c h  p a r a m e t r ó w  rów
n a n i a  po mi a r owe go  ( 2 . l ) .  N a t o m i a s t  w a r u nk i em  k o n i ec z n y m  i  wy s t a r c z a j ą o y m  
i s t n i e n i a  j e d n o z n a c z n i e  o k r e ś l o n e j  z a l e ż n o ś c i a m i  ( 3 . 2 7 ,  3 . 2 8 )  ooeny J e s t  
by

k .  PROBLEM WARUNKÓW POCZĄTKOWYCH

W o e l u  i n i c j a c j i  a l g o r y t m u  ( 3 . 2 7 ,  3 . 2 8 )  wymagana j e s t  z n a j o m o ś ć  w a r u n 

ków p o o z ą t k o w y o h : b p ( o )  q ( o ) *  —p ( o )  q ( o )  o r a z  v p r a c y  [2]  w yka za no ,
ż e  p r z y j ę c i e  warunków po oz ą t k owy o h w r e k u r e n o y j n y m  a l g o r y t m i e  n a j m n i e j -  
s z y o h  k w a dr a t ów  ma t a k i  sam wpływ na  w y n i k i  e s t y m a c j i  j a k  w p r o w a d z e n i e  do 
z b i o r u  pomiarów d od a t k o w o  1+1 pomiarów f i k o y j n y o h  n i e  z w i ą z a n y c h  z w ł a s 
n o ś c i a m i  i d e n t y f i k o w a n e g o  o b i e k t u .  P o n i ż e j  p r z e d s t a w i o n o  r o z s z e r z e n i e  t e 
go s t w i e r d z e n i a  na  p r z y p a d e k  a l g o r y t m u  n a j m n i e j s z y c h  ważonych  k wa d ra tó w.  
Można u do w o d n i ć  n a s t ę p u j ą o e  t w i e r d z e n i e :

Dl a  warunków p o o z ą t k ow yo h  ł>p ( 0 ) , q (  o ) ’£p(  0)  , q ' O ) '  g d z l e  £ p ( o ) , q ( o )  jG3t  

w e k t o r e m  o do wo l ny o h  s k ł a d o w y c h  r z e c z y w i s t y c h ,  a  £ p f o ) , q ( o )  ^e s t  m a o l e -  

r z ą  s y m e t r y c z n ą  d o d a t n i o  o k r e ś l o n ą  o r a *  d l a  z a d a n e j  d o d a t n i o  o k r e ś l o n e j  
m a o i e r z y  w s p ó ł c z y n n i k ó w  wagowyoh V, można z aws ze  w y z n a c z y ć  t a k i  z b i ó r  
1+1 pomiar ów ( z wa ny c h  p om ia r am i  f i k c y j n y m i )  o p o s t a c i

5=Il = [ n l i  ! y _ t ]  = [ i T- i | 2 . T- i £ p ( 0 ) . q ( 0 ) ] ’ d i a  i  = o - 1 .............1
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[ I I "1 T
£Lo' —_ i l  • • •  ’ —- 1  J e s * m a o i e r a ą  n i o o a o b l i w ą  s p e ł n i a 

j ą c ą  z a l e ż n o ś ć  1 *

■ f w s  = p ; ; 0 ) t q ( 0 ) . a . 2 )

k t ó r y  po p r « o t w o r z e n i u  p r z e z  a l g o r y t m  n a j m n i e j s z y c h  ważony ch  k w a dr a t ów  d a 

j e  w e k t o r  i p ( 0 ) i q ( 0)  ° r a z  m a c i e r z  £ p ( 0 ) . q ( o )-

Dowód: D l a  s y m o t r y o z n y o h  d o d a t n i o  o k r e ś l o n y o h  m a c i e r z y  2 . p ( o } ”q ( o )  o r a z
— 1 T

V i s t n i e j e  z a ws z e  t a k a  m a c i e r z  n i e o s o b l i w a  S,  ż e  P p ( g )  q ( o )  = — — —■ ®*ąd

d l a  z a d a n y c h  Ł p( o )  q ( o ) ’ —p ( o )  q ( o )  o r a z  z a d a n e j  m a c i e r z y  w s p ó ł c z y n n i k ó w

wagowyoh V i s t n i e j ą  zaw6ze  p o m ia r y  ( 6 . 1 ) ,  d l a  k t ó r y c h  s p e ł n i o n y  j e s t  wa
r u n e k  ( 1| .  2 ) .  W yz na cz a j ą c  w e dł u g  a l g o r y t m u  n a j m n i e j s z y c h  w a żo nyc h k w a d r a 
tów na p o d s t a w i e  pomiarów ( 6 . 1 ) o r a z  p r z y p o r z ą d k o w a n e j  im m a c i e r z y  w s p ó ł 

c z y n n i k ó w  wagowyoh W o o e n ę  Ł  1  o '  o t r z y rauJ eB!ll:

£ - 1 , 0  = £ - 1 ,0  f i l ,

g d z i e :

- - 1 , 0  = [ s ^ s ] - 1 . i  = £  £pC0 ) , q ( 0 )

S t ą d  u w z g l ę d n i a j ą o  ( ^ . 2 ) ,  o t r z y m u j e m y :

- - 1 , 0  = —p( O) , q (  o )  ° r a z  £ - 1 , 0  = £p  ( O ) , q ( 0 )

o , n . w .

Z p r z y t o c z o n e g o  t w i e r d z e n i a  w y n i k a ,  ż e  p r z y j ę c i e  w r e k u r e n o y j n y m  a l g o 
r y t m i e  n a j m n i e j s z y c h  w y k l a d n i o z o  wa żonyoh  k wa d ra tó w warunków p oo z ą t k owy oh  

£ p ( o )  q ( o ) ’ —p ( o )  q ( o )  “ a  t a l { i  sam wpływ na  w y n i k i  d a l s z e j  e s t y m a o j i  J a k  
w p r o w a d z e n i e  do z b i o r u  pomiarów d o d a tk ow o  1 + 1  pomiar ów f i k o y j n y o h  ( * ł . l ) ,  
k t ó r y m  z o s t a ł y  p r z y p o r z ą d k o w a n e  z a d a n e  w a p ó ł o z y n n i k i  wagowe.  S t ą d  w a r u n ek  
p oo z ą t k owy  h ( o )  p r z y j m u j e  p o s t a ó :

h ( o )  = 1  + 1 ( i* . 3)

Ze w z g l ę d u  n a  f a k t ,  że  p om ia r y  f i k o y j n e  CU. 1 )  s ą  o a ł k o w l o i e  n i e z w i ą z a -  
n e  z  w ł a s n o ś c i a m i  i d e n t y f i k o w a n e g o  o b i e k t u ,  w s p ó ł c z y n n i k i  wagowe p r z y p o 
r z ądkowywano tym pomiarom powi nny  p o s i a d a ó  w a r t o ś c i  m o ż l i w e  J a k  n a j m n i e j 
s z e .  O g r a n i c z a  j ą o  ze  w z g l ę d u  na  p r o s t o t ę  o b l i o z e ó  wybór  m a c i e r z y  E p ( o ) q ( o )  
o r a z  W do m a c i e r z y  d i a g o n a l n y c h  o r a z  u w z g l ę d n i a j ą c  (**.1,  6 . 2 ) ,  o t r z y m u 
jemy :
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- p ( o ) , q ( o )  = d i a e ...........^ l } '  ^ p ( o ) , q ( o )  = [ a 0 ' a 1 ' " - ' a J  >

u- i i  v - ig d z i e  d l a  i = 0 , 1 , , . . , 1 :  fi. = —- — , a ,  = — — , w -  e l e m e n t  m a o i e r z y  W
w- i  u- i i

p r z y p o r z ą d k o w a n y  p o m ia r ow e !  m S t ą d  d l a  1 = 0 , 1 , . , . , 1  p r z y  ma

my (5^-*-°° , n a t o m i a s t  , ze  w z g l ę d u  n a  b r a k  p o w i ą z a ń  pomiarów f i k c y j 
nych  z  w ł a s n o ś c i a m i  i d e n t y f i k o w a n e g o  o b i e k t u ,  t j .  b r a k  j a k i e j k o l w i e k  z a 
l e ż n o ś c i  y i  od u - i i '  p r z y j m u j ą  w a r t o ś c i  do wo l ne  ( z e  w z g l ę d u  na p r o s t o 
t ę  o b l i c z e ń  w yg od n i e  J e s t  p r z y j ą ć  d l a  i  = 0 , 1 , « . . , 1  a ^  = o ) .

Re as umuj ąc  w a r u n k i  p o c z ą t k o w e  u m o ż l i w i a J ą o e  i n i o j a o j ę  e l g o r y t m u  ( 3 * 2 7 ,  
3 . 2 8 ) ,  p r z y j m u j ą  p o s t a ć :

b ( O ) = 1+1

£ p ( o ) q ( o )  = d i " « { * 0».<i1 ............^ l }

V o ) q ( 0 )  = Ca o ' a 1 - ” " a l ] T

g d z i e :  6^ p o s i a d a  b a r d z o  d u* ą  w a r t o ś ć  d o d a t n i ą ,  n a t o m i a s t  a ^ p o s i a d a
w a r t o ś ć  d o w o l n ą .

W p r a k t y o z n e j  r e a l i z a o j i  p r z y  p rz y j m o w a n i u  warunków p o o z ą t k o wy oh  ( I t . l ł )  
p r zy j m o w a n i e  w m i e j s o e  b a r d z o  duZyoh w a r t o ś o i ,  ze  w z g l ę d u  n a  d o k ł a d 
n o ś ć  o b l i o z e ń  n um or y oz ny oh ,  J e s t  o g r a n i o z o n e  Qs] . S t ą d  s z o z e g 6 l n i e  p r zy  
m a ł y c h  w a r t o ś o i a o h  h o r y z o n t u  o b s e r w a o j i  (j2j z a c h o d z i  k o n i e c z n o ś ć  e l i m i n a 
c j i  wpływu p rz y jm owa n yc h  warunków p oo z ą t k owy oh  na  w a r t o ś c i  u z y s k i w a n y c h  
z a  pomooą a l g o r y t m u  o c e n .  Ze w z g l ę d u  na  f a k t ,  Ze p r z y j ę o i e  warunków po
o z ą t k o wy o h mo*e b y ć  r ó w n i e *  i n t e r p r e t o w a n e  j a k o  w p r o w a d z e n i e  do z b i o 
r u  d a nyo h 1+1 po mia ró w f i k o y j n y o h ,  k t ó r y m  z o s t a ł a  p r z y p o r z ą d k o w a n a  ■»-  
o i e r z  w s p ó ł c z y n n i k ó w  Wagowych b ę d ą o a  m a c i e r z ą  j e d n o s t k o w ą ,  n o ś n a  z a s t o s o 
wać a l g o r y t m  e l i m i n a c j i  wpływu t y o h  warunków p r z e d s t a w i o n y  w [ V ] .

5 .  UWAGI KOŃCOWE

S t o p i e ń  m a c i e r z y  o d w r a o a n e j  w z a l e Z n o ś c i  ( 3 . 2 8 )  J e s t  równy s t o p n i o w i  
m a o i e r z y  J^i fk + l '  wynoszącemu w ( k + l )  = s ( k + l )  + r ( k  + l ) ,  t z n .  J e s t  równy 
i l o ś c i  pomiarów wy ra ien i an yoh  w danym k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  w ruchomym z b i o 
r z e  p omiar ów.  Tak  w ię c  w p r z y p a d k u  w ( k + l ) > l  + 1 z  z a s t o s o w a n i e m  a l g o r y t 
mu r e k u r e n o y J n e g o  ( 3 . 2 7 ,  3 . 2 8 )  z w i ą z a n e  j e s t  o d w r a o a n i e  m a o i e r z y  o w i ę k 
szym s t o p n i u  n i *  w p r z y p a d k u  z a s t o s o w a n i a  a l g o r y t m u  n i e r e k u r e n o y j n e g o  
( 2 . 1 0  -  2 . 1 2 ) ,  powoduJąo na  pewno n i e o p ł a o a l n o ś ć  s t o s o w a n i a  w e r s j i  r e k u 

r e n o y  J n o j .
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W yz na c z e n i e  w k + 1 - s z y m  k r o k u  o b r l i o z e n i o w y r a  w a r t o ś c i  oc en y q(k+i)

można p r z e p r o w a d z i ć  w o p a r c i u  o z a l e ż n o ś c i  ( 3 . 2 7 ,  3 . 2 8 ) ,  s t o s u j ą c  w^ k+l )  
p omocn i oz yoh  kroków o b l i o z e n i o w y o h , w każdym z k t ó r y c h  b y ł b y  a l b o  usuwany,  
a l b o  d o ł ą c z a n y  do r u cho me go  z b i o r u  t y l k o  J e d e n  p o m i a r .  V p r z y p a d k u  tym za
m i a s t  j e d n e g o  k r o k u  o b l i c z e n i o w e g o ,  w k t ó r y m  o d w r a c a n a  j e s t  m a c i e r z  s t o p 
n i a  w(k- f l )  mamy w ( k + l )  k r oków o b l i o z e n i o w y o h ,  w każdym z k t ó r y c h  odwra-  
oany j e s t  s k a l a r .  V p r z y p a d k u ,  k t ó r y  ma o z ę s t o  m i e j s c e  w s ys t e r a a o h  i d e n 
t y f i k a c j i  w c z a s i e  r z e c z y w i s t y m ,  gdy w każdym k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  do z b i o 
r u  pomiarów d o ł ą c z a n y  j e s t  j e d e n  p o m i a r  b i e ż ą c y  o r a z  j e d n o c z e ś n i e  usuwany 
j e s t  z n i e g o  j e d e n  po mi a r  n a j s t a r s z y  mamy, s t o s u j ą c  z a l e ż n o ś ć  i  (3 . 2 7 , 3 . 2 8 ), 
do c z y n i e n i a  w każdym k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  z o d w r a c a n i e m  m a o i e r z y  s t o p n i a  
d r u g i e g o ,  co j e s t  o p e r a o j ą  s to s u n k o w o  p r o s t ą .  O p e r a o j ę  t ę  można w tym p r z y-  
padkij  r ó w n i e ż  z a s t ą p i ć  dwu kr ot nym z a s t o s o w a n i e m  ww z a l e ż n o ś c i  o d d z i e l n i e  
d l a  p o s z o z e g ó l n y o h  po miar ów,  w y r a i e n i a j ą o  w t e n  s p o s ó b  j e d e n  k r o k  o b l i o z e -  
niowy z o d w r a ca n i em  m a o i e r z y  s t o p n i a  d r u g i e g o  na  dwa k r o k i  o b l i c z e n i o w e  z 
o dwr aca ni em w każdym z n i o h  w i e l k o ś c i  s k a l a r n e j .

P o n i ż e j  w t a b l . 1 z e s t a w i o n o  i l o ś c i  pods t awowyoh d z i a ł a ń  w y a t ę p u J ą o y o h
w k+ 1 -szyra k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  w w e r s j i  r e k u r e n o y j n e j  ( 3 . 2 7 ,  3 . 2 8 ) o r a z  
w w e r s j i  n i e r e k u r e n o y j n e j  ( 3 .8  -  3 . 1 0 ) p r z y k ł a d o w o  d l a  p r z y p a d k u ,  gdy do 
z b i o r u  pomiarów d o ł ą o z a n y  j e s t  j e d e n  p om i a r  b i e ż ą c y  o r a z  j e d n o c z e ś n i e  us u 
wany z n i e g o  j e s t  j e d e n  p o m i a r  n a j s t a r s z y .  V w e r s j i  n i e r e k u r e n o y J n e J  z a 
s to s o w a n o  a l g o r y t m  r o z w i ą z y w a n i a  u k ła dó w r ównań  n o r m a l n y o h  w e d ł u g  metody 
l ianach i  ewio za  [3]  .

T a b l i c a  1

1  , v ( k  + 1 )

W er s j a  
r e k u r e n o y  j n a

W e r s j a
n i e r e k u r e n o y jna

n ’ J
* t - " * . /

n _
r

n
+ #- n * . / V

1 , 2 10 25 2 ił 11 1
2 , 2 27 1)8 2 13 29 2
3 , 2 50 78 2 28 55 3

2 79 115 2 50 90 i)
5 , 2 11 ił 159 2 80 135 5
6 . 2 155 210 2 119 191 6
7 , 2 202 268 2 168 259 7
8 , 2 255 333 2 228 31)0 8
9 . 2 31 i* i)05 2 300 1)35 9

10 , 2 379 l)8i) 2 385 51)5 10
11 . 2 i»50 570 2 1)81) 671 1 1
12 , 2 527 663 2 598 81 i) 12
' 3  , 2 610 763 2 728 975 13
Ul , 2 699 870 2 875 1155 11)
15 , 2 79*1 981) 2 101)0 1355 15
16 , 2 895 1105 2 1221) 1575 16
17 , 2 1002 1233 2 11)28 1819 17
18 , 2 1115 1368 2 1633 2085 18
19 , 2 1234 1510 2 1900 2375 19
20 , 2 1359 1659 2 2170 2690 20
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od .  t a b l i c ?  1

1 , w ( k + 1 )

W e r s j a  
r e k u r e n o y I n a

W e r s j a
n i e r e k u r e n o y jnn

n
+  . - " * , / V

n
+  . - n r

21 , 2 1 U90 1815 2 21)61) 3031 21
22 , 2 1627 1978 2 2783 3399 22
23 , 2 1770 211)8 2 3128 3795 23
21) , 2 1919 2325 2 3500 1)220 2<)
25 , 2 207 I) 2509 2 3900 1)675 25
26 . 2 2235 2700 2 1)329 5 1 Ć1 26
27 » 2 2402 2898 2 1)788 5679 27
28 , 2 2575 3103 2 5278 6230 28
29 , 2 2751) 3315 2 5800 6815 29
30 , 2 2939 35 3^ 2 6355 7 1>35 30
31 , 2 3130 3760 2 691) 1) 8091 31
32 , 2 3327 3993 2 7568 8781) 32
33 , 2 3530 1)233 2 8228 9515 33
31» , 2 3739 1)1)80 2 8925 10285 3i)
35 » 2 '  3951) 1)7 3U 2 9660 11095 35

1 ^n , n , ,  n -  o d p o w i e d n i o :  l ą o z n a  l i o z b a  o p e r a c j i  d o d a w a n i a  i  ode j r ao-  
/  |

w a n i a ,  l ą o z n a  l i o z b a  o p e r a c j i  m n o ż e n i a  i  d z i e l e n i a ,  l i c z b a  o p e r a o J i  obli
c z a n i a  p i e r w i a s t k a  k w a d r a t o w e g o .

Na p o d s t a w i e  d a n y c h  p r z e d s t a w i o n y c h  w t a b l i c y  1 w i d a ć ,  ż e  d l a  1+1 > 8 
l i o z b a  p ods t a wo wy c h  d z i a ł a ć  w y s t ę p u J ą o y o h  w p r z e d s t a w i o n e j  T r e k u r e n c y j n e j  
w e r s j i  a l g o r y t m u  J e s t  m n i e j s z a  od l i c z b y  d z i a ł a ń  w y s t ę p u j ą o y o h  w w e r s j i  
n i e r e k u r e n c y j n e J  o r a z  ż e  r ó ż n i c a  między  t y m i  l i o z b a m i  j e s t  tym w i ę k s z a , i m  
w i ę k s z a  j e s t  l i o z b a  es t ymowanyoh  p a r a m e t r ó w ,  np .  d l a  1 + 1 >  27  l i o z b a  d z i a 
ł a ń  w y s t ę p u j ą c y c h  w w e r s j i  r e k u r e n c y  j n e  j  n i e  p r z e k r a c z a  5<y£ l i c z b y  d z i a 
ł a ń  w y s t ę p u j ą c y c h  w w e r s j i  n i e r e k u r e n o y j n e j . P o n a d t o  n a l e ż y  z au w a ż y ć ,  że  
w w e r s j i  r e k u r e n c y j n e J  w każdym k r o k u  o b l i c z e n i o w y m  mamy do o z y n i e n i a  z 
o d w r a c a n i e m ,  w r o z p a t r y w a n y m  w t a b l .  1 p r z y p a d k u ,  m a c i e r z y  s t o p n i a  d r u g i e 
g o ,  n a t o m i a s t  w w e r s j i  n i e r e k u r e n o y j n e j  mamy do o z y n i e n i a  z o d w r a c a n i e m  w 
każdym k r o k u  o b l i o z e n i o w y m  m a o i e r z y  o s t o p n i u  równym 1+1,  a  w k o n se k we n -  
o j i  w w e r s j i  n i e r e k u r e n o y j n e j  w p o r ó w n a n i u  z w e r s j ą  r e k u r e n c y j n ą , w p r z y 
padku d u ż e j  w a r t o ś o i  1+1 o r a z  o d w r a c a n e j  m a o i e r z y  b ę d ą c e j  m a c i e r z ą  s ł a b o  
uwa ru nko wa ną ,  w y s t ę p u j e  t r u d n y  p r o b l e m  d o k ł a d n o ś c i  o b l i c z e ń ,  z  k t ó r ym  
z w i ą z a n e  s ą  z n a c z n e  i l o ś c i  d o d a tk o wy oh  o p e r a c j i  n um er y c z n y c h .
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h h S  u a i p i m e R  B e c o B H x  KosiiK tH UH eH TO B n p H M e H R e M o ro  a o  c h x  n o p  b  H e p e K y p e H T H o lt 

$ o p u e  H  .  r ip n  6o jibm oM  VHCJie HAeHTH<{>KUHpoBaHHHX n a p a u e i p o B  n p e A J i a r a e u a J i  p e -  

K y p e H iK a a  B ep cH H  ó o j i e e  y jio O H a  a m  b l n h c jie H u ft u e u  H e p e K y p e H T H a a .

A RECURSIVE WEIGHTING LEAST-SQUARES ALGORITHM WITH MOVING DATA SET 

S u m m a r y

A r e o u r s i v e  v e r s i o n  o f  w e i g h t i n g  l e a s t - s q u a r e s  a l g o r i t h m  w i t h  moving 
d a t a  s e t  and  c o n s t a n t  w e i g h t i n g  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  f o r  a  g i v e n  o b s e r v a 
t i o n  h o r i z o n  i s  p r e s e n t e d .  Up t o  now t h i s  a l g o r i t h m  h a s  b e e n  u s e d  i n  n on -  
r e o u r s i v e  v e r s i o n  [7} - P r e s e n t e d  r e o u r s i v e  v e r s i o n  o f  t h e  a l g o r i t h m  g i v e s  
many n u m e r i o a l  a d v a n t a g e s  w i t h "  c o m p a r i s o n  t o  n o n r e o n r s i v e  v e r s i o n .


