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WPŁYW BŁĘDÓW KWANTOWANIA NA PRZEBIEG PROCESU IDENTYFIKACJI 
METODĄ NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW

Streszozenie. W pracy przedstawiono analizę wpływu błędów kwan- 
towania sygnałów pomiarowych na przebieg procesu identyfikaoJi pa
rametrów dyskretnego układu dynamioznego metodą najmniejszych kwa
dratów. Podozas analizy wykorzystano stoohastyozne modele kwantyza- 
torów sygnałów. Identyfikacja parametrów układu dynamioznego przy 
wykorzystaniu skwantowanyoh wartości sygnałów jest równoważna iden
tyfikacji układu, na który oddziałują w sposób addytywny dwa dodat
kowe źródła zakłóceń, Sumaryozne zakłócenia oddziałująoe na układ 
nie mają właśoiwośoi szumu białego, dlatego nie można otrzymać nie- 
oboiążonyoh ooen parametrów przy wykorzystaniu metody naJunieJszyoh 
kwadratów. Przedstawiono wyniki symulaojl prooesu identyfikacji pa
rametrów układu przy wykorzystaniu Jako sygnału wejściowego sygnału 
z generatora liozb pseudolosowyob o rozkładzie równomiernym.

1. WSTĘP

Prooes kwantowania sygnałów pomiarowych podczas identyfikaoji parame
trów dyskretnych układów dynamioznyoh są źródłami błędów kwantowania,któ
re wpływają na przebieg prooesu identyfikaoJi. Analiza tego wpływu jest 
szozśgólnie ważna, Jeżeli do pomiarów sygnałów stosowane są przetworniki 
analogowo-oyfrowe o stosunkowo niewielkiej liozbie bitów (6-10 bitów).

Do budowy modelu prooesu identyfikacji uwzględniająoego efekty kwanto
wania sygnałów pomiarowyob można wykorzystać stoohastyozne modele kwanty- 
zatorów. IdentyfikaoJa układu przy wykorzystaniu skwantowanyoh wartośoi 
sygnałów Jest równoważna identyfikaoJi układu, na którego wejście 1 wyj
ście oddziałują dodatkowe źródła zakłóceń, które powstają w wyniku kwan
towania sygnałów.

2. METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATÓW

Metoda najmniejszyoh kwadratów jest Jedną z najczęściej stoaowanyoh me
tod IdentyfikaoJi parametrów układów dynamioznyoh. Opróoz podstawowego 
algorytmu metody naJraniejszyoh kwadratów stosowana są również wersje me
tody umożliwiaJąoe wyznaozanie nieoboiążonyob ooen parametrów w przypadku, 
gdy zakłóoenia oddziałująoe na układ są skorelowane, między innymi uogól
niona metoda najmniejszych kwadratów (generalized least squares method),
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rozszerzona Metoda najmniejszych kwadratów (extended least squares Me
thod) oraz metoda zmiennych instrumentalnych (instrumental variable me
thod) QjJ .

Identyfikacja polega na wyznaczaniu modelu układu na podstawie pomia
rów sygnału wejściowego i sygnału wyjściowego. Przyjmuje się, że model u- 
kladu wyznaczany metodą najmniejszyob kwadratów jest opisany równaniem

Przyjmuje się, że są znane nft i oraz że na n^. Zakłada się, że i-
dentyfikowany układ można opisać za pomooą równania

Przyjmuje się, że zakłócenia oddziałujące na układ e(i) mają wartość o- 
czekiwaną równą zero

A(z”1) y(i) = B(z“1) u(i) + £(i)f ( 1 )

gdzie:
u(i) - sygnał wejściowy, 
y(i) - sygnał wyjśoiowy,
£(i) - błąd uogólniony,
z“1 - operator opóźnienia o okres próbkowania,

Z~ 1 u (i) = u( i— 1 ) ,

b(z~1 ) = z“*1 +
-n.‘b

- parametry modelu.

A(z“1)y(i) = Biz”1) u(i) + e(i), (2)
gdzie:

e(i) - zakłócenie oddziałujące na układ,

A(z”1) = 1 + a-jZ*-1 + ... + aQ z
-na

B( z”1 ) = b. z”  ̂ + "°b

przy ożyra: parametry układu.

E &  (i)] = O (3)
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oraz nie są skorelowane

{ : ■

dla i f j
E [ęd ) e( J )] = -j . ( O

-Z dla i f j

Zakłada się również, że układ Jeat asymptotycznie -stabilny.
Ocany parametrów układu można wyznaozyć w sposób rekurenoyjny [2] :

»(i) = » d  - i) + P(i)x(i)£(i), (5)

£(i) = y(i) - x(i)T »(i-1 ), (6)

- P(i) = P(i-1) - (7 )
1 + x(i)T p(l-1)x(i)

gdzie:

ft(i)T = a.(i)... a (i)b (i).•• b (i )| - wektor ocen parametrów ukla- 
L 1 na “b J du,

x(i)T = (-yd-O... -y(i-na)u( i-1 ).. .u(i-nb )] - wektor pomiarowy,

Pd) - macierz o wymiaraoh (nft + n^) x (nQ + n^).

Algorytm rekurenoyjny jest szczególnie przydatny do estymacji parametrów
przy wykorzystaniu maszyny cyfrowej, ponieważ umożliwia dokonywanie aktu
alizacji wektora ocen parametrów po każdorazowym wykonaniu pomiaru sygna
łu wejśoiowego i wyjściowego.

3. STOCHASTYCZNE HODELE KWAOTYZATORÓW

Ograniczenia natury fizycznej uniemożliwiają wykonywanie próbkowania 
sygnałów z nieskończenie dużą dokładnością. Próbki sygnałów muszą być al
bo oboinane, albo zaokrąglane. Prooes zaokrąglania realizowany przez prze
twornik analogowo-oyfrowy można przedstawić za pomooą modelu stochastycz
nego [3] . Równania stoohastyoznyoh modeli kwanty zator ów sygnałów wejśoio- 
wogo i wyjściowego można przedstawić w postaoi:

ud) = ud) + ejd), (8)

y (i ) = y(i) + e2(i). (9)
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gdzie:
u(i) - wartość u(l) po zaokrągleniu, 
y(i) - wartość y(i) po zaokrągleniu, 
e^(i) - błąd kwantowania aygnalu u(i),
0 2(1 ) - błąd kwantowania sygnału y(i).

Błędy kwantowania spełniają nierówności:

- f  <0,(1) <§,

- § < e 2(i) f,

gdzie: A  oznaoza szerokość podziału kwantowania dla sygnałów u(i) i y(i),
V atoohastyoznyoh modelaoh kwantyzatorów przyjmowane są zwykle następują-
oe załoZenia dotyoząoe błędów kwantowania [3] :
- olągi wartośoi -̂ ê (i)J- i ^,j(i)j- są realizacjami stacjonarnych proce

sów losowych,
- ciągi wartośoi «jej(i)^ i -fegfijj- nie są skorelowane z odpowiednimi sią- 

gami wartości dokładnych iu(i)J- i -|y(i)^ ,
- zmienne losowe tworzące proces błędu kwantowania są nieskorelowane, tj. 
błąd Jest szumem białym,

- zmienne losowe tworzące procesy błędów kwantowania mają równomierne roz
kłady prawdopodobieństwa o wartośoiaoh oczekiwanych

¿ S  = ^ S  =  0

i warianojaoh

Przyjęcie tyoh załoZeń jest uzasadnione w przypadku, gdy kwantowane sygna
ły mają skomplikowany kształt, a przedział kwantowania jest dostateoanie 
mały.

ił, MODEL UKŁADU Z UWZGLĘDNIENIEM BŁĘDÓW KWANTOWANIA

• Sohemat blokowy identyfikowanego układu i modelu wykorzystywanego w me
todzie najmniejszyob kwadratów wraz ze źródłami zaklóoeri wywoływanych przez 
kwantowanie sygnałów przedstawiono na rys. t. Ponieważ podozas estymacji 
parametrów wykorzystywane są skwantowane wartośoi sygnałów, równanie mo
delu układu moZna zapisać w postaoi:

A(z-ł) y(i) = B(z—1) 5(i) + e(i): (10)



Wpływ błędów kwantowania na przebieg procesu.. 57

Podstawiając do równania (2 ) wjraleniu okreólająoe u(i) i y(i) wyznaczo
ne z równań (8) i (9 ), otrzymuje się:

A(z-1)y(i) = B(z-1)u(l) + A(z”*)e2(i) - B(z-1)oj(i) + e(i). (li)

Rys. 1. Soheraat blokowy identyfikowanego układu i modelu wykorzystywanego 
w metodzie najmniejszyoh kwadratów

Rys. 2. Przekształcony sobemat blokowy identyfikowanego układu i modelu

Równanie (11) opisuje identyfikowany układ z uwzględnieniem procesów kwan
towania sygnałów. Schemat blokowy układu 1 modelu wyuikająoy z równań (10) 
i (11) przedstawiono na rys,. 2. Zaklóoenla oddziałujące na układ opisany, 
równaniem (li) solna przedstawić za pomocą Jednego zaatępozego źródła za
kłóceń

v(i) = A(z ')e2(l) - B(z e^(i) + e(i). ( 1 2 )
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Zakłócenia v(i) są skorelowane, dlatego ooeny parametrów wyznaczone me
todą najmniejazyoh kwadratów są ooenami oboiążonymi. Ciąg zaklóoeń v(i) 
można interpretować Jako wynik przetwarzania w filtrze liniowym oiągu nie- 
zależnyoh zmiennych losowych O  o wartośoi oczekiwanoJ równej 0 i wa-
rianoji <J2 [2] .
Zakłócenia v(i) nożna przedstawić za pomooą modelu

v(i) = c(«- 1 )e2(i) ,  (13)

C(z-1) = 1 + C ^ - 1 + C2z“2 + (ll()

gdzie:
CJtC2,... - parametry modelu zaklóoeń.

PrzyJmuJąo założenie, że zakłócenia e^i), e2(i) i e(i) nie są 
skorelowane, warianoję zaklóoeń v(i) można określić za pomooą 
nia:

e L v U ) 2] » « ^  + [ b2 + . . .  + b 2 ]  Ś Z + [1  + a 2 + . . . .  + a 2 ]  < i2 .  ( 1 5 )
“b H1 a *2

Wariancja ta jest zalotna od wariancji ó* zaklóoeó e(i), warianoji blę- 
2 2dów kwantowania 6 i <Jo , sumy kwadratów wepólozynnlków wielomianu

B(z“') i sumy kwadratów współczynników wielomianu A(z-').
Szybkość zbieżnośoi algorytmu ldentyfikaoji rekurenoyjną metodą najmniej- 
szyoh kwadratów Jest uzależniona od warianoji zaklóoeń oddzialująoyob na 
układ. Z wyrażenia f 15) wynika, że szybkość zbieżnośoi Jest zależna od' li- 
ozby i wartośol współczynników wielomianów B(z-1) i a (z~M.

5. VYNIKX SYMULACJI

W oelu symulacyjnego zbadania wpływu błędów kwantowania na przebieg pro- 
oesu identyfikacji zamodelowano na maszynie oyfrowej układ dynamiozny o 
tranamitancji

0( z) = +
1 + 0.8z + 0.5z

Jako sygnał wejściowy wykorzystano sygnał z generatora liczb pseudoloao- 
wyoh o rozkładzie równomiernym na przedziale (0,l)# Ooeny parametrów były 
wyznaczane przy wykorzystaniu skwantowanyoh wartości u(i) i y(i). Liczbę 
poziomów kwantowania przyjęto równą 6k. Ooeny parametrów wyznaozono wyko
rzystując rekurenoyjną metodą najmniejszych kwadratów i rekurenoyjną roz- 
rzeszoną metodę najmniejszych kwadratów. V celu porównania wyników eatyma-

ze sobą 
wyra±e-
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oji przyjęto Jako miarę dokładności pierwiastek z sumy kwadratów błędów 
ooen parametrów

s(i)  =|| |  [ik(i) - ak] 2 + [ik(D - bk] 2 .

je,«)

Cif)
Ttifi

y(i)
O-------------------  +*

_  Alf)
*  L m t

e(i)

Rys. 3. Sohemat blokowy układu 1 modelu wykorzystywanego w rozszerzonej 
metodzie naJmnleJszyoh kwadratów

W tabeli 1 podane zostały wartośoi średnie ooen parametr&w 1 wartośoi od- 
ohyleń standardowych, które wyznaczono na podstawie 10 przebiegów oraz war
tośoi S(l). Dokładniejsze oosny wartośoi parametrów otrzymano przy wyko
rzystaniu rozszerzonej metody najmniejszych kwadratów pomimo tego, te w 
metodzie tej wyznaczano więoej parametrów.
Szybkość ustalania się wartości ooen parametrów 1 ój Jest wielokrot
nie mniejsza od szybkości ustalania się parametrów tranem!tanojl układu.
V eksperymencie symulacyjnym wykorzystano Jako sygnał wejóoiowy sygnał z 
generatora liozb paeudolosowyoh o rozkładzie równomiernym. Moóna przypu
szczać, Ze podobne wyniki otrzymanoby w przypadku wykorzystania innyoh sy
gnałów, dla któryoh jest uzasadnione przyjęoie stoobastyoznego modelu pro
cesu kwantowania.

6. WKIOSKI

Zakłóoenia, któryoh śródłem Jest kwantowanie sygnałów pomiarowych po
wodują skorelowanie zastępozyoh zakłóceń oddziałuJąoyoh na układ, dlatego 
oceny parametrów otrzymane przy wykorzystania metody najmnieJszyoh kwa
dratów są ooenaml obciążonymi. Varianoja zastępczych zakłóceń jest zaleZ- 
na od warianoji błędów kwantowania sygnałów pomiarowyoh oraz od sum kwa
dratów współozynnlków wielomianów A(z-1) i b (z -1). Wynika stąd wolosek,

a « )

£f(f)<
!(f)



Tabela 1
OnO

Liozba Metody najmniejszyoh kwadratów Rozszerzona metoda najmniejszych kwadratów
oji

i a/l) S2(i) b/i) b2(l) S(l) S/i) a/i) b / o i2d ) S / l ) S/i) S( i)

25 0.7933
0.0318

0 . 6 9 8 8
0 . 0 1 6 8

0.7689
0.0365

0 . 3 7 8 6
0 .0 3 0Ć

0.02935 0.7935
0 . 0 6 5 6

0.5013
0 . 0 2 6 6

0 . 7 7 1 5
0 . 0 6 1 6

0 . 3 7 7 7  
0 . 0 3 1 8

0.0053
0 . 0 6 1 5

0.0066
0.0289

0.03168

100 0.7961
0.0058

O . 5 0 0 5
0.0068

0.75*11 
O.OO65

0 . 3 9 5 0
0 . 0 0 7 0

0.00757 0.7963
0 . 0 0 6 2

0.5003
0.0051

0 . 7 5 6 3
0 . 0 0 9 6

0 . 3 9 5 9
0 . 0 0 7 3

0.0108
0.0366

0.0052
0.0182

0.00701

200 0.7976
0 . 0 0 6 6

0.6998
0.0027

0.7521
0 . 0 0 6 5

0 . 3 9 6 5
0 . 0 0 5 1

0 . 0 0 6 8 6 0.7979
0.0066

0.6998
0.0027

0 . 7 5 2 1
0 . 0 0 6 5

0. 3968 
0 . 0 0 6 8

0 . 0 1 0 7
0 . 0 2 7 6

0 . 0 0 6 6 O.OO6 3 7

600 0.7972
O.OOllif

0.6996
0.0017

0.7512
0.0020

0 . 3 9 7 0
0 . 0 0 3 5

0.00632 0.7975
O.OO65

0.6996
0 . 0 0 1 8

0 . 7 5 1 1
0 . 0 0 2 0

0.3973
0.0037

0.0222
0 . 0 6 3 0

0.0108
0.0203

0.00389

800 0.7978
0.0027

0.6992
0.0008

0.7505
0.0017

0.3979
0.0023

0.00318 0.7986
0.0025

0.6996
0.0010

0 . 7 5 0 5
0 . 0 0 1 5

0. 3986 
0.0023

0 . 0 6 0 6
0.0628

0 . 0 1 8 6
0 . 0 3 2 1

0.00239

1200 0.7980
0.0021

0.6996
0.0006

0.7503
0 . 0 0 1 6

0.3983
0.0018

0.00271 0.7986
0 . 0 0 2 3

0.6995
0.0007

0 . 7 5 0 3  
0 . 0 0 1 3

0.3988 
0.0020

0 . 0 5 6 0
0.0787

0 . 0 2 6 6
0.0370

0.00193

1600 0.7981
0.0017

0.6996
0.0006

0.7502 
0.0011

0. 3986 
0.0013

0 . 0 0 2 5 6 0.7987
0.0017

0.6995
0 . 0 0 0 6

0 . 7 5 0 1
0 . 0 0 1 0

0.3989
0 . 0 0 1 6

0 .0 6 8 6
0.0921

0.02 66 
0.0366

0.00178

2000 0.7980
0,0017

0.6996
0 , 0 0 0 7

0 . 7 5 0 2  
0,0011

0.3986 
0,0016

0 .0Ó266 0.7987
0,0017

0.6995
0 , 0 0 0 7

0 . 7 5 0 1
0 , 0 0 1 0

0.3988 
0 . 0 0 1 6

0.0813 
0 , 1 0 6 6

0.0305
0.0399

0.00186

Janozak
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że szybkość zbieżności algorytmu identyfikaoji jest zależna od liczby i 
wartości Współczynników wielomianów A(z“1) i B(z” )̂. Zwiększenie warian
cji zakłóceń oddziałująoyoh na układ spowodowane wpływem błędów kwantowa
nia powoduje zmniejszenie szybkośoi zbieżności parametrów.
V eksperymencie symulacyjnym wykorzystano jako sygnał wejściowy sygnał z 
generatora liozb pseudolosowyoh o rozkładzie równomiernym. Dokładniejsze 
oceny parametrów otrzymano przy wykorzystaniu rekurenoyjnej rozszerzonej 
metody najraniejszyoh kwadratów.
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BJMHHHE OIHHEOK AHCKPETH3AUHM HA I1P0UECC HflEHTiiWiKAUKH 
METODOM HAHMEHHIHX KBAAPATOB

P e 3 10 u e

B CTaTte npeAcxaBJieH aHaxH3 bjihhhh* oehCok AHCKpeiHsaiiHH bxoahoto h bm- 
xoahoto CHTHajiOB na npoijecc HA6HTn$Hxai;nH napaMeTpoB AiscxpeTHoft AHHaionec- 
Kotł CHCT6MH. HCIIOJIb30BaH0 CTOXaCTJUieCXyD MOAeJIb yCipoftCTBa AHCKpeTH3aUHH 
CHTHajioB • SaAa'ia HACHTH^nKauKH napauQTpoB npa hciioal3oBaHHSD AHCKpeTHUx 3Ha- 
'leHHtt CHTHaJIOB, CBOAHTCA K HAeHTHiJiHKaHHH napa«eTpOB CHCTeUH, Ha K0-
Topyx) AefiCTByUT A0H0AHHT6J[L>H0 ABa aAAHTHBHHX HCTO'XHHKa nouex.
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THE INFLUENCE OF QUANTIZATION ERRORS ON THE LEAST 
SQUARES IDENTIFICATION ALGORITM

S u m n a r y

Tbe analysis of the influence of quantisation errors on disorete ay* - 
ten identifioation algorithm was presented.
The stoohastio models of signal quantizators were used in the analysis.
The problem of disorete system parameter identification using quantized 
values of input and output signals oan be oonsidered as a problem of pa
rameter identification of the system with two additional noise souroos no
ting on its output.


