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STRUKTURA MODELU DYNAMICZNEGO LINIOWEGO DYSKRETNEGO 
DLA CSLOW IDENTYFIKACJI

Streazozenle. Przedstawiono twierdzenie o strukturze modelu obie
ktu dynamicznego liniowego dyskretnego, uwzględniającej istnienie 
ozasu przesunięcia pomiędzy chwilami zmiany sygnaln sterującego i 
chwilami próbkowania sygnału wyjściowego oraz istnienie w pierwot
nym obiekcie ciągłym ozasu opóźnienia nie będącego oalkowitą wielo
krotnością okresu próbkowania. Zwrócono uwagę na to, Ze wymienione 
dwa efekty mogą prowadzić do nieminimalnofazowośoi modelu dyskretne
go.

1. MOTYWACJA

Modele obiektów dyskretnyoh dla oelów regulacji lub kompensacji cyfro
wej są z reguły wyznaczane na drodze eksperymentalnej identyfikaoJi, ba- 
zująoej na znajomości przebiegu ozasowego schodkowego sygnału sterującego 
oraz dyskretnego w ozasio sygnału wyjściowego, reJestrowanyoh przez kom
puter przy zadanym okresie próbkowania sygnału wyjśoiowego i najozęściej
takim samym okresie nastawy sygnału wejściowego. Ponieważ identyfikacja 
polega na estymaoji parametrów modelu o załoZonej strukturze, duZe znacze
nie posiada wybór właściwej struktury modelu.

Na temat wyboru tej struktury spotyka się w literaturze pewną róZnioę 
zdać. I tak np. SstrSm i Eykhoff C1971), SostsTsson (1972) oraz Iśersrann 
(1977) proponują opis toru «terowania obiektu dyskretnego za pomooą rów
nania róZnloowego
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gdzie:

A(z“ ') «= 1 + «i*- * + + *nx-n, (1 .2 )
B(z-1) = b,z_1 + ... + b nz~n , (1.3)

a z-1 Jest operatorem opóźnienia o i okresów próbkowania. Natomiast 
istróm (1970), Iaernann (l97l>), Ciarkę i Gewtbrop (1975) i Gawtbrop (1977) 
posługują się modelami (l.l), dla których (l.2) Jest bez zmian, lecz

B(z ') a bg + b j Z  1 + ... + bnz
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Drobna na pozór różnica pomiędzy C1»3) a ( 1. *4 ) może byó źródłem dosyó 
istotnych różnic w zachowaniu się modelu; np. dla n=1 w przypadku (l.2) i 
(l.*ł) transmitano ja B( z” ' )/A(z~1 ) może być nieroinima lnof azowa, podozas
gdy dla (l.2) i (1 .3 ) nieminimalnofazowość w przypadku n=1 nie może wy
stąpić.

2. PODSTAWOWE ZAŁOŻENIA

Niech komputer próbkuje periodycznie ciągły sygnał wyjściowy y(t) pier
wotnego obiektu ciągłego i zmienia periodycznie - niekoniecznie w tych sa
mych ohwilaoh ozaau, lecz z tym samym okresem - odpowiedni sygnsł ste
ru jąoy u(t), (por. rys, i). Przyporządkowując kolejnym momentom próbko-

W(t> y(t)
- >

y(t)
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L

Rys. 1. Relacje czasowe pomiędzy oiągłym i próbkowanym sygnałem wyjściowym 
a sygnełem sterującym obiektu
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wania sygnału wyjściowego liczby naturalne iy = 0,1,2,3,..., a kolejnym
momentom zmiany sygnału sterującego liozby naturalne iy = 0,1,2,3.... .
można obiekt dyskretny widziany przez komputer opisać za pomocą ciągu cza
sowego wejściowego -£y(i = -^ y(o), y(l). y (2 ) , . . . j- oraz ciągu czasowego
sterującego ^u(iu )j" = -^u(o), u(l), u(2),...^-. Podkreśla się, że:

- Równość wartości indeksów iy = i oznacza tylko, że odpowiednie ele
menty ciągu wejściowego i wyjściowego odpowiadają tej samej kolejnej na
stawie i team samemu kolejnemu próbkowaniu, lecz niekoniecznie odpowia
dają tej samej obwili czasu. Przestrzega się jednak konwenoję,zgodnie z 
którą i-te próbkowanie sygnału wyjściowego nie następuje przed i-tą na
stawą sygnału sterującego.

- Równość okresu próbkowania sygnału wyjściowego i okres nastawy sygnału 
sterującego obejmuje również przypadek "próbkowania" sygnału wyliczane
go przez komputer na podstawie pomiarów dokonywanych z większą Często
tliwością próbkowania. Sygnał "próbkowany" znajduje się wtedy w określo
nej komórce pamięci komputera.
Przykładem może być "próbkowanie” z okresem 3Tp sumy trzech kolejnych 

pomiarów, otrzymanych przy okresie próbkowania T p.
Dla uproszczenia notacji będzie się w dalszym oiągu pisać u(i) zamiast 
u(iu ), y(i) zamiast y (iy ) oraz x(i) zamiast x(i^), pamiętając jednakże o 
wprowadzonej konwencji.

3. TWIERDZENIE 0 STRUKTURZE MODELU

Struktura modelu dynamioznego liniowego dyskretnego dla celów identyfi
kacji powinna odznaczać się pewną uniwersalnością, umożliwiającą uwzględ
nienie takich istotnych (js~k się w dalszym ciągu okaże) efektów. Jak:
- Istnienie czasu przesunięoia pomiędzy odpowiadającymi sobie chwilami 

zmiany sygnału sterującego oraz próbkowania sygnału wyjśoiowego.Istnie
nie ozasu przesunięcia jest związane z istotą działania jednoprocesoro
wego systemu komputerowego, a Jego wielkość "wchodzi" w parametry mode
lu obiektu dyskretnego w wyniku Jego identyfikacji.

- Istnienie, w pierwotnym obiekcie ciągłym, czasu opóźnienia nie będącego 
całkowitą wielokrotnością okresu próbkowania.

Efekty te uwzględnia struktura określona przez naatępująoe twierdzenie:
TWIERDZENIE
Obiekt ciągły opisany równaniami

x (t) = A x ( t )  + b u(t-TQ ), x(t)€ R^ (3.1)

y (t) = (3.2)
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0 wejściu u(t) będącym schodkową funkcją ozasu o szerokośoi schodka rów
nej Tp i wyjściu y(t) próbkowanym z okresem T^, jest w przypadku ist
nienia :
- ozasu przesunięcia A  pomiędzy odpowiadającymi sobie chwilami zmiany 

sygnału wejściowego i próbkowania sygnału wyjściowego oraz
- ozasu opóźnienia TQ nie będącego oalkowitą wielokrotnością okresu pró

bkowania T ,P
opisany modelem liniowym dyskretnym

,(1) -k b0 + b 1Z" 1 + ••• + b nZ~” , ' ,
utir : ~i ^  {3-3>1 + a 4 z + • . • + a z  i n

Dowód r
Nieoh kolejne chwile próbkowania sygnału wyjściowego opóźniają się 

względem kolejnych chwil zmiany sygnału sterująoego o czas przesunięcia A
1 niech

^  = d + (3.<l)
P P

Rys. 2. Szozegółowe relacje czasowo pomiędzy o iąglym 1 próbkowanym sygna
łem wyjściowym a sygnałem steruJqoym dla A<! O



gdzie d Jest liczbą całkowitą, a O < 9 < Tp Jest ułamkowym czasem o- 
późnienia obiektu. Zależnie od stosunku A  i 0 t r z e b a  rozpatrzeć dwa przy
padki :
i) Przypadek A < ®  (por. rys. 2).

Oznaczając x(ti) = x( i ), otrzymuje s i ę  z ( 3- 1 )

AT V T p A ( t . + T  - o )
x ( i + l )  = e P x ( i )  + J  e P b u ( r - T p ) d Ł  =
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t .+0-A
AT 1 fl A( t.łT -l)

= e  P x(i) + \ e d * b u ( i - ( d + l ) ) +  (3.5)

V A( t, +T - Z)
+ \ e P d t b u (  i - d ) = P x ( i )  + £  u ( i - ( d  + l ) )  + jr u ( i - d )

ti+0 - A  

gdzie:
AT

P = e P (3.6)

AT A(T -0 + Ai
£  = ( e p -  e p  ̂ ił ( 3 . 7 )

A(T -0+A) .
r = (e~ P - i) Ą" 1b. (3.8)

UwzględniaJ40 (3,2) dla dyskretnych obwili ozasu iTp, odpowiadaJąoyoh 
chwilom próbkowania stanu x(t), otrzymuje się transmitancJę

= Z~d oT ( z 1 -  p ) -1 ( r  + a z " 1 ) ( 3 . 9 )

dająoą się zapisać w postaci ( 3 . 3 )  dla k = d + 1 .

2) Przypadek * <  A  (rys. 3 )
Dla tego przypadku

t.+T
AT (• P A( t. +T -Z)

x( 1+1 ) = e p x ( i ) +  \ a p b u(c-T0 ) d Z =
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AT
«“  P x(i) +

t.+T -(A-0) 
P “{* t j +T tf
V a di b u(i-d) +

*  Tti+T p-k-9)

P ń(t.+T
o d X b  a ( i - d + 1 ) =

= P x(i) + r'u(i-d) + a u(i-d+l) (3.10)

Ryn. 3. Szozagółowe ralaoje ozaaowe pomiędzy ciągłym i próbkowanym sygna
łem wyjóoiowym a sygnałem sterującym dla S < A

gdzie: P Jest okreilone przez (3.ó)
AT A & - © )  - 1

r '  =  ( e  P -  e  ) A b

Ą & - e )
i  =. (e - l)A b

Uwzględniająo (3.2), otrzymaJe się

= *-d ¿T (*l - £)-1 (£* + * *)»

00 sedna równied zapisaó w postaoi (3.3) dla kmd.

( 3 . 11)

(3.12)

(3.13)
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lt. GENERACJA NIEHXNIMALNOFAZOVOSCI

Obiektem nieminimalaofazowym nazywa się m.ln. obiekt posiadaJąoy nie
stabilne zera. Nieminlmalnofazowoóć jest w przypadku obiektów olągłyuh 
rzadko spotykaną anomalią. Natomiast w przypadku obiektów dyskretnyoh jest 
ona raozej normą anllZeli wyjątkiem. V  obiektaob tyoh nieminlmalnofazowoóó 
jest generowana przede wszystkim w wynika Istnienia ułamkowego ozasu opóź
nienia i ozasu przesunięcia. Ilustruje to następująoy prosty przykład:

Rozpatruje się model (3.9) dla przypadku n= 1, A  =0, d=0 1 # > 0  dla któ
rego

r ^ '1 — p  Z

gdzie:
-T /T

= A U . a )

-T _/T 9/T
^  e fU.3)

-T /T 9/T
= • *  (. - t) (U.U)

gdzie:. A = A = -l/T, b = b = 1/T. Model ten Jest wlęo dyskretnym modelem 
obiektu ineroi 

opisanego równaniem:
obiektu inercyjnego pierwszego stopnia z ozasen opóźnienia 9 < T ^ ,

x(t) - - y  x(t) + ę  u(t-8) (k.i)

y (t) m x(t ) (k.6)

którego wyjóoie Jest próbkowane w tyob samych momontacb ozasu, w którycb
zmienia się sygnał sterujący.

TransmitanoJa i1«.!) posiada rzeczywisto zero
-T /T 8/T

p  J u -  ( k . 7 )r - T / T « / T
1 - • P .

gdzie:

m = 1 - ;p f»l.8)

Rysunek U przedstawia zaleźnoóć tego zera od parametru m i stosunku 
•/łp. Jak wldaó, szczególnie dla ozęsto spotykanyeb duZyeb wartoóoi p ma
łych stosunków T p/T istnieje szczególnie du±y zakres zmian T^/Tp.óla któ
rego transmitanoJa (3.i) jest nieminlmalnofazowa.
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O b s a i r

= l)

--o ? )

= 0,i)

z t
Rys. 4. Zależnośó wartoioi H r m  transmitanoji (4.1) od czasu opóźnieni«

Ponieważ wielkoóoi © i A  wchodzą do wyrażeń tn l, I. L. i i  zawsze ja
ko różnioa, nieainimalnof azowoźć noże by i również generowana w wyniku i»** 
nienia czasu przeannięoia A  przy zerowy« ułamkowym czasie opóźnienia lub 
przy równoczesnym wystąpieniu A  >  0 i © > 0 .  Zjawisko generacji niemini- 
malnofazowoóol występuje w tym przypadku również dla n > 1. aczkolwiek 
jogo analiza Jest wtedy bardziej utrudniona.
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Znajomość ćródoł nieminimalnofazowości modelu dyskretnego posiada zna
czenie z tego powodu, gdyż niominimalnofazowość obiektu uniemożliwia pra
ktycznie stosowanie szeregu algorytmów regulacji oyfrowej, np. klasyozne- 
go algorytmu regulacji minimalnowarianoyjnej (por. Xstróm 1970).
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C m K T y P A  AHEAMHMECKOË JfflHEftHOft MOAEJHi C AHCKPETHHM BPEMEHEM '

JIJIH UEJIEU HAEHTHt>HKAUHH

P e 3 x> u e

IIpeAOTaBjieHO Teopeuy o cip yxT yp e uoAeiu AHHaiomecKoro ÆHCKpeTHoro jiHHeft- 
aoro o û ie x ia ,  KOTopaa y a a im a e T  ca b h t u e w y  woweHTajtH speueHH H3weHeHHa 
ynpaBJLSBnero carHajia a onpoca BuxoAHoro oarH ajia, a  la x x e  Bpeweim 3ana3,snBa- 
aaa b hoxohbou HenpepHBHOM o O ie x ie  o x ju n am ieroca o t neaoaacaeHHofl a p a iB o cra  
nepaoAa onpoca. HoKa3a a o , h to  b s tb x  ca y aa ax  AKHauaaecKaa jmaeftBaa xoAeaa 
s a c io  He MHHHjiaabH0-<J>a30Bafi.

THE STRUCTURE OF A DYNAMIC LINEAR DISCRETE-TIME MODEL 
FOR IDENTIFICATION PURPOSES

S u m m a r y
The paper presents a theorem whioh-determines a universal structure of 

dynamio linear disorete-time models for identification purposes.The struo-
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tures takes account of the ooourrence of timr lags between control suit - 
ching Instants and output sampling instants and the oocurrenoe of time 
delays vhioh are not integer multiples of the sampling interval. It has 
been shown that the above mentioned phenomena are the sources of nonmini- 
mum-phase behaviour of disorete-time models.


