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WPLYW OKRESU PROBKOWANIA NA PARAMETRY MODELI
OBIEKTOW DYNAMICZNYCH LINIOWYCH DYSKRETNYCH

Streszozenie. Przedstawiono dwa twierdzenia umozliwiajaoe wyzna-
czenie modeli dynamicznych liniowych dyskretnyoh dla okreséw prob-
kowania bedacych catkowita wielokrotnoscig tego okresu proébkowania,
dla ktdérego zostat zidentyfikowany nodel toru sterowania i model
toru zaktocenia obiektu.

1. MOTYWACJA

Podstawovym modelem obiektu dynamicznego liniowego dyskretnego poddane-
go zakkboeniom stochastycznym jest model w postaoi réwnania réznioowego:

y(@@) = z-k u@i) +m -(D, G-D
Az ) Hz- )V
gdzie: y(i) jest oiagiem wyjsSoiowym, u(i) Jest ciagiem sterujacym,a e(i)
Jest dyskretnym biatym szumom typu (o, X2), generujgoym zakléoenie

rQD <, (E11 ei) 1.2
D" )V

bedgoe zastepczym zak#dceniem, sprowadzonym na wyjscie obiektu.
Poszozeg6lne wielomiany sa postapi:

A(z-1) =1 +a"z" + ... + a4 .3
B(z-1) _ po 4PIZ“1+ . + oy ii.*)
o(z<1) = 1 + o171 * --- + oqz~q (.5
D(zul) =1 + diz~" + ece + dPZ"]l (1.6)

v =1- 21 @a.n

gdzie: z-* Jest operatorem opéznienia o L okreséw prébkowania, k jest
dyskretnym ozaoom opdéznienia obiektu, a wyktadnik d przyjmuje wartoéoi
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d = 0 dla ciagu V(i) stacjonarnego,
d = 1 dla ciggu v(i) o zmieniajacej sie wartosci Sredniej,
d = 2 dla ciaggu v(i) wykazujacego trend narastania i/ lub opadania.

Znaczenie modelu (1.1) polega na tym, ze opraoowano dla niego szereg
bardzo efektywnych algorytméw regulacji minimalnowariancyjnej, (por-
XstrOm (1970), Box i Jenkins C1971) oraz Clarke i Hastings-Jawes (1971))f
jak 1 na tym, ze dla tego modelu istniejg bardzo efektywne techniki iden-
tyfikacji (por. Box i Jenkins (1971) oraz Eykhoff (1980)). Znaczenie tego
modelu znacznie wzrosto z ohwilg opracowania dla niego w pierwszej poto-
wie lat siedemdziesigtych szeregu efektywnych algorytméw regulacji sano-
nastrajajgoej (por. Sstr&ra i in. (1977), Clarke i Gawthrop(1975)»Gawthrop
977)).-

Wszystkie parametry wielomianéw (1.3) - (1-6) modelu sg funkcjami okre-
su probkowania. Wybor okresu probkowania wptywa bardzo silnie (w sposob
mato doktadnie zbadany) na wkasciwosci wymienionych ukdadéw regulacji .Dla
przeprowadzenia takiob badan duze znaozenie ma znajomo$¢ zaleznosci -
mienionyoh parametréw od okresu prébkowania.

Poniewaz jednak:

- zaleznosci analityczne wigzace wymienione parametry z parametrami pier-
wotnego obiektu ciggtego i1 okresem prdébkowania najozesoiej nie sg znane
np. w przypadku gdy model (I.1) zostat wyznaczony na drodze do$wiadozal*
nej identyfikacji,

- powtarzanie doswiadczen identyfikacyjnych dla wielu réznych okresoéw prth
kowania moze by¢ kosztowne,

- wielokrotne przetwarzanie tych samych serii pomiarowych dla okreséw prob-
kowania bedgoyoh wielokrotnosciami podstawowego okresu prébkowania nie
zawsze jest mozliwe, np. w przypadku identyfikacji za pomoca algorytméw
rekurenoyJnyoh,

dobrze bytoby dysponowa¢ zaleznosSoiami umozliwiajacymi okresSlenie wphywu

okresu proébkowania wydgcznie na podstawie znajomosci modelu (I.1) otrzy-

manego w wyniku identyfikaoJ. tatwo zauwazy¢, zo zaleznosci takie moga
istnie¢ wytacznie dla okreséw prébkowania bedaoyoh catkowitymi wielokrot-

nosSciami tego okresn prébkowania, dla ktérego wyznaczony “zostat model O-

biektu dyskretnego.

2. WPLYW OKRESU PROBKOWANIA NA MODEL TORU STEROWANIA OBIEKTU
Okreslenie zaleznosci parametréw modelu toru sterowania od okresu préb

kowania Jest zagadnieniem stosunkowo prostym. Sposob postepowania ilustro
je nastepujacy przyktad:
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Zaktada sie, ze dla okreau proébkowania Tp obiekt dyskretny Jest opi-
sany réwnaniem roéznicowym

y( @ - pz“1) = z-2(1-p)u(i), O<p<1 @D
Aby wyznaozy¢ réwnanie roéznicowe tego obiektu dla okresu prébkowania 2Tp,
nalezy (2.1) tak przoksztatoi¢, by zawierato wylgoznie operatory opéznie-

nia z-2 na dwa okresy prdébkowania. V tym celu mnozy sie (2. 1) przez
(t + pz-1), otrzymujac:

y@a) (1 - p2-z-2) = z-2(1 - p) @ + pz 1) u(d) =
=1 -p Wdad-2) + pu@-33] 2.2
gdzie lewa strona posiada juz wymagang postac. Dla dalszego przeksztakce-
nia strony prawej nalezy zauwazy¢, ze podwojeniu okresn proébkowania mnai
towarzyszy¢ podwojenie okresu nastawy wlelkodéoi aterujgoej, ktéra obeonle
bedzie zmienia¢ sie w chwilach i, 1-2, i-¥ itd., natomiast nie bedzie zmie-

nia¢ sie w ohwili i-3, dla ktdérej zaohowa,te samg warto6¢ 00 w ohwili i-A
Stad (2.2) przyjmie postac

y(D - p2y(i-2) = (@ - p B(-2) + p "(i-<9] @.3)
a wprowadzaJgo dla nowego ekresn prébkowania nowy operator opéznienia Zgl

@4

i uwzgledniajgo, ze warteiol dyskretnyoh chwil ozasu wymagajg nastepujace-
go przenumerowania

i = (i)2
i2 = (i-D2° (2.5)
1-4 = (1-2)2

otrzymuje sie nowy model dyskretny dla okresu prébkowania 2Tp w postaoi:

y(i)2 a-p @ +pz-1)
= *2 . _ P2 251 .

@-6)
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Ola przypadku ogélnego stuszne jest nastepujgce twierdzenie:
TWIERDZENIE 1

Jezeli tor sterowania obiektu dyskretnego jest dla okresu prébkowania
opisany réwnaniem roéznicowym

y(i) -k b(z-1) G .5)

gdzie:
A(z“1) = J|- @ - piz“l), @.7
1-1

to dla Okresu prébkowania hTp (b = 2,3,**,...) bedzie opisany réwnaniem
réznicowym

y@)h - _» V zhl> G .8)

gdzie:
B 2.9

jest operatorem opdéznienia o nowy okrea proébkowania AiTpf

Ah(zh1) =U (@ - pt *h ) (2.10)
i=1
Bh (z”1)n(i)h = [z“kB(z”1) m(pl)... M(pn) n(D] (2.11)
i = (D)v
1-h = (I1-0h
i-hm = (i-«)h

i-g = (i-J)... (J-0Oh <g <jh

1l
Iy
+

+ P W2 & L.+ PALozehe D) @.12»

Dowdd:

Dowéd przebiega podobnie Jak rozwigzywanie przytoozonego przykdadu. Ko-
rzysta sie przy tym z zaleZnoZoi

1- phz*h = @ - pz-1) @ + pz“1l + p2z-2 + ... + ph“v (h“1))=

= (1 - pz“1) n () Q.13)
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oraz z faktu, ze dla prdébkowania z okresem bTp wielko$S¢ sterujgca moze
zmienia¢ sie wykacznie w cbwilaob i, i-h, i-2h,..., natomiast dla obwit
i—g» gdzie

(g-1)h < g < Jh .1

zaohowuje wartos¢, ktora przyjeta dla obwit i-Jh, gdyZ ua podstawie fe.*h)
Jest

i-J< 1-9g <1 —-@3-1)b (2.15)

tatwo zauwazyc, ze wielomiany AN i BB sa zawszetego samego stopnia 00
wielomiany A i  B. Nowy dyskretnyozasopéznienia p Jest okreslonyza-
leznoscig

P=n, jezeli k = bp Q .16)
lub - w przeciwnym przypadku - nieréwnosciag

(p-Dh < k < ph Q.17)

Z przytoczonego twierdzenia wynika réwniez nastepujaca interesujaca wha-
Soiwos¢ modeli dyskretnyoh: Jezeli model Jest asymptotycznie stabilny,tzn.
ipt] <1 dla ib 1,,,,,n, to fatwo zauwazy¢é, ze poniewaz wspétozynnik
przy operatorze zTn w wielomiani(?.| A. Jest réwny aw wielomianie

—=]

B, Jest rowny bﬁ?r,n’ R-= --- Py~ .20 wzrostem krotnosoi h wspotozyn-
Olki te staja sie pomijalnie mate. A wieo - zgodnie z intuicyjnym odczu-
ciem - zwiekszenie okresu probkowania sprawia, ze model dyskretny staje
sie ooraz bardziej 'zgrubny', tzn. wielomiany A”™ i1 BN stajag sie wielo-
mianami coraz nizszego stopnia. Efekt ten mozna wyraznie zaobserwowac
przy doswiadczalnej identyfikacji.

3. WPLYW OKRESU PROBKOWANIA BA MODEL TORU ZAKLOCENIA OBIEKTU

Okreslenie zaleznosci parametrow tom zakddoenia od okresu prébkowania
Jest sprawg trudniejsza zardéwno konoepoyjnie, Jak 1 obliczeniowo. Wynika
stad, ze model ten nie Jest opisem dyskretnym Jakiego$ pierwotnego obiek-
tu oiggtego z pobudzeniem sobodkowym. Zwigzane z tym trudnosol ilustruje
nastepujacy przyktad:

Zaktada sie, ze dla okresu prébkowania Tp zakdtoéoenle sprowadzone na
wyjsole obiektu Jest opisane modelem o postaci

v@i) @ +di’1) = e(i) G + oz-1), @.0
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gdzie -1 ~d <1,;1 < o0 <1, a e(i) jest biatem szumem typu (O, 7?).
Aby wyznaczy¢ model tego oiggu dla okresu prébkowania 2Tnalezy -
dobnie jak w p. U -przeksztaloi¢ (3.1) tak, by zawierato wykgcznie ope-
ratory opdézniania z- na dwa okrasy prébkowania. W tym oelu mnozy sie
(3.1) przez 1-dz*“1, otrzymujao:

v(i) (1 - d2z-2) = a(i) (1 + o0z“1) (1 - dz“1) (3.2)
Ciag
w(i) = e (G + oz-1) (i - dz-1) G/

odpowiadajgoy prawej stronie modelu (3.2) jest oiggiem typu MA (Moving
Average) rzedu 2. Nalezy z kolei znalezé¢ inny oiag w"(i), ktéry bedzie
opisany wylgoznie za pomoca operatorow z , Zitd. i1 ktéry bedzie miat
dla nowego okresu probkowania 2Tp takiesame autokoleraoje Jak oiag
v(i). Innymi stowy - oigg w" (i) bedzie réwnowazny ciagowi w(i) w ekre-
saoh proébkowania 2Tp. Nynika to z istnienia wzajemnie jednoznaozneld za-
lezno6oi pomiedzy modelem réznicowym oiggu MA a Jego autokorelao Jami. Po-
niewazoiagg MA rzedu q posiada autokorelacje réwne zeru dla przesu-
niecia @ q i poniewaz zgodnie z drogim z powyzazyoh wymagan autokore-
lacje olagéw powinny spedniac¢ warunek:

Rww(@) =V w ()
h(2) =Vv w'(,)2 (3'5)
RNW(Zm) = RN>> W'(m)? =0 dla m>1 (3-6)

to oigg w"(i) bedzie ciggiem MA rzedu 1 (dla okresu prébkowania ZTp)
lob rzedu 2, leoz bez operatora z”1 (dla okresu proébkowania Tp) opisany
zaleznodo ig

we (i) = e"(i) @ + 0" z-2) @GB.7
gdzie e"(i) Jest biakym szumem typu (0, X"2).
Poniewaz
Rwv(0) = E -*w(l) w(i)J-= A2 |l + (0-d)2 + 02dZ (3.8)
17 (2) = EMw(i) w(i-2)j- =- X2 o0 d (3.9)
oraz podobnie
Rw® w.(0) = x2 (i +c"2) (3.10)

R .. = X2 o". G.11)
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to przyréwnujac (3-8) i (3.10) oraz (3.9) i (3.11), otrzymuje sie ukdad
dwéch réwnan nieliniowych, z ktéryoh mozna wyznaozyé niewiadome \ t o
A wiec dla okresu prébkowania 2Tp model przyjmie postacé

v(i) (1 - d2z-2) = e"(i) 1+ o" z-2) (G.12)
lab
r(D2 (1 - d2z*1) = e"(i)2 (I + o™ z"1) 3.13)
gdzie: =1 = 2 jest operatorem opéznienia o 2 okreay proébkowania.

Dla przypadku ogélnego stuszne Jest nastepujgoe twierdzenie:

TWIERDZENIE 2

Jezeli ciag czasowy Jest dla okresu probkowania Tp opisany modelem
ARIHA*

y(@i) c(ztly /- -\
10T = g(z-1)8g"
gdzie:
d(z-1) =33 G -r~n-1) (3.15)
V= @-2z) (3.16)

to dla okrasa prébkowania hTp (h = 2,3,,...) ciag ten bedzie opisany mo-
delem ARIHA

y(Dh Ch (zhd) G.17)
e"(i)h " Dh(z;1)Vv~r~”
gdzie:
Zit = ;" (-18)
jest operatorem opdéznienia o nowy okres prébkowania kTpf
“hK 1) =iT (i -r?o (3*19)
d
= (1 - z“1) (3.20)

*

ARIMA - Autoregresaive Integrated Moving Awerage
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a Chnzh"™~ °*Anh Ja** takim oiggiem HA rzedu p®, gdzie p" jest naj-
wiekszg llozbg naturalnag spedniajaca nieréwnosc
pth<g+ (+d (h- D, G-2D)
ktéory dla oliwili (i)» = 0,1,2,3,... ,p m a takie same autokorelaoje Jak
ciag MA
CE"D M(rQQ --- M(rp) Md(D) e(i), G-22)
odpowiednio dla ohwil =0, h, 2ht 3h,..., gdzie
M(r£) = 1 +rizl +r2 z-2 + ... + rJ1 z¢ih“1™ (B.23)

Dowéd:

Dowéd przebiega podobnie Jnk rozwigzanie przytoczonego przykdadu przy
czym korzysta sie z zaleznosci

1-rhz1= @G -ri“d) @ + rz“1 + r2z-2 + ... + rh 1z7h“1") =
= (1 - rz-1) M(r) 3.2

Nieréwnos¢ (3.21) wynika stad, Ze oiag (3.22) bedgoy ciaggiem MA rzedu
(p+d) (h-1) zostaje zastgpiony przez oiag MA zawierajacy wytgoznio ope-
ratory 2z~ i posiadajacy réZne od zera autokorelaolde tylko dla takiob
przesuniec¢ bedgoyoh oatkowita wielokrotnoscig h Jak oiag (3.22), a wiec
dla 0,h,2h,...,p"h.

4. INNE ZASTOSOWANIA

Przedstawione twierdzenia stanowig rézwniez podstawe teoretycznag cyfro-
wej synulaoji wpdywu okresu prdébkowania na wkasoiwosoi dyskretnych ukta-
déw regulacji. Wpkyw ten by} do tej pory badany wykgoznie na drodze aymu-
laoji hybrydowej (analogowo-oyfroweld).
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BjmfIHHE HEPHOM HMHyJIbCHPOBAHHfl HA CBOftCTBA HOAEJffiM
AKHAMHHECKHX JIHHEitHHX AHCKPETHHX OKBKKTOB

Pe3»ue

11peACTaBxeHO Ase Teopexu Aasomne bo3moxbootl co3Aaib moabah AHuaxHNecKEZ
AHCKpeTHHX AHHOFtHNX oflbeKTOB AAA nepHOAa HUnyAbCHpOBaHHA pOBHOrO KpaTHOCIH
nepaoAa, aah Kotoporo npoBeAeno HAeHiwliHKanH*) KaHaxa ynpaBxeHHa k Kanaxa no-

wex oCieKia,

THE INFLUENCE OF SAMPLING INTERVAL ON DYNAMIC LINEAR
DISCRETE-TIME MODELS

Summary

The paper present tweftheorems for the determination of diaorete-time
control- and disturbance transfer funotions for sampling Intervals wbiob
are integer multiples of the basic sampling interval, for with thxj basic
disorete-time model has been identified.



