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WPŁYW OKRESU PRÓBKOWANIA NA PARAMETRY MODELI 
OBIEKTÓW DYNAMICZNYCH LINIOWYCH DYSKRETNYCH

Streszozenie. Przedstawiono dwa twierdzenia umożliwiająoe wyzna
czenie modeli dynamicznych liniowych dyskretnyoh dla okresów prób
kowania będących całkowitą wielokrotnością tego okresu próbkowania, 
dla którego został zidentyfikowany nodel toru sterowania i model 
toru zakłócenia obiektu.

1. MOTYWACJA

Podstawovym modelem obiektu dynamicznego liniowego dyskretnego poddane
go zakłóoeniom stochastycznym jest model w postaoi równania różnioowego:

y (i) = z-k u(i) + ■ .(t), (,.1 )
A(z ) d{ z - ) V

gdzie: y(i) jest oiągiem wyjśoiowym, u(i) Jest ciągiem sterującym,a e(i)
Jest dyskretnym białym szumom typu (o, X2), generująoym zaklóoenie

- 1
r(l) « , (£11 e(i) (1.2)

D(z” )V
będąoe zastępczym zakłóceniem, sprowadzonym na wyjście obiektu. 
Poszozególne wielomiany są postąpi:

A(z-1) = 1 + -ia ̂ z + . . . + ao (’.3)

B(z-1) - bo +biz“1 + ... + -n
°nz ii.*)

C( z“1) = 1 + °1z_1 + ... + o z~qq (1.5)

D( z “ 1 ) = 1 + d1z~’ + • e e + d z"11 P (1.6)

V  =: 1 - -1Z (1.7)

gdzie: z-*' Jest operatorem opóźnienia o i. okresów próbkowania, k jest 
dyskretnym ozaoom opóźnienia obiektu, a wykładnik d przyjmuje wartoóoi
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d = O dla ciągu v( i) stacjonarnego,
d = 1 dla ciągu v(i) o zmieniającej się wartości średniej,
d = 2 dla ciągu v(i) wykazującego trend narastania i/ lub opadania.
Znaczenie modelu (l.l) polega na tym, że opraoowano dla niego szereg 

bardzo efektywnych algorytmów regulacji minimalnowariancyjnej, (por. 
XstrOm (l970), Box i Jenkins C1971) oraz Clarke i Hastings-Jawes (l97l))f 
jak i na tym, że dla tego modelu istnieją bardzo efektywne techniki iden
tyfikacji (por. Box i Jenkins ( 1971 ) oraz Eykhoff (1 980)). Znaczenie tego 
modelu znacznie wzrosło z ohwilą opracowania dla niego w pierwszej poło
wie lat siedemdziesiątych szeregu efektywnych algorytmów regulacji sano- 
nastrajająoej (por. Sstr&ra i in. (1977), Clarke i Gawthrop(1975 ) »Gawthrop 
(1977)).

Wszystkie parametry wielomianów (1 .3 ) - (l-ó) modelu są funkcjami okre
su próbkowania. Wybór okresu próbkowania wpływa bardzo silnie (w sposób 
mało dokładnie zbadany) na właściwości wymienionych układów regulacji.Dla 
przeprowadzenia takiob badań duże znaozenie ma znajomość zależności vy- 
mienionyoh parametrów od okresu próbkowania.
Ponieważ jednak:
- zależności analityczne wiążące wymienione parametry z parametrami pier
wotnego obiektu ciągłego i okresem próbkowania najozęśoiej nie są znane 
np. w przypadku gdy model (l.l) został wyznaczony na drodze doświadozal* 
nej identyfikacji,

- powtarzanie doświadczeń identyfikacyjnych dla wielu różnych okresów prób 
kowania może być kosztowne,

- wielokrotne przetwarzanie tych samych serii pomiarowych dla okres ów prób
kowania będąoyoh wielokrotnościami podstawowego okresu próbkowania nie 
zawsze jest możliwe, np. w przypadku identyfikacji za pomocą algorytmów 
rekurenoyJnyoh,

dobrze byłoby dysponować zależnośoiami umożliwiającymi określenie wpływu 
okresu próbkowania wyłącznie na podstawie znajomości modelu (l.l) otrzy
manego w wyniku identyfikaoJ. Łatwo zauważyć, żo zależności takie mogą 
istnieć wyłącznie dla okresów próbkowania będąoyoh całkowitymi wielokrot
nościami tego okresn próbkowania, dla którego wyznaczony 'został model 0- 
biektu dyskretnego.

2. WPŁYW OKRESU PRÓBKOWANIA NA MODEL TORU STEROWANIA OBIEKTU

Określenie zależności parametrów modelu toru sterowania od okresu prób 
kowania Jest zagadnieniem stosunkowo prostym. Sposób postępowania ilustro 
je następujący przykład:
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Zakłada się, że dla okreau próbkowania Tp obiekt dyskretny Jest opi
sany równaniem różnicowym

y(i) (1 - pz“1 ) = z-2(l-p)u(i), 0 < p < 1  (2.1)

Aby wyznaozyć równanie różnicowe tego obiektu dla okresu próbkowania 2Tp, 
należy (2.1) tak przokształoić, by zawierało wyłąoznie operatory opóźnie
nia z-2 na dwa okresy próbkowania. V tym celu mnoży się (2. 1) przez 
(t + pz-1), otrzymując:

y(i) ( 1 - p2-z-2) = z-2( 1 - p) (1 + pz 1 ) u(i) =

= (1 - p) |jj ( i -2 ) + p u(i-3)] (2.2)

gdzie lewa strona posiada już wymaganą postać. Dla dalszego przekształce
nia strony prawej należy zauważyć, że podwojeniu okresn próbkowania mnai 
towarzyszyć podwojenie okresu nastawy wlelkoóoi aterująoej, która obeonle 
będzie zmieniać się w chwilach i, 1-2, i—1* itd., natomiast nie będzie zmie
niać się w ohwili i-3, dla której zaohowa,tę samą wartoóć 00 w ohwili i—A». 
Stąd (2.2) przyjmie postać

y( 1) - p2y ( i—2 ) = (i - p) [ja ( i—2 ) + p *i( i—•*)] (2 .3)

a wprowadzaJąo dla nowego ekresn próbkowania nowy operator opóźnienia Zg1

- 1  - 2 (2.4)

i uwzględniająo, że warteioi dyskretnyoh chwil ozasu wymagają następujące
go przenumerowania

i = (i)2

i—2 = (i-l)2 ‘ (2.5)

1-4 = (1-2)2

otrzymuje się nowy model dyskretny dla okresu próbkowania 2Tp w postaoi:

(2.6)y(i)2 (1 - p) (1 + pz-1)
= *2 , _ P2 z-1 '2
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Ola przypadku ogólnego słuszne jest następujące twierdzenie:
TWIERDZENIE 1
Jeżeli tor sterowania obiektu dyskretnego jest dla okresu próbkowania 
opisany równaniem różnicowym

y(i) -k b ( z-1 ) (2.6)

gdzie:
U

A(z“1) = J|~ (1 - piz“1), (2.7)
1=1

to dla Okresu próbkowania hTp (b = 2,3,**,...) będzie opisany równaniem 
różnicowym

y(j)h _ _ P V zh1>

gdzie:
- 1  - h  

*h = z

jest operatorem opóźnienia o nowy okrea próbkowania AiTpf

(2.8)

(2.9)

Ah(zh1) = U  (1 - pt *h ) (2.10)
i=1

Bh (z”1 )n(i)h = [z“kB(z”1) m(p1)... M(pn ) n(l)] ( 2 . 1 1 )

i = (i)v
1-h = (l-0h

i-hm = (i-«)h
i-g = (i-j)„, (j-Oh <g <jh 

= 1 + + P* !t~2 + ... + P^“1 z“(h“l) (2.12^

Dowód:
Dowód przebiega podobnie Jak rozwiązywanie przytoozonego przykładu. Ko

rzysta się przy tym z zaleźnoźoi

1 - phz“h = (1 - pz-1) (1 + pz“1 + p2z-2 + ... + ph“V (h“l)) =

= ( 1 - pz“1) m ( p ) (2 .1 3)
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oraz z faktu, że dla próbkowania z okresem bTp wielkość sterująca może 
zmieniać się wyłącznie w cbwilaob i, i-h, i-2h,..., natomiast dla obwił 
i-g» gdzie

(j-1 )h < g < Jh (2.Ili)

zaohowuje wartość, którą przyjęła dla obwił i-Jh, gdy Z ua podstawie fe.1*ł) 
Jest

i - Jb <  1 - g < 1  —(J-1)b (2.15)

Łatwo zauważyć, że wielomiany A^ i Bfa są zawsze tego samego stopnia 00
wielomiany A i B. Nowy dyskretny ozas opóźnienia p Jest określony za
leżnością

P = ^, jeżeli k = bp (2 .16)

lub - w przeciwnym przypadku - nierównością

(p-l)h < k <  ph (2 .1 7 )

Z przytoczonego twierdzenia wynika również następująca interesująca wła- 
śoiwość modeli dyskretnyoh: Jeżeli model Jest asymptotycznie stabilny,tzn. 
¡Pt | <1 dla i b 1 ,,,,,n, to łatwo zauważyć, że ponieważ współozynnik
przy operatorze zTn w wielomianie A. Jest równy a w wielomianieh m l U_ 1 h—• 1B Jest równy b_ p,” p-~ ... p_” , zo wzrostem krotnośoi h współozyn-u n i x n
□lki te stają się pomijalnie małe. A więo - zgodnie z intuicyjnym odczu
ciem - zwiększenie okresu próbkowania sprawia, że model dyskretny staje 
się ooraz bardziej "zgrubny", tzn. wielomiany A^ i B^ stają się wielo
mianami coraz niższego stopnia. Efekt ten można wyraźnie zaobserwować 
przy doświadczalnej identyfikacji.

3. WPŁYW OKRESU PRÓBKOWANIA BA MODEL TORU ZAKŁÓCENIA OBIEKTU

Określenie zależności parametrów tom zakłóoenia od okresu próbkowania 
Jest sprawą trudniejszą zarówno konoepoyjnie, Jak 1 obliczeniowo. Wynika 
stąd, że model ten nie Jest opisem dyskretnym Jakiegoś pierwotnego obiek
tu oiągłego z pobudzeniem sobodkowym. Związane z tym trudnośol ilustruje 
następujący przykład:

Zakłada się, że dla okresu próbkowania Tp zakłóoenle sprowadzone na 
wyjśole obiektu Jest opisane modelem o postaci

v(i) (1 + di’1) = e(i) (i + oz-1), (3. O



102 A, Nlederliński

gdzie - 1 ^ d <. 1 , - 1  < o < 1 , a e(i) jest białem szumem typu (O, 7?).
Aby wyznaczyć model tego oiągu dla okresu próbkowania 2 T n a l e ż y  - po
dobnie jak w p. U - przeksztaloić (3.1 ) tak, by zawierało wyłącznie ope-_2ratory opóźniania z na dwa okrasy próbkowania. W tym oelu mnoży się 
(3.1 ) przez 1-dz“1, otrzymująo:

v(i) ( 1 - d2z-2) = a(i) (1 + oz“1) ( 1 - dz“1) (3.2 )

Ciąg

w(i) = e(i) (i + oz-1) (i - dz-1) (3.3/

odpowiadająoy prawej stronie modelu (3.2 ) jest oiągiem typu MA (Moving
Average) rzędu 2. Należy z kolei znaleźć inny oiąg w'(i), który będzie

_2 „liopisany wyląoznie za pomocą operatorów z , z itd. i który będzie miał
dla nowego okresu próbkowania 2Tp takie same autokoleraoje Jak oiąg
v(i). Innymi słowy - oiąg w'(i) będzie równoważny ciągowi w(i) w ekre- 
saoh próbkowania 2Tp. Nynika to z istnienia wzajemnie jednoznaozneJ za- 
leżnoóoi pomiędzy modelem różnicowym oiągu MA a Jego autokorelao Jami. Po
nieważ oiąg MA rzędu q posiada autokorelacje równe zeru dla przesu
nięcia ra > q i ponieważ zgodnie z drogim z powyżazyoh wymagań autokore
lacje olągów powinny spełniać warunek:

Rww(o) = V  w'(°)

1̂ ( 2 )  = V  w ' ( , ) 2 ( 3 ' 5)

R (2m) = R,» '(m)- = 0 dla m> 1 (3.6)ww w w 2

to oiąg w'(i) będzie ciągiem MA rzędu 1 (dla okresu próbkowania 2Tp) 
lob rzędu 2, leoz bez operatora z”1 (dla okresu próbkowania Tp) opisany 
zależnoóo ią

w'(i) = e'(i) (1 + o' z-2) (3.7)

gdzie e'(i) Jest białym szumem typu (o, X'2).

Ponieważ
Rww(0 )  = E -^w(l) w(i)J-= ź\,2 | l + ( o - d ) 2 + o2d2]  ( 3 . 8)

1 ^ ( 2 )  = E ^ w ( i )  w( i -2) j -  = -  X2 o d ( 3 . 9 )

oraz podobnie
Rw' w .(o) = x'2 (i + c'2) (3 .1 0)

R . ,(2) = X'2 o'. (3.11)
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to przyrównując (3.8) i (3.10) oraz (3.9) i (3.11 ), otrzymuje się układ 
dwóch równań nieliniowych, z któryoh można wyznaozyó niewiadome \  t o 
A więc dla okresu próbkowania 2Tp model przyjmie postać

v(i) (1 - d2z-2) = e'(i) (1 + o' z-2) (3.12)

lab
r(l)2 (1 - d2z“1) = e'(i)2 (1 + o' z"1) (3.1 3 )

— 1 —2gdzie: z~ = z" jest operatorem opóźnienia o 2 okreay próbkowania.
Dla przypadku ogólnego słuszne Jest następująoe twierdzenie:

TWIERDZENIE 2

ARIHA*
Jeżeli ciąg czasowy Jest dla okresu próbkowania Tp opisany modelem

y (i) c(z-1) /. .\
i O T  = ■ a*

lLLj
d( z ~ 1 )<?(

gdzie:
d ( z-1) = jj (i - r ^ -1) (3.15)

V =  (1 - z" ) (3.16)

to dla okrasa próbkowania hTp (h = 2,3,,...) ciąg ten będzie opisany mo
delem ARIHA

y(l)h Ch (zh1)
e'(i)h " Dh(z;1) V ^ ’

gdzie:
-1 -h zh = ż

jest operatorem opóźnienia o nowy okres próbkowania kTpf

(3 .1 7 )

(3.1 8)

“h K 1) = i T (i - r ? o  (3*19)
i=1

d
= ( 1 - z“1) (3.2 0 )

ARIMA - Autoregresaive Integrated Moving Awerage
*5
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a Ch^zh'^ °*^^h Ja** takim oiągiem HA rzędu p', gdzie p' jest naj
większą llozbą naturalną spełniającą nierówność

p'h < q + (p + d) (h - 1), (3.21)

który dla oliwili (i)^ = 0,1,2,3,... ,p m a  takie same autokorelao je Jak 
ciąg MA

C(z"1) M(r() ... M(rp) Md(l) e(i), (3.22)

odpowiednio dla ohwil i=0, h, 2ht 3h,..., gdzie

M(r±) = 1 + riz_1 + r2 z-2 + ... + r*J_1 z“i.h“1 ̂ (3.23)

Dowód:
Dowód przebiega podobnie Jnk rozwiązanie przytoczonego przykładu przy 

czym korzysta się z zależności

1 - rhz-11 = (i - ri“ł ) (1 + rz“1 + r2z~2 + ... + rh_1 z” ĥ“1 ̂ ) =

= ( 1 - rz-1) M(r) (3.24)

Nierówność (3.21) wynika stąd, Ze oiąg (3.22) będąoy ciągiem MA rzędu 
(p+d) (h-1) zostaje zastąpiony przez oiąg MA zawierający wyłąoznio ope
ratory z~ i posiadający róZne od zera autokorelaoJe tylko dla takiob 
przesunięć będąoyoh oałkowitą wielokrotnością h Jak oiąg (3.22), a więc 
dla 0,h,2h,...,p'h.

4. INNE ZASTOSOWANIA

Przedstawione twierdzenia stanowią różwnież podstawę teoretyczną cyfro
wej synulaoji wpływu okresu próbkowania na właśoiwośoi dyskretnych ukła
dów regulacji. Wpływ ten był do tej pory badany wyłąoznie na drodze aymu- 
laoji hybrydowej (analogowo-oyfroweJ).

LITERATURA

[1] Xstrbm K. J. : Introduotion to Szobastio Control Theory. Aoadeaio Press, 
New York 1970.

[2] Xstróm K. J. i ia. : Theory and applioations of self-tuning regulators.
Automat loa, rol. 13» 1977, PP. 457-476.

[3] Box G.E.P., Jenkind G.M.: Time Series Analysis Forooasting and Con
trol. San Franoiaoo 1971, Holdan Day.



Wpływ okresu próbkowania na parametry..

[V] Clarke D.V. , Hast Inga—James R. : Design of digital controllers for ran
domly disturbed systems. Proo. XEE, 1971, vol. 118, No, 10, pp. 1503- 
1 5 0 6.

[5] Clarke D.V. , Gawtrbop P.J. : Self-tubing oontroller. Proo. I EE, 1975, 
vol. 122, No. 9, pp. 929-931*.

[6] Eykboff P.: IdentyfikaoJa w ukladaob dynamicznych. PWN, Warszawa 1980.
[7] Gawthrop P.J. : Some interpretations of the self-tuning oontroller. 

Proo. XEE, vol. 124, 1977, PP. 889-894.

Recenzent: Prof. dr in±. Henryk Górecki

Wplynęio do Redakcji 20.05.1982 r.

BjmflHHE H EPH O M  HMHyJIbCHPOB AHHfl HA CBOftCTBA HOAEJffiM 

AKHAMHHECKHX JIHHEitHHX AHCKPETHHX OKBKKTOB

P e 3 » u e

IIpeACTaBxeHO Ase Teopexu Aasomne b o 3m o x b o o t l  co3Aaib m o a b a h  AHuaxHNecKEZ 
AHCKpeTHHX AHHOftHNX oflbeKTOB AAA nepHOAa HUnyAbCHpOBaHHA pOBHOrO KpaTHOCIH 
nepaoAa, a a h  Kotoporo npoBeAeno HAeHiwliHKanH*) KaHaxa ynpaBxeHHa k Kanaxa no- 
wex oCieKia,

THE INFLUENCE OF SAMPLING INTERVAL ON DYNAMIC LINEAR 
DISCRETE-TIME MODELS

S u m m a r y
The paper present tweftheorems for the determination of diaorete-time 

control- and disturbance transfer funotions for sampling Intervals wbiob 
are integer multiples of the basic sampling interval, for with th«j basic 
disorete-time model has been identified.


