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STATYCZNE STEROWANIE STOCHASTYCZNIE OPTYMALNE
Z OGRANICZENIAMI

Streazozenle. W praoy rozwigzany jeat problem sterowania stooha-
atyoznie optymalnego atatyoznego w przypadku roéwnosciowego ograni-
czenia na wartos¢ przeoietng aterowania i ograniczenia na maksymal-
na i minimalng dopuazozalng wartos¢ aterowania.

To drugie ograniczenie test pewng modyfikaojg w stosunku do rezulta-
téw uzyskanyoh w praoy 7] .

Podano przyktad, dla ktérego uzyskuje sie wyniki w formie analitycz-
nej.

1. WSTEP

Speoyfiozng oeobg przedstawionego w praoy problemu optymalizaoji ata-
tyoznej Jeat narzucenie wartosci $redniej aterewania u poprzez réwna-
nie:

EQW =g¢q @D

Zinterpretowanie ograniozenia (i) wymaga wyraznego wyrdéznienia wektora "y-
wektora dostepnej informaojl.

Zatb6zmy, zo rozpatrywany ukdad sterowania Jeat ozesciag wiekszego syste-
mu. Wéwozaa sterowanie u wypraoowane w uktadzie musi optymalizowac wskaz-
nik Jakos$oi w oparoiu o dostepne pomiary T i z uwzglednieniem wystepuja-
oyoh fizycznie ograniozeé¢, a takze ograniozenia wprowadzonego w oelu sko-
ordynowania oatego systemu. Tym ograniozeniem Jest wkasnie roéwnanie (i).
Wielkos¢ g oznaoza wieo sterowanie optymalne przy braku informaojl po-
miarowej i Jest wyliozana przez koordynatora systemu. Spos6b wyznaozania
optymalnego g Jeat osobnym problemem, nie poruszanym w tej praoy. =

Przy rozwigzywaniu postawionego w praoy zadania podstawowe znaczenie
miata Zasada MiniraallzaoJdi i USredniania [j3 oraz Lemat 1 sformutowany i
udowodniony w praoy & (s- 1»50), ktéry pokazuje, w Jaki spos6b sterowa-
nie optymalne zalezy od dostepnej informaojl.
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2. OPIS ZADANIA
Bedziemy poszukiwa¢ funkoji uCy) minlraalizujuced wskaznik Jakosoi:
J = E 1(u,z) (@)

E oznacza w tym wzorze operator usredniania po wszystkich 2z, 2z Jest
wektorem zakt6oen, u nazywany Jest wektorem sterowan.
Minimalizacja odbywa sie w obecnosci nastepuJdgoyoh ograniczen:

Eu =q (D)

umin< u < umax A)

Wektor dostepnej informaoji y sktada sie z wektora q ze wzoru (i)
oraz pewnego wektora p zaleznego od zaktéoen~(p = g(z2)).,
Oznaozmy:
I(u,y) = E, 1(u,2) a
'y
E, oznaoza usrednianie warunkowe przy danym V-

'y _
Zatozmy, Ze skalarna funkcja 1(u,7) Jest wypukta ze wzgledu na u.

3. METODA ROZWIAZANIA

W celu rozwigzania zadania »korzystamy z twierdzenia o mnoznikach La-
grange“a [ , zastepujao minimalizaoje wyraZetiia (2) przy ograniozeniaoh
(1), (@B) nastepujgog minimalizaoja lagrangianu:

Min [e [1(u,2)3+ «T [e(u) - dll &)
u(T)
przy ograniozeniaoh (3).

q Jest z zatozenia wielkos$ciag stalg, moZna wleo napisac:

FPITEQ@) - dq =JEQ - q) (©)

ZauwaZmy, Ze zgodnie z twierdzeniem o mnoZnikaob]|Lagrange®a [Vl wektorY
naleZy do przestrzeni sprzeZonej do Q (g € ij). Dla przestrzeni euklide-
sowyoh g* = Q. W zwiazku z tym w? Jest funkoja tyoh sarayoh zralennyoh 00
q (parametrow rozkdadu). Stad:

()
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i notna napisac:

Min [ [u.zj] +*T EQ) - dl
udy)

<= Min E [I(u,2) +-T @ - 9] ®
uy)

Dla przeprowadzenia minimalizacji lagrangianu (8) skorzystamy z Lematu 1
z praoy [6]. Lemat ten pozwala nam napisac:

Min E [Iu,2) +fiu - ol <=>
uy?

<=> E Min[e. [1(u,2) +f(u - qill ®

przy ograniozeniaoh (3).

MinimalizaoJda po prawej stronie wzoru (9) nie jest Juz minimalizacjg w
przestrzeni funkoji. Dla ustalonego 'y poszukujemy Jednej konkretnej war-
tosci  u.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze ograniozenla (3) sa ograniozeniami funkcyjnymi.
Oznaozaja one, ze funkcja uy?) musi znajdowa¢ sie miedzy dwiema atato-
wartosolowyml funkojami: ') = Upjps T2¢) = Uy, - Jest to jednak row-
nowazne ograniozeniu liozbowemu, takiemu mianowioie, by dla dowolnego vy
konkretna wartos¢ u znajdowata sie miedzy wartosoiami Hire Y max-
Jesli uwzgledni sie ten fakt, to mozna do ograniczen (3) zastosowa¢ mnoz-
niki Kuhna-Tuokera, tworzgo problem optymalizaoji bez ograniozen:

Min [E/ [I(u,z) +fi u-q] +
u 7

+AT (U " umax} +7~2 (umin " wl 10)

Poniewaz u ma by¢ funkoja pomiaréw y\ wleo E, (u) = u.
Stad: v

Ey ff (u-qgqXB = fiu-q) ay

i wzér (10) przeksztatca sie do postaci:

Min Q,7) + ~(u -q) +*j(u - +~ 1 Cumin " u3 (12)
u

Zgodnie z twierdzeniem Kuhna-Tuokera mnozniki Aj» 2 do prze-
strzeni sprzezonej do U (gdzie u € U). Sag wieo funkojami  tyoh santyoh
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zmiennych (wektora informacji 7).°V zwiazku 2z tyra, podobnie Jak u ag
zalezne od zaktécen i sg zmiennymi losowymi.

Jak wiadomo mnozniki nieujemne. Przy tym wartos$¢ wiekszg od
zera mogg przyjmowa¢ tylko wtedy, gdy odpowiednie ograniczenie jest spek-

nione w spos6b nieostry (to znaczy u = lub u =

Unin Unax J-

Dalej postepujemy w nastepujgoy sposoéb:

Ze wzoru (12) wyznaczamy sterowanie optymalne (jest to wykonalne dzieki
wypuktosci Ffunkcji I(u,T) t

u°pt = a3
Wzér (13) nalezy podstawi¢ do réwnania (i). Stad wyznaoza sie mnoznik:

y =fj(, parametry rozk#adu , parametry rozk#adu”.g) a»

Podstawienie (1%) do C13) pozwala wyeliminowa¢ z (13)- .
Otrzymujemy:

uopt = kj @ ijMy>9 »i > parametry rozkdadu , parametry rozktadu”~ig) (15)

Przyjmijmy we wzorze (15) =0, = 0 i dla danego vy obliczmy war-
tos¢ u. Jesli tak wyznaozone u wypadnie poza ograniozeniem, to nalezy
tak dobra¢ odpowiednie &l, aby u stato sie réwne ograniozeniu.Wynika to
z przedstawionyoh wyzej wkasolwosei mnoznikéw Kuhna-Tuokera, Postepujac w
ten sposéb dla kazdego 7, mozna znalez¢ funkcje "-(7) potrzebng ze wzgle-
du na usrednianie w réwnaniu (i).

Opisane wyzej dziatania prowadzg w efekoie do okreslenia funkoji u(7)-

U. PRZYKLAD

Nieoh wskaznik Jakosci (wzér (2)) ma postac:

J=Ei(z-u)2, 16)

przy czym obowigzuja ograniczenia opisane wzorami (1) i (3). Wektor do-
stepnej informacji nieoh sktada sie z wielkosci z,q. Zatozmy, ze zakd6-
cenie z ma rozktad réwnomierny ograniozony przez warto$oi zm”™n» zmax “
Zatoézmy, ze:

‘max ~ “min Unax = Y min an

Dokonanie minimalizacji we wzorze (12) daje dla tego przypadku nastepuja-
ca postac¢ sterowania optymalnego:

18
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Podstawmy (18) do (i) i obliczmy w ten spos6b mnoznik:

£= z +(gi2 - g 19)
gdzie: ¢x, = ,el2 = ,5=E(@) = max z
Zgodnie z tym oo powiedziano wyzeJ™x ™ *1 zmiennymi losowymi, natomiast
© nie.
Po wyeliminowaniu u wyraza sie wzorem:
“¢*1 +<N "i2 + 4 (20)

Aby sterowanie optymalne byto okreslone w sposéb Jawny, nalezy wyznaozyc

Rot>in,y to tak, to byto opisane wyzej. To znaczy dla danego z
dobieramy odpowiednie tak, aby u wyznaczone ze wzoru (20) spedniato
ogranlozenia (3). Otrzymujemy w ten spos6b zaleznos$oi:

¢B2(z'iv £ t'q umin) (22)
USrednienie po wszystkioh z pozwala nam wyznaczy¢ i r'-
¢H = BN (Z2,9,JVE2-uBax) 23)
X2 = E~Niz.g.-~.~Noun) (20
Z tego uktadu roéwnan wyznaczamy p 2.Szozeg6towe obliczenia zamleszozo-

ne sg w dodatku.
V rezultacie otrzymuje sip nastepujgoe wzory nha sterowanie optymalne:

oznaczmy: Au =u”™ - un
Az =z - Z -
1) Dla g > umax - 4 7~

8CZ- Zypin * Mmaz - Y2A Z(umaz - ﬂ)'

dla a” %a~*

(25)

dla a > u
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_ Az
b=2z- 2~9 * Ugg * Ugjn + @A - Upax — Unid
umin dla b < amin
b dla umin » N umax @26)
Umax dla b > Unax
Au
3) Dla g < Uppy + a7
0=2z-2 + umin + "2 AZ(q - uBIn)
min dla 0 < Unin
@)
dla oN Unin
5. INNY SPOSOB ROZWIAZANIA*
Przykdad powyzszy mozna rozwigzac¢ takze w inny sposéb - wykorzystujgo

zasade maksimum. Zauwazmy, ze wzdér (16) mozna zapisa¢ w nastepujacej Ffor-

mie :
max
J=i f (@ - w2f@dz, (28)
“hin
gdzie: f(z) - funkcja gestosci zmiennej z _f(z) = ,

Natomiast ograniczenie (i) ma postac:

u(2)?f(z)dz = q (29)
fin
Wprowadzmy oznaczenie:
A
= A u@*F(@)d2 (€Y)
min

*ATen spos6b rozwigzania zaproponowat dr Inz. M. Latarnik
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Véwozas:

GD

Hamiltonian dla naszego problemu wyraza sie wzorem:

(€2)

przy ozyra u musi spedniaé¢ ograniozenia (3

Rozwigzanie takiego problemu nie nastrecza trudnosci.

Wzér powyzszy jest identyczny ze wzorem uzyskiwanym przy rozwigzywaniu pro-
blemu metoda prezentowang poprzednio.

6. ZAKONCZENIE

Zagadnienie opisane wzorami (1) - (3) mozna traktowa¢ jako czes$¢ wiek-
szego problemu dekompozycji i koordynacji statystycznie optymalnego roz-
dziatu zasobdéw. Algorytm dyskutowany w pracy odpowiadatby dolnemu pozio-
mowi sterowania jednego z podsysteméw *zdekomponowanego systemu. Catos¢
jest koordynowana przez goérny poziom sterowania. Wartos¢ g, wystepujaca
v ograniczeniu (i), jest zmienna koordynujaoa ustalang przez wyzszy po-
ziom. Oznaoza to, ze gbérny poziom sterowania dysponuje mniej szczeg6towg
informacja o systemie i na podstawie tej informacji okresla sterowania o>
tymalne. Sa t6 wielkosci g bedaoe dyrektywami dla dolnego poziomu. w
oparciu o te dyrektywy oraz bardziej szczeg6towe informacje lokalne w pod-
systemach okreslane sa wkasciwe sterowania u. Dokdadny opis pednego pro-
blemu mozna znalezé¢ w pracach [] i [BIl- V praoy [2] podaje sie algorytm
sterowania na dolnym poziomie, jednak bez uwzglednienia ograniozenia (Q)*

Przedstawiony w pracy algorytm jest metoda rozwigzania prostego proble-
mu optymalizacji, w ktérym ograniozenia i wskaznik jakosci interpretuje
sie za pomoca poje¢ z teorii prawdopodobienstwa. Jak pokazano, problem ta-
ki mozna rozwigzac¢ takze korzystajac z zasady maksimum. Jednak w przypad-
ku gdy rozktad bdedu jest nieograniozony (np. rozkd#ad normalny) lub biad
jest wektorem o Kilku sk#adowych, trudno jest utworzy¢ réwnanie stanu po-
trzebne dla rozwigzania z zasady maksimum. Natomiast metoda prezentowana
v praoy ma zastosowanie, chociaz nie musi prowadzi¢ do analitycznych re-
zultat ow.

Dodatek: Wyprowadzenie wzordéw na sterowanie optymalne z rozdziatu
Problem rozwigzemy metoda opisang w rozdziale 3. Réwnanie (10) przyj-
mie teraz postac:
Uu-2z+1 401 ||(.‘|r2 =) (d.1)
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stad: u=2z-" +N"2 d,2

Mozna wieo napisa¢ roéwnanie (i):

E(u) = E(z -<-¢&l +"2) =g (d.3)
stad: N=E(z) -EN) +en2d " q (d.D
(gdyz EQ) -y )-
Oznaozmy:
E(z) = mSX2-"421 =5 (d.5)
*¢l, =£, (d.6)
Er"2 =£2 (d.7)

e z (d.ib) podstawiamy do wzoru na sterowanie optymalne:
umz -5 ¢, +1, +ii2 -¢ij2 +q d.8)

W granioaoh swojej zmiennosol sterowanie okazuje sie by¢ liniowo zalezne
od zaktbéoenia z. Mnozniki ,Ni2 nie sag w tym wzorze istotne, gdyz wew-
natrz obszaru dopuszczalnych wartosci u maja wartos¢ zero. Trzeba nato-
miast wyznaozy¢ warto$oi p.j, p2. Do ilustracji zastosowanego tu rozumo-
wania stuzy rysunek A. Rysunek ten przedstawia zalezno$¢ sterowania od
zakt6oenia dla réznyoh wartosoi q, zalezno$¢ uzyskang bezposrednio ze
wzoru (d.-8). Z rysunku wida¢, ze istnieje pewna wartos¢ qgl, powyzej kto-
rej przestaje ingerowa¢ (dla dowolnego 2z) ograniozenie dolne. Podobnie
istnieje pewna wartos¢ q2, ponizej ktérej przestaje ingerowaé ogranioze-
nie gorne.

Jesli dane ograniozenie przestaje ingerowa¢, to odpowiadajaoy mu mnoznik
;i Jest stale réwny zeru - dla dowolnego zaktb6oenia z. V zwigzku z tym je-
go wartos¢ Srednio Jest takze roéwna zeru.

Wartosoi ql1 i g2 mozna #atwo wyznaozy¢, zauwazajgo, ze gdy q = ¢, , musi
by¢ u = umln dla z

vain “ g1 + “min " 5 +£1 (d-9
gi = u«io "¢*1 + :'I# (d-109

W podobny sposéb wyznaozy sie Q2:
. 11)

@R“V | +f2"T
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Rysunek 1 sugeruje tez sposob liczenia wartosoi S$rednich jx* , Mianowi-
oie wida¢, ze dla pewnego zakresu zmian z ograniozenia nie ingeruja, na-
tomiast gdy z przekroozy pewna wartos¢ granicznag zaozynaja ingerowac¢ o-
graniozenia odpowiednio dolne lub gérne. Na tej podstawie mozna narysowac
wykresy zaleznosci p * i O<t z* Ng odpowiednio rysunki B i C.

Wartosci Srednie i wyznaczymy liczac pole powierzohni pod wykre-
sem p af(z) i dzielac przez dtugos¢ przedziatu A z. Szczegdlnie proste
jest to dla dwoéoh przypadkéw granicznych rozpatrywanych poprzednio:

q, Ji, @)

dla q (d. 12)

dla g = g2 = (d.13)

V pozostatych przypadkach postepujemy weddug nastepujacego *sohematu.
Wyznaczamy wartos¢ z, przy ktérej zaozyna ingerowaé¢ ograniczenie gorne:

z,r = umax "'q + 5 "1 *1 2 {d*1D

Dla z > xgr ~ j wyrala sie wzorem:

ul =z - zgr (d.15)
etqd! Imax=V x ~ u»ax + g “5 +£1""2 atie)
Podobnie noina wyliozy¢:

A2»ax " “min ~ q - zmin + z +¢*2 (d-1?)

Vartoioi ¢radnie wyrataja sie wzorami:

(d. 18)

przy czym wzér ten obowiazuje dla q > qg - gdy wartos¢ S$rednia p* Jest
wieksza od zera.
Podobnie dla ;5. 2

P-2 (d"19)

przy ozya wzdér ten obowigzuje dla q < ql.
Tak wleo obaaar zmienno6oi q eotemy podzieli¢ na trzy przedziaty,Za—
kladajgo, ze wzgledu na reallzowalno6¢ sterowania, Qnal = u-ax 1 g.in =

" °nio



116 A, Ordya

Przedziat 1: gmax > q >*J1

. /Imax
il2 -0 Pl TS"E
Przedziat 2: ql > q > a,
2 2
,*1mai il i*2mai

Przedziat 3: q2 > g > gmin
¥ 3max
<1 =0 N2 = 2Az
Teraz w miejsoe */-*2max  nalO*y podstawic¢ lewe strony wzoréw (d.16),

(d.17). Otrzymuje sie w ten sposéb kwadratowe réwnania ze wzgledu no A,
Jbj. Rozwigzanie tyoh réwna¢ nie sprawia trudnosoi. Z kolei uzyskane wzo-
ry nalezy podstawi¢ do réwnania (d.8). V ten sposéb powstaja analityczne
wzory na sterowanie optymalne podane w pracy.
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Rysunek A

Zraax

Rysunek B

€1

*Imax

Rysunek C

«?
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CTATMECKOE, CTOXACTHHECKH ODTIOUJItHOE yUPABJIEHHE
C OrPAHHHEHHFIMH

Pes»ue

B paOoxe peneHa npoOssxa CToxacxineoKX onxKMajtbHoro cxaxjrtecxoro ynpas-
jibhhz b cjryrae aaAaasoro cpejHoro 3h&ebhh« ynpaBXBHH* a orpaaateHHH xaxox-
uajtbHoro e uHHHuajtBHoro AonyciHMUz asa<ieHEtt ynpaBjieEaa. 3to Biopo« orpaHH-
ESBHe hbxsbice nexoiopofl uo*tkI>HKaiiH«fl no othosgehc k peayabTaiau p&Ooxx PBJ-
B paOoTe npoaaaxBSHpoBaHEo npaxep., asji XOXOporo xozaa nojcniHxi. pe3yxixaiH i
aHaxEXKEeoKOM bhabe

A STOCHASTIC OPTIMAL, STATIC CONTROL
IN THE CASE OF RESTRICTIONS

Summary

In this papsr the problem of stochastic optimal static oontrol is sol-
ved,- in the case when the average value of oontrol is given and the mini-
mam and maximum value of oontrol are restrioted. That aeoond restriction
implies the modification of results presented in paper [2] .

An example is presented for wbiah the results have an analitioal form.



