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STATYCZNE STEROWANIE STOCHASTYCZNIE OPTYMALNE 
Z OGRANICZENIAMI

Streazozenle. W praoy rozwiązany jeat problem sterowania stooha- 
atyoznie optymalnego atatyoznego w przypadku równościowego ograni­
czenia na wartość przeoiętną aterowania i ograniczenia na maksymal­
ną i minimalną dopuazozalną wartość aterowania.
To drugie ograniczenie test pewną modyfikaoją w stosunku do rezulta­
tów uzyskanyoh w praoy f2] .
Podano przykład, dla którego uzyskuje się wyniki w formie analitycz­
nej.

1. WSTĘP

Speoyfiozną oeobą przedstawionego w praoy problemu optymalizaoji ata- 
tyoznej Jeat narzucenie wartości średniej aterewania u poprzez równa­
nie:

E(u) = q (1)

Zinterpretowanie ograniozenia (i) wymaga wyraźnego wyróżnienia wektora "y- 
wektora dostępnej informaojl.

Załóżmy, żo rozpatrywany układ sterowania Jeat ozęścią większego syste­
mu. Wówozaa sterowanie u wypraoowane w układzie musi optymalizować wskaź­
nik Jakośoi w oparoiu o dostępne pomiary T  i z uwzględnieniem występują- 
oyoh fizycznie ograniozeć, a także ograniozenia wprowadzonego w oelu sko­
ordynowania oałego systemu. Tym ograniozeniem Jest właśnie równanie (i). 
Wielkość q oznaoza więo sterowanie optymalne przy braku informaojl po­
miarowej i Jest wyliozana przez koordynatora systemu. Sposób wyznaozania 
optymalnego q Jeat osobnym problemem, nie poruszanym w tej praoy. •

Przy rozwiązywaniu postawionego w praoy zadania podstawowe znaczenie 
miała Zasada MiniraallzaoJi i Uśredniania [j3 oraz Lemat 1 sformułowany i 
udowodniony w praoy QsJ (s. 1»50), który pokazuje, w Jaki sposób sterowa­
nie optymalne zależy od dostępnej informaojl.
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2. OPIS ZADANIA

Będziemy poszukiwać funkoji u("y) minlraalizujuceJ wskaźnik Jakośoi:

J = E l(u,z) (2)

E oznacza w tym wzorze operator uśredniania po wszystkich z, z Jest
wektorem zakłóoeń, u nazywany Jest wektorem sterowań.
Minimalizacja odbywa się w obecności następuJąoyoh ograniczeń:

E u = q (1)

umin < u < umax (3)

Wektor dostępnej informaoji y  składa się z wektora q ze wzoru (i) 
oraz pewnego wektora p zależnego od zakłóoeń~(p = g(z))„
Oznaozmy:

l(u,y) = E, l(u,z) (Ił)
' y

E , oznaoza uśrednianie warunkowe przy danym y".
' y  _
Załóżmy, Ze skalarna funkcja l(u,7) Jest wypukła ze względu na u.

3. METODA ROZWIĄZANIA

W celu rozwiązania zadania »korzystamy z twierdzenia o mnożnikach La- 
grange'a [fł] , zastępująo minimalizaoję wyraZetiia (2 ) przy ograniozeniaoh 
(1 ), (3 ) następująoą minimalizaoją lagrangianu:

Min [e [l(u,z)3+ « T [e(u) - q]] (5 )
u(T)

przy ograniozeniaoh (3 ).
q Jest z założenia wielkością stałą, moZna wlęo napisać:

J>T [ę (u ) - q] = J^E(u - q ) (ó)

ZauwaZmy, Ze zgodnie z twierdzeniem o mnoZnikaob|Lagrange'a [V] wektorY 
naleZy do przestrzeni sprzęZonej do Q (q € ij). Dla przestrzeni euklide- 
sowyoh q * = Q. W związku z tym ■*? Jest funkoją tyoh sarayoh zralennyoh 00 
q (parametrów rozkładu). Stąd:

(7)
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i notna napisać:
Min [e [l( u, z j] + ^ T [e (u ) - q]] 
uOy)

<?=> Min E [l(u,z) +'-nT (u - q)] (8)
u(y)

Dla przeprowadzenia minimalizacji lagrangianu (8) skorzystamy z Lematu 1
z praoy [ó] . Lemat ten pozwala nam napisać:

Min E [l(u,z) + f i u  - q)l <=> 
u(y")

<=> E Min [e . [l(u,z) + f ( u  -  qj]] (9)

przy ograniozeniaoh (3).
MinimalizaoJa po prawej stronie wzoru (9) nie jest Już minimalizacją w
przestrzeni funkoji. Dla ustalonego "y poszukujemy Jednej konkretnej war­
tości u.
Należy zwrócić uwagę, że ograniozenla (3 ) są ograniozeniami funkcyjnymi.
Oznaozają one, że funkcja u(y") musi znajdować się między dwiema atało-
wartośolowyml funkojami: f'(y") = u .„, f2(y”) = u . Jest to jednak rów-min' max
noważne ograniozeniu liozbowemu, takiemu mianowioie, by dla dowolnego y
konkretna wartość u znajdowała się między wartośoiami u , , u .min max
Jeśli uwzględni się ten fakt, to można do ograniczeń (3 ) zastosować mnoż­
niki Kuhna-Tuokera, tworząo problem optymalizaoji bez ograniozeń:

Min [E/ [l( u, z) + f i  u - q)] + 
u 7

+^ T (u " umax} + ^ 2 (umin " u)l (10)

Ponieważ u ma być funkoją pomiarów y\ wlęo E, (u) = u.
~yStąd:

Ey f f  (u - q )3 = f i  u - q ) (1 1 )

i wzór (1 0 ) przekształca się do postaci:

Min [j(u,7) + ^ ( u  - q ) +^j(u - +^ I ( umin " u 3 (12)
U

Zgodnie z twierdzeniem Kuhna-Tuokera mnożniki ¿A-j » 2 do prze­
strzeni sprzężonej do U (gdzie u € U). Są więo funkojami tyoh santyoh
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zmiennych (wektora informacji 7).'V związku z tyra, podobnie Jak u aą 
zależne od zakłóceń i są zmiennymi losowymi.
Jak wiadomo mnożniki nieujemne. Przy tym wartość większą od
zera mogą przyjmować tylko wtedy, gdy odpowiednie ograniczenie jest speł­
nione w sposób nieostry (to znaczy u = u . lub u = u ).min max

Dalej postępujemy w następująoy sposób:
Ze wzoru (12) wyznaczamy sterowanie optymalne (jest to wykonalne dzięki 
wypukłości funkcji l(u,T) t

u°pt = (13)

Wzór (13) należy podstawić do równania (i). Stąd wyznaoza się mnożnik:

y  = fj(q, parametry rozkładu , parametry rozkładu^.g) (11*)

Podstawienie (11*) do C13) pozwala wyeliminować z ( 13)-̂  .
Otrzymujemy:

uopt = kj (¿ł-) ijMg > 9 »i > parametry rozkładu , parametry rozkładu^ig) (15)

Przyjmijmy we wzorze (1 5 ) = 0, = 0 i dla danego y obliczmy war­
tość u. Jeśli tak wyznaozone u wypadnie poza ograniozeniem, to należy 
tak dobrać odpowiednie ¿1 , aby u stało się równe ograniozeniu.Wynika to 
z przedstawionyoh wyżej właśolwośei mnożników Kuhna-Tuokera, Postępując w 
ten sposób dla każdego 7, można znaleźć funkcję ^-(7) potrzebną ze wzglę­
du na uśrednianie w równaniu (i).
Opisane wyżej działania prowadzą w efekoie do określenia funkoji u(7)-

U . PRZYKŁAD

Nieoh wskaźnik Jakości (wzór (2 )) ma postać:

J = E i ( z - u ) 2, (16)

przy czym obowiązują ograniczenia opisane wzorami (1 ) i (3 ). Wektor do­
stępnej informacji nieoh składa się z wielkości z,q. Załóżmy, że zakłó­
cenie z ma rozkład równomierny ograniozony przez wartośoi zm^n» zmax‘ 
Załóżmy, że:

Z  -  Z  . u - U .  (17)max min max min

Dokonanie minimalizacji we wzorze (12) daje dla tego przypadku następują­
cą postać sterowania optymalnego:

(18)
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Podstawmy (1 8 ) do (i) i obliczmy w ten sposób mnożnik:

£ =  z +(ji2 - q (1 9 )

gdzie: ¿ x , = , ¿L2 = , 5 = E(z) = max ż

Zgodnie z tym oo powiedziano wyżeJ^x ̂ *1 zmiennymi losowymi, natomiast
t? nie.
Po wyeliminowaniu u wyraża się wzorem:

“¿*1 + <Ń "it2 + <1 ( 2 0 )

Aby sterowanie optymalne było określone w sposób Jawny, należy wyznaozyć 
Rot>in,y to tak, to było opisane wyżej. To znaczy dla danego z

dobieramy odpowiednie tak, aby u wyznaczone ze wzoru (20) spełniało 
ogranlozenia (3). Otrzymujemy w ten sposób zależnośoi:

¿Ł2 ( z ’i v £ t ’ q ’ um in ) ( 2 2 )
r

Uśrednienie po wszystkioh z pozwala nam wyznaczyć i '■

¿H = Ê l(Z,q ,jV£2-uBax) (23)

¿x2 = E ^ i z . ą . ^ . ^ . u ^ )  (20

Z tego układu równań wyznaczamy p  2. Szozegółowe obliczenia zamleszozo-
ne są w dodatku.
V rezultacie otrzymuje sip następująoe wzory na sterowanie optymalne: 

oznaczmy: Au = u ^  - u ^

Az = z - z , oaz min

1) Dla q > umax - 4 ^

a c z -  z . + nmin maz - V2A z(u - q )' > maz n

dla a ^ % a *

dla a > u __
(25)
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2) Dla u .  + < u,min 2Az -  Au Jraax ~ 2Az

b = z -  z ~ q  + u + u .  + raax min
A z (2q — u — u . )  ^ max min

umin dla b < amin
b dla umin ^ ^ umax (2 6)
umax dla b > umax

3) Dla q <  u . + A u
min T 2Az

o = z - z + umin + ^2 A Z(q - uBln)'

min dla o < umin

dla o ^ umin
(2 7)

5. INNY SPOSÓB ROZWIĄZANIA*

Przykład powyższy można rozwiązać także w inny sposób - wykorzystująo 
zasadę maksimum. Zauważmy, że wzór (16) można zapisać w następującej for­
mie :

max
J = j  f (z - u)2 f(z)dz,

Z  Jmin
gdzie: f(z) - funkcja gęstości zmiennej z . f(z) = ,

Natomiast ograniczenie (i) ma postać:

r u(z)?f(z)dz = q
‘min

( 2 8 )

(29)

Wprowadźmy oznaczenie:
A

= ^ u(z)*f(z)d2

min
(30)

*^Ten sposób rozwiązania zaproponował dr Inź. M. Latarnik
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Vówozas:

(31)

Hamiltonian dla naszego problemu wyraża się wzorem:

(32)

przy ozyra u musi spełniać ograniozenia (3 )#
Rozwiązanie takiego problemu nie nastręcza trudności.
Wzór powyższy jest identyczny ze wzorem uzyskiwanym przy rozwiązywaniu pro­
blemu metodą prezentowaną poprzednio.

6. ZAKOŃCZENIE

Zagadnienie opisane wzorami (1 ) - (3) można traktować jako część więk­
szego problemu dekompozycji i koordynacji statystycznie optymalnego roz­
działu zasobów. Algorytm dyskutowany w pracy odpowiadałby dolnemu pozio­
mowi sterowania jednego z podsystemów * zdekomponowanego systemu. Całość 
jest koordynowana przez górny poziom sterowania. Wartość q, występująca 
v ograniczeniu (i), jest zmienną koordynująoą ustalaną przez wyższy po­
ziom. Oznaoza to, że górny poziom sterowania dysponuje mniej szczegółową 
informacją o systemie i na podstawie tej informacji określa sterowania oę>- 
tymalne. Są tó wielkości q będąoe dyrektywami dla dolnego poziomu. W 
oparciu o te dyrektywy oraz bardziej szczegółowe informacje lokalne w pod­
systemach określane są właściwe sterowania u. Dokładny opis pełnego pro­
blemu można znaleźć w pracach [¿] i [3]] . V praoy [2] podaje się algorytm 
sterowania na dolnym poziomie, jednak bez uwzględnienia ograniozenia (3 )*

Przedstawiony w pracy algorytm jest metodą rozwiązania prostego proble­
mu optymalizacji, w którym ograniozenia i wskaźnik jakości interpretuje 
się za pomocą pojęć z teorii prawdopodobieństwa. Jak pokazano, problem ta­
ki można rozwiązać także korzystając z zasady maksimum. Jednak w przypad­
ku gdy rozkład błędu jest nieograniozony (np. rozkład normalny) lub błąd 
jest wektorem o kilku składowych, trudno jest utworzyć równanie stanu po­
trzebne dla rozwiązania z zasady maksimum. Natomiast metoda prezentowana 
v praoy ma zastosowanie, chociaż nie musi prowadzić do analitycznych re­
zultat ów.

Dodatek: Wyprowadzenie wzorów na sterowanie optymalne z rozdziału
Problem rozwiążemy metodą opisaną w rozdziale 3. Równanie (1 0 ) przyj­

mie teraz postać:
u - z + 1  + ^ 1  " ¿ " 2  = 0 (d. 1 )



stąd: u = z - ^ + ^ 2  (d, 2)

Można więo napisać równanie (i):

E(u) = E(z - <2 - ¿¿i + ̂ 2  ) = q (d.3)

stąd: ^ = E( z) - E ^ )  + e ^ 2^ “ q (d.1:)
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(gdyż E(j) - y  ). 
Oznaozmy:

E ( z )  = mSX 2 -"-1?1 = 5 (d .5 )

* ¿1 ,  = £ ,  (d .6 )

E ^ 2 = £ 2 (d .7 )

ę z (d.ił) podstawiamy do wzoru na sterowanie optymalne: 

u m Z  - 5 -¿l, +¿1, + i i 2 -¿¡2 + q (d.8)

W granioaoh swojej zmiennośol sterowanie okazuje się być liniowo zależne 
od zakłóoenia z. Mnożniki , ̂ i2 nie są w tym wzorze istotne, gdyż wew­
nątrz obszaru dopuszczalnych wartości u mają wartość zero. Trzeba nato­
miast wyznaozyć wartośoi p . j, p 2. Do ilustracji zastosowanego tu rozumo­
wania służy rysunek A. Rysunek ten przedstawia zależność sterowania od 
zakłóoenia dla różnyoh wartośoi q, zależność uzyskaną bezpośrednio ze 
wzoru (d.8). Z rysunku widać, że istnieje pewna wartość q1, powyżej któ­
rej przestaje ingerować (dla dowolnego z) ograniozenie dolne. Podobnie 
istnieje pewna wartość q2, poniżej której przestaje ingerować ogranioze­
nie górne.
Jeśli dane ograniozenie przestaje ingerować, to odpowiadająoy mu mnożnik 
¿ i Jest stale równy zeru - dla dowolnego zakłóoenia z. V związku z tym je­
go wartość średnio Jest także równa zeru.
Wartośoi q1 i q2 można łatwo wyznaozyć, zauważająo, że gdy q = q, , musi
być u = umln dla z

uain “ q1 + “min " 5 + £l (d-9)

qi = u«io "¿*1 + TT 

W podobny sposób wyznaozy się q2 :

** (d.10)

q2 “  V l  + f  2 "  T (d. 11 )
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Rysunek 1 sugeruje też sposób liczenia wartośoi średnich j x ^ , Mianowi-
oie widać, że dla pewnego zakresu zmian z ograniozenia nie ingerują, na­
tomiast gdy z przekroozy pewną wartość graniczną zaozynają ingerować o- 
graniozenia odpowiednio dolne lub górne. Na tej podstawie można narysować 
wykresy zależności p  ^ i 0<* z* ^ą odpowiednio rysunki B i C.
Wartości średnie i wyznaczymy licząc pole powierzohni pod wykre­
sem p  af(z) i dzieląc przez długość przedziału A  z. Szczególnie proste 
jest to dla dwóoh przypadków granicznych rozpatrywanych poprzednio:

dla q = q, ji, (q, ) = (d. 12)

dla q = q2 = (d.13)

V pozostałych przypadkach postępujemy według następującego *sohematu. 
Wyznaczamy wartość z, przy której zaozyna ingerować ograniczenie górne:

z,r = umax " q + 5 "^1 * 1 2 {d*1'ł)

Dla z > xgr 1̂ j wyrala się wzorem:

<u 1 = z - zgr (d.15)

•tqd! 1 max = V x  ~ u»ax + q “ 5 + £l " ^ 2  (d'l6)

Podobnie noina wyliozyć:

^2»ax " “min ~ q - zmin + z + ¿*2 (d-1?)

Vartoioi ¿radnie wyratają się wzorami:

(d. 18)

przy czym wzór ten obowiązuje dla q > qg - gdy wartość średnia p ^  Jest 
większa od zera.
Podobnie dla ii 2 : „2

P -2 (d'19)

przy ozya wzór ten obowiązuje dla q < q1.
Tak wlęo obaaar zmiennoóoi q eotemy podzielić na trzy przedziały, Za— 

kladająo, ze względu na reallzowalnoóć sterowania, QnaI = u-ax 1 q.in =
" °mio'



1 1 6 A, Ordya

Przedział 1:

Przedział 2:

Przedział 3: q2 >  q >  qmin

u 24 2max  
<?1 = 0 ^2 = 2 A z

Teraz w miejsoe */-*2max nal0*y podstawić lewe strony wzorów (d. 16),
(d.17). Otrzymuje się w ten sposób kwadratowe równania ze względu no  ̂ , 

JŁj. Rozwiązanie tyoh równać nie sprawia trudnośoi. Z kolei uzyskane wzo­
ry należy podstawić do równania (d.8). V ten sposób powstają analityczne 
wzory na sterowanie optymalne podane w pracy.
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qmax >  q >*J1

-  /lmax
i12 - 0 ¿*1 " TS"£

q1 > q > q2
2 2 

¿*1mai ii i*2mai
¿*■1 = T X £  ^ 2  = ~TET

Wpłynęło do Redakoji 10.11.1982 r.
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Rysunek B : 

(“1

f*lmax

Rysunek C : 

(«•?

Rysunek A :

z raax
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CTATMECKOE, CTOXACTHHECKH ODTIOUJItHOE yUPABJIEHHE 
C OrPAHHHEHHflMH

P e s » u  e

B paOoxe peneHa npoOssxa CToxacxineoKX onxKMajtbHoro cxaxjrtecxoro ynpas- 
jibhhz b cjryrae aaAaasoro cpejHoro 3h&ebhh« ynpaBXBHH* a orpaaateHHH xaxox- 
uajtbHoro e uHHHuajtBHoro AonyciHMUz asa<ieHEtt ynpaBjieEaa. 3to Biopo« orpaHH- 
ESBHe hbxsbice nexoiopofl uo*H<l>HKaiiH«fl no othosqehc k peayabTaiau p&Ooxx [>]. 
B paOoTe npoaaaxBSHpoBaHEo npaxep., a s j i xoxoporo xozaa nojçniHxi. pe3yxixaiH i 
aHaxEXKEeoKOM b h a b •

A STOCHASTIC OPTIMAL, STATIC CONTROL 
IN THE CASE OF RESTRICTIONS

S u m m a r y

In this papsr the problem of stochastic optimal static oontrol is sol­
ved,- in the case when the average value of oontrol is given and the mini- 
mam and maximum value of oontrol are restrioted. That aeoond restriction 
implies the modification of results presented in paper [2] .
An example is presented for wbiah the results have an analitioal form.


