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: Prace naukowo-badawoze Instytutu Maszyn Matematyoznych

SRT DIVISION WITH A NORMALIZED DIVISOR 
by Andrs.J WITKOWSNI

A method of the quotient digit selection for SRT division is 
presented. This paper shows that the precision of inspection 
of the divisor and partial remainder, which is required to 
select quotient digit, depends on the range of the divisor.
The optimal range of the divisor is found /the range for 
which the precision of inspection of the divisor and partial
remainder is the lowest/. This range 1st 1-1/r |D| i, 1» His
way of reducing the dlvlaor to the optimal rangei 1-1/r^ |D |
C 1 is presented. The proposed method permits to implement 
high speed division devices.

INTRODUCTION
This paper presents the technique of the quotient digit selection which Is specially suit

ed for Implementation In computers executing operations» a.b or a.b+o with a high speed I.e., 
comparable with the speed of operation a+b.

High speed division can be effected choosing sufficiently large r /radix of-the division/,
The point la that quotient digit q-̂  Is a function of divisor D and partial remainder Ge
nerally speaking, q^ depends on all bits of words d and ra^+^| words d and ra^+1 represent
numbers D and rAj^.

However, it turns out that the quantity of bits to be inspected can be radically reduced. 
Euch a solution wao proposed by O.K. Atkina [l3* He showed that, using ERT algorithm, can be 
calculated using only several bits of d and r a - ^ . He also showed that, the greater r, the more 
bits must be inspected.

This paper tries to develop the Atkins method. It shows the way of calculating q^ which 
considerably decreases the proolsion of inspection 'of d and ra^+-| compared with the Atkins' 
method.

For the method prenented hero, a high speed device executing opei*atiou a»b or a«b+o is 
needed. As long ae the operation a*b or u*b+c lasted much longer than the operation a+b, this 
method wus applicable only occasionally. Nowadays, when the operation a*b or a*b+o Ib effected 
by LSI, integrated circuits its applicability can be much wider.

1. DEFINITION OF THE DIVISION ALGORITHM
The present section defines the process of the division. A denotes the dividend, D the - 

divisor. Dividend A and divisor D are represented by words a and d. In the division process 
. quotient Q and remuinder A_ffl are being looked for.
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The following conditions hevc to be fulfilled) 
« quotient Q is represented by m digits q^

-in
Q = Z _  Q i T 1, /I/ '/

I=-1

the digits fulfil the condition*
|qjLt < r, r >  2 / V

9 quotient Q, r;~ainder A_tt, dividend A and divisor D /D/O/ are related by the following 
relationships)

A v' A m ’r’'mHr = Q + — —  ■ /*/u D
|A_ffl|<k.|D| /4/ «i

where k is a positive constant.
9 digits q^ are determined in such a way that)

|AjJ *  lc* |d| /5/
where A^ denotes the i-th par.’ 1 remainder)

Ai 3 rAl+1 “ qi,J) /6/
Aq = A  i = -1, ,,., -m

Note that in the division process defined above, digits of the quotient Q are integers. 
Quotient Q can be obtained in tho redundant form i.e., in the form in which the number of di
gits q^ is greater than r. Obviously, in the division process mentioned above, Q oan also be 
found in a univooul form.

Note also that quotient Q approximatee the real quotient A/D with an error not greater 
than k«r~m for, as it follows from /3/ and /V)

| £  - Q |* k*r~m H t

According to /$/ and /£/, q^ is defined busing on A +̂1 and D, so 'that)

r. ^¿±1 - k < q. <  p. + k /e/

It follows from /8/ that for a given value of , digits q^ can assume all integer values
from the interval Aq = <rAi+1/D-k, rAi+1/D+k>. The length Aq of this interval ie

Aq = 2k
In order to make tho division process feasible, the interval of the length of Aq  must contain 
at least one integer. Therefore, its length cannot be smaller than 1)

A  q >1
or k >  1/2 / 9 /

Note that deptindenoo /8/ does not define thq value of q^ in a univocal way. For a typi
cal value of k = 1, within the interval of the length of Aq = 2, two or three integers be
ing the digits q^ oan be found. For instancei when rAj^/D = 1 the proper digits q^ will be 
0 , 1 and 2 ,
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2. SRT ALGORITHM '

I |
In this section the SRT algorithm will be1 deporibed and one ot  its graph!a interprets-

[ * i
tion will be given, SRT algorithm was elaborated |jy Seveney, Robertson and ?ooher| see £4],[fi]. 
The feature of this algorithm is that quotient Q !b formed ir the redundant form. In the BRT

.*
: algorithm t o r  r > 2 digits oe*n assume values f^om the following s*ti

j

qj_ € { -n, -(n-1), ,#, p, ,,,( n—I , nj /Ip/

where n is an integer ao that« '

1/2.(r-1) <  n <  r-1 /ft/
The restriction /II/ on the set of digits q^ results from the following conditions«

• at least r different digits are necessary to represent number of radix r. 8inoe quantity of 
the set {n, 0, .,,, n} is 2n+1 , the condition 2n+1 .> r or n > 1 /2 »(r-l) must be satis
fied

. 9 inequality n <£ r-1 results from the assumption /2/.
Note that, if n > 1/2. (r-1), the quotient Q will be represented in the redundant code. 

Obviously, the greater n, the greater the redundancy of the quotient code.
Now, the redundancy of the quotient Q will be related with k taken from /4/. According 

to /6/ , for a given q^, A^/D is a linear'funotion of Ai+1 /D, thus A^/D has a maximum when 

Ai+i/D is maximum. 8ince (Ai/D)moj( = CAj.+-i/fl)ma)i = k /Bee /5// for q^ = n we have«
k = r.k - n

-  3 »

From /II/ and /)2/ the interval of the variation of k can be determined«
1/2 * k  * 1  ♦ / I S /

Dependence /13/ is in agreement with the dependence /S'/ obtained above.
Value k defined by /|2/ is a measure of the redundancy of the quotient code« ,tbe smaller 

the difference 1-k, the greater the redundancy. In the next section the effect of k on the 
prioe of the device calculating will be considered. (

To end this section, one of tho graphic interpretations of the division prooeas will be 
demonstrated. It is oalled the A-D plot. This plot will be very helpful for us in the nsxt 

seotion.
A-D plot Illustrates the connection between the divisor D, the partial remainder rAjL+̂ , 

the coefficient k and the digit q^. These connections result from the dependence /5/ and /6/, 

Equation /6/ may be rewritten as
rAi+i = AL + qL-D

Note that for given q^ quantity rA^+-]> as a funotion of D, has a maximum when Aj_ is maxi

mum. Since |a l|<£ k*|D|, (Aj),,^ = k-D and«

(rAi+l)max - O'*«!)’» " t i * i

Likewise, for given q^ ï*A^+-) » aB 6 funotion of D, has a minimum when A^ = (Ai)mi.a =-k;,D an4

\
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them '

(rAU l U n  = < V * f c f  liii.

In order to obtain the A-D plot, lines /f-4/ end /15/ should be drawn on the /rA^+1, D/ 
plane with a digit q^ as a parameter assuming values from the set of the quotient digits /fO/. 
For given q p  the-area between lines /rAj_+1/maj{ and /rA^+1/m^n ie called the q^ area. This . 
area iB a set of all pairs /rA^+q>c/ for which the proper quotient digit is q p  Obviously, 
there are as mm-’» areas as quotient digits. As an example the A-D plot for r = 4 and k = 2/3 
is shown /Fig. 1/,

-  4 -

Fig. 1. A-D plot w^th r = 4 and k = 2/3

 ̂ As it was stressed in the previous seotion, digits q^ could be chosen arbitrarily - see
/8/* It oan be notioed that in the A-D plot the q^ areas overlap in such a way, that aome
pairs / r A p p D /  determine points which belong to two q^ areas. For these pairs both digits q^ 
are correct. The set of points / r A p p D /  for which two digits q^ are oorreot Will be oalied a 
common area of q^ and q^+p  In the Fig. 1 these areas are lined.

Note that the A-D plot is' symmetrical relative to each of the axes of the oo.-ordinata sy
stem, It results from the fsot that the equations / M /  and /|6/ define lines passing through 
the centre of the oo-ordinate system /rAp-pD/, Therefore, in what follows, the A-D plot made 
In one quarter of the co-ordinate system /rAp-pD/ will be used.

In terms of the A-D plot, the process of the formation of Q oan be defined as followei 
the given values of rAp., and D define a point in one of the q^ areas. Digit /digits/ q^ cor
responding to this area, it the next quotient digit and it oan be UBed to oaloulate next 
partial remainder aocording to /6/.

/
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3. METHOD OP THE qj_ SELECTION
In this section the method of the q^ seleotion will be given. Both the way of determin

ing of q^ and the precision of Inspection of rai+1 and d, In order to determine q^, will be 
desorlbed. Furthermore, the block scheme of the device determining digits q^ will be suggested.

In the method presented the following assumptions must be fulfilled:
1. Quotient Is being formed In a redundant form accordlhg to the SRT algorithm.
2. Divisor D is initially reduced to the form:

IDIJH^ and 10| < 1 , 
where > 0 . ’/j6/

The method presented will be illustrated by A-D plots. Referring to them, the term 
"the division field" will be used. This term denotes area comprised between lines: D = Ok,
D = 1, rA +̂1 = (k+n)«D and rA +̂1 = (k-q).D.

The idea of the method.
The "division field" can be divided into equal rectangles of the aides ArA and A D  in 

such a way that each of the rectangles will be entirely included in one of the q^ areas. In 
the Figs 2 and 3 tw<5 exemplary divisions of the "division field" are demonstrated. In both 
examples each rectangle is entirely included in a certain q^ area. «All the points of the rec
tangle which is entirely included in the q^ = d area correspond to next quotient digit equal 
to J. Remember that co-ordinates of theBe points represent quantities rA^+1 and D.

Let the division of the A-Û plot into rectangles be established. Formation of the quo
tient Q consists in locating pairs / r A ^ ,  D/ in the'proper rectangle and reading digits q^ 
corresponding to this rectangle.

Since in this procedure- rA +̂1 and D must'be located within intervals of the length of 
A  rA /height of the rectunglo/ and A U  /width of the rectangle/, the words ra^+  ̂ and d can 
be inspected with a limited preciaion. Precision of tlie inspection of ra +̂1 and d. depends on 
quantities ArA and 40| jreater they are, the less thels required preoislon the smaller the
number of bitB of words ra^+  ̂ and d should be inspected/. Further considerations are' intended 
to estublish ArA and A D  as large as possible /the precision of examination ate low as pos
sible/.

Tbe following observations oan be made:
1. For given values r, k, the A-D plot oan be divided into rectangles in many ways.

These ways differ from each other in quantities ArA and AD. It is illustrated in tbe Figs 
2 and 3. For the Fig..2 the reotanglea are greater and the preoision of the inspection of 
ra^.j and d cai: be lower.

2. Maximum values of ArA and AD are limited by the size of common areas q^ and «|» 
Namely seotore of the length of ArA and AD  /vertical and horizontal sides of the rectan
gles, respectively/ must be entirely included in the common areus. Otherwise tiie rectangles 
with the sides ArA and A D  could not be inoluded in the q^ areas. Let ArA^ denotes the 
height of the common area of and q^+  ̂ /distance between lines /M  / and /tS/ along
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rA +̂1 axis/, and ADj" denotes i-Ha width of common area of q^ and q^+  ̂ /distance between li
nes / \ K / and /15/ along D axis/. How, if we want the rectangle with the sides ArA and AD
to be entirely included in the areas, the following conditions must be fulfilled:

ArA *  ArA{ /<7/
A D  «  ADf '

Condition /17/ must be fulfilled for all q^ areas, and the restriction forthe size of rec
tangles has finally the following form:

ArA <  ArA' /ifl/
A D  -tf AD', 

where ArA' = min [ A , r A ... ArA'n-1]
AD'. = min{ A 0'./n.v , ..., A D ' ^ j

3. As follows from the observation 2°, the most interesting are the rectangles in common 
areas. In the Figs 2 and j  the thick line separates rectangles which define different cuotient 
digits. Note that this line forms a broken line of the characteristic step-like structurei 
height and width of every step is a multiple of quantities 4rA and AD.

Fig. 2. A-D plot with r = 4, k =2/3
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Fig. 3. A-0 plot with r = h, = 2/3

h. It is worth while tu point oat the deponloncc of ArA* and AD' on Dj . The greuter 
Dk, the larger size of rectangles covering the A-D plot. It is illustrated in the Figs A and 
5. Both of them were drawn for the cr.se r = 4, k = 1. For the Fig. 4 the "division field" is 
limited from the left sile with the line D - 1/2 find for the Fig. 5 with the line D = 3/^»
It is easy to note, that for the case of the Fig. 3 rectangles ore lunger urid the required 
precision of inspection of ro^+  ̂ and d is lower. For tlic Fig. A, in order to determine 
4 bits of the words ru£+,| a'14* <1 should be inspected, while for the Fig. 5,3 und 1 bits, 
respectively. Let ArA1' and Adi' denote the height and width of the common area for Dl^, 
and ArA2', A  0 8 ' the height and width of the common urea fur u2k. One can easily demonstrate 
thati

02,. A2 * 02'
T3TT = T r  * IfT /19/

Therefore, the height and width of common ereus aro directly proportional to D^. To summa
rize tho range of variation of 0 influences essentially the precision of inspection of 
ra^+^ and d, hence the price of devices which determine digit ijp

As follows from the observation 2°, the size of rectangles is defined by ,ArA and AD. 
Mow, the influence of parameters k snd D̂. on ArAj and Adj will bo considered. For a given 
common oren defined by di :itn = j end = j-1 , the quantities A rA ^ end ADj arc ex

pressed by the following formulae /see Fig. b/i

AD' = D " -  D' =
rA U 1 _

i kii-1

= rAW “' 7 7
2n - R_________
- 7 i  + nR - 7

/20/

where R = r-1
ArAi = - rA^+1 = (.:+i-l) • D*'- (-i:+i)*D" =

" - ('h - - # " /2I/



Fig. 5- A-0 plot with r = A, |D| >  3/4, k = 1

The above formulae Lave been given by D.E. Atkina in 1y68 /V* He notioed that tho great
er the redundancy of quotient code /the greater n/, the greater ArAj and ABj /the less pre
cision of inspeotion of ra^+  ̂ and d/. For given J and B^, the quantities ArAj and ABj ore 
the greatest when k - 1 , because then the redundancy is the highest.

It is easy to note that ABj is minimum when j = n and fl = B^. However, ArAj is mini- . 

mum when 0 = B^. Remember that (ABj)mpn = Ad' and C ̂rApmin ' ArA'«8o, the sides of 
the rectangles ArA'^and AB'are defined by the left border of common area q^ = n and q^ =
= n-1. Iti what follows only a part of the A-B plot which is defined by the lines 0 = fl̂
rAi+i => (k+n-iy»B and rA +̂1 = (-k+n)»fl will be considered /see Fig. 7/*

How, let us consider in detail the influence of d^ on precision of inspection of ra^+j 
and d. He search for such a value fl̂ , for v<hich ArA' and Ad' will be the greatest.

Hote, that Afl' -horizontal side of rectangle - is the longest, when it stretchee from 
right-down border of the common area q^ = n end.q^ = n-1 /point A in the Fig. 7/ to its left

> 1 /2 , k c 1
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i I ’ • • •
border /point B in the Pig. ?/. Co-ordinate oj the point A is the required value ft,»

! ! . *
Value can be determined in an analytical'wayj

-k+n = (k+n-r1 ) • JD̂

°k = I [ ' /22/! j ] .
Similar result can be obtained in another way, namely, by looking for a mojcimum of ADl

! ' ‘ r ‘ \ \  I 0
which is defined by /^OA For given restrictions |d| >  and | D| <  1 and for 3 =-n $he quan
tity AD' reaches maximum for = (-k+n)/(k+n-l).
‘ In what follows, we shall reatriot outselvee only to caseB for which k = 1 /n = r-1/. As

‘ mentioned before, for these oases ArA' and AD' are the greatest.
For k = l.the equation /22/ will take the formj 

^  = l£L = 1 _ 1 /n,

The devices that determine digits q^ will be designed basing on the va&e of D^, so it
• i

would be convenient to bring to an easily representable form. Since r >  a«

°k = 1 - E  < 1 - 7  
Hence a new condition on the form of D can be obtained«

¡ d | 5 * i - |  ‘ m /

When the condition /2£/ is satisfied, precision of inspection of r a ^  and d is still the' 
lowest. !

L.
; Fig. 6 . Height ArA[ and width AD^ of oommon area q^ = i and q^ a i-1
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„ « ü í ü _
k»n-1 .

Fig. 7. Common area q^ = n and q^ = n-1 for |D| > .D^

Now, precision of inspection of re^+i &ad d necessary to determine q^ will be found. With
the restriction /23/, the A-D plot can be divided into rectangles, as shown in the Fig. 8.
Vertical sides of rectangles are defined by the linesi 0 =. 1-1/r, D = 1, and horizontal sides'
by the linest rA +̂1 = n-2 , rA +̂1 = n-3 , rA +̂1 = n-4 etc.

In order to determine q^, the pair (rA^+^, D) must be located rn one of these rectangles.
So, the value, of rA^+-j must be located in one' of the following intervalsi ¡¿n~1, n-2) , <n-2,
n-3), .. . < -n+2, -n+1) while the value of 0 in an interval < l-1/r, 1> or <-1+1/r,-1>. For such
location, we can inspect ra +̂1 with the precision limited to 1+log2r bits /bits of the integer 
part of ra^+^/. Since the condition /Q3/ is satisfied, it is enough to inspect in the word d 

only bit of '"le sign. Hencei
NA = 1 + log2r
ND = 1, /2 4/

where HA® ND - number of hits tq .be inspected in ra^+^ , d to determine the digit q^.
0-i ~ ----

rAi+l“ lk+n-1)‘D

|-k*n)-D

Fig. 8. Division of the A-D reotangles when |D| ^  1-1/r, r = 8
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Further deoreaae of the number NA La impossible ,j beoeuse, when inspecting HA-1 bits iu rrL^ ,
we should differentiate between numbers, differing by 2 , and the rectangle of the height of 2

would not be entirely included in any q^ area.
Note that in the method presented here, reotangles form vertical column defined by the 

lines D = 1-1/r and D = 1, This division of, the A-D plot is much simpler than that demonstrat
ed in the Figs 1, 2, 3| the step line does not appear. Simplicity of the desoribed method is 
achieved at the cost of rigorouB requirement put on the form of the divisor D) in the Fige 
1 , 2 , 3  ]D| > 1/2 and for presented method the form of the divisor is defined by /2£/. The 
problem of bringing D to the form / i t /  is discussed in the neat section.

Table I illustrates the difference between division methods with fixed restriction on 
the form of D /e.g. |Dj >1/2/ and the method presented here with the restriction /28/. Note 
that the restriction /28/ depends on the value of r. Three ranges of variation of D« |D|>1/16, 

t | D| ̂ 1/2, |D|> 1-1/r are demonstrated in the Table 1, For eaoh range the preci
sion of inspection of r a ^  and d for different r xb given.

■jRequired precision of inspection of r a ^  and d Table 1*

r loint quantity of bits must be\ inspected 
to select q^ or NA+ND
JD| >1/16 | D | >1/2 | D | >  1-1/r

4 16 7 4
3 18 10 5
16 21 15 6
32 23 17 7
64 25 19 8
246 29 23 10

I

One can see from the Table 1 that when the divisor is brought to the form /23/ the pro
blem of determining q^ is simplified considerably. For example: function of 10 variables per
mits to determine'q^ with the radix 8 in the case of |DI ?■ 1/2, and with the radix 246 in 
the case of 10 1 >  1-1/r. It can al’feot substantially ti.a cost and speed of the division,

A simple device can be designed for the method of the q^ selection pVoposed here. Denote 
by the word ra^+1 out to NA most significant bits. Let rX^+1 denoteB a number represent
ed by tbe word rS^+^. It is easy to note - see Fig. 8 - that the digit q^ is greater by 1
than r£i + 1 /for the first quarter on the A-D plot, for( others the signs of D and rA^ - must
be taken into consideration/. The above observation does not concern the case when ■ nj
for this oase q^ = r ĵ.+v

To sum up, one can write for the first quarter of the A-D plop:

(r ^ U 1 +1 when < n
r^i+1 when riit1 = “

For ttie whole A-D plot the principle of the q^ selection is given by expression:
f(rii+1 + sign {r2i+1))-sign (D) when JrAi+1J < n /2g/

1i = [ rAi+1.sign (b/) lrAi+ll = n >

where sign ( d ) = |D|/D.

**Two first columns of tue Table 1 result from the method of selection of q^ proposed by 
Atkins) see [1].

#
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The device which implements /25/ has a yerjj simple structure. It consists of binary ad
der and devioe which blocks adding tbe value of sign (r£^+.j) when |ri^+1| =n. The block sche
me of Buch device is shown in the Fig. 9« i 1

Fig. 9. Blook scheme of the device determining the digit q^.

The device from the Fig. 9 determines for any radix of the SRT division and for 
|0j > 1r-1/r. In the next section the way of reduction of D to the form |0| >  1-1/r is pre
sented.

4. NORMALIZATION'OF THE DIVISOR , >
In the previous section a method of q^ selection was proposed. This method p^ts the 

following restrictions on the variation range of the diviBorj
■I JO I < 1  /26/
|D| >  1-1/r

In this seotion the way of reducing divisor to the interval /26/ is shown. ThiB process will 
be called normalisation, ./e assume that tlie divisor is initially normalized so that:

I o | «  1 m /
| 0 | * 2 - P

where p is an integer. *
tfhen p = 1, the divisor is binary^normulized and when p a 4, the divisor is hexadeoi- 

oaly-normalized. Note that many modern computers are equipped with the devioes which reduce 
numbers to tiie interval /27/. It concerns j>articularly the floating-point numbers. For exam 
pie* some IBM computers normalize mantissas of the floating-point numbers t6 the interval 
<1/16,1),

Let us examine the variation range of |ol, i.e. the interval <0,1 >. Note that when*
Io| S <0,2-p) according to /27/, this event can not happen
|DJ t <2~p ,1-1/r) divisors from tiiat range should be reduced to the interval /26/
|D| i  <1-1/r,1> divisors from that range fulfil /26/.

Consequently, only divisors from the interval <2“p ,1-1/r) should be transformed. Now, 
the method of reducing them to the interval /26/ will be given.

The interval <2-p, 1-1/r) can be divided into equal parts of the length of b. In this
way, we get a sequence of partitions* , oLj eiB .
ofc, = (1 -1 /r, 1 -1 /r-b>
Uq = (1 -1 /r-B, 1 -1/r-2b>

whe re
(l-1/r-(m-l)il», 1-1/r-bm>,

V  ^
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For each of the intervals o o n e  can assign such a number /factor/ a^, that 
|D| e * L =£> |D|;aL £ <1-1/r,1>

In other words, factors a^ transform values from intervals oĈ  into values from interval 
<1-1/r,1>. So, the process of transformation of the divisor into the form /26/ consists in 
locating a given value |d | within one of the intervals oC^ and then multiplying D by an ade
quate factor a^.

Note that to locate |d| within intervals of the length of b, it is sufficient to inspect 
word d with the limited precision. This precision decreases with the increasing length of the 
interval 06  ̂/valpe b increases/.

Now, the values of b and will be calculated. Let y denote a co-ordinate of the end of 
the interval o£^. The following inequalities must be fulfilled to transform the value from 
interval <y-b,b> to the value from interval <1 ~1/r,1>i 

y a ^  « 1  
y a ^  >  1 -1/r 
(y-b) *a^ 1 -1/r
(y-b)-a- K  1 /2B/
y
y  «1 
a i >  o
b > 0

Now, a maximum value hoai< is needed, for which /28/ will be fulfilled for every value y
from the interval <2“P(1-1/r>. After solving /28/ it turns out that this value is bmai(=1 (r*2P)■
One can see that hmax is easily binary-representable. In accordance with the calculated value
b .the number of the intervals oC; isjmajx l

a = = 2 P.(g-l)-r
max

For a given value of p tlie intervals of. are as followsi 
oOi = < 1 -1 /r, 1 -1/r-1 /(r.2P))

' U 2  = <1-1/r-1/(r.2P), 1-1/r-2/(r*2P)) •'
«
* "

= <1-1/r-(m-l)/(r.2P), 1-1/r-m/(r,2P)>.
To calculate factors a^, each of the intervals

= <1-1/r-i'i-1>/(r.2P), 1-1/r-1/(r*2p.)> 
must be reduced to the interval <4-.1/r,1^, aad the following relations must be fulfilled: 

(l-1 /r-'(i-l)'/r*2p)*al <  l'
(l-1 /-r-i/(r«2P;)»aL>  1 -1/r 
i = 1 , 2 ,,.. ,ra,

or

ni >

2Pr-2p-(i-1>
r-1 

2pr-2p-i
Note that faotora a^ are not defined in a univocal way. They can be selected from the 

intervals defined by /29/. It permits us to design freely a devlo* which calculates a^
Let us determine now the precision of inspection of D. Modulus of the divisor 0 should 

be located within intervals of the length of bmao{ =1 /(r• 2 .  For this location d must be ins
pected with the precision restricted to n bits» 

n = log-s (r»2pX l  - logrr+p+1
bit ti
the sign ,
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Example j •. ■
Table 2 illustrates the above consideration^ for the case p=1, r=8. Columns of the Ta

ble 2 containt | 4
0 division of the variation range of D into intervals eC^, ? •
# intervals in which factors a^ must be included,
• chosen factors a^ | |
It is easy to calculevte that for r=B and

• ' I • ,
Normalizing factors for p=1,r=8

equels 1/16 and m equals 5 . 

Table 2

intervalr -/ ̂ intervals in which factors 
a^ must be included'

chosen factors

<0,1/16)
<1/16,2/16)
••

<7/16,8/16) 
<8/16,9/16) 
<9/16,10/16) t 
<10/1 6 ,1 1/16)

<11/16,12/16) 
<12/1 6 ,13/16) 
<13/16,14/16) 
<14/16,15/16) 
< 15/1 6 ,16/16) 
analogous for nega
tive divisors.

i divisors from these intervals 
j we assumed p=1 and,|D| >.1/2

<1.750,1.778>
<1.556,1,600>
<1.400,1.455 >
<1.272,1,330>
<1.166,1.231>
<1.080,1.144) 
divisors fulfil /26/

do not appear because■

1.7500 
1.5625 
1.4375 
1.3135 
1.1875 
1 .125 0  
1.0000 
1.0000

A
D

Conclusions and observations
1. In the method of q^ seleotlon dasoribed In seotlo^s 3 and 4, first the normalization 

D.a1 should be executed. Obviously, the multiplication D.a^ must last muoh shorter than the 
division, if wo want the normalization to be profitable. Otherwise, any profit of simplificat
ion of the devioe calculating q^, will be lost due to extending the division execution time. 
So the normalization is worth using only in devices which perform the multiplication operat
ion very quiokly, l.e, oomparably with the adding operation.

2'. Apart from normalization D»ap operation A»o^ should be executed to obtain the oorreot 
value of Q. It is obvious'becausei

= A^ai = Q
l)»â

The oorreot value of Q can be also obtained if Q* is multiplied by a£, wherei Q ‘=A/(D*a^) , 
a( = 1/a;. This method is even more pructical, because a[ < 1 /a; is always greater than 1 
- see /29/A

3. Normalizing process to a required interval <1 -1 /r,l) can take place in several stages
i.e., D can be brought in succession into intervals» < 1 -1 /r^ ,1 ), < 1 -1 /r2 ,1),... ■ <1 -1 /r,1 >, 
where < r2 <•** ^ r* For examploi hexndecimaly-normulized D / |DIE <1/16,1>/ can be reduced 
into the interval < 7/8,1 > in two stages» first into the intermediate interval <1/2 ,1 > and then 
into the target interval <7/6,1>. This process considerably decreases the number of factors
a^ what allov/e to simplify corresponding devices. For example» the process of reducing direct
ly |Dlc<1/16,1> into the interval <7/6,1> needs 104 different factors a^, while performing 
that in two stages /first t o < 1/2 ,1 >, next to < 7/8 ,1 >/ needs only 20 factors a^. Moreover pre
cision of the inr.pection of 0 decreases for the multistage normalization, hence, the cost of 
the device calculating a^ deorcaBes.

4. Different versions of the q^ selection are possible. For example the divisor D can be 
normalized to the interval <1-1/r^ ,1> and the radix of the division can be r2 > r-j. Advantages 
of this prooodure are the following»
0 reduction of D to the interval <1-1/iy,1> decreases precision of the inspection of ra +̂1 
and d, necessary to determine q^

0 reduotion of D to the interval <t-1/r,|,1> demands less precisiou of the inspection of d, 
than reduction of 0 to the interval < I-Vr^ ,1 > /r^ < r.,/.

In other words, when wo decrease precision of the' inspection of d in the normalizing process,
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we increase j,t during the process o f ShoeSing q^» f'his version of method giyeo a desj.g’a'r much 
freedom in choosing between the POSt 9 t the imi-ldmentnd 8)go ri thin and its speed, In the I'L«, 
10. the diyifiipp. pf the ^ 9  plot into rectangles is presented, Ip this figure 0 is normal ized

5 . Sufficiently great r should he chosen to ftccejepiihe the process of division, Great r 
cuanot be chosen When 0 is not poromliiied, or in normal iy.nd to Sh interval too wide, «,«,
<1/16,1>. In this case, the precision of inspection of ru-+1 and d is top high tp cpnBtrect 
complicated devices calculating q^ /for r-32,qj is a function of 21 Vttrlsbd»a w )w t |h(* i'l/1p, l)/ 
The method dosorihed above, consi lerobly reduces cost of the device pal opiating q, ,  r,e  ip 
permits to decrease considerably the required j*po4inioB Of inspection o f f8i 1 1 hp4 4/fop 
r=32, la a function pf '/ veriahjes only, So, using this mothol, v e ry m>id division SiliP- 
rithff/P pas'be implemented, dut PSP should bear iu mini the. L in this method

0 simplification of the q^ selection is roachod at the cost of additional deyicrs Sni- 
culntin' factors a^ 

0 high-speed sritlunetical unit executing operation of the «ilti plication is Seeded, 

5. APPLICATION flV fifB DiyiSlOH iffTU TH? llONKALI'/,PD ulVIPOJf 
FRT division with the nnrualifced divisor is to he used in high-speed Pi'OSpsW being 4»* 

signed in the Institute of "uthenatic- 1 T’nohines in tVursaw, According to tile design proPSSCOP 
called DUIAS is to execute operation a,h,c wliere a,b,C are /‘I-bit fJOnting-point numbers,



-  16 -

I131AS prooesaor oo-operatcs with IBM computer'^ ajs the input-output channel. It is equipped 
with own email looal memorleB a«.- «lemory for constant valueB. The epeed of IlflJAS amounts to 
about 33*10e operations per Beoond. Suoh a high ppeed was reaohed as a result of the pipe
lined mode of the data processing.The IMMA8 processor is equipped with a device nhiab nor- ' 
malizes the modulus of mantissa of the floating-point number to the interval *1/16,1>.

In the implementation of the presented method r*32 has been taken as a radix of the di
vision, The normalization of the diviBor is performed in twD stagess first, the divisor is 
reduced to the interval <1/2,1> and then to the |.nterval <31/32 ,1>,

In sum ' the prooess needs factors a^. These faotorB are stored in the memory for 
oonstant values. A simple devioe calculates address of a factor basing on 6 bits of d. After 
reducing the dtvisor to the interval <31/32,1 ^ /after executing a^»D/ and after multiplying 
the dividend by adequate factors, IVMA8 processor executes the division according to /6/,

Owing to th« use of a high-speed processor end the method of division presented here, 
it is expeoted that the time of the division of the 64-bit floating-point numbers will amount 
to about 600 ns i.e., 1.7*106 divisions per seoond.

• ■ • , / " I - ■ , ' • i
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DZIELENIE LICZB piNARNYCH
z r b d u n b a n c y j n y m za piseh
KOLEJNYCH RESZT I ILORAZU

' :: ■' : ■ - ■ U.’ ■ ' - _ '
| Stani»ław MAJERSKI

V praoy opisano algorytmy dzielenia binarnego przeznaczone 
dla ezybkioh równoległych układów cyfrowych. W algorytmach 
tych, wyeliminowano odejmowania i dodawania a propagacją 
przeniesień, występujące w klasycznej metodzie dzielenia 
niereatytuoyjnego. Działania te zastąpiono szybszym trój
składnikowym dodawaniem z pamiętaniem przeniesień, które 
dla odróżnienia od zwykłego dodawania nazwano redukoją rów
noległą trzech składników do dwóch. W kolojnyoh krokuoh 
dzielenia otrzymuje się, w wyniku redukcji równoległaj^ 
kolejne dwuskładnikowe reszty chwilowe. Na podstawie kilku 
bitów takioh reszt wyznacza się kolejne cyfry ilorazu w 
zapisie redi.ndanoyjnym. Zapis ton może być na bieżąco prze
kształcany w zwykły zapis binarny. Dla trzech umawianych 
algorytmów przyjęto odpowiednio zapisy redundanoyjne ilo
razu o oyfraoh -t,0,+1, cyfrach 0,1,2, oraz oyfręon od -3 
do +3. H trzecim z algorytmów Jednemu krokowi dzielęnia i 
jednej cyfrze ilorazu odpowiadają dwa Jogo bity.

1. WST$P

Przedmiotem niniejszej.praoy są algorytmy dzieleniu przeznaczone do stosowania w układach 
oyfrowyoh szybkiego równoległego dzielenia binarnego o dużej precyzji. OkreAlenie 'szybkie rów
nolegle dzielenie“ zoetało tu użyte z tego względu, żo przedstawione algorytmy opracowano pod 
kątem uzyskania możliwie najkrótszego ozasu wykonania dzielsnłn. Umożliwiają one mianowioie 
przyjęcie równoległej struktury układu dzielenia, zapewnie -,.-j prawie całkowitą ełiminaoję 
procesów szeregowego przetwarzania informacji, takioh j-k propagacja przeniesień. OkreAlenie 
"duża precyzją" związane Jest z tym, że algorytmy są bardzo efektywne, gdy wymagana Jest duża 
dokładność obliczeń.

Ogólnie znane algorytmy dzielenia równoległego, a w 'szczególności powszechnie stosowany w 
ukludaoh oyfrowyoh algorytm równoleglogo dzielenia nierestytuoyjnego, opisane zostały między 
innymi w flj. Algorytmy te obejmują określoną sekwencję odpowiednio od siebie uwarunkowanych 
odejmowań i dodawań, przy. ozym wybór określonego a tyoh działań zależy od wyniku poprzedniego 
działania, a śoiślej od znaku tego wyniku. O ozaaie trwania dzielenia decyduje głównie łącz
na łiozba odejmowań i dodawań oraz ozas trwania pojedynozego odejmowania i dodawania, zależ* 
ny zwykło między innymi od ilozby bitów odeJmowunyoh lub dodawanyoh liozb.

Jeśli wynik dzielenia liozb w zapisie binarnym może byó przedstawiony w zapisie redundan- 
oyjnym, ućwot-cs, dla określenia kolejnej oyfry ilorazu i kolejnego odejmowania ozy dodawania, 
nie Jeśt konioocna dokładna znajomość kolejnej reezty ohwilowej, ale wyetarozy odpowiednie 
jej oazaoowanis, oo można wykorzystać dla akrćoenla poszczególnych kroków dzielenia. Algorytm 
takiego dzielenia podany został niezależnie przez D, Sweeney'a z IUN, J.E. Robertsona [2j 
i T.D. Torchsra [3], oraz od nazwisk tyoh autorów nazwany algorytmom dzielenia SRT, Uogólnie
nie tego algorytmu na rozwinięcia liozb o wyższych podstawach oraz azozegółowa analiza, Jaka 
ozęśó kolejnej reszty powinna byó badana dla wyznaczenia kolejnej oyfry ilorazu 1 określenia 
naatępuego kroku dzielenia, przedstawiono zostały prze* D.E. Atkinsa w [4 ] ,-przy ozym zało
żono, że cyfry redundanoyJnego -zapiau ilorazu reprezentują liozby z przedziału symetrycznego 
względem zera.
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V niniejszej praoy omówiono algorytmy dzielenie binarnego, w któryoh -iloraz przedstawiony 
Jest w pozyoyjnym zapisie redundanoyJnyw o podstawie rozwinięcia 2 i oyfraoh -1,0, +1, o podsta
wie rozwinięoia 2 i oyfraoh 0,1,2, Jak równie! o podstawie rozwinięoia 4 i cyfraoh -3,-2,-1 ,0,' +11 

+2,+3, Istotną cechą wszystkich trzech algorytmów jest tworzenie kolejnych reszt ohwilowyoh w 
postaoi dwóoh składników, któro następnie łącznio z trzeoią liozbą, będąoą odpowiednią wielo-^ 
krotnością dzielnika,'są 'redukowane równolegle* z zachowaniem ioh sumy do dwóoh składników 
kolejnej reszty ohwilowej. Określenie “rodukoja równoległa* wprowadzono tu dla 'trójskładniko
wego dodawania z pamiętaniem przeniesień*. Powodem było zarówno wyraźniejsze rozróżnienie ta
kiej operacji od zwykłego dodawania i odejmowania, Jak równie! to, Ze praoa niniejsza Jest Jed
ną z oyklu prac autora, w któryoh dla zwiększenia szybkości układów oyfrowyoh wykorzystuje się 
'redukoję równoległą* równie! innej liozby składników.np. redukcję z 7 do 3 składników. Prace 
te, nawiązująoe do zgłoszonyoh w ostatnioh latach patentów [5 ] - [t 2] zostaną w'niedługim aza- 
sie złoZone do opublikowania.

podukoja równoległa, zastępujące odejmowania i dodawania,'jest wykonywana oałkowioie rów
nolegle, bez propagaoji przeniesień wzdłu! redukowanych liozb, w ozasie praktycznie niezależ
nym od liozby ioh bitów. Dla każdego z omawianyoh w praoy algorytmów podano Jakie minimalne 
grupy bitów składników kCsjnyoh reszt naleZy badać dla wyznaozenia cyfr ilorazu i Jakie cyfry 
ilorazu Jakim kombinacjom bitów naleZy przyporządkować. Układy oyfrowe dzielenia oparte na 
tych algorytmaoh są przedmiotem zgłoszenia patentowego [lo ] .

Zmiana zapisu redundanoyJnego ilorazu na binarny zapis nieredundanoyJny moZo być sprowa
dzona doiwykonania Jednego dodawania binarnego dwóoh liozb w zapisie nieredundanoyJnym, Jak 
równie!. moZe odbywać się na bieZąco w trakoie otrzymywania oyfr ilorazu, pooząwszy od oyfr 
najbardziej znaoząoyoh, w sposób opisany na przykład w pij .

Ze względu na duZą objętość praoy wydaje się celowe podanie następującego komentarza do 
poszozogólnyoh rozdziałów praoy.

Czytelnik poszukująoy algorytmów dzielenia tylko w oelu wyboru odpowiedniego rozwiązania 
projektowanego przez siebie układu dzielonia moZe ograniozyć się do przeczytania rozdziałów 
5,7,8. KaZdy z nich upieuje Jeden *ezybki* algorytm dzielenia, przy ozym rozdziały 5 1 7  doty
czą dzielenia, w którym Jednemu krokowi odpowiada wyznaozenia 1 bitu ilorazu, a rozdz. 8 do
tyczy dzielenia bardziej złoZunego, w którym Jedynemu krokowi odpowiadają 2 bity ilorazu.
Algorytm z rozdz. 5 Jest prostszy ni! z rozdz. 7, ten ostatni Jednak moZe mieć pewne zalety, 
w przypadku gdy ten aaut układ oyfrowy Jeat wykorzystany do wyznaozunla wartości bardziej zło- 
Zonyoh funkoji /porównaj [li] 1

Rozdziały 4 1 6 umożliwiają dokładniejsze zapoznanie siy i zrozumionie zasady działania 
algorytmu z rozdz. 5, a pośrednio i dwóoh pozostałych algorytmów, natomiast rozdz. 3 stanowi 
wprowadzanie do wszyatkioh trzech algorytmów.

Rozdział 2 nie Jeat w zasadzie związany tylko z dzieleniem, ale równie! z wyznaozaniem 
wartości lnuyoh bardziej zioZonyoh funkoji. botyozy on miauowioie załoZeń do oułsgo, wspomnia
nego wcześniej, przygotowywanego oyklu opracowań poprzedzonego patentami £5 ] - [12], a poświę
conego zwiększaniu szybkości zioZonyoh uktudów oyfrowyoh poprzez elimiuuoję w możliwie naj
wyższym stopniu procesów propagaoji przeniesień wzdłu! przetwarzunyoh liozb.

W rozdziale 9 omówiono natomiast przoksztaloenie redundanoyJnego zapisu liozb o oyfruoh 
-1,0,+1, o oyfraoh 0,1,2, Jak równie! o oyfraoh od -3 do +3 na nieredundanoyJny zapis binar
ny /porównaj [4 3 /. .

Wyjaśnienia wyrnugu jeszcze przyjęcie w niniejszej pruoy większych zakresów dzielnej i 
reszt ohwilowyoh nlZ zakros dzielnika. Autor uznuł za bardziej komunikatywny ople algorytmów 
dla przypudku gdy dzielnik rnieśoi się w dzielnej, lub reszcie ohwilowej wlęoej ni! Jeden raz.
Po zapoznaniu się z algorytmem nie powinno natomiast nikomu nastręczać trudnośoi przesunię
cie przeoinka w dzielnej i dzielniku o dowoiiui liczbę pozycji binarnych 1 odpowiednie uwzględ
nienie tego w ilorazie.

-  18 -
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2. DODAWANIE I ROWNOLKOLA REDUKCJA LICZB JAKO ELEMENTY BARDZIEJ ZŁOŻONYCH OBLICZEŃ

Wykonywania bardziej złożonyoh operaoji arytmetyoznyoh, takioh Jak mnożenie ozy działania, 
Jak równia! wyznaozanlo wartości bardziej skomplikowanych funkoji Jedno lub wieloargumentowych, 
w przeznaczonyoh epeojalnle do tego oolu ukladaoh oyfrowyoh, oprowadza się zwykle do wykonania 
określonej aekwenoji odpowiednio uwarunkowanych dodawań liozb, negowań bitów liozb, oraz deko- 
dowań nmiejezyoh lub większyoh grup bitów. V przypadku tradyoyjnia etoeowanyoh binarnych zapi
sów liozbowyoh, o minimalnej liozbie bitów koniecznej do przedstawlenia liozb o określonej pre- 
oyzji, duży wpływ na czas trwania oalaj złożonej operaoji ma występujący w trakcie dodawań pro
ces propagacji przeniesień. Dotyozy to zwlaszoza liozb o duZeJ liozbie bitów. Procesu tego ma
jącego w dużym stopniu oeohy przekształcenia szeregowego notna uniknąć stoaująo redundanoyJne 
zapisy liozb. Prowadzi to Jednak z kolei do bardziej złożonej struktury układów oyfrowyoh i 
konieczności dysponowania większymi zasobami pamięciowymi. U przypadku wysokich wymagań ha 
szybkość wykonywania obliozeń, rozwiązań optymalnyoh naloZy poszukiwać wśród rozwiązań wykorzy- 
stująoyoh w odpowiedni sposób zarówno nieredundanoyjne zapisy liczbowe, charakteryzujące się 
minimalną liczbą bitów, Jak i zapisy redundanoyJne. W szozogólnośoi modna pobierać z pamięci 
i wpisywać do pamięoi liczby w zapisie nieredundanoyJnym, natomiast w obliozeniaoh operować rów
nie! na liozbaoh w zapisaoh redundanoyJnyoh. 'Jako elementy składowe bardziej zlodonyoh obliczeń 
mogą występować wtedy szybkie dodawania, dująoe Jako wyniki pośrednie obliozeń liczby w zapisie 
redundanoyJnym, jak i wolniejsze dodawania, dające Jako wyniki końoowe obliozeń, liozby w zapi
sie nieredundanoyJnym. Stosunek Jednyeh do drugioh deoyduje w duZym stopniu o "wydajnośoi* ob
liozeń. Narzuoa się stąd wniosek, Ze dla zwiększenia tej wydajności naleZy zastępować proste 
operacje zawierające niewiele elementarnyoh dodawań, bardziej złoZonymi operaojami obejmującymi 
modliwie długie sekwencje dodawań. W wielu przypadkach tylko Jedno, a mianowicie ostatnie z 
tych dodawań, dająoe wpisywany do pamięoi wynik w zapisie nieredundanoyJnym nie może być realizo
wane w sposób oałkowioie równoległy.

U konsekwenoji powyższego rozumowania naleZy rozważyć trzy możliwe rodzaje dodawań dwuargu- 
mentowyoh, zależnie od istnienia argumentów w zapisie nieredundanoyJnym 1 redundanoyJnym, gdzie 
wynikiem tyoh dodawań Jest suma przedstawiona w zapisie redundanoyJnym, a następnie omówić rów
nież sposób przekształoenia zapisu takiej sumy w zapis nieredundanoy jny. Przed omówieniem .tyoh 
trzeoh. rodzajów dodawań poświęcimy trochę uwagi niektórym zapisom liozbowym.

Załóżmy najpierw, że liozby pobierane z pamięoi przedstawione są w zapisie nieredundanoyJ- 
nym, a mianowicie w zapisie binarnym uzupełnieniowym. Zapis dwóch takioh liozb /dogodnie pisać 
Jedną taką liozbę nad drugą/, można uważać za zapis Jedne1 uiozby, a mianowicie ioh sumy, która 
Jest przedstawiona w zapisie redundanoyjnym o podstawie rozwinięcia 2 i zakodowanyoh binarnie 
oyfraoh 0,1,2 z wyróżnioną pozyoją znakową o zakodowanyoh binarnie oyfraoh 0,-1,—2, Aby umożli
wić oałkowioie Jednorodne traktowanie oyfr na wssyatkloh pozyojaoh binarnyoh, przyjąiiemy nastę- 
pująoą interpretację liozb, przede tawionyoh w zapisie binarnym uzupełnieniowym 1 pamiętanych w 
rejestraoh maszyny oyfrowej. Będziemy uważać, że najbardziej znaoząoa pozyoja binarna rejestrów 
maszyny nie Jest pozyoją znakową, ale, że pozyoja znakowa znajduje się Już poza rejestrem na 
dowolnie dalekiej pozycji /w zależności od potrzeby/. Przy takiej lnterpretaojl Jedynka na naj
bardziej znaoząoej pozyoji rejestru świadozy wprawdzie o tym, że liozba Jest ujemna, ale Jedyn
ce tej można przypisać wagę dodatnią. Pozwala to na Jednorodne traktowanie wszystkioh pozycji 
binarnyoh liozb pamiętanych w rejestraoh maszyny oyfrowej.

Przykładami zapisów uzupełnieniowyoh liczb oałkowityoh w rejestraoh pięoiobltowyoh i sum 
liozb w zapisie redundanoyJnym o podstawie 2 i oyfraoh 0,1,2 zakodowanyoh binarnie są zapisy

00101 ♦51011011 -5 j
01101 ♦ta'[♦811011 -5j[
00101 t5)-211001 -7 i

gdzie wszystkie Jedynki traktuje się Jako Jedynki dodatnie.
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Jak łatwo wywnioskować z podanyoh przykładów przekształcania takioh redundanoyJnyoh zapi
sów sum w tradyoyjns zapisy nier-_~ndanoyJne sprowadza się do wykonania klasycznego dodawania 
dwóoh dodatnich liozb binarnyoh/fcrzy odpowiednim założeniu ograniozająoym zakres dodawanyoh 
liozb/.

V przypadku, gdy w wyniku dodawania dwóoh liozb przedstawionych w zapisie uzupełnienio
wym ohololibyśmy otrzymać sumę w zapisie redundanoyJnym o podstawie rozwinięoia 2 i zakodowa
nyoh binarnie oyfraoh -1,0,+1, wówczas należy tylko zanegować bity jednaj z dodawanyoh liozb, 
przypisująo otrzymanym bitom "wagi" ujemne, oraz dodatkowo zapamiętać ujemną Jedynkę na naj
mniej znaoząoej pozypji w dodatkowym rejeetrze JodnopozyoyJnym/. Należy pamiętać przy tym, że 
np. zapis 11110 odpowiada wtedy liozbie -2 w przypadku przypisanych poszczególnym pozyojom 
binarnym wag doaatnioh, a +2 w przypadku wag ujemnyoh. -

Analogicznie, odwrotne przekształcenie, a mianowioie przekształcenie zapisu o zakodowa
nyoh binarnie oyfraoh -1,0,+1 w zapis o oyfraoh 0,1,2 wymaga zanegowania bitów "składnika 
ujemnego" oraz zapamiętania dodatniej Jedynki na najmniej znaczącej pozyoji dodatkowego re
jestru Jsdnopozyoyjnego.

Przechodząo do dodawania liozby w zapisie uzupełnieniowym do liozby w omówionym ¿■dwu
składnikowym" zapisie redundanoyJnym o kodowanyoh binarnie oyfraoh 0,1,2 napotykamy /przy 
przyjętej wyżej interpretacji zapisu uzupełnieniowego/ na probiera "redukowania równolegli go 
trzeoh liozb dodatnich" w zapisie binarnym do dwóoh liozb "dodatnich" w tym zapisie z zacho
waniem ioh sumy. Taka redukoja równoległa Jest niozym innym jak trójskładnikowym dodawaniem 
binarnym z zachowaniom przeniesi. . które realizować można w szeregu niezależnie od siebie 
dzialająoyoh sumatorów jednopozyoyjnyoh. Każdy z nich “redukuje* trzy bity redukowanych 
składników do dwóoh bitów dwuskładnikowego wyniku. Aby rodukoja równoległa nie kojarzyła 
się ozytelnikowi wyląoznie z sumowaniom i sumatorami, wymienimy Jako inny jaj przykład re
dukcję równoległą siedmiu składników do trzeoh składników, roulizowaną przez szereg koderów, 
z których każdy rodukujo siedem bitów, z tej samej pozyoji binarnej siedmiu składników, do 
trzeoh bitów, zajuiująoyoh trzy kolejne pozyoje binarne w zredukowanych składnikach.

Przechodząc z kolei do dodawania dwóoh liozb przedstawionych w omówionym "dwuskładni
kowym" zapiała redundanoy Jnym o kodowanych binarnie oyfraoh 0,1,2 doohodziiuy do problemu 
redukoji z czterech do dwóoh składników w binarnym zapisie uzupełnieniowym z zachowaniom 
sumy tyoh składników. Redukoję taką można wykonać równolegle w dwóoh szeregach jednopozy- 
oyjnyoh sumatorów binarnyoh, w czasie nie przekraozająoym ozasu propagacji sygnału przez 
dwa sumatory jednopozyoyjno.

Przedstawione wyżej rozumowanie stuło się punktem wyjśoia dlu szeregu opraoowań auto
ra, któryoli wspólną cechą Joet, Juk to już wspomniano we wstępie, dążenie do eliiuinuoji 
szeregowego przetwarzania informacji przez zustępowanie dodawań i odejmowań lęedukoją rów
noległą składników.

3. ITEUACYJNY PROCES WYZNACZANIA O XFM ILORAZU,
Wykonanie dzielenia dzielnej a przez dzielnik b polega na wyzuuozeniu ilorazu q 

i reszty r spelniająoyoh równanie
r - a - bq ' /I/

gdzie reszta r mieści się w określonym zakresie, np. epelniająo warunek 0 i  r < b .
W układach oyfrowyoh dzielenie Jest realizowane zazwyozuj w trzeoh etupaoh, obejrnu- 

jącychi
- ozymiośoi wstępne, takie ,Jak normalizacja, przez którą rozumiemy sprowadzenia dzielnej 

i dzielnika do odpowlednloh przedziałów łiozbowyoh,
- lturuoyjny prooes wyznaczania kolejnyoh oyfr ilorazu,
- ozynnośoi końcowe, takie Juk np. zmiana postuoi reszty, ozy zuiuna zapisu lub korekta 

ilorazu. i
Najbardziej ozusoohlounyin, a zatem mająoym największy wpływ na efektywność działa

nia układu dzielenia jeat zwykle iteraoyjny prooes wyznaczania kolejnyoh oyfr ilorazu.
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V przypadku vyznaozania ilorazu w zapisie pozyoyjnym o podstawie rozwinięola 2, w kolejnym 
kroku itaraoji dobiera się kolejne) oyfrę q^ ilorazu q na podatawie równaniai

*1+1 = 2 (“i-^i) ' /2/
gdzie a^ Jeat kolejną, odpowiednio przesuniętą względem dzielnej reaztą chwilową /nieprzeau- 
. Łętą roaztą ohwilową Jeat ai2-i/przy czym dzielną a można uważać za poozątkową resztę chwilową 
ao* ula «bieżnośoi togo prooeau przyjmuje aię przy tym odpowiedni warunek ograniozająoy zakres 
wartości u..

— i.—1latotnie, mnożąc obie atrony relaoji /2/ przez 2 oraz aumująo stronami od 1=0 do isn-t 
dostajemy _

n-1
n /~ b £ q* 2" \  

ożyli otrzymujemy równanie /i/ przy założeniu, Ze

-i

\

<1 = laO / V

r . a« 2 75/

Uównanio /k/ przedatawia zapia ilorazu rozwiniętego przy podatawie 2, przy ozym w przypad
ku liozby róinyoh oyfr większej od dwóoh przedstawia ono redundanoyJny zapis ilorazu.
Znaczna ozęść niniejszej pracy poświęcona Jeat algorytmom dzielenia, w których cyfry ilorazu 
w zapisie redundanoyJnym\o podstawia rozwinięcia 2 reprezentują wartości -1,0,+1,.lub wartośoi 
0 , 1 , 2 .

Jeśli dzielną i dzielnik, przedstawione w zapisie binarnym, będziemy traktować Jako lioz
by w zapisie czwórkowym kodowanym binarnie i Jeśli w miejebe relaoji /2/ przyjmiemy

*1+1 = *» (ai-bqi) /6/

wówozus liozba kroków dzielenia zmniejszy się w przybliżeniu dwukrotnie, przy ozym liozba róż- 
nyoh wartośoi oyfr q^ nie moZe byó mniejsza od ozeterooh.W miejsoe /!)/, /b/, /5/ można wówczas 
napisać

a -b b
-i 77/

-i

r a a Ił"

/»>/

/»/

U niniojazej praoy zajmiemy aię również dzieleniem liozb przedetawionyoh w zapisie binar
nym, traktowanym Jako kodowany binarnie zupia ozwórkowy, w którym iloraz przedstawiony jest w 
redundanoyJny u zapisie ozwórkowym o oyfraoh -3,-2,-1,0,+1,+2,+3.

Dla VBttyatkioh proponowanych w nlnieja&sej pracy algorytmów dzielenia, punktem wyjścia dlu 
lteraoyjno#o prooeau wyznaczania cyfr Ilorazu Jeat Jedno z równań /2/, /6/. W kolojnyah krokach 
tego procesu redukowane są równolegle trójki liozb do par liozb z zachowaniem ioh sumy. Dwie z 
treeoh redukowanyoh liozb są składnikami dzielnej lub składnikami kolejnej reszty ohwilowej przed
stawionymi w binarnym zapisie uzupełnieniowym. Trzeolą redukowaną liczbą przedstawioną w takim j 
samym zapisie, Jest zero, dzielnik lub odpowiednia Jago wielokrotność, zależnie od grupy bardziej 
znacząoyoh bitów, wzlętyoh z obu składników kolejnej reszty, a w pewnych przypadkach również 
od Jednego, dwóoh lub trzeoh bitów dzielnika. V wyniku redukoji w kolejnym kroku dzielenia wapo- 
mnianyoh trzeoh liozb do dwóoh otrzymuje się dwa składniki następnej reszty ohwilowej. W każdym 
z takioh kroków, równoozaśnie z wyznaczaniem trzeoiej redukowanej iiozby, której w równaniach 
/S/ i /6/ odpowiada ozlon -bq1( wyznaozona Jest.na podstawie tej samej grupy bitów kolejna 
oyfra ilorazu q^.
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<ł. KONSTRUKCJA a l g o r y t m u  DZIELENIA O CYFRACH ILORAZU -1,0,+ 1.

Opraoowanie algorytmu dzieleń*« binarnego o ilorazie w zapisie radundanoyJnym, sprowadza 
sie w zasadzie do określenia Jakie bity kolejnej reszty ohwilowej i dzielnika nalały analizować 
dla wyznaozania kolejnej oyl'ry ilorazu 1 Jakitu kombinacjom bitów odpowiadają pc szczególno oyfry 
ilorazu. Zmniejszenie liozby badunyoh bitów Joat przy tym bardzo istotne, gdyi badanie jednej 
dodatkowej pozycji binarnej dwuskładnikowej reszty chwilowoJ powoduje około ozterokrotne zwięk
szenie analizującego układu dokodująoego.

Punktem wyjśoia do określenia grupy analizowunyoh bitów kolejnej reszty chwilowej i dziel
nika, koniooznyoh do wyznaczania kolejnej oyfry q^ fc { -1,0,-*-1^ ilorazu q oraz do określenia 
kryteriów wyznaczenia tej oyfry, Jest równanie /2/. Zakładając zbiełność opisanego tym równa
niem iteraoyJuego . -ocesu wyznaozania oyfr ilorazu/ożyli zakładając ograniozenie zakresu war- 
tośoi liozb a^/o trzymuJemy warunek

(aj 2 |b| /10/

Z warunku tego wynikają trzy zakresy wartości kolejnej reszty ohwilowej

-2 |b| ^  £ 0 - | b| ^  |b| O 4 aA i 2 |b| . /11/
którym wolno pray por ządkowa ^yfry -1fQ,+1 ilorazu. W przypadku dodatuiagq dzielnika b poda
nym wyżej kolejnym zakresom reszt przyporządkowuje aię odpowiednio oyfry — 1,0, + tf dla ujemnego* 9 
dzielnika kolejność przyporządkowania joat dokładnie odwrotna.

Jeśli na osi odciętych proat«kntnego układu współrzędnych odkładać będziemy wartości dziel 
nika, a na osi rzędnych wartośoi kolejnej reszty, wówczas każdej parze liozb, jaką stanowi ko
lejna reszta i dzielnik, modna przyporządkować punkt na płaszozyźnie, Nierównościom / t1/ odpowi 
dają w szczególności na tej płaszozyżnio sektory kątowe, którym modna przyporządkować odpowied- 
uie oyfry ilorazu. Dla uproszczenia dalszego rozumowania ograniczymy się do dodatnioh wartośoi 
dzielnika /nie zawężająo przez to ogólnośoi problemu, gdyż zmiana znaku dzielnika ma wpływ tyl
ko na zmianę znaku oyfr +1, -1 ilorazu/. Załóżmy, żo znana Jest określona grupa kolejnych bar
dziej znaczących bitów reszty ohwilowej i odpowiednie bity dzielnika. Na wspomnianej płaszczył— 
nie wyznaczony Jest wówczas obszar prostokątny, któremu, o ile leży on w oaiośoi w Jednym sek
torze kątowym, można przyporządkować oyfrę ilorazu odpowiadająoą temu sektorowi. Taka metoda 
grafiozna wyznaozania oyfr Ilorazu podana została przez D.E. Atklnsa w {/»3* gdzie przeanalizo
wano dokładnie algorytmy dzielenia z ilorazem w zupislo redundancyJnyra o symetryoznym względem 
zera zakresie oyfr. Proponowane w niniejszej praoy algorytmy dzielenia, różnląoe się od innyoh 
znanyoh algorytmów dzielenia dwuskładnikowymi resztami chwilowymi, opracowano, śtosująo analo
giczną metodę graficzną do podanej w [*♦] . Omówimy kolejno dwa wykresy pokazane na rys. la i lb 
które dla dzielnika z przedziału

-j- * b < 1, /12/
służą do wyznaozańfa zukrasów kolejnych reszt uhwilouyoh, Jakim przyporządkowuje się oyfry

>Ilorazu -1,0,+).
Wykres pierwszy Jest szczególnym przypadkiem wykresu D.E. Atklnsa dla przyjętego wylej 

zakresu dzielnika 1 oyfr ilorazu. Oś odoiętyoh Jest oeią wartośoi dzielnika, a oś rzędnyoh 
osią wartośoi kolejnej reszty. Frzy prostyoh ukośnych i poziomej, które stanowią ogranicze
nia sektorów, podano ozuaozeniu minimalnych i maksymalnych wartośoi zakresu oyfr -1,0,+1.
Zakres dzielnika ogranlozają dwie proste pionowe, między którymi obszar zakreakowany ukośnie 
ponad osią odoiętyoh odpowiada oyfrze ilorazu +1, obszar zakreskowany ukośnie pod osią odoię
tyoh- oyfrze ilorazu -1, a obszar zakreakowany poziomo - oyfrze ilorazu O. Tłuste odolnki 
poziome odpowiadają minimalnym i maksymalnym wartościom kolejnej reszty dla poszczególnych 
,oyfr -1,0,+1, które można przyjąć dla dowolnej wartośoi dzielnika z przedziału /12/.
Odległości między tymi odoinkumi etanowią przedziały w rumach któryoh moZna dla opracowywa
nego algorytmu dzielenia przyjąć najdogodniejsze wartośoi graniczne kolejnej reszty d-la kaZ— 
doj z oyfr -1,0,+t. \
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Wykres drugi, na rys, lb, Jest stosowaną przez autora modyfllcaoJą omówionego wyżej wykra— 
au D.E. Atklnoa dostosowaną do reszt dwuakladnlkowyoh. Wykres tonidotyozy przypadku, gdy od 
analizowanej grupy bardziej znaoząoyoh kitów dwóoh akladnlków kolejnej reazty ohwilowoj odcię
ta została /jedno miojeoo po przeolnku/ mniej znaoząoa ozęśó oku akladnlków reazty. Vartoóó
odoiętoj mniej znaoząoej ozęśoi obu składników reszty mieśol się wówozaa w przedziale < 0 , .
0 górni) granicę tego przedziału zostały zatem obniżone na wykresie 1k proste oznaozone przez 
-1max, Omox i +1max w stosunku do odpowiodnioh proatyoh z wykresu D.E. Atklnsa. V wyniku tego 
zabiegu zmniejszyły się znnoznie zakreskowono na wykroaie obszary, którym przyporządkować wol
no odpowiednia z cyfr -1,0,+t. Powstały nawet między nimi .trójkąty, którym nie można przyporząd
kować żadnej oyfry. Należy Jednak pamiętać, że po pdoięoiu mnloj znaoząoej ozęśoi akladnlków 
reazty ohwilowoj, wartośoi analizowanej dla wyznaozenia oyfr Ilorazu grupy bitów obu akladnl
ków tej reazty stanowią'całkowitą wielokrotność liozby j , a zatem interosująoynae obszar Jeat
tylko zbiorom zr .ozonyoh na wykresie poziomyoh odoinków 1 jednego oddzielnego punktu. Warto
tu Jednak podkreślić, że ohóolaż obszarem wyjściowym dla proponowanego algorytmu dzielenia 
powinny być wartośoi bardziej znaoząoej grupy bitów dzieluej, odpowiadająoe tłustym odcinkom 
na wykresie, to w trakoie dzielenia mogą występować również wartośoi bardziej znaoząoej grupy 
bitów kolejnej reszty odpowiadaJąoo przerywanym odcinkom poziomym na wykresie.Wynika to stąd, 
że otrzymywane wartośoi kolejnych reszt ograniozono są od góry dopiero przez pokazaną na ' ry kra
nie przerywaną prostą ukośną,a nie przez obniżoną W stosunku do niej o jedność prostą +1mux. 
Podane na wykroaie liozby nad poziomymi odoink&mi i przy zaznaczonym na dole wykreau punkoie 
wakazują, które z oyfr -1,0,+1 ii,., uzu przyporządkowuje eię podanym na oei rzędnyoh wartoś
ciom, odpowiadająoym analizowanej grupie bitów dzielnej lub kolejnej reazty chwilowej. Na 
tej podstawie można podać tabelę zależności oyfr -1,0,+t ilorazu od wartośoi bardziej zna- 
oząoyoh ozęśoi kolejnych reszt ohwllowyoh, a tym samym określić odpowiedni algorytm dziele
nia. Tabela ta podana zostanie w następnym rozdziale.

Omówiony wykres z rys. łb sporządzony został, Jak Już wspomniano, dla przypadku odoię-
oia mniej znaoząoyoh bitów składników kolejnej reszty chwilowej ilo Jednego mlejsoa po prze
olnku. Joet to dla przyjętego zakresu dzielnika odoięoio optymalne ze względu na minimalną 
liczbę badanych bitów. Można togo dowieść analizując dwa dodatkowa wykresy, analogiczne do 
wykreau z rya. lb, ale różniące alę od niego mlejeoem odoięola bitów kolejnej reszty o Jed
ną pozyoję binarną w prawo i w iewo. Wykresów tyoh i ioh analizy nie będziemy podawać w ni
niejszej praoy.

5. ALGORYTM DZIKLENIA O CYPRACH ILORAZU -1,0,+1 * -
Zakładając, że dzielnik b spełnia warunek *

można, Juk to podano w poprzednim rozdziale, przyporządkować oyfry Ilorazu -1,0,.1 naatę- 
pująoym trzem zakresom kolejnyoh reszt

dzielnika dodatniego zgodna z podanym wyżej porządkiem oyfr i nierównośol, u w przypadku 
dzielnika ujemnego dokładnie odwrotna. Parniętająo o tej jedynej różnioy, przyjmiemy w dal
szych rozwazaniaoh niniejszego rozdziału, że dzielnik b Jest dodatni i spełnia warunek

oo oozywiście nie ogranioza zakresu • tcaowalnośol algorytmu.
Można wykazać, że przy tych założeniach, dla wyznaozenia kolejnej oyfry ilorazu potrze

ba i Wystarcza przeanalizować bity z trzech kolejnyoh pozyoji binarnych obu ekiaduików kolej
nej reszty chwilowej. W pierwszym kroku dzielenia analizuje elę ooaywiśoie trójkę bitów
dzieluej lub trójki bitów ze składników dzielnej, przy czym bierze się Je z dwóoh pozyoji 
binarnych przed przecinkiem i jednej po przecinku /patrz rya. Ib/, Analizowana trójki bi-

■j 6 |bl < 1 /13/
oruz, że dzielna i kolejne reszty ohwilows mieszczą się w przedziale

-2 |b|< ux 6  2 |b| / 1 V
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tów ao2iia traktować Jako dwie liozby trójbitowe, któro po dodaniu modulo 2 dają Jedną liozbę trój- 
• bitową, reprezentującą przybliżoną wartość dzielnej lub kolejnej reszty chwilowej w zapisie binar
nym uzupołnieniowym. Spolnia ołia unak

-2 i oA <  2 /I?/
Otrzymanym w ten epoeób liozbom trójbitowym odpowiadają /zgodnie z rya. Ib/ następujące cyfry ilo
razu

1 0 ,X -1
11.0 -1 /IB/
1 1 . 1  O
Ox,k +1

przy ozym bity oznaozone przez x nie mają wpływu na dekodowaną oyfrę. Tabela /18/ obowiązuje, 
jak Już wcześniej wspomniano, dla dzielnika dodatniego. V przypadku dzielnika ujemnego należy 
zmienić tylko znaki oyfr ilorazu na przeoiwne.

Zamiast doJ-._-.niu dwóoh liozb modulo 2^ i dekodowania otrzymanej w wyniku trćjki bi
tów zgodnie z /18/, można oozywiśoie dekodować od razu dwie trójki bitów. Odpowiednią tabelę 
obojmująoą Ok badane kombinaoje zerojedynkowe można wypisać bezpośrednio na podstawie /l8/, Kle
będziemy jej tutaj podawać.

Dla uniknięciu dekodowania dodatkowo znaku dzielnika przy wyznaozoniu oyfr ilorazu można 
w prpypadku dzielnika ujemnego przyjąć na poozątku dzielenia negaoję dzielnoj zamiast dzielnej, 
uwzględniająo oozywiśoie korekcyjną dodatnią jedynkę na najmniej znaoząoej pozyoji dzielnej.

Kolejne reszty, mieszczące się w zakresie określonym relaoją /l4/, są Już odpowiednio prze- 
( sunięte względom dzielnika. Zaluv ..olejnych reszt przed przesu;iięoiem Jest dwukrotnie mniej
szy w stosunku do dzielnika, z ozego wynika, że również reszta końcowa spełnia warunek

- 1 b| * an <  | b ! - / 19/
Jeśli na resztę końcową nurzuoony Jest inny warunek, dzielenie wymaga dodatkowego kroku 

korekoyjnego iub kilku dodutkowyoh kroków korekcyjnych.
W podanym dotychczas opisie występuje pewna formalna nieścisłość. Powinno się mianowicie 

wyraźniej odróżniać ohwllową resztę '•przesuniętą" a^ od chwilowej reszty a^2 * /Jak również 
dzielnik b^ od dzlolnika "przesuniętego" b^2-i/. Opis algorytmu byłby wtedy jednak nmiej 
przejrzysty dla projektanta układów oyfrowyoh, który przyzwyczajony Jest do tego, że w układzie ' 
dzieleniu operuje się zwykle przesuniętą resztą chwilową 1 nie przesuniętym dzielnikiem. For
malnie w większości podunyoh wzorów należałoby dopisywać przy liczbach a^, b odpowiednio potę
gi dwójki /pozwoliłoby to między innymi uniknąć, niezgodnuśoi zakresów we wzoraoh /\h/ i /19//.

Opinany algorytm dzielenia o oyfraoh ilorazu -1,0,+1, ilustruje podany na rya, 2 przykład 
liozbowy. Symbolami u' u", r oznuozono na nim składniki dzieiuoj i resztę, symbolami b i E 
oznaożono dzielnik i Jego nuguoję, tt symbolami q i r iloraz i resztę końoową. Strzałkami 
podwójnymi pokazano miejsce przecinków binarnych zgodnie z ustalonymi zakresumi dzielnej i 
dzielnika. V przypadku pominlęoia przecinków można traktowuó'ten przykład Jako przykład dziele
nia liozb oalkowltyoh, gdzie dziolna a=-1266, jej składniki a ’e-6615, dzielnik
bc+kj, iloraz qs-29, a ̂ dwuskładnikowa reszta końoowa r*-1 9 . V przypadku istnienia przecinków 
w miejscach pokazanyoh przez podwójne strzałki, pierwsze trzy z tyoh liomb są 2*^zb096 raay 
mniejsze, a pozostałe trzy liczby 2^=6k razy mniejsze. Kolejne trójki liozb redukowanyoh w ko
lejnych krokach dzielenia rozdzielono na rys. 2 kreskami poziomymi, u bity redukowanyoh liozb, 
nie brane poil uwagę przy redukoji jako nie mające Już wpływu ne dalszy przebieg dzieleniu, 
oddzielono kroskami pionowymi. Pary trójek bitów składników dzielnej i pary trójek bitów skład
ników kolejnych reszt ohwilowyoh, od któryoh zależą oyfry ilorazu i wybór trzeoioj redukowanej
liozby objęto linią zamkniętą,
W ten sum sposób zuziLaozono pojedyncze pary bitów ze składników dzielnej dopisywane w kolejnych 
krokuoh do reszt ohwilowyoh. V przypadku, gdy Irzeoią z redukowanych liczb Jest negacja dziel
nika, przy redukoji uwzględnia się Jedynkę korekcyjną na najmniej znaoząoej pozyoji binurnej.
Takie korukoyjno Jedynki pokazano na rys. 2 w mulyoh kwadraoikaoh dwukrotnie i raz z prawej 
strony zanegowanych dzielników, drugi raz we wskazanyoh pojedynczymi strzałkami miejaoaoh, w 
których zostaną wzięte pod uwagę przy kolejnej redukoji. Sposób redukowania trzech liozb do
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. dbóoh liozb wyjainia powtórzona w prawej górnaj ozęóol rys. 2 redukcja z drugiego kroku dziele
nia. Pokazano tam Jakie pary bitów iiozb po redukoji przyporządkowuje się poszczególnym trójkom 
bitów liczb eprzed redukoji. Dwustopniowe wyznaczanie cyfr ilorazu na podstawie par trójek bl- 
tów^objętyoh na rys. 2 liniowi zamkniętymi pokazano z prawej strony tablioy. W wyniku dodani» 
dwóoh liozb trójbitowyoh modulo 2?, otrzymuje się mianowicie przedstawione z prawej strony ry
sunku trójki bitów, którym następnio przyporządkowujo się podano w kólkaoh oyfry -1,0,+1 ilora
zu, Omówiony sposób wyznaczania oyfr ilorazu nożna oozywióoia zastąpić Jednostopuiowym wyznacza
niem oyfr w większym dekoderze, o szeóoiobitowym wejóoiu. Otrzymanym cyfrom -1,0,+) ilorazu przy
porządkowuje się w następnym kroku dzielenia,w przypadku dodatniego dzielnika,Jako trzeci reduko
wany składnik odpowiednio« dzielnik, zero 1 negację dzieln ika, Hedundauoyjny zaple ilorazu moZna 
ewentualnie przekaztołoló w zwykły zapis binarny, oe zostanie opisane w rozdz. 9.
6. ANALOGIE Z KLASYCZNYM ALGORYTMEM DZIELENIA. ( v .

Dla pokazania niektórych ró Stolo między opisanym w poprzedni oh rozdał al a oh algorytmem dzielenia 
jo oyfraoh ilorazu -1(0,+1,a ogólnie znanym klasyoauym algorytmem binarnego działania,oraz dla uwypuklę 
nia peunyoh oeoh oliarakteryatyozuycU opisanego algorytmu dzluleula o cyfrach ilorazu -1,0,+1, omówi
my sposób siodyfikaoJŁ powszechnie stosowanego algorytmu tizlelonia binarnego nlerestytuoyJnego, pro
wadzący do otrzymania opieunogc algorytmu dzielenia o cyfrach -t,!),+!,

Klasyozny algorytm binarnego dzielenia nlarestytucyJnego, opisany między innymi w [1 J, obej
muje sekwenoję odejmowań od dzielnej 1 dodawali do dzielnej dzielniku, przesuwanego po kuzdoj z 
tyoh operacji o Jedną pozycję binarną « prawo względem dziutnoj, co zresztą Je“t zwykle reali
zowane w układach cyfrowych przez przekuwanie otrzymywanych w wyiilku tych działań kolejnych 
reszt ohwilowyoh W Iowo. Cyż'ż'y 0,1 Otrzymywanego t. Łnu apo.aoh lloiuzu zaleźli tuzy tym, dlu dttżle — 
go znaku dzielniku, od znaków kolejnych ruszt..' • • V FJeóli oboleliby¿my wynik dzielenia otrzymać ule u zwykłym /uiiUt» binarnym, ule w zapisie 
pozycyjnym o podatauio rozwinięola 2 i oyfraoh który jeal równyei zapisem Jednoznacznym
nieredundancyJnyiu, nti 1 oZulnby tylko sekwencji odejmowań 1 dodawań dzieltilku, okreólunuj wspou- 

, nlanym klasycznym algorytmom dzieleniu niopeety tuoy jaego, przyporządkować odpowiednią sskwsnoję
oyfr -1,+t /w zuie&ueóoi od znaku dzielnika/. ILhiso dnienie tego wyniku wprost z wzorów /2/ 1 / 3 /  
a rozdziału J dla <ja 6 {-1, + l].

Rozwalmy teraz taką oodyfikaoję umuwiunogo algorytmu ulereetytuoyJnego, W której W niektó
ry oh krokach dzielenia występowałoby tylko przesunięcia koiajuej reszty względem dzielnika, 
baz wykonywania odejmowania lub dodawania. Takim zmodyfikowany» krokom dzielenia należałoby 
przyporządkować oyfry i^sC, 00 również wynika z wzorów /" i fi/. Nasuwają się pytania: ozy 
i kłady modna wprowadzić takie kruki dzielenia i Jaki «al można przez to uzyskać.

Jak łatwo zauważyć kroki dzielenia polegaJąoe na przesunięciu roszty 1 wyznaozsniu oyfry 
qj=0 można stosować tylko wtedy, gdy po ioh wykonaniu zostają zaohowuny warunek fiOf z roz
działu k, wynlkająoy z wymagań na ubieZnoóć prooosu dzielenia. Zachodzi to, Jak JuZ wiadomo, 
w przypadku, gdy spełniona Joat druga z nlerównoópi /II/.

Uprowadzenie trzaoh rodzajów kroków dzieieuia i odpowiadająoysii im trzooh róznyoh oyfr ^
ilorazu -l,0,'+t, komplikuje doóó znaozuio algorytm dzielenia i realizująoe ten elgorytm ukła
dy oyfrowe. Rekompensatą tego może być tylko zwiękazanis ssybkoóol wykonywania dzielenia.
U tradyoyjnym algorytmie binarnego dslelenia niorestytuoyJnego wynik odeJmowaula lub dodawa
nia w kolejnym kroku dzielenia decyduje o wyborze jednej z tych opsraojl dła następnego kroku.
W przypadku dzielenia liozb o duioj preeyzji ozas wykonania tyah operaojl, ze względu na pro- 
pagaoję przeniesień, moZa byó doóó dlugl, U zmodyfikowanym algorytmie o oyfraoh ilorazu 
-1,0,+1 do okreóleiUu nnetępnej operaojl nis Jeat konieczna dokładna znajomoóó wyniku poprzed
niej operaojl, tylko Jego odpowiednie oszaoowenie. Dzięki temu palne wykonanie operaojl odej
mowania lub dodawania nie Jest niezbędne 1 moZe byó zaetąpioue mniej ozasoohłotuiyisi przekształ- 
oaniami równoległymi, takimi Jak równoległa redukoja ekladników z zaohowaniaiu ioh sumy. Celem 
zastosowania algorytmu wyznaczania ilorazu w zapisie redundonoyjnyra o oyfraoh -1,0,+1 Jest 
wlvo skrócenie ozasu dzielenia uzyekane przez zastąpienie efektywnego wykonywania odejmowań 
i dodawań w kolejnych krokach dzielenia mniej ozasoohlonną redukoja równoległą składników.
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7. ALOORYTH DZIELENIA O CYFRACH ILORAZU 0,1,2

Zajmiemy siv obocnlo dziolenmra liosb przedstawiony oh w zapisie binarnym * ilorazem w za
pisie redundanoyJnym o podstawie rozwinipoia 2 i oyfraoh 0,1,2,

?(jodnie z za1 oleniami przy Je tymi na poozątku praoy, w kolojnyoh krokach dzielenia odbywa 
sle redukcja równoległo trzooh liozb do dwóoh liozb z zaahowaniem ioh sumy. Pierwsza dwie z 
trzeoh redukowanych liozb są składnikami kolejnej reszty ohuilowej /w pierwszym kroku składni
kami dzielnej, lub uegaojami tyoh składników uzupełnionymi korokoyjnymi Jedynkami na najmniej 
ziuoząoej pozyoji/. Trzecia z redukowanyoh liozb może być zerem, dzielnikiem, lub Jogo noguoją 
/z korekoyjłią Jedynką/. Z założenia, Ze iteraoyjny prooos wyznaozania oyfr 0,1^2 ilorazu prze
biega zgodnie z równaniom'/2/ i ze zbieżnośoi tego prooosu wynika Jednakowy znak sumy dwóoh 
pierwszyoh redukowanych liozb we wszyetkioh krokach dzielenia i równleZ ustalony, przeolwny 
znak trzooiej redukowunaj liozby /Jeśli nie jest ona zerem/.

Omówimy ku’ - _*no dwa algorytmy dzielenia, nujpiorw przy zaloZoniu dodatnich kolejnyoh 
reszt, nuatypnia ujouinyoh, Algorytmy to róZuią się od siebie dośó ietotnle. Wynika to stąd,
Ze przy przyjytym zapisie uzupełnieniowym liozb, odoiyta czyść mniej znaoząoyoh bitów skład
ników kolejnej reszty przedstawia zawsze .liozby nieujemną, niezaisznis od znaku oulaj resz
ty, ma wiyo znak zgodny z bardziej znaczącą ozyśoią reszty w przypadku pisrwszego z algoryt
mów, a przeolwny w przypadku drugiego z nich.

Olu pierwszego algorytmu przyjyllśmy załom, ze suma dwóoh pierwszyoh redukowanych liozb 
Jest dodatnia, iiatomiuat trzecia liczba Jest ujemna /Jeśli nio Jeet zerem/. * /

Zakliutująo zbieżność itorau, j-.ego procesu wyznaozuniu oyfr ilorazu /tzn. przyjmująa ogra! 
niozenio zuareau Wurtośel liozb a^/ otrzymujemy z równania /2/ dla oyfr q^6 [o,1,2j warunek
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llś i . s / 20/

O *  2 ! *  a^ C * M /21/

Przy powyZazym zułoieniu nu podstawi© /2/ i /20/ trzem nuotypuJycym zakresom warloóoi kolejnej 
roaisky ohwilowej \ * %;

| b | |b|< ux ̂  J | b| 2 1 bj
tuoiuu przyporządkować odpowiednio cyfry ilorazu 0,1,2*

Dlu dodatniego dzielniku z enkrasu
1 /22/

wyznaczanie kolejnej oylry ilorazu odbywa aię aa podstawie bitów wziętych z ozlereoh pozyoji 
binarnych składników dzielnej lub kolejnej reszty, w tym z dwóch pozyoji binaruyoh przód 
przecinkiem *i z dwóoh pozycji binurnyeh po przeoinku, oraz na puda lawie dwóoh bitów dziel
nika, a uianowioie drugiego i trzeciego bitu po przeoinku, V podanej niiej tablioy przypo-x Iąrzydkowano oylry 0,1,2 ilorazu liczbom oztorobitowyia, otrzymanym w wyniku dodawania inodulo 2
-dwóch liozb oztorobitowych wybranyoh Jako czwórki bitów ze składników dzielnej lub sklud- 
nlków kolejnej reszty, oraz podkreślonym w tablioy parom bitów dzielnika. Bity oznaozone 
w tablioy przez x nie wajy wpływu na wybór oylry ilorazu

b ___
00, Oa 00, 10 c c Ol ,óo 01,01 01,la ta, xx

t), iyy 0 0 1 1 2 2 2
o.iiłi 0 0 1 i 1 2 2
o, LI*. 0 0 0 i 1 1 2

V wyniku dzielenia wykonywanego zgodnie z opisanym algorytmem otrzymuje się dwuskład
nikowy resztę z zakresu

/23/
'¿mniejszenie togo zakresu, może Wymagać wykonania jednego lub kilku dodatkowyoh kroków dzie
lenia obejuujyoyoh równioz korektę ilorazu.



Dla ujemnego dzielnika z zakresu
-1 k b < - i  /2i*/

\
wyznaczenie kolejnej cyfry ilorazu mo£e odbywać się na podstawie tej samej podanej wyZeJ tab
licy, przy ozym zamiast badanyoh bitów dzielnika naleiy wziąć pod uwagę 4oU negacje. Czwórki 
najbardziej znaoząoyoh bitów ujemnego dzielnika odpowiadaJąoe poazozególnym wierózom podanej 
tablioy podano na prawo od tablioy, podkrećlająo badane bity.

Vazystkie powyZsze stwierdzenia odnoaząoe się do dzielnika ujemnego dotyozą oozywióoie 
dzielnika w zapisie uzupełnieniowym, V przypadku dzielnika ujemnego w postaci znok-modul po
stępuje się oozywióoie identyoznie Jak dla dzielnika dodatniego.

Analizowania bitów dzielnika solna uniknąć, zaWęZaJąo Jego zokree, w przypadku dodatnie
go dzielnika do ,

| < b < l  / 25/
a w przypadku ujemne io dzielnika do

-1 <  b k - |  /x6/

ożyli do przypadków, gdy trójka najbardziej znaoząoyoh bitów ma postać 
0,11 lub 1,00
Analogiozna- zawężanie zakresu dzielnika omówione Jest przez A. Witkowskiego w 

Wyznaozeniu kolejnej oyfry ilorazu odbywa się wtedy wyląoznie na podstawie bitów wziętyoh z 
oztereoh pozyoji binarnych składników dzielnej lub kolejnej reszty. Poniżej przyporządkowano

l ioyfry ilorazu liozbom ozlerobitowym otrzymanym w wyniku dodawania moduio 2 dwóoh ilozb ozte-
robitowyoh reprezentowanych przez czwórki bitów wzięte ze składników dzielnej lub składników
kolejnej reszty.

00,x* O 
01 ,'** 1
1x,xx 2

ZawęZenie zakresu dzielnika umożliwia zatem nie tylko ograniozenie się do analizowania grupy 
bitów kolejnych reszt,ale upraszcza ponudto znacznie tę analizę.

Zmiany zakresu dzielnika a /22/ iub /*U/ na /2J/ lub /2ć/ aoZna dokonać mnożąo dzielną 
i dzielnik przez (p lub j, ożyli dodająo do dzielnej 1 dzielnika dzielną 1 dzielnik przesu
nięte o Jedną lub dwie pozycje binarne w prawo. Z uwagi na laoAliwoćó stosowania dwuskładniko
wej dzielnej dodawanie odpowiednio przesuniętej dzielnej zastąpić dopisaniem przesunię
tej dzielnej jako drugiego składnika.

MnoZenie dzielnej i dzielnika przez £  stosuje się Jeóli ozwórka najbardziej znaoząoyoh 
bitów dzielnika ma postać '

0,101 lub 1,010
Z mnożenie przez ig stosuje się dla teJZe ozwórki bitów dzielnika w poetaoi 

0,100 lub 1,011.
Warto wzróoió uwagę, Ze w konsekwencji pomnożenia dzielnej i dzielnika przez ^  lub

otrzymuje się w wyniku dzielenia również reaztę pomnożoną przez odpowiednią z tyoh liozb.
Przejdziemy obecnie do drugiego algorytmu dzielenia, w którym suma dwóoh pierwszyoh 

redukowanych liozb Jest ujemna, a trzeoia llozba nie ujemna.
W miejsce wzorów /20/ - /23/ otrzymujemy dla tego algorytmu wzory
~<ł | b] < aA *! 0 /*7/
-2 |bj i» ai 5? O -3 |b| <  aA ki - |b| -1» | b| <  a1 «  -2 [b |_ /28/

|  ^  b < 1 /29/
-2 |b | <  aa z; 0 /30/
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a V miejsce tabiioy podanej poprzednio tablioę
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1,1 1,XX. lip,1*1
— 1----
1,10,01, 1,10,00. 1,01,11, ipyio. 1,01,0*,' 1,00, ktt,

' 0 1 2 2 2 2 2 2
0, 1J11 0 1 1 2 2 2 2 2
o»ii2, 0 0 1 1 1 2 2 2

1,tUX 
1,01^ 
1.00x■

w której, podobnie Jak poprzednio, przez x oznaczono bity nie mająoe upływu na wynik deko
dowania. Analizowana bity w tabiioy podkreślono.

Dla zswę&onego zakreeu dzielnika, a mianowicie zakresu

b < 1 /31/
lub

-1 <  b '■< fi , /32/
ożyli dla przypadków, gdy trójka najbardziej znaoząoyah bitów »a poetaó 

0,11 lub 1,00
wyznaozenie kolejnej oyfry ilorazu odbywa się, podobnie Jak w poprzednio opisanym algorytmie, 
wyłącznie na podstawie bitów wziętych z ozterech pozycji binarnych składników dzielnej lub 
kolejnej reszty. Ponikej przyporządkowana oyfry ilorazu liosbom otlerobitowyra otrzymanym w 
wyniku dodawania modulo 2 dwóch liozb oztarobitowyoh reprezentowanych przez oswórki bitów 
uziętyoh ze ekladników dzielnej lub składników kolejnej reszty. Liozby te podkreślono, do
pisujmy dodatkowo z lewej strony Jedynkę symbolizującą ujemny bit znakowy analizowanej 
ozyśai dzielnej lub kolejnej reszty.

'JJUiŁ
1,10, lx, 
ł,10.0x. 
121,11, 
•2105.
1,01 -Oł, 
tOO.XX

o
0
1 
1 
* 
2 
2

Porównująo opisane dba algorytmy /o oyfraoh 0,1,2 ilorazu/ moZna stwierdzić, te algorytm 
dzielenia o dodatniej sumie dwóch pierwozyoh redukowanyoh liozb Jest algorytmem prostszym i
pod kaldytu względem lepszym od aigory twu o ujemnych resztach chwilowych, Oba te algorytmy są 
Jednak bardziej aloAons od omawianego w poprzednich rozdziałach algorytmu dzielenia o cyfrach 
Ilorazu -1,0,*1, kle wydaje Się zatem oalowe konstruowanie opartych na uloh układów cyfrowyoh 
przeznaczonyoh wyłącznie do dzielenia. Okazuje się Jednak, Ze algorytmy takie, po odpowied
nich modyfikacjach ujawniają pewne zalety w przypadku wykorzystania ioh w konstrukcji układów 
oyfrowyob sluZąoyoh /oprócz dzielenia/ do wyzjtaoitaniu wartośoi niektórych funkoji elementar
nych metodą oyfra po cyfrze /patrz [ił] 1 [łaj/.

Opisany algorytm dzielenia o oyfraolt 0,1,2 ilorazu oraz o dodatnloh kolejnyoh resztach 
ohwilowyoh, ilustruje podany na rye. J przykład liczbowy, Strzałkowi podwójnymi oznaczono 
na nim, podobnie Jak na rye. 2, miejsca prgooinków binamyoh, zgodnie z ustalonymi zakresami 
dzielnej i dzielnika. Hotna Jednak pominąć praeoinki i traktować ten przykład Jako przykład 
dzielenia liozb aaikowityoh, aianusio^s dzielenia osikowi taj dodatniej dzielnej sstś}0$
przez dzielnik bawili. Z uwagi na to, Ae trójko najbardziej znaoząoyob bitów wartośoi bez- 
względnej tego dzielnika /OlOlOUl/ me postać 101, dzielenie poprzedzone Jeat /w oolu za- 
WęZenia zakresu dzielnika/ wyznaozenism -krotnośol dzielnika, sznaczonaJ na rys. 3 
przez gdzie /3 a |b. V wyniku dzielenia otrzymuje się iloraz ąs+153 oraz jj- -krotnośó 
reszty ¿r «+*«5, oo odpowiada wartośoi reszty r«»3ć. Wszystkie występujące tui rys. 3 ozna
czenia graficzna, takie Jak linie i strzałki zostały opisane Ju* w rozdziale 5 w odniesie
niu do rys. 2, W górnym prawym rogu rys. 3 pokazano sposób redukowania trzech iiozb do 
dwóoh dis redukcji z pierwszego kroku dzielenia.
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8, alcjorytw d z i e l e n i a o CYFRACH ILORAZU OD -3 do +3
Zajmiemy się obecnie dzieleniem liozb. przedstawionych w zapisie czwórkowym kodowanym binar

nie, w którym iloraz przedstawiony Jest w zapisie redundonoyjnym o podstawie rozwinięcia 4 i 
oyfraoh -3,-2,~1,0,ł1,+2,+3.

Na podstawie równania /6/, dla cyfr 6 { -3,-2,-1,0j+1, +2,+ 3], zakładając zbieinośó itara- 
oyjnego procesu wyznaczania cyfr ilorazu/ozyii przyjmując ograniczanie zakresu wartości liozb 
a^/jotrzymujemy warunek

[a^| i  4 ;t bl. . ' /33/
■•w .

Przyjmując podobnie Jak w poprzednich rozdziałach zakres dzielnika

^ 4 Ib I < 1 /3<*/
otrzymuJomy na podstawie /ó/ i /33/ następujące zakresy kolejnej reszty ohwilowoj oraz cyfry 
ilorazu jakie mogą być przyporządkowane tym zakresom

/35/

Podana kolojnośó przyporządkowania oyfr ilorazu poazozogólnym zakresom kolejnych reszt obowiązuje 
dla dzielnika dodatniego. U przypauzn dzielnika ujemnego znaki oyfr ilorazu nalsiy zmieni4 na 
przeoiwne. Pamiętając o tej różnicy przyjmiemy w dalszym oiągu niniejszego rozdziału, Se dzielnik 
b Jest dodatni i spełnia warunek

-4 | bl «£ aA «s - 2 |b| -3
-3 ¡ V * ai <  -|b| -2
-2 |bl<ai «S 0 -t
-|b| <  aA <  M u
0 < <  a M +1
|bl <  aA * 3 M + 2
2 1 b 1 05 a± *  •* n + 1

1 b <  1 /36/
00 oozywióoie nie ogranioza zakresu stosowalności algorytmu.

Przy podanyoh załoZenlaoh, postępując analogicznie jak to opisano dla ilorazu o cyfrach 
-1,0,+1, otrzymujemy nlZej opisany algorytm działania.

Wyznaczenie kolejnej oyfry ilorazu odbywa się na podstawie bitów wziętych z pięoiu pozyoji 
binarnyoh składników dzielnej lub składników kolejnej reszty chwilowej, w tym z trzeoh pozyoji 
binarnyoh przed przecinkiem i z dwóch pozyoji blnzrnyoh po przeoinku oraz na podetawie dwóoh 
bitów dzielnika, mianowicie drugiego i trzeciego bitu' po przeoinku. V podanej niSeJ tablioy *przyporządkowano cyfry ilorazu liczbom pięoiobltowym, ctrzaraanym w wyniku dodawania moduło 2 
dwóoh liozb pięoiobitowyoh wybranych Jako piątki bitów ze składników dzielnej lub składników 
kolejusJ reszty, oraz podkreślonym w tablicy parom bitów dzielnika.

V  Ri
b\. 3 wO o

*
Oo O A s

*T‘
- * -.-1 .... 3 or- r-r* § O

- -...-

a
\ 8 *■O■** 10

1 Or*
o"
T*

o*
***

or**• z  *ł- 11
1 i i

ooo 8 00
1

8
HY*O

0,4QU - - -3 -3 -3 -3 -2 -1 0 i 1 2 2 3 3 3

0,1,01 - -3 -3 -3 -3 -2 -2 -1 0 i 1 1
2 Z' 2 3 3

O.l.tx. -3 -3 -3 —2 —2 -2 -1 -ł u 0
i 1 1 i

a .
2 2 3

Bity oznaczone w tablioy przez x- nie mają wpływu na wybór oyfr ilorazu.
W wyniku dzielenia wykonywanego zgodnie z opisanym obeonie algorytmem otrzymuje się dwu

składnikową resztę z zakresu
/ V I /

Jeśli aa reaztę koóoową narzucony jest inny warunek, dzielenie wymaga wykonania Jednego lub 
kilku dodatkowych kroków korekcyjnyoh.



-  33 -

• i
ł*

ß

A

a
i n
3,3

0VX 0 0 0 1 1 0 0 X 0 0 0 X 1 0

A0 1 1 0  1 0  0 1 0

ß  1 0  0 1 0  1 1 0  1
3ß  P I O O I I I O I I O

3ß  1 0 1 1 0 0 0 1 0  0 1

1 1 0 0 0 0 1 0 10 1 1 0 0 0 c 1 0
1 1 0 0 0 1 c c 1
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1 1 1 0  0

1 1 0  0  0  

» • 5 1 1
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Badania bitów dzielnika można uniknąć zawężająo jogo zakrea, w przypadku dodatniego dziel
nika, do

$ 4  » <  ,
ożyli do przypadku, gdy trójka najbardziej znaoząoyoh bitów na postać 0,11, oo zostało Już 
opisane szczegółowo w rozdz, 7.

Wyznaczenie kolejnej oyfry ilorazu odbywa się wówozas wyłąoznie na podstawie bitów wzię
tych z pięciu posyojl binarnych składników dzielnej lub składników kolejnej reszty ohwilowoj.
V podanej niżej tablioy, otrzymanej na podstawie dolnego wiersza poprzedniej tablioy, przypo
rządkowano oyfry ilorazu liozbom pięoiobitowym,otrzymanym w wyniku dodawania uiodulo 2"* dwóoh 
piątek bitów, walętyoh ze składników dzielnej lub kolejnej reszty i traktowenyoh Jako liczby 
pięoiobi towe.
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100,X* 1 101,0x 101,10 101,11 110,0x ¿10,lx 111,0x 111,lx 000,xx 001,XX * 01x,xx

-3 -3 -3 -2 -2 -1 ~1 0 1 2 3

Opisany algorytm dzielenia o oyfraoh ilorazu od -3 do +3 ilustruje podany na rys, 4 
przykład liczbowy.

Strzałkami podwójnymi oznaozono na rys. 4 podobnie jak Jia rye. 2 1 3  miajsoa przeoiików 
binarnych, zgodnie z ustalonymi zakresami dzielnej i dzielnika. Można Jednak pominąó przecin
ki i rozpatrywuó ten przykład Ja przykład działania liczb oa>kowityoh,a mianowicie dzielonia 
całkowitej dodatniej dzielnej a a +12461 przez dziolnik be+7 0 . 2 uwagi na to, że trójka naj
bardziej znaoząoyoh bitów tego dz+elnlka /OIOOOIIO/ uia być doprowadzona do postaoi 011, deie-

A ’
a + 113,

00 odpowiada wartości reszty rs+t, Występujące na rys. 4 oznaczania graficzne, takie Jak linie
1 etrzalki, zostały opisane Już w rozdz. 5 w odniesieniu do rys. 2. W górnym prawym rogu rye,4 
pokazano sposób redukowania trzeoh llozb do dwóoh^dlu redukcji z pierwszego kroku dzielenia.
9. MIZEKKZTAl-CliHIE ZAPISU 1L0UAZU W BlNAIUfi ZAPIS NIEItBUUMOANCYJNi

Wykonanie dzielenia według opieanyoh w poprzednioh rozdzlalaoh algorytmów prowadzi do otrzy
mania ilorazu w zapiaie o cyfrach -1,0,et lub 0,1,2 i podstawie rozwinięcia 2, albo o oyfraoh 
-3,-2,-1,O,+1,+2,+3 i podstawie rozwinięola 4.

Przekaztałoenle takłoh zapisów redundanoyJuyoh w zapis binarny nisredundanoyJny można spro
wadzić, Jak Już wspomniano w rozdz. 2, do dodawania binamago 'llozb w zapisie nisredundanoy Jny m. 
Czas takiego dodawania, obejmująoego prooea propagaoji przeniesień, powoduje oosywióoie odpowied
nie zwiększenie ozasu wykonania oalego działaniu.

Przekaztałoenie zapisu ilorazu w binarny zapis ńleredundanoyJny może byó również wykonane 
na bieżąoo, w trakole otrzymywania oyfr ilorazu, pooząwszy od oyfry najbardziej znaczącej, na 
przykład w sposób opisany przez O.K. Atkinsa w [ 4 Utrzymanie ilorazu w nisredundan oyJneJ posta
ci binarnaj jeet wówozas możliwe w zasadzie bez wydłużania czasu dzielenia.

Poniżej omówiono oba sposoby przekształceń.
Załóżmy, że każda z oyfr -J,0,+) oraz oyfr 0,1,2 ilorazu Jeet zakodowana w postaci pary 

bitów na tej samej pozyoji binarnej, a każda z oyfr -3,-2,-1,0,+1,+ 2j+3 ilorazu Jest zakodo
wana w postaoi dwóoh par bitów na dwóoh kolejnych pozycjach binarnyoh,w ten sposób, że każde
mu bitowi na określonaJ pozyoji binarnaj przyporządkowana Jeet określona z wag +1,-1. Założe
nie takie jeet w zasadzie równoznaczne z pnyjęolew, że iloraz zapiaany Jest w postaoi dwóoh 
llozb dodatnioh w binarnym zapisie nisredundanoyJnym 1 jeet równy sumie tyoh llozb w przypadku 
oyfr 0,1,2 oraz różnioy tyoh llozb w przypadku oyfr -1,0,'+1 i -3,-2,-1,0,+1,+2,+3. Otrzymanie 
ilorazu w binarnym zapisie nisredundanoyJnym wymaga wówozas wykonania dodawania tyoh llozb w 
przypadku oyfr 0,1,2 oraz ich odejmowania w przypadku oyfr -1,0,+1 i -3,-2,-1,0,+t,+2,+3.

Omówimy obecnie przekształcenie zapisu ilorazu w binarny zapis nisredundanoyJny na bie
żąoo, w trakole otrzymywania oyfr ilorazu, pooząwszy od oyfry najbardziej znaczącej, najpierw 
dla oyfr Ilorazu -1,0,+1, następnie dla oyfr 0,1,2 i ^yfr -3,-2,-ł,0,+1,+2,+3.

i- -

lenie poprzedzone Jeet uyznaozeniem -j -krotnośoi dzielnika, oznaozonej na rya. 4 prze: 
gdzie fi a •gb, W wyniku dzielenia otrzymuje się iloraz ą=>+17d oraz -krotność reszty i

i



,
Przekaztaloanio zapisu ilorazu o oyfraoh -1,0,+1 w zapia binarny uzupełnieniowy odbywa aię 

naotppująoo. Znak najbardziej znaoząoej Jedynki Jeat znakiem ilorazu. Najbardziej znaoząoej Je- 
dynoe dodatniej odpowiada Jedynka na tej aamej pozyoji binarnej i oiąg zer na wszystkich bardziej 
znaoząoyoh pozyojaoh, a najbardziej znaoząoej Jedynce ujemnej odpowiada jedynka na tej samej po
zyoji binarnej i oiąg jedynek na waeyatkioh bardziej znaoząoyoh pozyojaob. Z kolei bierze aip 
pod uwagę następną Jedynkę w oiągu. Jeóli Jeat ona dodatnia wazyetkie bity bardziej znaoząoa 
od niej eą Jąż bitami ilorazu, a Jeili ujemna wazyetkie zera na pozyojaob bardziej znaoząoyoh, 
aż do najbliższej Jedynki, jeóli takie zera istnieją, neguje eię wraz z tą najbliższą jedynką. 
Takie postępowania powtarza aię kolejno dla wezyetkioh Jedynek dodatnioh i ujemnyoh, aż do 
otrzymania wezyetkiob bitów,

V przypadku wymaganego zopiau binarnego w poataoi znak-modul najbardziej znaoząoej Jedynce 
dodatniej odpowiada jedynka na tej aamej pozyoji binarnej i oiąg zer na wezyetkioh bardziej 
znaoząoyob pozyojaob, a najbardziej znaoząoej Jedynce ujemnej odpowiada Jedynka na taj aamej s 
pozyoji binarnej, Jedynka na pozyoji znakowej 1 zera na pozyojaoh binarnych między tymi jedyn
kami, Jeóli nio są to Jedynki na pozyojaob sąsiedni oh. Z kolei bierze elp pod uwagę naetępne 
kolejne jedynki z oiągu, V przypadku gdy najbardziej znaoząoa, Juz analizowana Jedynka była 
dodatnia, wyznaożanie dalazyoh bitów Jeat identyczne jak w zapisie uzupełnieniowym. Natomiast, 
gdy najbardziej znaoząoa, JuZ analizowana Jedynka była ujemna, postępuje aię dokładnie odwrot
nie, to znaozy tak, jak w zapiało uzupełnieniowym przy zmienionych znakaoh wazyatkiob dalazyoh 
Jodynok.

Poniżej podano przykład liczbowy /por. rye. 2/ przekaztaloonla zapisu ilorazu o oyfraoh 
-1,0,+1, najpierw na zapia binarny uzupalnieniowy, a następnie na zapis binarny w poataoi 
znak-modul. Strzałkami pokazano, które jedynki ilorazu w zapiało rodurulonoyjnym siają wpływ na 
poszczególne bity ilorazu w wymaganej poataoi binarnej, .

- + + - -  +
1 1 0  1 1 1 1

r l r n f l ^
i1 1 0  1 1 1 1

(Y s Y ( I {(y
Przekształcenie zupiau ilorazu- o oyfraoh 0,1,2 odbywa i ię .laatppująoo. doili kolejną oyfrą 

ilorazu Jost zero, oznacza to, że otrzymano womeiniej bf / na wazyatkiob bardziej znaoząoyoh 
pozyojaoh błnaruyoh od toj oyfry eą Już oetaieoznia uetalonę. Joiii kolejną otrzymaną oyfrą 
ilorazu joat dwójka, pozóetawla aię ohiwiowo zero na Joj pozyoji binarnej oraz neguje się na 
hardziej znuoząayoh pozyojaoh binarnyoh oiąg kolejnych Jedynek aż do najbliżezego zera włącz
nie z tym zerem, traktując zanegowane bity Jako ostatecznie ustalono. Jelli kolejną otrzymaną 
oyfrą ilorazu Jest Jedynka, pozostawia aię Ją ohwilowo jako kolejny bit ilorazu, aż do otrzy
mania joa pozyojaoh mniej znaoząoyoh oyfry O lub 1. Wyznaczani© kolejnych oyfr w opisany wyżej 
sposób rozpoczyna się od ohwilowego przyjęcia bitu zerowego na najbardziej znaoząoej pozyoji 
binarnej.

Poniżej podano przykład liczbowy /por. rys. 3/ przekazlałGonia zapisu ilorazu o oyfraoh 
0,1,2 «ta zapis binarny nieradundanoyjny

0 1 2  1 0  1 2  1
^ ^ ^  ̂ i i0 1 0 0 1 1 0 0 1
Przekształcenie zapisu ilorazu o oyfraoh od -3,-2,-1,0,tl,ł2,+3 odbywa się naatępująoo. 

Ciągowi oyfr * zakreau od -3 do * ‘J reprezentującemu iloraz przyporządkowuje alę najpierw 
oiąg oyfr z zakreau od -1 do *1 w ten apoaób, że kolejnym oyfrom 3,2,T,0,t,5,5 odpowiadają

—  ee — + ł  +*pary 11, 10, 01, OOv 01, 10, 11* Otr*y»any tak oiąg oyfr -1,0,4-1 prscek*xtalou w apo
aób JuSfc woBttónlaJ opiaany, y

Poni&aJ podano przykład liostbowy /por* rya, Uf praekautaloenia ilor&au o oyfraoh 
-2, -1, O, +1, +2, 4'J.
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♦ 3 r*1*' i ( *^'i
4- + — . +-i 1 0 1 0 1 1 0

1 1  0 0 1 0

10, ZAKOŃCZENIE
Omówiono w niniejszej praoy algorytmy dzielenia prowadzą do otrzymania ilorazu o podsta

wia rozwinięoia 2 i cyfrach -1,o,+1 lub 0,1,2 oraz o podstawia Ń i oyfraoh -3,-2,-1,0,ęt,+2,+3. '
< Przyjęoie podstawy k amniojazą w stosunku do podstawy 2 około dwukrotni« liczbę kroków 

dzielenia koniooonyoh do wyBasozonla ilorazu o założonej dokladnoóoi, ale wymaga znacznie bar
dziej złożonej struktury układu dzielenia. Przyjęcie wyzszej podstawy rozwinięcia ilorazu, na 

3przykład 2 = 8  lub większej, saniejeżyłoby w stosunku do podstawy 2 trzykrotnie lub więoej 
liczbę kroków d-' rlenła, ale doprowadziłoby do wielokrotnego zwiększenia liozby elenentów 
składowych układu dzielenia,

przyjęcie założenia, Ze Jednemu krokowi dzielenia odpowiada wyznaozenie jednej cyfry ilo
razu powoduje konieoznośó dysponowania różnymi wielokrotnoóaiaai dzielnika w liozbie odpowia
da JąosJ iloóoi oyfr ilorazu. Zmianie znaku cyfry odpowiada przy tym zad ane znaku odpowiedniej 
wielokrotno!oi dzielnika, Jest ona łatwa do otrzymania przez zanegowanie bitów tej wiele krot
no! o 1 a uwzględnieniem korekcyjnej Jedynki. Przyjęoie symetrycznego względem zera zakresu oyfr 
ilorazu umożliwia zatem, w ogólnym przypadku, konieoznoóó pamiętania mniejszej liozby wielo
krotności dzielnika 1 dysponowana do tego oelu odpowiednio mniejszą liozbą rejeetrów. Nie wy
magają przy tym oczywiście pamiętania w addeielnyoh rejestrach wielokrotności dzielnika odpo
wiadająca całkowitym potęgom dwójki ze względu na możliwość ioh otrzymania przez przeaunięoiw 
i ewentualne zanegowanie bitów dzielnika.

Minimalnymi redundanoyJnymi liozbami różnyoh oyfr dla. podstaw roawinięoie 2 i Ń są odpo- 
J wiadnio liozby 3 1 5 «

Omówione w praoy algorytmy dzielenia przy podstawie 2 i trzeoh różnyoh oyfraoh, mianowi
cie —1,0,+1, oraz 0,1,2 aą na tyle proete, że Jeat właściwie spruwą oozywiatą nieoelowośó roz
ważania większej liozby oyfr.

Zupełnie odwrotna eytuaaja jeat przy ilorazie o podstawie roswinlęoia Ń. Analizowane \  ; 
przez autora, analogiczne do omówionych w praoy, algorytmy dzielenia o pięoiu różnych oyfraoh 
ilorazu wymagały do wyznaczania oyfr ilorazu badania tak dużych grup bitów kolejnyoh reaat, 
że realizacja odpowiednich układów dekodująoyoh byłaby obecnie taohnioznie możliwa tylko przy 
wydłużeniu czasu poezozególnyoh kroków dzielenia, oo oozywiśoie mija się a osiem. Również Sto
sowanie eześoiu różnyoh oyfr, zatem oyfr a zakresu niesymetrycznego względem zera, nie ma żad
nych zalet w porównaniu do siedmiu oyfr aymetryoznego względem zera zakresu od -3 do >3. Z tyoh 
powodów oraz dla unlknięoia dalszego zwiększenia i tek dużej objętośol niniejszej praoy, omó
wiono w niej Jedynie algorytm dzielenia a ilorazem o podstawie roswinlęoia Ń i najkorzystniej
szym przy podstawie 1» zakresem oyfr od -3 do +3.

Wyznaozenie trzykrotnej wortośoi dzielnika, odpowiadającej ayfrze 3 wymaga Jednak wyko
nania dodatkowego dodawania /patrz rozda.8/ wydłużającego ozaa trwania całego dzielenia.
Może nasunąó się pytanie Jakie konsekwencje pociągnęłaby za sobą próba "ominięcia* tego doda
wania, czasochłonnego ze względu na propagaoję przeniesień. Zamiast Je wykonywać można oozy
wiśoie w przypadkach oyfr -3 i +3 wprowadzić dwa kroki redukaji równoległej w uiejooe Jednego, 
Konsekwencją tego byłyby takie wady Jaki znaczne wydłużenie ozasu’dzielenia, zmienny ozas 
dzielenia i większa niejednorodność poezozególnyoh kroków, innym rozwiązaniem byłoby operowanie,
W przypadku oyfr od -3 do +3, odpowiednią wielokrotnośolą dzielnika w postaci dwuskładnikowej, 
oo prowadziłoby w odpowiednich krokach dzielenia do redukoji równoległej większej niz 3 lioz
by składników. Skomplikowałoby to również bardzo znacznie algorytm dzielenia. Można to uzasadnić B** 
stępującoi załóżmy, że redukoja równoległa wielu składników do mniejszej liczby składników z 
zachowaniem ich suwy odbywa się ze względu na wymaganą dużą szybkość redukoji w jednaj warst
wie niezależnie działaJąoyoh układów, które nazwiemy koderasti. Najprostszą strukturę oalej 
warstwy koderów uzyskuje się przy kodoraoh, których wejśoia obejmują najmniejszą liozbę po- 
syoji binarnych redukowanych składników, a więo tylko Jedną pozycję binarną. Łatwo pokazać,



Aa maksymalnymi liozbami bitów, któro mogą być redukowane przez takie kodery do liozby bitów 
1 ,2 ,3 ,...,n są odpowiednio liozby bitów. 1 ,3 ,7 ,...,2n- 1 . Wynika stąd wniosek, Zo najprostszym 
przypadkiem równoległej »jednowarstwowej« redukoji Jest redukcja z 3 do 2 składników, a na
stępnie z i) do 3, z 5 do 3, z 6 do 3, a 7 do 3, z 8 do 4 itd.składników. Prayjęoio «jedno
warstwowej« redukoji i dwuskładnikowego dzielnika prowadzi zatem, Jak łatwo zauwalyó, do 
trÓJakładnikowyoh kolejnyoh reszt i redukoji z 5 do 3 składników. Stopień zioZonoioi odpo
wiedniego pojedynczego kodera redukującego z" 5 do 3 bitów w porównaniu do- Jednopozy-
oyjnego sumatora redukująoego z 3 do 2 bitów uioZna przy tym x grubsza oszaoowaó 00 naj
mniej jako 25 l2"*=4.

Na zakończenie warto poruszyó następujące zagadnienie, nis omawiane w niniejszej praoy, 
W każdym z ouówionyoh algorytmów dzielenia, po redukoji z 3 do 2 składników, następuje ena- 
łizowanie grupy bitów wziętyoh z dwóoh składników kolejnej reszty.

3 ąZałóżmy na razie, Ze w skład tej analizy wohodzi omówione w praoy dodawanie modulo 2 , 2 
lub 2  ̂ dwóoh liozb trzy, oztero, lub pięoiobitowyoh, zalotnie ed zastosowanego algorytmu. 
Otrzymaną w wyniku trzy, oztero lub pięolobitową liozbę moAna traktować Jako Jednoskładni
kową bardziej znaoząoą ozęśó dwuskładnikoweJ reszty. Przy kolejnej redukoji trzeab liozb 
bardziej zuaoząoa ioh ozęió, wprawdzie bardzo krótka, Jest wtedy Jednak Juz dwuskładnikowa. 
Powstaje pytanie, ozy i Jak moZna przekaztaioió bardziej znaoząoą ozęió tyob trzeob redu
kowanych liozb/zamiast omówionej redukoji równoległej/, by w wyniku tego przekształoeula 
otrzymać od razu potrzebną do wyznnozenia cyfry ilorazu bardziej znaoząoą ozęió kolejnej 
reszty w postaci Jednej liozby trzy, oztero lub pięoiobitowej. Inaozej mówiąo powstaje 
pytanie, Jak rozwiązać bardzo szybkie dodawanie trzeoh liozb o niewielkiej liozbie bitów, 
z któryoh Jedna liozba ma ponadto kilka zer /znaną liozbę zer/ na najbardziej znuoząoyoh 
pozyojaoh binarnych. Właięiwa odpowiedi na to pytanie zaleky w dnZym stopniu od rodzaju 
bazy elementowej, a odpowiedi na nie powinien chyba dać w konkretnym przypadku konstruk
tor odpowiedniego układu dzielenia.
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ANDRZEJ WITKOWSKI

DZIELENIE SRT ZE ZNORMALIZOWANYM DZIELNIKIEM 

8treazozenle

W artykule przedstawiono metodę wyboru cyfry ilorazu dla dzielenia SRT. W prezentowanej meto
dzie dzielnik D Jaat oprowadzony do zakreaui 1-1/r*|D|rf 1. W artykule pokazano, że precyzja ba
dania dzielnika i reszty częściowej potrzebna do określenia cyfry ilorazu zależy od zakresu zmie 
nnośoi dzielnika. Następnie znajduje się optymalny zakres zmienności dzielnika/zakres, dla która 
go precyzja badania dzielnikami reszty częściowej Jeat najmniejszy/. Zakres ten określony Jest 
nierównościąi 1-1/r*|Dlć 1. Dla takiego zakresu zmienności dzielnika można zaprojektowaó urzą
dzenie wyznaczające cyfrę ilorazu dla dowolnej podstawy dzielenia r. Tak zaprojektowana urządze
nie omówiono w niniejszej praoy,

W artykule przedstawiono dalej sposób'sprowadzenia dzielnika do optymalnego zakresut 1-1/rj 
|D|i 1. Spoaób ten polega na mnożeniu dzielnika przez czynniki a^. Czynniki wyznacza się na 
podstawie kilku najatarezyoh bitów dzielnika. W praoy wyznaczono preoyzję badania dzielnika po
trzebną do obliczenia czynników a^.

Prezentowana metoda pozwala realizowaó bardzo azybkie układy dzielenia.

.HEJIEKHE SRT CO OTAltRAWHUM HEJIHTEJIEM 

PeatuMa

11 o T aT te  npeAoiaBAOH m b io a  su d o p a  nw tpu H aciH o ro  ąmh asw sh h h  SRT • B lipeAoraBJeHHOH u e io f le  A9-  

Ame-Sb D ob oah tom  K B K A yi l-l/r<|D|*l, B OTaibS noKaauBaetoa, h to  to h k o c t i .  HooJieAOBaHHK Ae.iHTe.tH 

h HaoTłiuHoro o c T aT K a , HeodxoAHuaH a m  oiipeASHeHHH HH<tpu n a c iK o r o ,  aaanoHT o t  b h a ł .  Ae-®nT9.tH.3aT8M

HaXOAHTOH OllTMUaJthKUil Bilą ASHHTeAH / b H A  A A  fi KOTOpOTO TOHKOCTb HCCAeAOBaHHH A Ó A 6 U H B  U MaoTtNHOra 

OOTBTKa HB4B6T0H MHHMMa-IŁHoil/. 3 T 0 T BHA OIlpSAB JIH8T OH H S p a B e H C T B O M » l-l/rć|D|til. A*H TaKOTO BHAB 

Ae-iHTeJiK uohho cnpoeKTHpoiiaTb yeipoftcTBO, onpeAaJnuomee UMiJipy aaciHoro a * x  x a 6 o r o  ooHOBaHH« a*- 

aeHHH. Taa o n po a ki1 h po Ban ho e yoipottCTBo paocMaTpKBaeioH b HactóumoŚ pado-re.

B O TaTte A aJibee npeACTaajieH cn oood oBeAeiiHa a h ^ ^ s j s h  k oaruuaA bH ouy BUAyj 1 - l / r  i  IDI £  i , 3 i o t  

ouocod aaKJUoHaaTos b yuHOKSHKH a b a u t b i r  Ha couHOmHtejib CoMKOZUTew» oupeA SJunoro« Ha o ch o b b  H e- 

0K0AbKHX o au u x  QTapmnx d H io a  ACRUTeAM. B p a d o ie  on peA eA aeicH  tohhoctb hoowbaobbhhb a i s , buhhobbhhr 

OOUHOKHTaJafl . /

npeAOTUBReHHbUl ueiOA noabOJiHei pea^HaosaTfc oneHb ÓuoTpwe CHozeuu a b a b h h r .
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STANISLAW MAJERSKI

THE BINARY NUMBER DIVISION WITH THE PARTIAL REMAINDERS AND THE QUOTIENT IN REDUNDANT NOTATIONS

Summary

The algorithms of the binary division designated for high-speed parallel digital circuits 
are presented. The algorithms eliminate the subtractions and additions with carry propagation, 
which appear in the classical method of the nonrestoring division. These operations are replac
ed by the faster three-summand oarry-save additions, for which the name of the parallel'reduc
tion of three awuaands to two summands, is introduced, for easier distinction from the common 
additions. ,Aa a result of the parallel reduction, in the successive division steps, the two- 
summand partial remainders are obtained. Then, the successive digits of a quotient in a redun
dant notation are determined on the basis of some bits taken from these remainders. This quot
ient notation may be currently transformed into the common binary notation. For the three de
scribed algorithms the redundant quotient notations with the digits -1,0,+1, the digits 0,1,2\ 
and the digits from -3 to +3 have been assumed. In the third of these algorithms, two quotient 
bits oorespond to one divijion step and to one quotient digit.

jySJIEHKE JUSOHHHUX 4H0EJ] 0 H3BUT0Hi.~.l 3AI1H0U5 OHBPEflHHX 00TATK0B K MAOTHOrO

U p e flu e io «  HacToameft p a S o tu  «B JiaioToa aaropmjM H ABOHVKoro ¿ a i e u a a  upoAKaaHaveHKue a s *  Su otpo A elt- 

oTByTom.MX nepa-M eJtbim x um pposux o x e n . B o iic c  ax ro p m ju jax  hojcjoohbhh onepauHH BuuHTaHua h oaoxeHHH o 
p aon oo ipoH eK H eu  n e p a u o o a , KOTopua x a p a x ie p H u  a * *  x sao o H q e o K o ro  netO A a a s s s k h h  S e a  BoaotaH O BaeKH « 

o c T a T K a , 3 x a  on epaqH a aa u e x e H a  Meuse npoA oxxKTeAbnoa onepauH aS o jio x e u H * x p b x  o ia r a e u u x  o a a n o u a -  

h bh h su  n e p eH o o a , KOTopoe o qejtn  o ta h h u t i .  o t  oO ukkobbkh oro  qaoxen H a a a s B a n a  napaxxeJiB K U u o o x p a -  

meHusu VHaxa o x a r a e u u x  o xpHx a o  A B yx . Ha onepoAHUx m a ra x  a sa q h h b  noA yM anro« b p e a y x B t a t e  o a p a -  

AaeAfcKoro coKpaqeHHX ovepeAH ue vaoTHUKtie o o t s t k h  b bhab AByx o a a r a e u u x .  Ha ocuOBe HeoKO.ii.KHx paa- 
pAAoa xaKHx ocxaiK O B  o n p e A e x a e icH  ovepeA H ua uu<J>p» H&otHOro b hqO utohhoB aatiH o a , T a x a x  aa n n ot no 
xoA y n p o u e o o a  a b * « k h *  n o x e t  S u tb  npeoO paaoB aH a b oSukhoneHuym  A»oHHHym a a m io B . B t p d x  p a c o u a tp H -  

B ae u u x  axropHiJiMax npM Rato o o o x b b to tb b h h o  H aC u n xm u « aanaoH  vaoxHoro o UH$pa>«n - 1 , 0 , + 1 ,  o un<}>pa- 

uh 0 , 1 , 8  H umppanR o t  - 3  a o  + 3 .  B tp e tH H  axropa<t»4e 0A R»ny x a r y  AaxeKHn k oahoH i;H(J)pe v a o tH o ro  

o o o tB s tc tB y m t  ^bo h v h u x  p a a p a A a .

t Tt u t** c* - r£<sr * <y* vs/ v-ro <v
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