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Prace naukowo-badawcze Instytutu Maszyn Matematycznych

Dyskretyzscja krzywych algebraicznych na 
jednorodnych kwadratowych siatkach 
k-spójnych 

Wojciech MOKRZYCKI

1 . W ST Ą P

1 .1 . G an a  za  za g a d n ien ia

W w ie lu  z a s to so w a n ia c h  w ynika k o n ie c z n o ś ć  o p erow an ia  p r z e s tr z e n ią  d y sk r etn ą , w  której s ą  artaii- 

n iow an e Jedyn ie  pu nk ty  o  w sp ó łrz ę d n y c h  c e łk o w ito lic sb o w y c h , Dla p rzy k ła d u  n o in r . p od ać: kom puterow e  

p rzetw a rza n ie  jy a u n k ó w  lin io w y ch , m apy to p o g r a ficz n e , monitory g r a fic z n e , k ro ź la k i, drukarki z n a k o w e  -  

g r a fic z n e , obrabiark i « terow an o  n u m ery czn ie , w  k tórych  to p rzy p a d k a ch  p ła s z c z y z n ą  o b ra zo w a n ia  /p rze ­

s tr z e n ią  stero w a n ia / J est p ła s z c z y z n a  /p r z e s tr z e ń / d y sk r etn a , z e  zdefin iow anym i w ęzłam i ca łkow itoU czbow eJ  

s ia tk i w sp ó łr z ę d n y c h . P rz ed sta w i e n le  k rzy w y ch  na ta k ich  p ła s z c z y z n a c h  /łub  o k r e ś le n ie  dropi ruchu  n a r z ę ­

d zia  sk r a w a ją c e g o  w  o b ra b ia rk a ch  ste r o w a n y c h  n u m ery czn ie / odbyw a s i ę  p r z e z  z a d a n ie  c ią g u  punktów, 

które /b ą d ź  to  p o łą c z o n e  ko la jno , z  reg u ły  odcinkam i Unii p r o ste j, b ą d ź  te ż  b e z p o śr e d n io / ap ro k sy m u ją  

z a d a n ą  k rzy w ą . Punkty c ią g u  a p ro k sy m u ją ceg o  m u szą  m ieć  w sp ó łrz ę d n e  ca łk o w ito iic zb o w e , g d y ż  pow inny  

pok ryw ać a lę  z  w ęzłam i ulotki w sp ó łrz ę d n y c h .

W k la s y c z n y c h  m etod ach  aprokay  raocjl w ielom ianow ej k rzy w y ch  punkty o p ro k sy m u lą ce  w yznacza  s i ę  

d o b rze  znanym i m etodam i z a  p o m o cą  fu n k cji try g o n o m etry czn y ch  lub ro zw in ię ć  na s z e r e g i .  W ystęp u jące  

tam o p e r a c je  s ą  d łu gotrw ałe  1 z ło ż o n o , g d y ż  w ym agają  zm ien n o p rzecin k o w ej arytm etyki, a  w  wyniku dają  

w sp ó łrz ę d n e  punktów  b ę d ą c e  liczbam i r ze cz y w isty m i. D o k ła d n o ść , z  Jaką s ą  w s p ó łr z ę d n e  tych punktów  

w y z n a c z o n o , J est w ięc  w  pew nym  3 e n s ie  n ie w y k o r z y sta n a . Punkty te  s ą  bow iem  u m ie jsca w ia n e  w  w ę z ła c h  

ca łk o w i to lic zb o w ej s ia tk i w sp ó łr z ę d n y c h , c o  w ym aga z a o k r ą g le n ie  r z e c z y w is ty c h  w a rto śc i w sp ó łr z ę d n y c h  

punktów  d o  lic z b  ca łk o w ity ch . Z drugiej s tro n y , gdyb y d o k ła d n o ść  -w yzn aczan ie  w sp ó łrz ę d n y c h  była  mniej­

s z a ,  to  w  w yniku te g o , i e  k o le jn e  punkty s ą  w y z n a c z a n a  za  p om o cą  w zo ró w  rek u ra y jn y ch  n ie  u w zg lęd n ia ją ­

c y c h  b łę d ó w  p o w sta ły ch  w e w c z e ś n ie j s z y c h  k ro k a ch  a p ro k sy m a cji, kum ulacja b łęd ó w  d o p row ad ziłab y  

/ z w ła s z c z a  przy  d łu gotrw ałych  o b lic z e n ia c h / d o  zu p e łn e j " d egeneracji"  k rzy w y ch . P o w sta ł w ię c  problem  

o p ra cow an ia  ta k ie g o  algorytm u, który w y z n a c za łb y  punkty o p ro k sy m u ją ce  z  d o k ła d n o śc ią  ty lk o  d o  lic zb  

c a łk o w i ty ch , w y k o rz y sty w a ł Jedynie  p ro ste  o p e r a c je  na k rótk ich  l ic z b a c h  c a łk o w ity ch , b y ł  d o s ta te c z n ie  

prosty  1 s z y b k i o r a z  u w zg lęd n ia ł, p o d c z a s  w y z n a c za n ia  k o le jn e g o  punktu c ią g u , b łąd  p o w sta ły  n a  każdym  

kroku dyo  krety za  cjl, w  c e lu  w yelim inow ania  kum ulacji b łędów . P rzyjm ują s i ę  w ięc z a ło ż e n ie ,  ż e  punkty 

e p ro k sy m u ją ce  k r z y w ą  n ie  l e ż ą  na n iej d ok ła d n ie . P ow inna natom iast i s tn ie ć  z a le ż n o ś ć  pom iędzy  warunkam i



w y b o ru  k o le jn e g o  p u n k tu  c ią g u  1 o d c h y le n ie m  p o p rz e d n ie g o  p u n k tu  od ż ą d a n e j  k rz y w e j.

1.2 . A ktualny s t e n  b ad a ń

O pisana w y żej całkow ltoU czbow ®  d y s  krety  z a c je  k rzy w y ch  Jest s to su n k o w o  m ało zn an a  1 rza d k o  o p isy ­

w an e w litoraturza . Z literatury z n a n y c h  J est z a le d w ie  k ilk a n a śc ie  te g o  typu algorytm ów  1 d o ty c z ą  o n e  z  re ­

gu ły  d y sk r e ty z a c jl  p r o sty c h  b ą d ź  ok ręg ó w . W w ię k s z o ś c i  z  n ic h  p rzy jęto  z a ło ż e n ie ,  ż e  o d le g ło ś ć  m iędzy  

kolejnym i punktam i aprokaym ującym l równo J est Jednej lub 'J~2 je d n o s te k . O g ra n ic z en ie  to, Isto tn e  w  przy­

padku a p ro k sy m a cji k r z y w y ch  b e z p o śr e d n io  punktam i d o je  "mato gładki"  k s z ta łt  łam anej o r a z  d u ż ą  l ic z b ę  

punktów  a p ro k sy m u ją cy ch . W p rzyp ad k u , gdy ni® ma o g r a n icz en ia  na m aksym aln ą  o d le g ło ś ć  m iędzy ko lejny­

mi punktam i c ią g u  a p ro k a y m u ją ceg o  i  łą c z y  s i ę  Jo odcinkam i p ro ste j /np. w m onitorach g r a fic z n y c h  z e  

sp rzęto w y m i g en era to ra m i w ektorów /  m ożno u z y s k a ć  "bardziej g ładką"  łam aną a p ro k sy m u ją cą  o r a z  z n a c z n ie  

m n ie jsz ą  l ic z b ę  punktów  a p ro k ey m u ją cy ch .

W n in ie jszy m  op ra co w a n iu  zajm iem y s i ę  algorytm am i te g o  d r u g ie g o  typu, w  k tó ry ch  o g r a n ic z e n ie  na 

o d le g ło ś ć  poml ę d z y  są s ie d n im i punktam i n ie  w y stęp u je . C o  w ię c e j , w p row adza  s i ę  w arun ek  otrzym yw ania

m aksym aln ie  m ożliw ych  o d le g ło ś c i  poml ę d z y  są s ie d n im i punktam i aprok sym u jącym l, przy  z a ło ż o n e j  dokład­

n o ś c i  ap ro k sy m a cji.

W p ie r w sz e j  z o  z n a n y c h  pu b likacji ną tem at --¡ałkow ltolicsbow efio algorytm u d y sk r e ty z a c jl,  n ie  ograni­

c z a j ą c e g o  o d le g ło ś c i  p o m ięd zy  są s ie d n im i punktam i aproksym ującym l k rzy w ą  [ i ]  z  1 9 7 2  r. L eppu la ln en  

1 Ojala p ropon ują  s to su n k o w o  p r o s tą  I s z y b k ą  o r a z  d o k ła d n ą  m etod ę d y s k r e ty z a c j l  o k ręg u , o p ra co w a n ą  

sp e c ja ln ie  d o  g en ero w a n ia  te stu —sz a b lo n u , p o z w a la ją c e g o  r o z p o z n a w a ć  n ie d o s k o n a ło ś c i  o b r a z u  te le w izy jn eg o .

Z a sa d a  d z ia ła n ia  te g o  algorytm u j e s t  n a s tęp u ją c a ! Jedna z e  w sp ó łr z ę d n y c h  x  b ą d ź  y  c ią g u  punk­

tów  dy sk rę ty  ż u ją c y c h  o k r ą g  zm l en la  s i ę  na każdym  kroku d y s k r e ty z a c j l  o  je d n ą  Jed n o stk ę . P r z y r o s t  w zd łu ż  

drugiej z e  w sp ó łr z ę d n y c h  J e st zm ien n y , a le  ró w n ież  j e s t  ca łk o w lto llc zb o w y . K w adrat o d le g ło ś c i  k o le jn y ch  

punktów  c ią g u  od środk a o k ręg u  w z d łu ż  drugiej z e  w sp ó łr z ę d n y c h  J est lin iow ą  fu n kcją  prom ienia ok ręgu  

o r a z  numeru, punktu c ią g u  1 b ę d z ie  l ic z b ą  ca łk o w itą , gd y  podw ojony prom ień o k ręg u  R b ę d z ie  l ic z b ą  c a łk o ­

witą, ,H a  on  n a s tę p u ją c ą  p o sta ć!

h + i  "  h + 2 R + ł  -  21

— 0 , 1 w Xi 2 ,—*, 2R

P o w y ż s z y  w z ó r  rok u rsyjn y  Jeat zu p e łn ie  p ro sty  1 b łę d ó w  n ie  kum uluje. P o z o s ta ło  jed n a k  w y z ra c z en le ,  

na p o d sta w ie  Lj d ru g ich  w sp ó łr z ę d n y c h  punktu c ią g u . »  to  w ym aga w y z n a c z e n ia  p ierw ia stk a  k w adratow ego  

z  lic z b y  ca łk o w itej Lj, A u to rzy  algorytm u za p ro p o n o w a li b a r d z o  n a tu ra ln ą  1 e k o n o m iczn ą  m etodę, p o leg a ją cą  

na g e n e r a c ji s e k w e n c j i  k 2 +k k - 1 ,2 ,3 ,— 1 porów n yw aniu  k a ż d e j w a r to śc i k jłk j z  1 .̂ Jako w ynik te g o  p o ró w n a -  

nią je a t  brano  to  kj, d la k tó r e g o  k j+ k  ^  Lj. K w adrat w ie lk o ś c i  k  o trzym yw ano m etod ą  B rauna za pom ocą  

n a s tę p u ją c y c h  p o r  rokursyjn ych :

kf +l  "  S l+1 “  S i + “ i +l '  S 1 "  1

“ t + l  " “ i + 2 * a l  “ 1

M etoda p o w y ż s z a  Jest b a r d z o  p ro sta . W k a ż d e j pętli g e n e ra c y jn e j w y m a g a n y ch  j e s t  z a le d w ie  k ilko o p e r a cji  

sum ow ania U c zb /ca łk o w ity c h / o r a z  ic h  porów nyw ania . Z ty ch  te ż  w z g lęd ó w  J est ona b a rd zo  a a y b k a . Jej
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e lem e n tu  w m-tym w ie rsz u  ( lu b  w m - te j  k o lu m n ie ) ,  g d z ie  a  j e s t  numerom kroku  e l im in a o j i .  J e s t  to  
tz w , ozęśoiow y wybór e lem en tu  głów nego [ l i ] »  Wybór o s ik o w ity  p o le g a  a a  p rz e sz u k iw a n iu  o a ło j  n i e -  
a t r ią n g u la ry z o w a n e j c z ę ś c i  a sa c ia rz y . P o szu k iw an ie  w tym o b sz a rso  e lem en tu  n a jw ięk sz eg o  co do mo­
d u łu  j e s t  u z a sa d n io n e , gdy m a c ie rz  w spółczynników  n ie  j e s t  ro z rz e d z o n a . Poniew aż je d n a k  n a  do­
k ła d n o ść  wyników wpływa n ie  ty lk o  w ie lk o ść  e lem en tu  g łów nego, a l e  ró w n ież  l i c z b a  wykonywanych o -  
b l lo z e ń  (b łę d y  z a o k r ą g le ń ) ,  p rz y  rozw iązyw aniu  ro z rz e d z o n y c h  układów  równań lin io w y o h  n a le ż y  tą k  
p row adzić  o b l io z e n i a ,  aby w t r a k c i e  io h  wykonywania p o w s ta ła  ja k  n a jm n ie js z a  l i c z b a  nowyoh n i e -  
zerow ych elem en tów . 2 d r u g ie j  s t r o n y ,  aby zm n ie jszy ć  b łę d y  p rz y  d z i e l e n iu ,  e lem en t główny n ie  
może być za  mały (oo do m odu łu ) . D la teg o  w opisywanym p ro g ram ie  zastosow ano  a lg o ry tm  n a s tę p u ją ­
cy { l2 ] t

$  w n le z tr ia n g u la r y z o w a n e j  c z ę ś c i  m ao ierzy  p o sz u k u je  s i ę  ta k ie g o  w ie r s z a ,  k tó ry  za w ie ra  ty lk o  
je d e n  n leze ro w y  e lem en t ( n ie  l i c z ą c  kolumny wyrazów so ln y c h )*  j e ż e l i  w ie rsz  t a k i  i s t n i e j e ,  
n iozerow y  e lem e n t w y b ie ra  s i ę  ja k o  g łów ny. J e ż e l i  w ie rs z a  ta k ie g o  n ie  ma, w ykonują s i ę  
p u n k ty  E ,C ,D .

O b sza r wyboru 
/ / / z ozęśoiow ego

m. <SSS; O bszar wyboru 
NW  • zupełnego

Z tr ia n g u la ry z o w a n a  
o zę ść  m acie rzy

kolumny

E y s .1 .  Wybór e lem en tu  głównego

S Z n ie z t r ia n g u la r y z o w a n e j  c z ę ś c i  m ac ie rzy  w y b ie ra  s i ę  e le m e n t, k tó re g o  w a r to ść  bezw zg lędna J e s t  
n a jw ię k sz a

a x m x H k 5 i , k  s* m + M. (?)

m ~ num er k roku  e l im in a c j i  

O W n le z tr ia n g u la r y z o w a n e j  c z ę ś c i  m a c ie rz y  w yznacza s i ę  z b ió r  Q elem entów  t a k i c h ,  że

Ai k £ B gdy \n tix  W

«  Za z b io ru  Q w y b ie ra  s i ę  ja k o  główny t a k i  e le m e n t,  d l a  k tó re g o  w a rto ść

P = (n k -  l ) * ( n w -  1 )  (5 )

j e s t  n a jm n ie jsz a *

n k a  l i o ż b a  B lezerow ych  elem entów  w t e j  c z ę ś c i  k - t e j  kolum ny, k tó r a  n a le ż y  do n i e z t r i a n g u l a -  
ryzow ane j c z ę ś c i  m a c ie rz y

= l i c z b a  B lezerow ych  elem entów  w w-tym w ie rsz u  
k ,w  3 m -  K
L ic z b a  1 /4  z o s t a ł a  w ybrana e m p iry czn ie  [1 2 ] .

Z a p a m ię tan ie  a a o le rz y

S posoby z a p is u  m a c ie rz y  r o z rz e d z o n e j w p am lęo l kom putera, można p o d z i e l i ć  na dw ie g ru p y i L is ­
tow e i  ta b l ic o w e .  Sposoby l i s to w e  c h a r a k te r y z u ją  s i ę  tym , że o p is  jed n eg o  e lem en tu  obejm uje  je g o  
w a r to ść  s i d e n t y f i k a t o r  p o ło ż e n ia  e lem en tu  w m ac ie rzy  o r a z  p o ln te r y  do elem entów  p o p rz e d n ie g o  
i  n a s tę p n e g o  (może być ty lk o  je d e n  p o i n t e r ,  w tedy l i s t a  nazywa s i ę  je d n o k ie ru n k o w ą ) .
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Sposób l i s to w y  zapew nia b a rd z o  sz y b k ą  a k t u a l l z a o j ę  m a o ie rz y , je d n a k  za jm u je  w ię o e j m le je o a  w p a­
m ię c i  kom putera  n iż  za p lo  ta b l ic o w y , w k tó rym  do opiBu e lem e n tu  n ie  wchodzą p o in t e r y .  A k tu a l iz a ­
c j a  m a c ie rz y  w z a p i s i e  tab licow ym  za jm u je  dużo c z a s u , gdyż e lem en ty  t r z e b a  f i z y o z n le  przesuw ać 
s-f p a m ię c i k o m p u te ra . Poniew aż opisyw any program  opracowano z m y ślą  o u ż y c iu  w m in ikom pu te rze  -  
zastosow ano  z a p is  ta b lic o w y .

A12 *13

A21 CO fO

A31 A32 A33

,
rH.O(3
en

k o l 2 3 4 1 4 1 2 3

A l 12 a 13 Bt A21 b2 a 31 A?2 ■S:

I 1 2 3 4 5 6 7 8 9

IP3T 1
L-.

6 9 T a b l i c a  2 .

R y s .2 . Z ap is  m ac ie rzy  ro z rz e d z o n e j

k o l  -  numer kolum ny, A -  w a rto ść  e lem en tu  
I  -  w sk aźn ik , IPT -  p o i n t e r  p o c z ą tk u  w ie r s z a

S k ła d a  a l ę  on z dwćch t a b l i c .  W p ie rw s z e j  z a p isa n o  w ie rsz am i k o le jn e  w a r to ś c i  n ieze ro w y ch  elem en­
tów o ra z  o d p o w iad a jące  im numery kolum n, w d r u g ie j  -  p o in te r y  w sk azu jące  p o ło ż e n ie  p ie rw sz y ch  
elem entów  w w ie r s z a c h . S zcz eg ó ły  w y ja ś n ia  r y s . 2 ,  n a  k tó rym  pokazano p rz y k ła d  z a p is u  m a łe j 
m a o ie rz y . A k tu a l iz a c j a  t a b l i c y  j e s t  d o ść  p raco ch ło n n a»
s  u s u n ię o ie  e lem e n tu  wymaga z n a l e z i e n i a  je g o  p o ło ż e n ia  i  p r z e s u n ię c ia  w lew o o je d n ą  p o zy o ję  

w s z y s tk ic h  elem entów  z n a jd u ją c y c h  s i ę  n a  praw o od u s u n ię te g o

9  d o s ta w ie n ie  e lem e n tu  wymaga z n a le z ie n ia  p o z y c j i  1 ^ , n a  k t ó r e j  p o w in ie n  on s i ę  z n a le ź ć ,  p r z e ­
s u n ię c i a  o je d n ą  p o z y o ję  w praw o w s z y s tk ic h  olam entów  o w skaźn ikach  o ra z  d o s ta w ie n ia
nowego e lem en tu  n a  p o z y o ję  1^

J e s t  o c z y w is te ,  że s to so w a n ie  ta k ie g o  p o s tę p o w an ia  s a  każdym razem  gdy j a k i ś  e lem e n t z n ik a  lu b  
gdy p o w sta je  n o sy , w ydłużyłoby  b a rd z o  z n a c z n ie  c z a s  ro zw iązy w an ia  u k ład u  rów nań. D la te g o  dane 
a k tu a l i z a c y jn e  g rom adz i s i ę  w joB zoza je d n e j  po m o cn icze j t a b l i c y  i  a k t u a l i z a c j i  dokonu je  s i ę  
t a k  rz a d k o , ja k  to  ty lk o  m ożliw o, t a n .  r a z  n a  k ro k  e l im in a o j l  ( c z y l i  N r a z y ) .

P o zy o ję  e lem e n tu  lu b  m ie js c a  a k t u a l i z a c j i  znajdyw ano m etodą b i s e k o j l  w ie r s z a .  Ś re d n i  cz as  
d o s tę p u  do e lem e n tu  wynosi»

Tb l 8 ~ 2+E( l s 2 2 )
g d z ie»

2b i s  -  ś r e d n i  c z a s  d o s tę p u  m etodą b i a e k c j i  
w -  -  l i o z b a  alem entów  w w ie rsz u
E -  fu n k c ja  E n t i e r

P rzy  b a rd z o  m a łe j l i c z b i e  elem entów  w w ie r s z u ,  c z a s  te n  j e s t  d łu ż s z y  od ś ra d n ie g o  ozasu  d o s tę p u  
m etodą p rz e s z u k iw a n ia  ( Tp r s ' ' ' §  )> a l e  ju ż  p rz y  ośm iu e lem e n ta ch  w w ie rsz u  czasy  t e  z ró w n ają  s i ę  
a  p rz y  32 e lem e n ta ch  w w ie rsz u

V z « 2 ’7**M 8 '



o k ręg u  t e lip s y , któro d oje  mniej wi ę c e j  Jednakow o o d tóg łe  punkty no o b w o d z ie  /lub bardzo  b lisk o  konturu/ 

1 s to s u je  Jodynie s ta ło p r z ee ln k o w ą  arytm etyką. Idee tej m etody oparto Jest no u ż y c iu  rów nań r ó żn ic zk o w y c h  

d o  o p isu  o k ręg u

d x  dy
d& “ " y . d l  “  x

1 o d p o w ia d a ją cy ch  lm rów nań  ró żn ic o w y c h

x n * l  *  x n “  y n ,V  y h + l  " y n + x n/k* 

na p o d sta w ie  k tórych  g en ero w a ń a  J est e lip s a , a  n ie  o k rąg , z b liż a ją ca  s i ę  kszta łtem  do o k ręg u  w  miarą 

w z r o s tu  k,

H orn twl o rd zl, ż e  z  mi an a  te g o  układu rów n ań  d o  p o s ta c i

x n + l  “  x n  " y n/k> y n + l  “  x x +l / k  + y n  

1 z a s to so w a n ie  arytm etyki a ta ło p rzec in k o w ej n ie  ty lko  n ie  p o g a r sz a  d o k ła d n o śc i a p ro k sy m a cji le c z  odw rotn ie, 

dla k  z  u s ta lo n e g o  z a k r e s u  punkty oproktrymujo.ee l e ż ą  w  pewnym  ogra n iczo n y m  o b s z a r z e ,  j e s z c z e  UlżeJ  

sp o d z ie w a n e j  e lip s y . O peracje  algorytm u s ą  r e w e r sy jn e , g d y ż  z a c h o d z ił

y n " y n + i  “ x n + l/k  

x n  “  x n + l  + y n/k

o w ię c  p ie rw sz y  pow tórzony punkt pokryw a s i ę  z  punktem  p oczątkow ym .

N iezw y k ło  Istotny j e s t  w ybór k. Dla m ałych  k ap ro k sy m a cja  e lip s y  J est ca łk iem  e k sc e n tr y c z n o . Dla

d u że] lic z b y  kroków  z n ie k s z ta łc e n ie  s  pow odu z a o k r ą g le ń  J est tak  d u ż e , ż o  e lip so  s ta je  s i ę  ośm lobok lem
J  . ł

/przy k -  m a i ( I x 0  I ’ I y o I ) * *o ' y o “ w sp ó łr z ę d n e  punktu p o c z ą tk o w e g o /. D la ś c i ś l e  o k r e ś lo n y c h  

w B rtoâcl k punkty p r z y le g a ją  c a łk o w ic ie  d o  r o z w a ż a n e g o  ok ręgu .

D ob rą  a p ro k sy m a cją  na x ' ł . y ’ s ą  w y ra żen ia !

x ’ z t  ( x + y )  ( i  -  ¿ j )  

y  * c i  (  x « y  )

J e ś li  k  Jest p o tę g ą  2 .  w ym agan e e ą  Jedynie  o p e r a c je  su m ow ania  i p r z esu w a n ia  w r e je s tr z e .

A u tor tw ierd zi ró w n ież , ż e . w zory  p o w y ż s z e  z a p ew n ia ją  g e n e r a c ję  (jed n a k o w o  o d le g ły c h )  punktów  

na ok ręg u .

T y c h  p o zy ty w n y ch  opinii na tem at g e n e r a c ji  z a  p om o cą  algorytm u o p isa n e g o  p r z e z  Ho m a  opartej no 

ró w n a n ia ch  r ó żn ic o w y c h  n ie  p o tw ie r d z a ją  M a x w ell 1 B a k e r  — au to rzy  [ ł -J  *  1 9 7 9  r. Ich  zdaniem  u z y sk a ­

n ie  d o k ła d n o śc i jed n ej J.r. g e n e r a c j i  k rzy w y ch  2 -sto p n la  w  o b s z a r z e  1 0 2 4 x 1 0 2 4  J.r. wym aga z a s to so w a n ia  

d o k ła d n ie jsz e g o  w zo ru  kwa dra turo we g o  /z  c z ło n em  2—rzęd u / o r a z  d o s ta te c z n ie  m ałego  p r z y ro s tu  param etru  

i ł  t, n ie  p r z e k r a c z a ją c e g o  w a r to śc i 2~^. M etoda ap ro k sy m a cji w y k o rzy stu ją ca  rów nania r ó ż n ic o w e  kum uluje  

bow iem  b łęd y  Już z  defin icji.

D.C.SutcII£fe w  [ 9] z  1 9 7 6  r. o p isu je  algorytm  podobny d o  a lgorytm ów  z  [ s j  I [ ló j  , który d o  

ap ro k sy m a cji dow olnej k rzyw ej s to s u je  p rosto lin iow e odcink i o  d łu g o ś c i  'fS  I 2  Jednostk i, o r a z  'w ykorzystu­

je  w ła s n o ś ć  funkcji f ( x ,y ) ,  któro przyjm uje ró żn e  zn a k i p o  obu s tr o n a c h  konturu. D z ia ła n ie  te g o  algorytm u  

J est n a s tęp u ją c o .



a

P odiegajtysy  a n o llz la  raj oil o k r e ś lo n o śc !  funkcji f ( x ,y ) -> O, tj. o b s z a r  na którym ma b y ć  w y k r e ś lo ­

na funkcja f  ( x , y )  d z ie lo n y  Jaat na prostok ąty  /kom órki/, k tórych  b ek i s ą  rów ne podw ojonej d łu g o śc i  

kroku p lo tera . P r o c e s  w y z n a c z a n ia  krr.yw»] d y sk retn ej p o leg a  no tym, ż e  znajduje s i ę  b o k  kom órki, który 

j e s t  p r z ec in a n y  p r z e z  k r z y w ą  f ( x ,y )  »  0, o  d o  śr e d k a  te g o  boku p r z e m ie s z c z a  s i ę  g ło w ic ę  p lotera.

Prwr;:,: ęty bok  kom órki j e s t  n a zy w a n y  lin ią  b a z o w ą . J e s t  ona p o d sta w ą  do tw orzen ia  n a s tęp n e j kom órki, 

w  której b ę d z ie  o d b y w a ć  s i ę  ś le d z e n ie  p o ło ż en ia  krzyw ej.

S ie d z e n ie  to p o le g a  na w y z n a c za n iu  w a r to śc i lUnkcJl w  obu  r o g a ch  kom órki p r z e c iw le g ły c h  d o  Unii 

b a zo w ej 1 w yb ran ia  na n a stęp n y  w ę z e ł  © proksym ujący środ k a  to g o  boku kom órki, który p rzec in a n y  je s t  

p r z e z  k rzy w ą . P r z e c ię ty  b o k  kom órki s ta je  s i ę  lin ią  b a z o w ą  /p od 3tow ą/ dla n o stęp n o j kom órki pod daw anej 

b a d an iu  I p r o c e s  pow tarza s i ę ,  a ż  d o  p r z ek ro c ze n ia  gra n icy  rejon u , w  którym funkcja je a t © proksym ow ana.

T a k  w ię c  w  ap ro k sy m a cji krzyw ej m etoda k o r z y sta  z  tr z e c h  p o d sta w o w y ch  p r z e m ie s z c z e ń :

— 0 2  kroki w  k ierunku Jak p o p rzed n io , d o  środ k a  p r z e c iw le g łe g o  b ek u  kom órki,

»  o  \ 5  kroków  w  k ierunku zm ien io n y m  o 4 3 ° ,  d o  śro d k a  p r z y le g łe g o  b ok u  kom órki,

-  o  't~2 k roków  w  kierunku zm ienionym  o - 4 5 ° ,  d o  środ k a  p r z y le g łe g o  bok u  kom órki.

A utor publikacji p o św ię c a  ró w n ież  »-poro m iejsca  problem ow i tzw . z d e c o n e r o w a n y c h  kom órek , tj. ta­

k ich , k tó ry ch  w sz y s tk ie  c z te r y  b o k i s ą  prz ;Lnana p r z e z  kontur k rzy w ej f  ( x ,y ) .  Z a r z u c a  on b a d a czo m , ż e  

-un ik ają  ro zw a ż a n ia  to g o  problem u ; • . w n a jlep szy m  r a s ie ,  r o sw a ża J ą  ty lk o  n iek tó re  Jego  p rzyp ad k i, le k c e w a ­

ż ą c  Inne. O dn osi s i ę  to z w ła s z c z a  do przypadk u  p rzec in a n ia  s i ę  w ew n ątrz  kom órki r ó ż n y c h  g a łę z i  k rzyw ej.

S u tcliffe  su g e r u je , ż e b y  p o w y ż s z y  p rzy p a d ek  r o z s tr z y g n ą ć  o p iera ją c  s i ę  na z a s a d z ie  minimalnej zm iany k ie ­

runku p r z e m ie s z c z e n ie ,  ż e  Jeśli n a le ż y  w y b ra ć  k tóryś z  b ok ów  kom órki p r z e c in a n y c h  p r z e z  kontur f  ( x ,y )  

to  w ybieram y ton, k tó reg o  o s ią g n ię c ie  wym aga Jak n a jm n ie jszej zm iany k ieru nk u  ruchu /w  s to su n k u  d o  ru­

c h u  p o p rz e d n ie g o /.

Odm ienny od p o p rz e d n ic h  algorytm  c a łk o  w ite lic zb o w ej a p ro k sy m a cji k rzy w y ch  2 -sto p n Ia  zap roponow ałem  

vż p ra cy  [ i ł ]  = 1 9 7 7  r. o r a z [ l2 ]  z  1 9 7 0  r,/a lgorytm  a p ro k sy m a cji na s ia tc e  n -sp ó jn a j/. A lgorytm  ten  w y zn a ­

c z a  c ią g  ca łk o w ito iic zb o w y ch  punktów  a p ro k sy  m ujący c h  /d y s  krety ż u ją c y c h / d ow o ln ą  z  k r z y w y c h  2 -sto p n lo  

1 d z ia ła  w g  z a s a d y ,  ż e  w ę z e ł  © proksym ujący porył n lon  b y ć  m ożliw ie  n a jb liżej k rzyw ej oraz. ż e  o d c in e k  

łam anej w y z n a c z o n y  p r z e z  dw a k o le jn e  w ę z ły  c ią g u  ap ro lcsy m u ją ceg o  p ow in ien  n a jś c iś le j  p r z y le g a ć  d o  

k rzy w ej 1 b y ć  m ożliw ie n a jd łu ższy m . Z a  m iarę o d d a len ia  punktu od k rzy w ej przyjąłem  m oduł w a r to śc i  

funkcji w  tym p u n k cie .

O d le g ło ść  p om iędzy  punktam i aproksym ującym ł n ie  J e st z  góry  o g r a n icz o n a . Jedna z e  w sp ó łr z ę d n y c h  

x  b ą d ź  y  k o le jn e g o  punktu c ią g u  ró żn i s i ę  od te jż e  w sp ó łrz ę d n e j  punktu p o p r z e d n ie g o  n a jw y żej o  jed n ą  

je d n o s tk ę . D ruga z a  w sp ó łr z ę d n y c h  — o  ca łk o w itą  i t c - b ę  Jed n o stek  w  z a le ż n o ś c i  od param etrów  g eo m etry cz­

n y c h  k rzy w ej /lo k a ln ej k rzy w i z n y / o r a z  p o ło ż en ia  k rzyw ej w zg lęd em  uk ład u  w s p ó łr z ę d n y c h .

W y zn a cza n ie  k o le jn e g o  punktu ® p ro k sy  m u ją ceg o  k r z y w ą  odb yw a s i ę  w  n a s tęp u ją c y  s p o s ó b .  P o c z y n a ­

ją c  z  b ie ż ą c e g o  punktu c ią g u  w yk onu je s i ę  dw a typy e lem en ta rn y ch  ruchów  /ru ch ó w  d o  punktów  s ą s ie d n ic h  

o d le g ły c h  o  Jedną lub '¡2  Jednostek /: je d e n  tzw . "ruch od krzyw ej"  o r a z  s z e r e g  tzw . "ruchów  w zd łu ż  

krzyw ej" . W każdym  z  punktów  o s ią g a n y c h  w  w yniku w yk onan ia  e lem en ta rn eg o  ruchu  w y z n a c z a  s i ę  m oduł 

w a rto śc i funkcji /l JeJ w s z y s tk ic h  p o ch o d n y ch  c z ą s tk o w y c h /  1 p orów n uje s i ę  g o  z  m odułem  w a r to śc i funkcji 

w p u n k cie  poprzednim . K ieru n ek  n a s tę p n e g o  e lem en ta rn eg o  ruchu  n l*  u le g a  za d a n ie , g d y  m oduł w a r to śc i  

funkcji w  o sią g a n y m  w ę ź le  J e st m n ie jszy  n iż  w  p u n k cie  pop rzednim . W przec iw nym  p rzy p a d k u  n a s tęp u je



m odyfikacje kio runku ruchu /o ' kąt * ^  zgodni©  % p rzy jętą  z a s a d ą /,  ?>by u z y s k a ć  em n le je sa n le  n ią  modu­

łu  w a r to śc i ftinkcj! lub praoaśęai©  krsyw oj.

R u a łr  •'od kruyw aj ” ji<*t p»ws«» sucharo d o  s ą a le d n is g o  w ęsJa v/adJu4 pn-sakątauj /o d tsg te g o  o  ^2 

je d n a ć  tok/. R uch y "w zdłuż krsyw oj"  e ą  rucham i w ed iu ż  taj * «  w sp ó łr z ę d n y c h  s  b ą d ź  y , która tw orzy z  w e -  

Igorom kierunkow ym  e ty cz n o ] , w ystaw ionym  w  p u n k cie  b ie żą c y m  m nlajssy  kąt. "Ruchy w zd łu ż  krzyw ej"  w yko­

nyw an o  taą a ż  d o  p r z e c ię c ia  k rzy w ej. Na kolojny w ą s e i  ap rck sy m u ją cy  wy W orany Jeat ten  z  d w ó ch  a ą s le d -  

n ic h  punktów  /o d le g ły c h  od s ie b ie  o  jo d n ą  je d n o s tk ę  l  l e ż ą c y c h  po p r z ec iw n y c h  s tr o n a c h  k rzyw ej/, w któ­

rym m oduł w a r to śc i funkcji Jeat m n ie jszy .

T e n  o sta tn i a lgorytm  ma p r z ew a g ę  n ad  c l  góry twa mi p o p rzed n io  op isan ym i p r z ed e  w szy stk im  b® w z g lę ­

du na u n iw e r sa ln o ś ć  /oproksym uj©  d ow oln e  k rzyw o  2-¿stopni*/ i  d o k ła d n o ść  /b łęd y  n ie  w ię k s z e  n iż  V2/2  

Jednostk i/. Z ap ew n ia  ró w n ież  je d n o z n a c z n o ś ć  a p ro k sy m a cji k r z y w y ch  n ie s o lo in ia  od k ierunku o b ieg u  krzy­

w ej. Ma on  Jednak Isto tn e  w ady w y n ik a ją ce  z  z a ło ż e n ia ,  i e  n le z a  leż n ie  ~od p o ło ż en ia  krzyw ej w zg lęd em  

uk ładu  w sp ó łr z ę d n y c h  "ruch od k rzy w ej"  odbyw a s i ę  c o w a z o  w zd łu ż  p rzek ą tn e j, n a tom iast "ruchy w zd łuż  

krzyw ej" -  z a w a z e  w zd łu ż  k ieru n k u .jo d n e j z  o s i  x  b ą d ź  y .  P o w od u je  tc , ż o  łam ana ap rok sy m u ją ca  o d c ln c i 

k rzyw ej p r z e b ie g a ją c y  r ó w n o leg le  /w  p rzy b łiżen iu / d o  p rzek ątn ej uk ładu  w sp ó łr z ę d n y c h  J est m ało "gładka" 

i z ło ż o n a  j e s t  z  d u żej lic z b y  k rótk ich  od cin k ów .

W pu b likacji f i s ]  z  1 9 7 8  r, Word o p isu je  m etod ę  zgru bnej a p ro k sy m a cji konturów, n iep o d o b n ą  d o

ża d n ej z  metod p o p rzed n io  o p isa n y c h . J e st  to m etoda o b ra zow an ia  funkcji f ( x , y ) «• C na u r z ą d z en iu  z n a ­

kowym  /np. d ru k arce/,

K o n c o p c je  m etody j e s t  n a s tęp u ją c a : o b s z a r , w  którym f  ( x ,y )  ma b y ć  w y k re ślo n e  d z ie li  s i ę  no mniej­

s z o  p o d o b sza r y

x I < x < x ł+ 1 , y j <  y  <  y ,+ 1 , l-O -n ,

m ające  p o ło ż e n ie  ( i , j )  o r a z  w ym iary S  x  S  Id en ty czn o  jak  wym iary pola zn a k u . N astęp ni®  bad a filę p o ło -
x  y

ż e n le  fun kcji f  w  k o le jn y c h  p o d o b n za ra ch  i w  ty c h  p o d o b e z a r a c h  p rzy b liża  s i ę  ją  odpow iednim i znakam i 

graficzn ym i. Problem em  J est wybroni© z  m a łeg o , s ta łe g o  a lfabetu  sy m b o lu  g r a fic z n e g o , który b ę d ą c  w y k r e ś­

lonym  w  ana lizow anym  p o d o b 3 z a r z e , b ę d z ie  w  nim n a jś c iś le j  p r z y le g a ł  d o  konturu funkcji f ( x , y )  -  C.

N a jp r o s tsz e  / i - r z ę d u /  r o z w ią z a n ie  z a g a d n ie n ia  dopaODwonla wym aga Jedynie a z e ś c lu  z n a k ó w  gra­

f ic z n y c h  i próbkow ania w a r to śc i funkcji i  w c z te r e c h  r o g a ch  b a d a n e g o  p o d o b eza ru . G dy b a d a n ie  funkcji 

w  ca łym  o b s z a r z e  o b ra zo w a n ia  cdbyw a s i ę  w g m etody r o zw in ięc ia  r a stro w eg o , w tedy lic z b a  p ró b ek  funkcji

f w ca łym  o b s z a r z e  ob ra zo w a n ia  w y n o s i (R  + 1 )  x  ( R +1 ) , g d z ie  R i R s ą  r o z d z le ln o śc lo m l p o w lerzch -x  y *  y
ni o b ra zo w a n i»  m ierzonym i l ic z b ą  znaków .

Z nak g r a fic zn y  p r z y b liż a ją cy  k rzy w y  w danym  o b s z a r z e  J est w y b ieran y  na p o d sta w ie  kom binacji 

p o ło ż en ia  d o d a tn ich  1 u jem nych  z n a k ó w  w a r to śc i fun kcji w  r o g a ch  b a d a n e g o  p o d o b sza ru .

D o k ła d n o ść  od w zorow an ia  funkcji t  ( x ,y )  o p ija n y m  sp o so b e m  j e s t  o g r a n icz o n a . P o z o  tym pojaw iają  

s-lę lo k a ln e  d w u z n a c z n o śc i  np , w  przypadk u p r z e d 5lania s i ę  lin ii konturu.

L o p sz e  d o p a so w a n ie  zn ak u  d o  p o ło ż en ia  konturu m ożno u z y s k a ć  w yk onu jąc  p rób k ow an ie  funkcji £ 

w w ię k sz e j  l ic z b ie  punktów  o b sz a r u  zn ak u  i ro zszerzajĄ C  U c z e b n o sc  zb ioru  z n a k ó w  g r a fic zn y ch . D o p a so ~  

w anIq 2—rzęd u  w ym aga próbkow ania funkcji f rów nież  w  śro d k o w y c h  punktach  o b r z e ż a  po la  zn a k u , OŁrzy** 

mu je  a lę  to  za  pom ocy  24 od p ow ied n io  d o b ra n y ch  z n a k ó w  g r a fic zn y ch . W ynik porów nania  m iędzy C i  k a ż d ą  

próbk ą  i  o k r e ś la , k tóre  z  b r z e g ó w  pola  zn a k u  s ą  p r z e c in a n e  p r z e z  kontur; o k r e ś la  s lą  zatem  punkiy
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sk ra jn e  zn a k u  d o p a so w u ją ce g o .

W o g ó ln o śc i, d o p a so w a n ie  n -rzę -iu  w ym aga operow ania  zbiorom  6 n zn a k ó w  g r a fic zn y ch  1 próbkow a­

nia funkcji f  n razy  na k a ż d e j z  ceta i-och  gra filc  pola znaku .

in te re su ją cy  algorytm  d y s  krety z e  cjl p ara m etry czn y ch  k rzy w y ch  g ię tk ich  /spU ne 'ów / 3 -sto p n ia  za p ro p o ­

now ali IŁ M oss I A . U ndgurd w  [ ll> j/1 9 ~ 9  r./.Aigorytra tan , o p ra co w a n y  d o  w y k re śla n ie  z n a k ó w  o lfa n u m ery cz -  

?iych aa p om o cą  plotera p o s łu g u je  c lę  Jodynie arytm etyką a o lk o  wito lic zb o w ą .

Id «a  te g o  algorytm u J e st 'n a stę p u ją c a !  k sz ta łty  zn a k u  a lfa n u m ery czn eg o  z a d a je  s i ę  za  p om o cą  n iew ie l­

k iej lic z b y  n  w ę z łó w  s lo tk i. tssw. punktów  c h a r a k te ry sty c z n y c h ; f

Sj { s x ( 1)» s y ( 1' ]  “ (x |* > ij* li “  h “  co n o t.

P r z o s  punkty to p ro w ed sl s i ę  p o r jm etr y c zn ą  k rzy w ą  giętką, /a p lin e / 3 -s to p n la , n a d a ją cą  znakom  płyn­

i e  stroi e n ia ją c e  s ię ,  przyjem ne dla oka k sz ta łty . P o s ta ć  tej funkcji J e st n a stęp u ją ca !

S ( t ) .  s w  -t ( s t -  a M )  + f  m u 1  f ( H r )  -  A r -

C&f

2

h *1-1 <  * < * 1  '

Mj j ę c i  p o ch o d n ą  funkcji g ię tk ie j i w y z n a c z a  s i ę  j ą  na p o d staw i e  p e w n y ch  w zo ró w  /r o k u r a y jn y c ł/  w yn ik ają­

c y c h  z  teo rii funkcji g ię tk ich }  3^ jea t •w artością funkcji w  p u n k c ie  c h o r a  kiery  sty c zn y m , a  h J est p rzyrostem  

param etru t przy w y z n a c z a n iu  punktów  na k rzy w ej g iętk iej.

T a  forma z o pteu kr-.yw ej u w id a czn ia , ż s  k rzyw a  za w iera  /m ięd zy  punktam i c h a r a k te r y s ty c z n y m i/  

seg m en ty  p ro sto lin iow e z n a ło ż o n ą  n a  n ie  k o r e k c ją  3 -sto p n ia  n a d a ją cą  krsyw oj g ła d k o ść ,

N a krzyw ej g iętk ie j y/y zn a  c z a  a le  z  k o le i punkty! •

T p -  j W ^ W ,  2 h 3 3 y ( p ) j  

kłóre  sp ro w a d z o n e  d o  n a jb liż s z y c h  w ę z łó w  s ia tk i d a ją  d y sk r e tn ą  form ę tej k rzy w ej. D la w ygod y  o b lic z e n lo -
i  2

woj w r e a liz a c j i  algorytm u dok on u je  o lę  p e w n y ch  p r z e k sz ta łc e ń . Z a o k rą g la ją c  w ie lk o ść  K j «  J  h  Mj 

1 -1 ,, .. ,  h  d o  n a jb liż sz e j  l ic z b y  ca łk ow itej I w yk o n u ją c  od p o w ied n ie  p r z e k sz ta łc e n ia  m ożna d o j ś ć  d o  w ygod ­

nej p o a t a c l /d le  c e ló w  d y sk r e ty sa c j l/  z a p isu  k rzyw ej

2h 3 S ( t )  -  2h3 s { j + a h ^ S j - S j ^ J p  + Kj , q ( q 2- h 2 ) -i-Kjp(p2- h 2 ) 

d is  tj m h -q  — 0 ,1 ,  h , p  -  t-łj, q -  tj-t.

D la wy z n a c z o n y c h  w a r to śc i p , 2 h 3 S ( t)p rzyjm u !e  y /a rto śc ł ca łk o w ite , rów ne Sj_^, S j dla p - 0 ,  h.

W y ra żen ie  to  m usi b y ć  w y z n a c z o n e  d la  param etru t p r z y r a s ta ją c e g o  o  h  z  w y k o rzy sta n iem
 ̂3 5sta n d a r d o w e g o  sch em a tu  r ó ż n ic o w e g o , z e  s t a łą  r ó ż n ic ą  3 -r z ę d u  A Sj' ' -  ó (K j-K j_ ^ ) ,  1 -2 , —, n.

W artość  ta i  ró żn ic o  n iż s z e g o  rzęd u  m u sz ą  b y ć  o b lic z o n e  d ia k a ż d e g o  se g m en tu  k rzy w ej, w y z n a c z o ­

n ej p r z e z  k o le jn e  punkty c h a r a k te r y s ty c z n e . D la r ó żn ic  1 - 1  2 - r zę d u  w yp row ad za  s i ę  z  różn a  nia o g ó ln e g o

w zory!

A S i 2 ) ( p )  »  6 K j(p + l )  + Ó K ^ C ą - l )

4 s j  \ p )  -  2 h 2 ( S j - S ^ )  + ( h 2- l )  ( K j ^ -  K j)  «■ 3 K jP ( p ż l )  -  3 K w l q ( q - l ) .

D y sk r e ty z a c ja  k rzyw ej g ła d k ie j w yk onyw an a j e s t  n a s tęp u ją c o ! wy lic  sta na je o t  r ó żn ic a  m ięd zy  punktem
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b ie ż ą c y m  /ektuc.Inle o s ią g n ię ty m  w ęzłem  sia tk i/ i w y zn a czo n y m  punktem  na krzyw ej g ła d k ie j obU czonyn przy  

p r z y r o ś c ie  param etru t o  s ta łą  w a r to ść  h. R u ch  d o  n o w eg o  punktu n a s tęp u je , gdy ta r ó żn ic a  p r z ek ra c za  

¡redut sta tk i, W tra k c ie  t y c h  o p era cji j e s t  w y z n a c zo n a  w ie lk o ś ć  kontrolna 2 h j s  ( t )  -  S  (p ió r o )  j . z a  pom ocą  

sch em a tu  r ó żn ic o w e g o . J e s t  on a  d ok ład n ie  równa z e r o  jed y n ie  w  punk tach  c h a r a k te r y s ty c z n y c h . G dy h  Jest 

d u ż e , w tedy  w y z n a c z y ć  trzeb a  -więcej n iż  Jeden punkt no krzyw ej g iętk ie j zanim  n a s tą p i ruch  d o  n o w eg o  

punktu. G dy h Jeet m ałe -  k o le jn e  punkty na k rzyw ej g ładk iej o d le g łe  s ą  o d  s ie b ie  o  k ilka m odułów  sia tk i. 

G órna g ra n ica  lic z b y  k roków , która punki b ie ż ą c y  w ykonuje zan im  o s ią g n ie  n a stęp n y  punkt na k rzyw ej 

g ład k iej, o k r e ś la  e tę  w yra żen io m  4A S/h  /A S  -  m aksym ain s ró żn ica  m iędzy są s ie d n im i punktami c h o r o k te ry o -  

tyesnym !/.

M ak sym aln e  o d c h y le n ie  m iędzy łam aną ap ro k sy ra u ją cą  1 k rzy w ą  g ię tk ą  n ie  p r z e k r o c z y  m odułu sia tk i, 

gdy z a ch o w a n a  z o s ta n ie  z a le ż n o ś ć  h>VA3, M aksym alna lic z b a  k rok ów  pom iędzy kolejnym i w ęzłam i n a  k rzy ­

wej g ła d k ie j w y n ie s ie  w tedy ł / ż s ,

D y a k re ty za c ję  k rzy w ej g iętk ie j m ożna w ię c  p rz ep ro w a d z ić  z a  p om o cą  d w óch  r ó ż n y c h  schem atów )

-  sc h e m a t p o je d y n c z e g o  kroku , gd y  h >  l ( A S )  o r a z

-  sc h e m a t lin ii pr o s te j , g d y  h  >  ' / ć S ,

M aksym alna  r ó żn ic a  pom ięd zy  łam aną a p ro k sy m u ją cą  i k rzy w ą  g ię tk ą  w y z n a c z o n a  dla param etru p»Q, l , . . . ,h  

o k r e ś lo n a  J est p o n iż sz y m  w zorem !

t 1 3  3 ^  ^
IB K  g*1 ć iS  -  ——  J ed n o stek  s ia tk o w y c h

M etoda p o w y ż s z a  Jest z ło ż o n a , a  p o z a  tym n ie  z a p e w n ie  sy m etrii krzyw ym  d yskretn ym , które s ą  

p ostaciam i sy m e tr y c z n y c h  k rzy w y ch  g ła d k ich , Z a słu g u je  Jednak no s z c z e g ó ln ą  u w a g ę , g d y ż  Jest

je d y n ą  z n a n ą  z  literatury c o łk o w ito llc sb o w ą  m etod ą  d y a k re ty z a cji pa¡-cm etryczn ych  k r z y w y ch  g ię tk ich  na 

s ia tc e ,  z  o szacow anym  b łęd em  ap ro k sy m a cji.

O góln e p o d e jś c ie  d o  problem u d y a k re ty z a cji k r z y w y ch  sform ułow ali H .Frc.emnn i .J ,A .Ssgb-vl w  [17J 

/1 9 8 0  r ./. O p isu ją  on i m etod ę k w a n ty za cji w g  tsw . sch em a tu  u o g ó ln io n eg o  ła ń c u c h a  k o d o w e g o . Ł ańcuch  kodow y  

j e s t  c ią g iem  k o d ó w  p r z e m ie s z c z e ń  d o  k o le jn y ch  punktów  -  w ę z łó w  a  p rok sy  m a ją cy ch  k rzy w ą . Punkty o p r o k s y -  

m ująco w y z n a c z a  s i ę  w  w yniku n a ło ż e n ia  na k r z y w ą  s ia tk i I w ybran ia  w ę z łó w  tej s ia tk i n a jśc ld io j p r z y le g a ­

j ą c y c h  d o  k rzy w ej. O d le g ło ść  m iędzy w ęzłam i aproksyroującym i n ie  m oże  b y ć  w ię k sz a  n iż  z a ło ż o n a .  

D y s k r e ty z e c ję  w g sc h e m a tu  u o g ó ln io n e g o  ła ń cu ch a  k o d o w e g o  r e a lizu je  s i ę  w  d w ó ch  eta p a ch ;

i /  o k r e ś la  s i ę  /d la p e w n eg o  w ęzła  x  ,y  , b ę d ą c e g o  punktem  p o czątk ow ym  se g m en tu  a p ro k sy m o w a n eg o
P P

i  pew n ej d o p u s z c z a ln e j  d łu g o ś c i  odcin k a  a p r o k sy m a ją ce g o  k rzy w ą / z b ió r  sza b lo n ó w !

2 / w y b iera  a lę  tak i s z a b lo n , który w  c a ło ś c i  za w iera  p e w ie n , m ożliw ie  n a jd łu ższy  o d c in e k  aprokaym ow anej 

k rzy w ej.

K a żd y  z  d w ó ch  e ta p ó w  za w iera  w ie le  c z y n n o ś c i .

O k reś la n ie  zb io ru  s z a b lo n ó w  w yk on yw an e J e st w  n a s tęp u ją c y  sp o só b ;

A/  łą c z y  s i ę  z e  s o b ą  w ęzły  s ia tk i tak , o b y  p o w sta w a ły  k o n ce n tr y c zn e  w zg lęd em  w ę z ła  x p^p kw adratow e  

p ie r ś c ie n ie )  lic z b a  k-1 *h /h  -  m oduł sia tk i, i -  ¡.natura'--o/ o k r e ś la  num er p ie r ś c ie n ie ,  a tym sam ym  

i d o z w o lo n ą  m aksym aln ą  d łu g o ś ć  odcink a  a p ro k sy m u ją ceg o ) p o ło ż e n ie  ty ch  p ie r ś c ie n i  o r a z  ich  liczb a  

o k r e ś la ją  s p o s ó b  kod ow an ia  ‘p r z e m ie s z c z e ń  d o  k o le jn y c h  w ę z łó w  ap ro k sy m u ją cy ch ) no r y s .  1 .1 , p o k a za n o  

p o ło ż e n ie  p ie r ś c ie n i  dla kod u  p r z e m ie s z c z e ń  1 -3 -5 ;
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Rys. 1,1 , Patogenie pierśalen! kodowych 1 wektorów przemieszczeń dla kodu przemieszczeń 1 - 3 - 5
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R y z .ł .2 .  S z a b lo n  d la  p ie r ś c ie n ia  3 ,  -węzła 28
i . • ' - - -

2/ dla k a ż d e g o  w ę z ła  na każdym  z  p ie r ś c ie n i  p ro w a d zi s i ę  dw ie ró w n o leg łe  lin ie  w  s tr o n ę  punktu Xp,yp, 

tak ab y  p r z e c h o d z i ły  p r z e z  punkty śro d k o w o  ogn iw  p ie r śc ie n ia  p r z y le g a ją c y c h  • do d a n e g o  w ę z ła , a  

w ęzły  na p ie r śc ie n iu  o ra z  w ę z e ł  x^,y^ le ż a ły  m ięd zy  tymi Uniami w  rów nej od n ich  o d le g ło ś c i;  Unie te  

w y cin a ją  na p ie r ś c ie n ia c h  o d cin k i /bram ki/, które tw o rzą  s z a b lo n ;  dla p ie r śc ie n ia  k is tn ie je  8k  s z a b lo n ó w  

/n a  r y s .  1 ,2 , p o k a za n o  s z a b lo n  dla p ie r ś c ie n ie  3 1 w ęzła  28 /.

W ybranie sza b lo n u  z a w ie r a ją c e g o  o k r e ś lo n y  o d c in e k  ap rok sym ow an y  k rzy w ą  r o z p o c z y n a  s i ę  od 

s z a b l  o n ó w  z e w n ę tr z n e g o  p ie r ś c i  en ia  i kon tynu uje s i ę  j e  dla p ie r ś c ie n i  c o r a z  to  m n ie jsz y ch , w  sp o s ó b  

no s tę p u ją c y :

1 /  w yb iera  s l  ę  dow olny sz a b lo r i p ie r śc ie n ia  n a jw ię k s z e g o  1 sp ra w d za  s i ę  p r z e c h o d z e n ie  ap rok sym ow an ej  

k rzy w ej p r z e z  w s z y s tk ie  o d c in k i d a n eg o  sz a b lo n u  /p r z e c in a n ie  s i ę  krzyw ej z e  w szy stk im i odcinkam i



o k r e ś lo n e g o  sza b lo n u /;  jeżoU  krzyw e p r z e c h o d z i, w ó w c z a s  odp ow ied n i w ę z e ł  p ie r śc ie n ia  p a jw lę lcszeg o  

J est kolejnym  punktem ap ro k ey  mującym, J eże li n ie  -  w ybiera s i ę  ko lejny  /p r z y le g a ją c y / s z a b lo n  p ier'm ie­

niu /n a jw ię k sz e g o / I o p e r a c ją  pow tarza s i ę  a ż  do w y c zerp a n ia  a lę  w sz y s tk ic h  sz a b lo n ó w  p ie r śc ien ia  

d u żeg o ;

2/ J eże li krzyw a p r z e c h o d z i p r z e z  pew ien  o d c in e k  p ie r śc ie n ia  z e w n ętr z n e g o  l e c z  n ie  p r z e c h o d z i przez

k tórykolw iek  o d c in e k  p ie r ś c ie n i  m n ie jszy ch , to w ćw cza "  w ybiera c lę  sz a b lo n y  p ie r śc ie n ia  w ew n ętrzn eg o  

! o p e r a c ję  pow tarza.

A lgorytm  ten  za p ew n ia  błąd a p ro k sym acji n ie  w ię k s z y  n iż  1 produkuje m ożliw ie  n a jd łu ższo  z d o­

w o ln y ch  od c in k i a p ro k sy n iu ją cs.

Z apropon ow an y sc h e m a t a p rok sym acji J est u n iw ersa ln y  ! d ok ład n y . P on od to  obejm uje on  a p ro k sy m a cję  

do w o ln y ch  k rzy w y ch  e n o llty c z n y c h . Ma Jednak p o d sta w o w ą  w adę: n ie  nad aje  a lę  d o  r e a liz a c j i w p rost, a mo­

ż e  je d y n ie  s łu ż y ć  Jako p o d sta w a  d o  opracow ania  s z c z e g ó ło w y c h  algorytm ów  d y sk retyzacJI obejm ujących  

d o k ła d n ie j  sp r e c y z o w a n a  k la sy  k rzy w y ch , u w z g lę d n ia ją c y c h  G posoby ic h  p rzed sta w ia n ia .

W n in ie jszy m  op ra co w a n iu  proponuję dwa Inne algorytm y ca łk ow U ollcz-jow ej d y sk rety za cJ I k rzyw ych , 

któr e  s ą  w olne od o p isa n y c h  w c z e ś n ie j  w a d , a ta k ż e  s ą  b ard z iej u n iw ersa ln e , g d y ż  d o ty c z ą  a p ro k sym acji 

d o w o ln y ch  p ła sk ic h  k r z y w y ch  a lg e b r a ic z n y c h  1 o p isa n e  s ą  w  d a ls z e j  c z ę ś c i  te g o  o p racow an ia .

2. D Y SK R E T Y Z A C IA  KRZYW YCH NA SIA TK A C H  KWADRATOWYCH

2.1 . S form ułow anie z a g a d n ien ia  d y sk rety za cJ I

N ie c h  w  prostokątnym  u k ła d z ie  w sp ó łr z ę d n y c h  (Z XV b ę d z ie  za d a n a  krzyw » a lg e b r a ic z n a  n—stop n ia  

w zg lęd em  zm ien n y ch  x  1 y  w  p o s ta c i  u w ik łanej.

F ( x ,y )  -  a n>ą » " “S r  +
rs-1 n
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! n i e c h  w  tym u k ła d z ie  b ę d z ie  za d a n a  ró w n ież  jed n orod n a , kw adratow a sia tk a  z  m odułem  h, za  pom ocy  

iln ll [12] 1

x  «  h 1

ó m e

’  - T Z )  x+h*l ¡2.7.1

g d z le i h -  m oduł s ia tk i / lic zb o  r z e c z y w is ta / ,  1 -  & +1, i  2 i  3 

W prowadźm y p o m o c n ic ze  defin icje:

D ettnł cja 2,1

R ząd  s p ó jn o ś c i  s ia tk i kw adratow ej ok reśla m y  Jako l ic z b ę  p ó łp ro o ty ch  s ia tk o w y ch  w y c h o d z ą c y c h  

z  w ęz ła  sia tk i.

D eSn i c ]  o 2 ,2

B e z p o śr e d n io  spójnym i w ęzła  mi » letk i n a z w  łomy tak ie  dwa w ę z ły , która p o łą c z o n e  a ą  Unią s ia tk o w ą  

b e z p o śr e d n io  /b e z  p o śred n ic tw a  In n y ch  w ęzłów /.

D efin icja 2.3

G łów nym i Uniami sia tk i n a z w ie m y  te  l in ie , w zd łu ż  k tó ry ch  o d le g ło ś ć  p om iędzy  b e z p o śr e d n io  spójnym i 

w ęzłam i sia tk i rów na J est h , liniam i dw u-przokątnym l -  gdy ta o d le g ło ś ć  j e s t  równa '¡2h, p+r -  p r z ek ą tn y -

r s — 2 'ml -  gdy j e s t  ona równo y p  +r h.

P rzyjm ując za  p 1 q d ow oln e l ic z b y  ca łk o w ite  /a le  q /.0  /  otrzym ujem y s ia tk ę  k -sp ó jn ą  /k -2*. 

1 -  U czbo naturalna/. Na r y s . 2 .1  p rzed sta w i ona j e s t  s ia tk a  3 2 -sp ó jn a .

R y s . 2 .1 . S ia t-k a  kw adratow a 3 2 -sp ó jn a

P oszuku jem y algorytm  d y sk r e ty z o c j i  k rzy w ej a lg e b r a ic z n e j  p ła sk ie j  n -a top n la  o k r e ś lo n e j  rów naniem  

/2 .1  /, n a jle p sz y  w  s e n s ie  minimum o d le g ło ś c i  pom iędzy  tą  k r z y w ą  o łam aną, o trzym aną z  p o łą c z e n ia  

p rostolin iow ym i aproksym antam l c ią g u  b e z p o śr e d n io  sp ó jn y c h  w ę z łó w  s ia tk i /k -sp ó jn e j/ p r z y b liż a ją cy c h  

krzyw ą.

M etryka d y sk r e ty z a c jl

Kryterium, n ajm n ie jszej o d le g ło ś c i  pom iędzy  k rzy w ą  z a d a n ą  i łam aną ap ro k a y  m ującą  postaw ione
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w i7.agod.nl an lu  aprok sym acji, wym aga o b licz e n ia  o d le g ło ś c i  pom iędzy  tymi liniam i, c o  J est o p e r a c ją  d o ś ć  

z ło ż o n ą . W tej p racy  /p o d o b n ie  Jak w p racy  [12]  /, Jako m iarą odd a len ia  w ęzła  « lotk i od krzywej przyjmiem y  

moduł w a rto śc i funkcji F  i x ,y ) v.* raT O Ż on ym  w ęźi.o, S p e łn ia  on bow iem  lo k a ln ie  warunki metryki I d a je  

s i ę  s to su n k o w o  łatw o w y z n a c z y ć .

A lgoiytm  d y sk r e ty z a c jl

Algorytm  d y a k re ty za cjl a lg e b r a ic z n e j  krzyw ej p ła sk ie j F  { x ,y  ) ” 0 1 jej ap rok sym ow an io  prostolin iow ym i

oprokeym antam i pokryw ającym i o łę  z  odcinkam i linii s ia tk o w y ch , pow in ien  z a w ie r a ć  c ią g  k olojrych  c z y n n o ś ­

c i p r z e m ie s z c z a n ia  o łę  p o  lin iach  s ia tk o w y ch  w zd łu ż  k rzy w ej, od  punktu .p o c z ą tk o w e g o  x p iy p do punktu  

k o ń co w eg o  K^.y^, w obranym  no k rzyw ej k ierunku i w y z n a c za n ia  c iągu  b e z p o śr e d n io  sp ó jn y c h  w ę z łó w  

sia tk i ta k ich , ab y  łam ana u z y sk a n a  z  p o łą c ze n ia  prostolin iow ym i aproksym antam l k o le jn y ch  w ę z łó w  togp 

c ią g u  była  Jak najm niej o d leg ła  /w  s e n s ie  m etryki g e n e ra c y jn e j ¡ F ( x , y ) | /  od krzyw ej za d a n ej, przy  

m ożliw ie n a jm n ie jszej l ic z b ie  w ęz łó w  a p ro k sy  d u ją cy ch .

2 ,2 , A n a liza  z a g a d n ie n ia  d y sk r e ty z a c ji

N ie c h  krzyw a F (x ,y )< « 0  b ę d z ie  w  rozw ażan ym  o b s z a r z e  a n a lity czn a  za  wyjątkiem  c o  n ajw yżej 

sk o ń c z o n e j  U czby punktów  /o so b liw y c h /  I n ie c h  ma w o b s z a r z e  sw o jej o k r e ś lo n o ś c l  c ią g łe ,  o g r a n icz o n e  

I J e d n o c z e śn ie  n ieró w n e  z er u  p o ch o d n e  c z ą s tk o w e  1—rząd u. O kreślim y /n ieform aln ie/ za  p om o cą  tych po­

c h o d n y ch  k ieru n ek  ruchu w zd łu ż  s ty c z n e j  d o  krzyw ej w s p o s ó b  n a stęp u ją c y  [ 12J i

Ir)
T - ? X v \ v M | r ’ f | )

Przyjmijmy n a s tęp u ją c y  u p r o s z c z o n y  z a p is  p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  funkcji F ( x ,y ) :

d e f d  ^  , ■
rx -------- — —  . F  =  d  3  F  „  d e f  3  F  , „ . ,

2  x r  • Sy ~ ' i  V ' ‘ P r x sy  “  — ----------  / 2 *4 /
^ x r 3 y s

r(S -  rzą d  p o c h o d n y c h  fU łskcji, F ( x ,y ) w zg lęd em  zm ie n n y ch , o d p ow ied n io  x  I y .

W prowadźm y ró w n ież  /d la  w ygody z a p is u /  zm ien n ą  lo g ic z n ą  D Jak pon iżej:

i 1 dla kierunku /d o d a tn ieg o /
D » | — /2. 4a/

I 0  d la  k ierunku V /u jem n eg o /

Łatwo z a u w a ż y ć , ż e  przy  takim o k r e ś le n iu  kierunku ruchu  w zd łu ż  krzyw ej ma m ie jsce  n a s tęp u ją c a

z a le ż n o ś ć :  w tra k c ie  ruchu  w zd łu ż  k rzy w ej, w  dodatnim  jej k ierunku, dod atn ie  w a r to śc i funkcji F ( z ,y )

w y stęp u ją  p o  praw ej s tr o n ie  k rzy w ej, ujem ne -  p o  lew ej s tr o n ie  k rzy w ej.

N ie c h  punkły x  y  o r a z  X , y . l e ż ą  w  w ę z ła c h  sia tk i: na k rzyw ej lub n a jb liż szy m  Jej s ą s ie d z tw ie ,  p p k K
W ęzły te  ora z  k ieru n ek  ruchu  w zd łu ż  krzyw ej D je d n o z n a c z n ie  w y z n a c z a ją  d y sk r ety z o w a n y  se g m en t
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krzyw ej. N a le ży  o k r e ś lić  ciąg, punktów;

x  *y *, *...x v  * y u ,  sp e łn ia ją c y  w arunki n a ło ż o n e  na a p ro k sy m a cją  krzyw ej.P + l p+1 P + i p+r K*-A HL—i
Zdefiniujm y kierunk i p r z e m ie s z c z e ń  w zd łu ż  g łó w n y ch  !ln!i s ia tk i, od p o w ia d a ją co  przyjętem u w ¡Z,3 / k ie­

runkowi ruchów  w zd łu ż  s ty c z n e j  d o  krzyw ej.

+ h  gdy z a c h o d z i  ( V £  pQ D  v ( V > <  = i  • -*i
/2 .5 /

-  h w przec iw nym  wypadło»

r ♦ h  gdy z a c h o d z i  $ 0 * .  =>' 0 )  0  y  < J $  < <P) 5  1

L w  przeciw nym  w ypadku

9T
R elacja  /2 .5 /  lok a lizu je  w ektor k ieru nk ow y s ty c z n e ]  z  d o k ła d n o ś c ią  dt> ~  . D o k ła d n ie jszą  lo k a liza c ją  

w ektora s ty c z n e j  m ożem y u z y s k a ć  b a d a ją c  n ie r ó w n o śc i z a c h o d z ą c e  pom iędzy pochodnym i czą stk o w y m i  

1-rzędu . L o k a liza cję  w e k to r a  s ty c z n o j  z  d o k ła d n o śc ią  u z y sk a m y  b a d a ją c  z a le ż n o ś c i  j F^j ^  | f  | , 

n a to m ia s t  lo k a l iz a c j ę  z  d o k ła d n o śc ią  d o  -z -  o ra z  -  b a d a ją c  z a le ż n o ś c i

2 k x R k y l  1 k j  £  2 | Pyi
C h c ą c  w y z n a c z y ć  punkt X, h ę d s ie m y  w yk o n y w a ć  s z e r e g  e lem en ta rn y ch  ru ch ó w  ś le d z ą c y c h  p rze ­

b ie g  k rzy w ej. B ęd z iem y  przy  tym p o s tę p o w a ć  w  n a s tęp u ją c y  s p o s ó b .  R o z p o c zy n a ją c  c<3 punktu x py  p bę­

dziem y w yk o n y w a ć  dwa typy e lem en ta rn y ch  ru ch ów  ś le d z ą c y c h  p o ło ż e n ie  k rzy w ej d o  J ed n ego  z  ośm iu

s ą s ie d n ic h  w ęzłów ; tzw . "ruch od k rzy w ej” o r a z  "ruchy w zd łu ż  krzyw ej".

K ierunk i "rUchu od k rzy w ej" o ra z  "ruchów  w zd łu ż  krzyw ej"  otrzymamy w  w yn iku  lo k a liza c ji w ektora  

s ty c z n e j  z  d o k ła d n o śc ią  do -L .P rzeprow od zaJąc  lo k a llz o c ję  w ektora  k ieru n k o w eg o  s ty c z n e j  otrzym am y 

2 r ó ż n ią c e  s i ę  o  — kierunk i, z  k tó ry ch  jed en , b l iż s z y  k ieru nk ow i w ektora s ty c z n e j  J est klerunk lęm  

"ruchu w zd łu ż  krzyw ej" , o drugi -  k ierunkiem  "ruchu od k rzy w ej”.

C yk l w y z n a c za n ia  d r u g ie g o  punktu o p ro k a y m u lą ceg o  ie s t  n a stęp u ją cy ;

1 /  z  punktu p o c z ą tk o w e g o  x  y  w ykonujem y "ruch od krzyw ej"  a  w  o s ią g n ię ty m  -węźle" w y zn a cza m y
P P

w a r to ść  funkcji F  ( x ,y  );

2 / z  b ie ż ą c e g o  w ęzła  w ykonujem y s z e r e g  e lem en ta rn y ch  "ruchów  w zd łu ż  krzyw ej"  o b licz a ją c  w  każdym

z  n ich  w a rto ść  funkcji F ( x ,y )  1 o b ser w u ją c , c z y  n ie  oddalam y s i ę  od krzyw ej)

3 / o p e r a c j ę  "ruchów  w zd łu ż  krzyw ej"  k o ń czy m y , gd y  k o lejn y  "ruch w zd łu ż  krzyw ej"  p rzetn ie  krzyw ą;

4 / z  d w ó ch  s ą s ie d n ic h  w ę z łó w  sia tk i ło ż ą c y c h  p o  p rzec iw n ej s tr o n ie  krzyw ej n a  w ę z e ł  a p ro k sym u jący  

w yb ierzem y w ę z e ł  b l iż s z y  krzyw e] /vr s e n s i e  m etryki g e n e ra c y jn e j  | F' ( oc.y )| /  ;

5/ s tw ie rd za ją c  o d b ie g a n ie  od k rzy w ej m odyfikujem y k ieru n ek  "ruchu w z d łu ż  krzyw ej"  o  kąt -  -

w taki s p o s ó b , oby po w yk onan iu  n a s tę p n e g o  "ruchu w zd łu ż  krzyw ej"  z b l iż y ć  s i ę  do n iej lub 

p r z e c ią ć  Ją;

6 / w y z n a c zo n y  w ę z e ł  a p ro k sym u jący  J e s i k o ń cem  p lerw astago o d cin k a  o p r o k sy m u ją c eg o  o r a z  p o czą tk iem  

d ru g ie g o , k o n iec  d r u g ie g o  odcink a  o p r o k sy m u ją c eg o  o ra z  w s z y s tk ie  n a s tę p n e  w ę z ły  a p ro k sy m u ją ce  

w y zn a cza m y  sp o so b e m  op isan ym  p o w y że j.

S p r e c y z u je m y  dok ład n iej warunki "ruchu od k rzy w ij" , w arunki "ruchu w z d łu ż  krzyw ej" , m odyfikację  

kierunku "ruchu w zd łu ż  krzyw ej"  o r a z  o d d a la n ie  s i ę  od  k rzyw ej 1 jej p r z e c ię c ie .

W ykorzystu jąc  z a le ż n o ś c i  m iędzy pochodnym i c z ą s tk o w y m i W rzędu I I Innymi w ie lk o śc ia m i
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m ożno o k r e ś l ić  s z e r e g  r ó żn y ch  s p o s o b ó w  ś le d z e n ia  k rzyw ej.

W d a ls z e j  c z ę ś c i  p ro cy  o p iszem y  dwa .tak i#  s p o s o b y , d o ś ć  isto tn ie  r0 in lq .ce  s i ę  m iędzy s o b ą  /r y s .  

2 .2  i  r y s , 2 .3 /.

S p o só b  I m c h ó w  ś le d z ą c y c h  p r z e b ie g  k rzyw ej

O k reślon a  kom binacja  "m chu od krzyw ej" o ra z  "ruchów  w zd łuż krzyw ej" n a s tęp u je  w  z a le ż n o ś c i  od  

sp e łn ie n ia  s i ę  Jednego  z  n a s tę p u ją c y c h  /r o z łą c z n y c h / w arunków:

i /  "ruch od krzyw ej" n a le ż y  w y k o n a ć  w zd łu ż  p rzek ą tn ej p, a  "m chy w zd łu ż  krzyw ej"  -  w k ierunku o s i  x , 

gdy sp e łn io n y  J e st  p o n iż s z y  w arunek:

-  p o ch o d n e  te m oją z n a k i p rzec iw n e  a o b ie g  krzyw ej je a t  dodatni)

21 "ruch od krzyw ej"  n a le ż y  w y k o n y w a ć  w zd łu ż  p rzek ątn ej p o "m chy w zd łu ż  krzyw ej"  -  w  kierunku  

o s i  y  gdy sp e łn io n y  Jeat w arunek:

-  p o ch o d n e  te  m ają z n a k i p r sa c iw n s  a  o b ie g  krzyw o] J est ujem ny)

3 1 "ruch od krzyw ej" n a le ż y  w y k o n a ć  w zd łu ż  o s i  x  a "m chy w zd łu ż  krzyw ej"  -  w zd łu ż  p rzek ątn ej p. 

gdy sp e łn io n y  J e s t  w arunek:

K I > 2lFx!
o  ta k ż e  gdy sp e łn io n y  Jeat w arunek:

K I  >  * K I

a  ta k ż e , gdy sp e łn io n y  J est w arunek:

a ta k ż e  w  dw u n a s tę p u ją c y c h  p rzy p a d k a ch :

a /  sp e łn io n y  J est w arunek:

i  r ó w n o c z e śn ie

b/  sp e łn io n y  j e s t  w arunek:

j F y  j -  2 j j i  r ó w n o c z e śn ie

-  p o c h o d n e  F  l  F  m ola z n a k i z g o d n e  przy dodatnim  k ierunku o b ieg u  k rzy w ej lub te ż  gdy
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F(x,yfcO ' n. r .
6f G}  • ' • P ( - f  t>i

«2 r * * aj. ji *{

R y s , 2 ,3 . Ilustracjo  ©posąobu H ru ch ó w  ś le d z ą c y c h  k rzy w ą

\Fx\=Z\Fy\

R y s . 2 .2 . Ilustracja s p o s o b u  < ¡ruchów ś le d z ą c y c h  k rzy w ą
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4/ "ruch od krzyw a}" n a le ż y  w y k o n a ć  w zdłuż o s i y  « " ru ch y  w zd łu ż  krzywo}" -  w zd łu ż  praokątnoj p, 

gd y  « p e łn io n y  jo o t w arun ek

( | p j  <  2 ¡ f J )  A (| F  J  > |p y |)  -  1 

a ta k ż a  w  d w ćch  n a s tę p u ją c y c h  w ypadkach)

a /  sp e łn io n y  j e s t  w arunek

| f x | »  2 | p y | i r ó w n o c z e śn ie ''

-  p o c h o d n e  F  1 F  m ają zn a k i zg o d n o  przy  ujem nym  kierunku ob iegu  krzyw «] lub ta ż  gdy  
y

-  p o c h o d n e  te m ają zn a k i p r z ec iw n e  przy  dodatnim  k ierunku b b iegu  k rzyw ej 

b/  sp e łn io n y  j e s t  w arunek:

I Fxl “  i Py l °  p̂ vfnocee^n*®

-  p o ch o d n e  F  I F  m ają zn a k i z g o d n e  p rzy  dodatnim  kierunku o b ieg u  krzyw ej lub te żx  y

gdy

-  p o c h o d n e  te  moją zn a k i p r z ec iw n o  przy  ujemnym kierunku o b ieg u  k rzy w ej.

W prowadźm y n a s tę p u ją c e  o z n a c z e n ia :

A -  D(Ax ftóy) v  b ( A x  “ A y)

E  - | 2 F x i > i ^ y l

F  -  | 2  F y I > | F x |

G -  | 2 F x | < | F y |

H  -  | 2  Fy | < | F x | /Ł 6 /

1 “ j f * [  >  IFy I

J " l Fy  I >  !F x  I '

W  - 1  punkt sta r to w y  le ż y  p o  w ypukłej s tr o n ie  krzyw ej  

0  punkt startow y le ż y  p o  w k lę s łe j  s tr o n ie  k rzy w ej.

U w zg lęd n ia ją c  o z n a c z e n ia  ¡2 .6 /  w arunki l / ,  2 /, 3 /, 4 / z a p isz em y  w  n a s tę p u ją c e j , sy m b o lic zn e j  

p o sta c i:

11 ER : -  p , x , x , ... gdy z a c h o d z i  G v  ’ GEA ■* 1 

2 / ER ! -  p, y ,y  ,  w  gdy z a c h o d z i  H V HFA «* 2

3 / SR ; -  y ,p ,p ,p , — gdy z a c h o d z i  F I v  HFA V UA -  1 /2-7 / '

4 /  ER: x ,p ,p , — gd y  z a c h o d z i  JE V UA V GEA -  1
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M odyfikacjo kierunku "ruchów w zd łu ż  krzyw e]"

K ierunk i e lem en ta rn y ch  "ruchów w zjltuż krzyw ej" n a le ży  zm odyfikow ać, gdy w tra k c ie  Ich wy luny w o -  

-nlo s tw ie rd za m y  od d a la n ie  s i ę  od krzyw ej a dok ładn iej -  gdy n ie  zb liżam y s i ę  do ntoj. W przyjętej tu 

m etryce  g e n e r a c y j  nej w yra ża  s ię  to  brakiem  zm n iejsza n ia  m odułu w a rto ó cl funkcji w  k o le j  n o  o s ią g a n y c h  

w ę z ła c h . M odyfikacjo k ierunku "ruchu w zd łu ż  krzyw ej"  u z a le ż n io n a  Jest od p o ło ż en ia  /w  s to su n k u  od  k rzy­

w ej/ o s ią g n ię te g o  w ę z ła , o r a z  od k ierunku o b ieg u  k rzyw ej L, a ta k ż e  od m odyfik ow an ego  kierunku.
' +  <lfM odyfikacjo k ierunku odbyw a s i ę  p r z e z  obrót te g o  k ieru nk u  o  kąt -  —j -  ■

M odyfikacjo odbyw a s i ę  o k ąt + , gd y  o s ią g n ię ty  w ę z e ł  zn a jd u je  s i ę  p o  w yp uk łej s tr o n ie  krzyw ej,

a o b ie g  krzyw ej J est dodatni lu b 1 t e ż  gdy w ę z e ł  ten  znajd u je  s i ę  p o  w k lę s łe j  s tr o n ie  k rzy w ej, o o b ie g  

k rzyw ej J e s t  ujem ny.

M odyfikacja  odbyw a s i ę  o  k ą t _  tTT g d y  o sią g n ię ty  w ę z e ł  zn ajdu je  -e lę  p o  w k lę s łe j  s tr o n ie  k rzy w ej,  

a o b ie g  krzyw ej J est dodatni lub te ż  gdy w ę z e ł  te n  zn ajdu je  s i ę  p o  w ypukłej s tr o n ie  k rzy w ej, a  o b ie g  

k rzy w ej J est ujem ny. Z a p iszem y  to w n a s tę p u ją c e j  p o s ta c i  sy m b o liczn ej:

w  nr -  -
M (E R )  : ER + gdy z a c h o d z i  DW V DW  -  1

' /Ł 9 /cir —
M (E R ) t -  ER “ ■ę— gdy z a c h o d z i D w v DVV » 1 •

S k ła d o w a  i y '  zm o d yfik ow an ego  w ektora "ruchu w zd łu ż  krzy woj" otrzym ujem y z e  sk ła d o w y c h  A x , A y

d o ty c h c z a s o w e g o  w ektora w w yniku n a s tę p u ją c y c h  p r z e k sz ta łc e ń :

l ]  p r z y  o b ro c ie  o  + :

" -  w  przypadk u  m odyfikacji k ierunku ru ch u  w zd łu ż  przek ątn ej:

a / je ż e l i  z a c h o d z i  A  x  — A y  to n a le ż y  p rzy ją ć:

A  x ' ~ i -  $

A y  -  A y

to/ j e ż e l i  z a c h o d z i  A i  »  - A y  to n a le ż y  prżyjąć:

A x ' l - A  x
/2 .1 0  o /

A y ' : -  0

-  w  p rzyp ad k u  m odyfikacji k ierunku ruchu  w zd łu ż  o s i  x  n a le ż y  przyjąć:

A  x A  x
A y  A x

-  w  przypadk u  m odyfikacji "kierunku ruchu  w zd łu ż  o s i  y  n a le ż y  przyjąć:

A x  - A y  

A  y  A y

2 / przy  o b ro c ie  o  k ą t .  ^----  :

-  w  pr zyp a d k u  m odyfikacji k ierunku tuchu  w zd łu ż  przek ątnej: 

a / je ż e l i  z a c h o d z i  A x  - A y  to n a le ż y  przyjąć:

A x  A x
/Ł lO b /

A y ' ;-  0
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b/  J eże li z a c h o d z i  A y  *  - A y  to n a le ż y  p rzyjąć:

A x  ' 1« $

A y  A y

-  w  przypadk u  m odyfikacji kierunku ruchu  w zd łu ż  o s i  x  n o lyży  przyjąć:

A x ' : - A  x  

A y  -  A x

-  w  p rzyp ad k u  m odyfikacji k ierunku ruchu  w zd łu ż  o e ! y  n a le ż y  przyjąć:

A x  ' t - A  y  

A y ' :_ A y

P r z e c ię c ie  k rzy w ej /p r z e je c ie  na jej d ru g ą  str o n ę / pow oduje zm ian ę zn a k u  w a r to śc i F  ( x ,y ) ,  stąd  

te ż  w ym aga s i ę  Jedynie  sp ra w d z en ia  z n a k ó w  jej w a rto śc i w  k o le jn o  o s ią g a n y c h  w ę z ła c h .

W arunki w y b ie r a ją ce  Jeden z  d w ó ch  w ę z łó w  / le ż ą c y c h  po p r z ec iw n y c h  s tr o n a c h  krzyw ej/  n a  TYęzeł 

aprokaym u jący  /tj. na w ę z e ł  b ę d ą c y  k oń cem  odcin k a  łam ane]/, obejm ujące p rzy p a d ek  g r a n iczn y  r ó w n o śc i

m odułów  funkcji w  w ę z ła c h  po p r z e c iw n y c h  s tr o n a c h  k rzy w ej, za p isu jem y w  p o s ta c i  n a stęp u ją c ej relacji:

z ^ y ic j  1“  Xjyj gdy j e s t  sp e łn io n e

[ ( l * w t  >  I “ l^ iP  ( p t >  *>] <a * *  P i*X i  Sgn F j)  -  1

x k,Vk, «- * 1+1X1+1 8dy Jeet sp e łn io n e

[ C K + J <  l P l l ) V ( | F l + i !  “ IF iD  ( F t < « ] ( s s n  +  S g n  F |+ 1 ) -  1

S p o s ó b  n  ru ch ó w  ś le d z ą c y c h  p o ło ż e n ie  k rzy w ej

Sform ułujem y dru g i, odm l enny w ariant ru ch ó w  ś le d z ą c y c h  p o ło ż e n ie  k rzy w ej, w  którym m oduł 

w a r to śc i funkcji | F ( x ,y ) | /m etryka g e n e r a c y jn a /  sp e łn ia  je d y n ie  r o lę  p o m o cn iczą , a  o d d a la n ie  s i ę  ruchu  

ś le d z ą c e g o  od  k rzy w ej n ie  pow odu je zm iany Jego kia runku /m odyfikacji k ierunku ruchu /, j e ż e l i  o d c h y le n ie  

to  n ie  p r z ek ra c za  o k r e ś lo n e j  w a r to śc i o d le g ło ś c i  -  j e ż e l i  krzyw a  n ie  w y c h o d z i z  p ew n eg o , o k r e ś lo n e g o  

pasm a to lera n c ji /o  s z e r o k o ś c i  h  lub h  ^ ¡ 2  w  z a le ż n o ś c i  o d  k ieru nk u  n a ch y len ia  s ty c z n e j  d o  krzyw ej/. 

Z g o d n ie  z  tym w ariantem  ś le d z e n ie  k rzy w ej odbyw a s i ę  z a  p o m o cą  d w ó ch  ty p ó w  ru ch ó w  ś le d z ą c y c h :  tzw . 

"ruchu g łó w n ego"  o r a z  "ruchu kon tro lnego" . K ierunk i "ruchu głów rago" 1 "ruchu kon tro lnego"  ró żn ią  s i ę  od  

s ie b ie  o  1 w y z n a c z a ją  dw a s ą s ie d n ie  W ęzły G I K  le ż ą c e  p o  p r z ec iw n y c h  s tr o n a c h  k rzy w ej.

W tra k c ie  ś le d z e n ia  k rzyw ej d o k o n y w a n e  s ą  e lem en tarn e  p r z e m ie s z c z e n ia  w zd łu ż  k ierunku "ruchu  

3 łów nogo"  o r a z  lo k a ln e  ru ch y  kon tro lne w z d łu ż  k ierunku “ruchu  kontrolnego" . S ie d z e n ie  k rzy w ej /e le m e n ­

tarne r u c h y  w zd łu ż  k rzy w ej/ n a s tęp u je  d op óty , dop ók i dw a w ę z ły : Gj -  o s ią g n ię ty  z a  pom ocą  "m chu  

g łów n ego"  o ra z  K j -  o s ią g n ię ty  z a  p om o cą  "ruchu kon tro lnego"  ła ż ą  p o  p r z ec iw n y c h  s tr o n a c h  ś le d z o n e j  

k rzy w ej.

K o le jn e  c z y n n o ś c i  d o p ro w a d za ją ce  d o  w y z n a c ze n ia  w ę z ła  x p+j* Y p + j a p ro k sy ro u ją co g o  k rzy w ą  

s ą  n a s tęp u ją c e :

/2.11/
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11 o k r e ś la n ie  k ierunku "ruchu g łów n ego"  : kierunku w zd łu ż  oa l x  lub y  lub p rzek ą tn e] p te g o , który z  wakto—

ram kierunkow ym  s ty c z n e ] ,  w ystaw ionym  w  p u n k cie  początk ow ym  x  , y  tw orzy m n iejszy  kąt}
r  P

2 / o k r e ś le n ia  k ieru nk u  "ruchu kontrolna g o ” /r ó ż n ią c e g o  e tą  od  k ierunku ruchu  g łó w n e g o  o  i  -t£-/ w s k a z u ją c e ­

g o  w ę z e ł  s ą s ie d n i  K le ż ą c y  p o  p r z ec iw n e ] str o n ie  k rzy w e] n iż  w ę z e ł  O , w sk a z a n y  kierunkiem  "ruchu  

g łó w n e g o 1̂

3 / w yk on yw an ie  k o le jn y c h  e lem en ta rn y ch  ru ch ó w  w zd łu ż  k ieru nk u  "ruchu g łó w n eg o "  /o s ią g a n ie  k o lejnych

w ę z łó w  Q j/ o r a z  lo k a ln y c h  ruchów  w zd łu ż  k ierunku "ruchu k on tro lnego"  /o s ią g a n ie  k o le jn y c h  w ę z łó w  K j  

i  b a d a n ie  p o ło ż e n ia  ty ch  w ę z łó w  w  s to su n k u  d o  k rzy w ej /b a d a n ie  z n a k ó w  w a r to ś c i  funkcji F  ( x ,y ) 

w  ty c h  w ę z ła c h /, a ż  d o  sta n u , gd y  p a re  w ę z łó w  Oj, Kj z n a jd ą  s i ę  p o 'te j  sa m ej s tr o n ie  km yw ejj

4 /  w y b ra n ie  w ęz ła  a p r o k sy m u ją c eg o  * p +2« " je d n e g o  z  w ę z łó w  Oj, K j, Gj_j » K }_ i wt  » s tę p u ją c e j

c a so d y t  m ' ~ . . -

-  g d y  w ę z ły  Gj o r a z  l e ż ą  p o  p r z e c iw n y c h  s tr o n a c h  k rzy w ej, to  na w ę z e ł  op ro k sy m u ją cy  w ybrany

z o s ta je  te n  z  n ic h , który J est b l iż s z y  krzyw a] w  s e n s i e  min ¡F (x ,y ) |  ,

-  g d y  w ę z e ł  Gj o r a z  Gj_^ l e ż ą  po tej sa m ej s tro n ie  k rzy w ej to  na w ę z o ł  a p ro k sy  mu J ą c y  w ybrany

z o s ta je  ten  z  w ę z łó w  K j lub K ^ ,  który Jeat b l iż s z y  k rzy w ej w *an a io  min |F ( x ,y ) j  I

fi/ k o le jn e  punkty x p+ 2»y p +2 * d a ls z e ,  a p r  ok aym u jące  k rzy w ą  w y z n a c z a  s i ę  Id e n ty c z n ie  ja k  punktxp+ 1,

y p+ l * . 4 . • .
Ilu stracje  d o  te g o  w ariantu ś le d z e n ia  p o ło ż en ia  k rzyw ej p o k a za n o  na r y s .  2 .3 .

Omówimy d o k ład n iej p o s z c z e g ó ln e  o p e r a c je  o ra z  z a le ż n o ś c i  w arun ku jące  ruchy ś le d z ą c e  p r z e b ie g
’ ■ »

k r z y w e j.

O k reś la n ie  k ierunku "ruchu g łó w n eg o "  w aru n k ow an e j e s t  p o n iż sz y m i z a le ż n o śc ia m i!

-  j e ż e l i  z a c h o d z i  n ie r ó w n o ść

| f J  >  2 | p y i /2 .1 2 a /

to k ierunkiem  "ruchu g łów n ego"  j e s t  k ieru n ek  o s i  y ,

-  j e ż e l i  z a c h o d n i n ie r ó w n o ść

¡F y j >  2 j F x | /2 .1 2 b /

to  kierunk iem  "m chu > głó w n eg o "  je a t  k ieru n ek  c e l  X ,

-  je ż e l i  n ie  z a ch ó d  bl ż a d n e  z  p o w y ż s z y c h  r e la c ji

to  kierunkiem  "ruchu g łów n ego"  j e s t  k ieru n ek  p rzek ą tn ej p.

O k reś len ie  k ierunku "ruchu k on tro lnego"  u w aru nk ow ane J est n a stęp u ją cy m i z a le ż n o śc ia m i:

i /  d la k ierunku "ruchu g łó w n e g o " . z g o d n e g o  z  kierunkiem  o s i  x  kierunk iem  "m chu  k on tro lnego"  Jeat k ieru ­

n e k  p rzek ą tn ej, r ó żn ią c y  s i ę  od k ierunku g łó w n eg o  o  k ąt -  -^r to  z n a c z y  ten , który d o p row ad za  d o

w ęz ła  K l e ż ą c e g o  p o  p r zec iw n ej str o n ie  k rzy w ej w  s to su n k u  d o  w ę z ła  G , w y z n a c z o n e g o  p r z e z  k ieru­

n e k  "m chu głów nego"} zap isu jem y to w n a s tęp u ją c e j  p o s ta c i  sy m b o liczn ej:

— je ż e li  z a c h o d z i  n ie z g o d n o ś ć  z n a k ó w  w a r to śc i iuriecjl

S g n  F X ( G ) ^  S g n  F p( K ) k /2 .1 3 a /

w tedy kierunkiem  "m chu kon tro lnego"  j e s t  k ieru n ek  p rzek ą tn e j, o k r e ś lo n y  p r z e z  k ierunk i e lem en tarn ych



ru ch ów  w zd łu ż  g łó w n y ch  Unii «(lotki /re la c ji /2 .0 //,

-  w przec iw nym  przypadk u  przyjmij

&■ y  - A  y
_ ł

1 o b licz  F  (K  ' )  w  p u n k cie  K 'w y z n a c z o n y m  p r z e z  now y k ieru n ek  przekątnej} JożeU w ó w cz a s  z a c h o ­

d z i n ie z g o d n o ś ć  zn a k ó w  w a rto śc i funkcji

S g n  F X( Q )  /  S g n F p ' ( K ' )  ' /2 .1 3 b /
l • »
to k le  runkiem" ruchu  kontrolnego"  Jest o sta tn io  o k r e ś lo n y  k ieru nek  przek ątn ej,

-  natom l a s t  gd y  z a c lio d z l  z g o d n o ś ć  zn a k ó w  w a r to śc i funkcji

S g n  F x  ( a )  -  S g n  F P ( K ' )  -  S g n  F P (K  ) /Ł 1 3 c /

ło  przerw ij w y z n a c z a n ie  kierunku ruchu kontrolne g o , w y b ierz  na w ę z e ł  ap rok sym u jący  Xp+i* ^  p + l  

Jeden  z  w ę z łó w  K łub K '  w y z n a c z o n y c h  p r z e z  osta tn i 1 p o p rzed n i k ierunki p rzek ą tn y ch  p a d n ie  

z  z a s a d ą  m ln |F ( x ,y ) |  w  ty ch  w ę z ła c h  1 p r z y stą p  d o  w y z n a c za n ia  k o le jn eg o  w ę z ła  aprokoym ującego}

2 / dla k ierunku "ruchu g łów nego"  w zd łu ż  o s i  y  kierunk iem  "ruchu kon tro lnego"  j e s t  ró w n ież  /je d e n / kieru­

n e k  p rzek ą tn e j, r ó żn ią c y  s i ę  od k ierunku "ruchu g łó w n eg o "  o i  , ten , który dop row ad za  do

w ęz ła  K , l e ż ą c e g o  p o  p rzec iw n ej s tr o n ie  k rzyw ej n iż  w ę z e ł  G w y z n a c zo n y  p r z e z  k ieru n ek  "ruchu 

głów nego"} z a p isz e m y  w  n a s tęp u ją c e j p o sta c i:

-  J eże li z a c h o d z i  n ie z g o d n o ś ć  z n a k ó w  w a rto śc i funkcji

S g n  ^ ( G )  /  S g n  F P (K ) ■ /2 .1 4 a /

w tedy k ieru n k iem  "ruchu kontrolnego"  J e s t  k ieru n ek  p rzek ą tn ej, o k r e ślo n y  p r z e z  k ierunk i e lem en ta rn y ch  

ru ch ów  w zd łu ż  g łó w n y c h  linii s ia tk i /r e la c j i  ¡2 .5 //,

-  w  przeciw nym  przypadk u  przyjmij

A x - A  x  -
D  0  91 o b lic z  F p ( K ) w  p u n k cie  K 'w y z n a c zo n y m  p r z e z  now y k ieru n ek  p rzek ą tn ej, J e że li w ó w c z a s  za ch o ­

d z i n ie z g o d n o ś ć  z n a k ó w  w a rto śc i funkcji 

S g n  F X( G )  ^ S g n  F P ' ( K ' )  /2 .1 4 b /

to k ieru n k iem  "ruchu kontrolnego"  J est o sta tn io  o k r e ślo n y  k ieru n ek  przek ątn ej,

-  j e ż e l i  n atom iast w  przypdd ku r ó w n o śc i zn a k ó w  w a rto śc i funkcji w  tr z e c h  w ę z ła c h

S g n  F *  ( G )  -  S g n  F P * ( K ' )  -  S g n  F P ( K )  /2 .1 4 c /

przerw ij w y z n a c z a n ie  k ierunku "ruchu kontrolnego" , w y b ierz  na w ę z e ł  ap rok sym u jący  (x p+ 1> y p+i )  

je d e n  z  w ę z łó w  K lub K 'w y z n a c z o n y c h  p r z e z  r o z w o ż o n e  kierunki "ruchu kontrolnego" , z g o d n ie  

z  z a s a d ą  m ln |F ( x ,y ) |  w  ty ch  w ę z ła c h  1 p r z y stą p  d o  w y z n a c za n ia  k o le jn e g o  w ęz ła  a  p ro k sy  m ująpogoj

3 / dla k ierunku "ruchu g łów n ego"  w zd łu ż  p rzek ą tn ej p  kierunkiem  "ruchu k on tro lnego*  Jest ten  z  k ieru n k ów

w zd łu ż  o s i  x  b ą d ź  y  e lem en ta rn y ch  ruchów  /re lacji /2 .5 //, k tóry d op ro w a d za  d o  w ę z ła  K l e ż ą c e g o  po p rze­

c iw n ej str o n ie  k rzy w ej n iż  w ę z e ł  G , w y z n a c z o n y  p r z e z  k ieru n ek  “ruchu  g łó w n e  go"; za p isu jem y to  

w n a stęp u ją c e j p o sta c i:

-  j e ż e l i  z a c h o d z i  n ie z g o d n o ś ć  zn a k ó w  w a r to śc i funkcji

S g n  F 1* ( G )  ^ S g n  F x  ( K )  /2 .1 5 o /
w tedy kierunkiem  "ruchu kontrolnego"  Jeat k ieru n ek  o s i  x ,

2 3
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-  w  przeciw nym  przyp ad k u , je ż e l i  z a c h o d z i  n ie z g o d n o ść  z n a k ó w  w a r to śc i funkcji

S g n  F P { G )  ¿ S g n  F y  ( K ' ) ,  /2 .1B b/

to k ierunkiem  "ruchu kontrolnego"  j e s t  k ieru n ek  oa! y ,

-  J eże li natom iast z a c h o d z i  z g o d n o ś ć  z n a k ó w  w a rto śc i fUnkcjl

S g n  F p ( a ) -  S g n  F X ( K ) -  S g n  F y ( K ' )  /2 .1 5 c /

to  przerw ij w y z n a c z a n ie  kierunku "ruchu k on tro ln eg o ”, w y b lorz  na w ę z e ł  ap ro k sy m u ją cy  (Xp+^ ,y p+^) 

Jeden z  w ę z łó w  K lub K w y z n a c z o n y c h  p r z e z  kierunki o s i  x  o ra z  y  z g o d n ie  z  z a s a d y  

r n ln |F (x ,y ) | w  t y c h  w ę z ła c h  1 p r z y stą p  d o  w y z n a c za n ia  k o le jn e g o  w ęz ła  a p ro k sy m u ją ceg o .

W ykonanie k o le jn y c h  e lem en ta rn y ch  ru ch ów  w zd łu ż  k ieru nk u  "ruchu' g łó w n eg o "  p o leg a  na p r z e m ie s z ­

c z a n iu  s i ę  do k o le jn y c h  w ę z łó w  Gj w y z n a c z a n y c h  p r z e z  k ieru n ek  "ruchu g łów n ego"  i  o b licz a n iu  w  ty c h  

w ę z ła c h  w a r to śc i fUnkoJl F j ( x ,y )  1 na o b licz a n iu  ró w n o leg le  w a r to śc i fun kcji F j ( x ,y ) w  w ę z ła c h  Kj 

w y z n a c z a n y c h  p r z e z  k ieru n ek  "ruchu k on tro lnego"  o ra z  na bad an iu  /ty lk o / n ie z g o d n o ś c i  z n a k ó w  w a rto śc i  

fUnkcjl F ( )  1 F ( G j ) o ra z  I p ( Kj )  w  o d p o w ia d a ją cy ch  s o b ie  w ę z ła c h  G ^  1 Gj o ra z

1 K j. R uch y ś le d z ą c e  p o ło ż e n ie  k rzyw ej z o s ta ją  z a n ie c h a n e  w ó w c z a s ,  gdy n a s tą p i n ie z g o d n o ś ć  z n a k ó w  

w a r to śc i fcinkcjl c h o c ia ż b y  w  jed n ej z  par  w ę z łó w  (G j_l f G |)  o ra z  tym e ta p ie  ś le d z e n ia  p o ­

ło ż e n ia  k rzy w ej z o s t a j e  o k r e ślo n y  kolejny  w ę z e ł  a p ro k sym u jący .

W ybranie w ęz ła  na w ę z e ł  a p ro k sym u jący  odbyw a s i ę  p o d o b n ie  jak  w  przypadk u  p o p rzed n ich  w arian­

tó w  ru ch ó w  ś le d z ą c y c h  p o ło ż e n ie  k rzy w ej, a  uw arunkow ana J est n a stęp u ją cy m i z a le ż n o śc ia m i!

a /  J e że li w ęz ły  Gj o r a z  Gj l e ż ą  po p r z e c iw n y c h  s tr o n a c h  k rzy w ej, to  na w ę z e ł  ap ro k sy m u ją cy  zastaje 

w ybrany je d e n  z g o d n ie  z  z a s a d ą  m ln |F ( x ,y ) | j z a p isz e m y  to w  n a s tęp u ją c e j sy m b o liczn ej p o s ta c h

y k,> * “  Gl-1

gdy j e s t  sp e łn io n e

[ d f  (G jJl > |F ( G 1_1 ) | ) v ( |F ( G ł ) |  - i F i G ^ i l )  ( f (G u 1 ) >  *)] ( s g n  F ( G j )  ^ S g n  F ( G U J ))  - 1 ,

( x k, y k j) '  “  Gj / 2 . i 6 a /

gdy j e s t  sp e łn io n e

[ ( k ( Q i ) l  <  | f ( g w>1) | ) V ( |f ( g 1) | - 1 X 0 ^ ) ] )  ( f Jg , ^ )  <  ^ )]  ( s g n  P  ( G ,)  f  S g n  F ( G U ł )) - 1

b/  J e ż e li  w ęzły  G j_ ł o r a z  Gj l e ż ą  p o  toj sa m ej str o n ie  lerzy w ej to  na w ę z e ł  ap ro k sy m u ją cy  z o s ta je  w ybrany  

Jeden  z  w ę z łó w  lub K j, który J est b l iż s z y  k rzyw ej w  s e n s i e  min |F ( x ,y )  | a w y z n a c z o n y  z o s t a ł

z a  p o m o cą  o sta tn ic h  d w ó ch  "ruchów kontro Łry/ch", z a p isz e m y  to  w  n a s tę p u ją c e j  p o s ta c i  sy m b o liczn ej!

( x » y  y kt ) ‘ -  K i - i  

gdy J est sp e łn io n e
/2 .1 6 b /

[ ( | P <Ki ) | > l F ( Kl _ l > | ) V ( l F ( Kl>! -  tp ( K i „ i ) | )  ( F ( K U l ) >  ( S g n  F ( G , )  -  S g n  F ( G U 1 ) - 1  

( * i y  y k j): -  K , 

gdy J est sp e łn io n e

[ d F ( K l ) | <  l F (K W l) | ) V ( |p CKi) | -  I ^ C K ^ ) ! )  (  P ( K W ) <  * ) ]  ( S g n  F ( G j )  -  S g n  F ( G U 1 ) )  - 1
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O b lic z a n ie  w a r to śc i funkcji i '  ( x ,y  )

W artość  fu n k c j i  F (X jy )  W w ę s te c h  o s ią g a n y c h  rucham i ś le d z ą c y m i p o ło ż e n ie  krsęywoj m ożna w y z n a c z a ć  

różn ym i sp o so b a m i. Jednym  z  «Ich  J est w y z n a c z e n ie  P ( x ,y )  w p ro st z  rów nania l z . l l .  S p o s ó b  ten  wym aga  

Jednak dla k a ż d e g o  z  w ę z łó w  w ykonan ia  d u że j lic z b y  o p e r a cji p o tęg o w a n i« . Z te g o  pow odu J est m ato e fek ­

tyw ny. Podam y w ię c  s p o s ó b  Inny, w y d a jn io jssy  z  punktu w id zen ia  z ło ż o n o ś c i  o b licz e n io w e j, w y k o rzy stu ją cy  

ro z w in ię c ie  funkcji P ( x , y ) w  s z e r e g  T a y lo ra .

W prowadźm y operatory  W arunkowe funkcji F ( x ,y ) t

_ di
Ł F‘( x j t y 1) “  F ( x t+ A  x łty t ) -  F f i j . y j )

d f / Ł i 7 /
“ p  (* i.y t+ A  y j )  -  F ( x j ,y i )

gdzle^ A  Xj | -jA  y^ | h , h  -  m oduł s ia tk i

K orssyatając » r o zw in ięc i«  w  s z e r e g  T a y lo ra  iUnkcji F ( x ,y )  w  o to c z e n iu  punktu x*y m ają ceg o  postać;
n  ^

F(x+Ax,y * A y ) - ]T i  (a x  ~ ~  + A  y ~ —  ) F(x,y)
. 1-0 3 x  o y

/n -  s to p ie ń  krzyw ej/  1 u w zg lęd n ia ją c  o z n a c z e n ia  /2 .4 / otrzym am y p o n iż s z e  w zory:

Ł * F (x ,y )  -  p'lx<x *Jr) Z2-1 8 ^

r / F ( x , y )  -  F i y ( x ,y )

^ ( x , y )  -  £  f c
k—1 1 - 0  ( k ^ i)  I 1 t ' ’

o r a z  z a łe ż n o ś ć i

I.pp (x ,y )  -  LxF (x ,y ) + l /F ( x ,y )  ♦ LRF<x,y) Iz.i9[

gdzie wyrażenie!

f h ^ >  “ £  g  F ( k ^ l ) x l y i * * r )

j e e t  p r o s t s z e  d o  w y z n a c z e n ia  od  L ^ F ( x ,y ) na p od staw ie  w zoru  /2 .J 8 /. S tąd  na p o d sta w ie  w y r a ż e ń  /2 .1 ? /  

m ożna w y z n a c z y ć  w a r to śc i funkcji F { x ,y )  w  punktach  (x j+ A  X j,y£) ,  (x j ,y £+ A y £) ora z  (x j+ A x ^ f A y £)

pod w arunkiem , ż e  z n a n e  e ą  p o c h o d n e  c z ą s tk o w e  r zę d ó w  1 -  n  w  pu n k cie  Xj,y^. T e  o sta tn ie  m ożna w y zn a ­

c z y ć  w  podobny s p o s ó b ,  k o r z y sta ją c  z  r o zw in ięc ia  w  s z e r e g  T a y lo ra  p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  w  pu n k cie  

pop rzednim  o r a z  z  p o n iż s z y c h  w zorów , a n a lo g ic z n y c h  d o  w z o r ó w  /2 .1 7 / ,  /2 .1 8 /  i /2 .1 9 /:

L F rx sy  ^xl - l ,yI - l^  ”  F rx sy  ^xi - l ,y t - l + A y l - l  ̂  _F r x & y 'x i - l ’ ■’' i - l 1 

L P F w s y t ^ . y L.1 ) *  *  B y  i X1_!+ A Xi_x .yI_1
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o ra z
k

/2 .2 0 /m  J L ^ s )
ki f 

k

h  P (r + k )x s y

'iŻF  -  P  ,  xrxoy  2 __  r x (a + k )y  kt
k - 1  -

dla 1  ^  r+a iC n -1 , 0  ^  r ,s  ^  n -1 .

W artości p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  w  pu nk cio  x pt'yp w y z n a c z a  o lę , gdy z n a n e  a ą  w sp ó łcz y n n ik i  

rów nan ia  u w ik ła n eg o  k rzy w ej a, j ( l ,J -$ -n ) , z e  w zoru  n a s tęp u ją c eg o :

_   J i _ a  x n ^ i - r  iwl / 2 . » /
r x a y  2__  Z _  ( n - k - I - r ) l ( l - S ) i  n-k-1,1 

k - $  1-a  .

dla 1 r+s ^  1 , 0 ^  r ,s  <  n.

O statn ie w zory  sp r o w a d z ić  m ożna d o  p o n iż s z e j  p o s ta c i , w y g o d n ie jsze j  w  kom puterow ej r e a liz a c j i  

algorytm u. Dla p o c h o d n y c h  w zg lęd em  Jodnej zm ienn ej.

n -1  n -r -k  n-k-1 *

P rx “  2 /  Y _  ( I  ( p ) ' V k.J ,i •xn- k' ^ 1. y l
Sc- 0  1 -  0 p - h - k - r - t + 1

I

n - s  n -k  i , , ,i_ n (tł)iwi,ix iz-221s y
k -<fi 1—s  q - !~ s + l

g d z ie  1 ^  r ,s  ^  n, . 

dla p o c h o d n y c h  m ie sz a n y c h

n -r -s  n -k -r  n-lc-1________ _

f * . i i n  <■» n w -wm
y k -p  I - s  p -n -k -r-4+ 1  q » l - s + l

g d z ie  r's  ^  n* 2 ^ r + s  ^  n.

2 ,3 . D a n e  p o c z ą tk o w e  dysk retyzacJI

R o z w a ż a n e  m etody d y sk rety za cJ I w ym agają, Jako d a n y c h  p o c z ą tk o w y c h  o k r e ś le n ia  w sp ó łr z ę d n y c h  

punktu p o c z ą tk o w e g o  x p»yp 1 k o ń co w eg o ' x ^ , g e n e r o w a n e g o  seg m en tu  k rzy w ej, w a r to śc i funkcji w  pu nk cio

początkow ym  F ( x  ,y ) ,  k ierunku o b ieg u  k rzyw ej D o ra z  w a r to śc i p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  r z ę d ó w  1 y n
r  P

w  p u n k cie  początkow ym . Punkty: p o czą tk o w y  1 k o ń co w y , a s z c z e g ó ln ie  p o czą tk o w y  pow inny b e z w z g lę d n ie  

p o k ry w a ć  3 lę  z  w ęzłam i s ia tk i /pow inny m leć w sp ó łr z ę d n e  c a łk o w lto llc zb o w e/. A lternatyw nym  sp o so b e m
t

z a d a n ia  k rzy w ej, w y g o d n iejszy m  z  punktu w id zen ia  kom puterow ej r e a liz a c j i a lgorytm ów  J est p o d a n ie  

w sp ó łcz y n n ik ó w  a^  ̂ rów nania /2 .1  /  k rzy w ej w  m ie jsce  p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  1 w a r to śc i fun kcji F ( x p»yp)



w pu n k cie  początkow ym . W arłość F ( x p,y ) /rriotrykę g e n e r a c y jn ą / n ie z b ę d n ą  d o  w yznaczaniu  cicy^u aprok / -  

m a ją ceg o  m ożno w tedy w y z n a c z y ć  w p rost z  rów nanie /2 .2 /, natom iast w a rto śc i p o ch o d n y ch  c z ą s tk o w y c h  w w ęź­

le  p oczątkow ym  -  z  rów nań /2 .1 0 / ew en tu a ln ie  z /2 .2 l / .

W ęzły: p o c z ą tk o w y  x pVp * koń cow y /°  s z c z e g ó ln ie  ten  osta tn i/ pow inny lo io ć  m ożllwlo n ajb liżej

d y e k r e ty zo w a n eg o  seg m en tu  k rzyw ej, w  s e n s ie  minimalnej o d le g ło ś c i  /o d  krzyw ej/ m ierzonej w  m etryce g e n e ­

racyjn ej tj. | F ( x , y ) |  .

' N ie z b ę d n y  w  lo k a liz a c ji w ektora s ty c z n e j  k ieru n ek  o b ieg u  krzyw e] D z a s tą p ić  m ożna JrodoJąc A  x p, A y p 

» e lem en ta rn e  p rzy ro sty  w zd łu ż  g łó w n y ch  Unit s ia tk o w y ch , z  w ęz ła  p o czą tk o w eg o  do w ęzła  s ą s ie d n ie g o ,

le ż ą c e g o  m ożliw ie n a jb liżej k rzyw ej z a d a n e j. Na p o d sta w ie  p ie r w sz e g o  e lem en ta rn eg o  ruchu m ożna bow iem  

o k r e ś l ić  k ieru n ek  o b ieg u  krzyw ej D. T e n  s p o s ó b  zad a n ia  kierunku ruchu w zd łu ż  k rzyw ej w ydaje się  b y ć  

jed n a k  mniej w y g o d n y , z e  w zg lęd u  na k o n ie c z n o ś ć  w y z n a c z a n ie  /p o za  algorytm em  g en eracyjn ym / w a r to śc i  

fm k c j l  w c o  najm niej d w ó ch  s ą s ie d n ic h  w ę z ła c h  sia tk i. D łu g o ść  d y a k re ty zo w a n eg o  seg m en tu  k rzyw ej m oże  

ró w n ież  b y ć  z a d a n a  kilkom a sp o so b a m i, np. p r z e z  o k r e ś la n ie  A  x , A y  -  zm ian w sp ó łrz ę d n y c h  m iędzy punktom  

początkow ym  1 koń cow ym  seg m en tu  lub J e s z c z e  Inny s p o s ó b .  W p rzypadk u , gdy dyak rotyzow an y  seg m en t  

k rzy w ej o k r e ś lo n y  Jest r ó w n ie ż  za  pom ocą  punktu x ^ y t o  w arun ek  k o ń ca  d y a k ro ty z e c jl ma n a s tę p u ją c ą  

p o sta ć:

( l* r * k l  < h)  ( l» r * k l <  h ) v  ( K ~ x k| <  h)  ( l y r? k ! <  h )  - 1 I2-23 '

27

2 .4 . Izo lo w a n ie  punktów o so b liw y c h  k rzyw ej 1 uw arunkow ania w yboru p o c z ą tk o w e g o  1 k o ń co w eg o  punktów  

d y a k re ty z o w a n e g o  seg m en tu  k rzyw ej >

N le z d e g e n e r o w a n e  p o s ta c i  k r z y w y ch  n -s to p n la , d la n  >  2 m ogą z a w ie r a ć  punkty o so b liw e , 

w  s z c z e g ó ln o ś c i  punkty r o z g a łę z ie n ia , o str za  krzyw oj, punkty sa m o s t^ y c z n o ś c l lub punkty k ątow e.

W p u nk tach  ty ch  n ie  J est sp e łn io n y  w arun ek  r e g u la r n o śc i k rzyw ej tj. s k o ń c z o n o ś ć  p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  

I»rzędu o r a z  z a le ż n o ś ć  F ^  + F ^  >  $ . Z te g o  te ż  w zg lęd u  w  p u n k cie  osob liw ym  n ie  m ożna p rzep row od zlć
x  y

lo k a liza c ji n a ch y la n ie  w ektora k ieru n k o w eg o  s ty c z n e j  d o  k rzy w ej. A tym sam ym  n ie  m ożna o k r e ś l ić  k o le jn e ­

g o  punktu c ią g u  a p ro k a y m u ją ceg o  k rzyw ą . P unkty o so b liw e  trzeb a  w ię c  Izolować*

Z d o k ł a d n le jsz e j  a n a lizy  te g o  problem u wynika* t e  na d y a k re ty z a c ję  k rzy w y ch  z a w ier a ją cy c h  punkty 

o so b liw o  o ra z  l e ż ą c e  b lisk o  s ie b ie  r ó ż n e  g a łę z ie  k rzyw ej /o p isa n e  jednym  rów naniem  ¡2*1/ /  n a le ży  z a ło ż y ć  

n a s tę p u ją c e  o g r a n icz en ia :

l /  d y a k rotyzow an y  se g m e n t krzyw ej n ie  m oże  z a w ie r a ć  punktów  o so b liw y c h  p om iędzy  punktami: p oczątkow ym  

XpVp 1 koń cow ym  3̂ ^  /z e  w z g lęd u  na n ie m o ż liw o ść  lo k a liz a c ji na nim w ektora k ieru k o w eg o  a ty c z  no j/*

2/  punkt p oczą tk o w y  x pVp *̂ 1® m oże b y ć  punktem  o so b  11 wyra /z e  w zg lęd u  na n ie m o ż liw o ść  lo k a liza c ji  

.w ektora s ty c z n e j  w  tyra punkcie/;

3 / na punkt p o czą tk o w y  n ie  m ożna w y b ie r a ć  w ę z łó w  s ia tk i le ż ą c y c h  w  b e z p o śr e d n ie j  b l is k o ś c i  p rzy leg a ją *  

co j g a łę z i  k rzy w ej /na o d le g ło ś ć  ó  <T h/, tzn . w  ty ch  re jo n a ch  k rzy w ej, w  k tó ry ch  p r z e z  Jedno  

elem en tarn e  p o le  s ia tk i p r z e c h o d z i w ię ce j n iż  Jedna g a łą ź  krzyw ej; r o z p o c z y n a ją c  * ta k ie g o  w ęzła  

d y a k r e ty z a c ję  otrzym uje s i ę  łam aną z  defektem , ss dużym i z n iek sz ta łc en ia m i lub t e ż  m oże z o s ta ć
t

-m ygenerowana n ie w ła śc iw a  g a łą ź  krzyw ej)
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« /  n a  punki k oń cow y sag,mantu " i*  m ożno /p od ob n ie  Jak w  p rzyp ad k u  punktu x py p/  w yb io rą ć  punktów

w  ty c h  re jo n a ch  k rzy w ej, w  k tó ry ch  lo ż ą  bU ako s la b ie  r ó żn e  g a łę z ie  k rzy w ej /tzn . g d z ie  p r z e z  Jedno  

e lem en tarn e  pola s ia tk i p r z e c h o d z i v.< ę c e j  n iż  jedna g a łą ź  krzyw ej/t w  tra k c ie  g e n e r a c ji m oże  n a s tą p ić  

bow iem  p r z e j ś c ie  na p r z y le g a ją c ą  g a łą ź  krzyw oj p rzed  o s ią g n ię c ie m  w ęz ła  z^ y^ .

Punkty k o ń co w e  g e n e ro w a n y ch  seg m en tó w  k r z y w y ch  m o g ę  n a tom iast b y ć  punktam i osob liw ym i. P odstaw ow ym

w arunkiem  w yboru punktu j e s t  ,  by  w ybran y b y ł o n  w  takim m iejscu  k rzy w ej, w  którym  Inne g a łę z ie
♦

k rzy w ej o ą  d o s ta te c z n ie  o d le g łe  /c o  najm niej na o d le g ło ś ć  rów n ą  m odułow i a latk l h/.

3, ALGORYTMY DYSKRETYZACJI

No b a s ie  p r z ed sta w io n y c h  w yżoj d w ó ch  r ó żn y ch  w a r ia n tó w  ruchów  ś ld d z ą c y c h  a lg e b r a ic z n e  k rzy w e  

p ła sk ie  n -sto p n la  -  sk on stru u jem y dwa algorytm y d y s k r e ty s a c j l  ty c h  k rzy w y ch  na jed n o ro d n ej kw adratow ej 

s ia t c e  k -sp ó jn o j.

C h o c ia ż  k a żd y  z  a lgorytm ów  J est oparty na odm iennej k o n c e p c ji ś le d z e n ia  p r z e b ie g u  k rzy w ej, to  tym 

niem niej m aję on a  ró w n ież  p ew n e  c e c h y  w sp ó ln e . Obydwa algorytm y m aję p o  jed n ej pętli głów nej 1 p o  kilka 

pętli m ałych . P r z e j ś c ie  p r z e z  p ę tlę  g łó w n ę  d op row adza  z a w s z e  do w y z n a c z e n ia  je d n e g o  /k o le jn e g o / punkki 

a p ro k sy m u ją co g o . W p ę tla ch  m ałych  s ę  w ykonyw ane ruchy ś l e d z ą c e  p r z e b ie g  k rzy w ej.

W p ierw szy m  a lgorytm ie s ą  trzy m ała p ę tle , o w e jś c ie  d o  k a żd e j z  n ich  w ym aga ap o łn len la  odm ien n ych  

w arunków . «*»
W algorytm ie n  r u c h y  ó le d z ę c e  p r z e b ie g  k rzyw ej w yk o n y w a n e  s ę  w  c z te r e c h  m ałych  p ętla ch . N ie  ,ma rów­

n ie ż  w zajem n ych  s p r z ę ż e ń  m iędzy tymi pętlam i. W ariant ru ch ó w  ó le d z ę c y c h  k rzy w ą , na którym oparty J est  

algorytm  U n ie  za w iera  m o ż liw o śc i m odyfikacji k ierunku ru ch ó w  ó le d z ę c y c h .

O p eracje  p o c z ę tk o w e  w  obydw u a lg o ry tm a ch  s ę  jed n a k o w e . S ę  to  o p e r a c je  zapam iętan ia  d a n y ch  

p o c z ą tk o w y c h , w y z n a c z e n ia  p o c h o d n y c h  c z ę s tk o w y c h  r z ę d ó w  1+ n  funkcji F ( x , y ) w  p u n k cie  p oczątk ow ym

o r a z  o p e r a c ja  w y z n a c z e n ia  k ieru nk ów  e lem en ta rn y ch  ru ch ó w  w zd łu ż  g łó w n y ch  linlt s ia tk i /lok aU zacja  p o ło -
qr

żen ią  w e k to r a  s ty c z n e j  z  d o k ła d n o ś c ią  d o  — — /.

D a ls z e  o p e r a c je  s ą  ju ż  r ó żn e  d la p o s z c z e g ó ln y c h  algorytm ów .

A lgorytm  I

A lgorytm  I w  p o s ta c i  b lok ow ej z o s t a ł  p r z e d s ta w io n y  na r y s . 3 .1 .

P ie r w s z ą  o p e r a c ję  a lgorytm u, Jak Już w spom nian o, j e s t  za p a m ięta n ie  d a n y ch  p o c z ę tk o w y c h , b ę d ą c y c h  

w sp ó łrzęd n ym i punktów: p o c z ą tk o w e g o  ( x p,y p ) I k o ń c o w e g o  ( x k ,y k ) ,  w sp ó łcz y n n ik ó w  a^ , rów nania  ¡2.1  /  

o p isu ją c e g o  k r z y w ę  o r a z  k ierunku o b ieg u  k rzy w ej D . N a s tę p n ie  w y z n a c z o n e  s ę  p o c h o d n e  c z ą s tk o w e  

funkcji F (x * y ) w p u n k cie  p oczątkow ym  /w zo ry  2 .2 1  /  D a ls z e  o p e r a c je  a lgorytm u, w  o d ró żn ien iu  od d o ty ch ­

c z a s o w y c h ,  b ę d ę  w yk o n y w a n e  w  algorytm ie w ielok rotn ie  -  w pętli g łó w n ej 1 w  je d n e j z  tr z e c h  j e g o  m ałych

p ę t u *

P ie r w s z ą  o p e r a c ję  pętU /g łó w n ej/ a lgorytm u j e s t  o p era cja  w y z n a c z a n ia  k ieru n k ów  e lem en ta rn y ch
qr

ru ch ó w  w zd łu ż  g łó w n y ch  Unii a lotki /lo k a liz a c ja  k ierunku w ektora s ty c z n e j  z  d o k ła d n o ś c lę  d o  —̂ ----

-  w zory  /2 .5 //. D a ls z e  o p e r a c je  algorytm u to  w y z n a c z e n ie  k ieru nk ów  ru ch ó w  ś l e d z ę c y c h  p r z e b ie g  krzyw ej:
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" r u c h u *  od krzyw ej"  i s p r z ę ż o n y c h  *  nim "ruchów • w zd łu ż  krzyw ej"  /o z n a c z o n a  w algorytm ie Jolco WARL/, 

któro p r z eb ie g a ją  zg o d n ie  z op isan ym  w c z e ś n ie j  warienłom  I tych . ruchów  /w zo ry  /2 .7 //. W ystępu ją  tu ró żn e  

kom binacjo  k ieru nk ów  "ruchu od krzyw ej"  o r a z  "ruchów w zdłuż krzyw aj". R e la cjo  ¡2 .7 /  lo k a lizu ją c  n a c h y la ­

n i*  w ektora e ty c z n e j  z  d o k ła d n o śc ią  do w yb ierają  je d n ą  z  ty c h  kom binacji. U w zg lęd n ia ją  p rzy  tym tak

z a le ż n o ś c i  typu >  , <  m iędzy modułami p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  F  1 F  Jak ró w n ież  I zn a k i ty c h ż e  p o ch o d -
x y

n y c h  o ra z  k ieru n ek  o b ie g u  k rzyw ej D.

D alej algorytm  rozw id la  a lę  na trzy g a łę z ie  /b ę d ą c e  w ejśc ia m i d o  trzo ch  Jego  m ałych  pętli/, w  k a żd e j  

z  n ich  rea lizo w a n e  s ą ;  "ruch od krzyw oj" o r o z  "ruchy w zd łu ż  krzyw ej"  -  w zd łu ż  je d n e g o  z  kierunków ; 

o s i  * ,  o s i  y  lub w zd łu ż  p rzek ątn ej uk łodu  p. P o  w yk onan iu  "ruchu od krzyw ej"  algorytm  ak tu a lizu je  

w a r to ść  F ( x ,y )  o r o z  w o rto ó cl p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  r z ą d ó w  1 -  n w oslą g n lą ty m  w ę ź le  /w zo ry  ¡2 .17 /

1 /2 .2 0  //.

K a żd y  elem en tarn y  "ruch w zd łu ż  krzyw ej"  r o z p o c z y n a  s lą  o p e r a c ją  o b licz e n ia  w ortoócl ftinkejt 

w  p u n k cie  są s ie d n im , w y zn a czo n y m  p r z e z  o k r o ó lo n y  w c z e ś n ie j  k ieru n ek  te g o  ruchu. W tym algorytm ie  

m oduł w a r to śc i ftm kcjl J est m etryką g e n e r a c y jn ą , a p orów n an ie  m odułów  w a r to śc i funkcji w p u n k cie  b ie ż ą ­

cym  o ra z  w  p u n k cie  są s ie d n im , w y zn a czo n y m  p r z ez  k ieru n ek  "ruchu w zd łu ż  krzyw ej" , o k r e ś la , c z y  w  w y -  
*

niku w ykonan ia  z a m ie r z o n e g o ' "ruchu w zd łu ż  krzyw ej"  n ie  n a s tą p i o d d a len ie  s l ą  od  n ie j. W algorytm ie w a r u ­

n ek  ^sn o z n a c z o n y  j e s t  sym bolem  WARK /w orunek  k on tynu acji "m chu w zd łu ż  krzyw ej" /.

O kreśla  on , c z y  kolejny  krok w  "ruchu w zd łu ż  krzywej'.' n ie  sp o w o d u je  o d d a len ia  s lą  od n iej. W tym 

c e lu  porów nuje s lą  m oduły w a rto śc i funkcji w  p u n k cie  b ie żą c y m  1 w  p u n k cie  są s ie d n im , o s ią g a ln y m  w  w yniku  

w yk onan i o e lem en ta rn eg o  "ruchu w zd łu ż  krzyw ej".

G dy z  ty ch  d w óch  m odułów  wl ę k s z y  J est w  p u n k cie  b ie żą c y m , o oba punkty l e ż ą  p o  tej sa m ej s tr o ­

n ie  krzyw ej /WARl<«iTRUE/, to w ykonany z o s ta n ie  "ruch w zd łu ż  k rzy w ej1̂  o  Ile  n ie  z o s t a ł  nap otkan y  k o ń ­

co w y  punkt krzyw ej /W A R K G -F A L SE /, "ruch w zd łu ż  krzyw ej"  J est kon tynu ow any /w  m ałej pątll algorytm u/.

J e ś li  "ruch w z d łu ż  krzyw ej" n ie  m o że  b y ć  kontynuow any /W A R K -F A L S E /, te sto w a n y  J est w arun ek  

p r z e c ię c ia  k rzyw ej /W ARP/, 1 Jeśli ta k ie  p r z e c ię c ie  n ie  n a s tą p iło  /W A R P -F A L S E /, to  J est w yk onyw an o mody­

fikacja  k ieru nk u  ru ch u  /u z a le ż n io n a  o d  k ieru nk u  o b ie g u  k rzy w ej D z a  p o m o cą  w arunku WARM / W ARMP//,

/ w zory /2 .S / -  /2 .1 0 //, N a to m ia s t  gdy n a s tą p iło  p r z e c ię c ie  krzyw oj /W ARPwTRUE/, b ą d ź  g d y  z o s ta ła  w ykona­

na m odyfikacja ruchu , to w e ę z e ł  a p rok sym u jący  z o s ta je  w  Jednym z  d w ó ch  r o z w o ż o n y c h  w ę z łó w , w  którym  

m oduł w a r to śc i funkcji /r e la c je  /2 .1 1 //  J e st m n ie jszy . W ybór ten  z o s ta je  d o k on an y  w  w yniku te sto w a n ia  

w arunku g r a n ic z n e g o  W ARG. J e ś l i  z a c h o d z i  W ARG—T R U E , to  w ęzłem  aproksym ująpym  z o s ta je  w ybrany  

w ę z e ł  s ą s ie d n i  i w tedy w  tym p u n k cie  n a s tęp u je  w y z n a c z e n ie  w a r to śc i fun kcji 1 p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h .

G dy z a c h o d z i  W A R G «P A L SE , to w ęzłem  oprokaym ującym  z o s ta je  w ybrany w ę z e ł  b ie ż ą c y .

W ybranie w ę z ła  a p r o k sy  m u jącego  sp o w o d u je  p r z e j ś c ie  d o  p o c z ą tk o w y c h  o p e r a c ji algorytm u w  c e lu  

w y z n a c z e n ia  k o le jn e g o  punktu a p r o k sy  m u ją ceg o , o  i le  o s ta tn io  w ybrany w ę z e ł  n ie  o k a ż e  s i ę  koń cow ym  

w ęzłem  g e n e r o w a n e g o  seg m en tu  k rzy w ej /W A R K G -F A L SE /.

S p ełn io n y  w  dow olnym  m iejscu  algorytm u w aru n ek  k o ń ca  g e n e r a c ji  W ARKG pow oduj* z a k o ń c z e n ie  

g e n e r a c ji  c ią g u  ap ro k a y m u ją ce  go.
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A lgorytm  n

Algorytm  Ii. z o s t a ł  pmac;ai«vrio!vy na r y s ,  3 .2  w  c o s t e c l  b lok ow ej. Jako d a n y ch  p o czą tk o w y ch  wym aga  

on  o k r e ś le n ia  ty c h  sa m y c h  w lo lk a śc l c o  I p o p rzed n i algorytm , tj. zad a n ia  stop n ia  k rzy w ej, w sp ó łczy n n ik ó w  

jej rów nania u w ik ła n eg o  ¡2,1/  o ra z  w a r to śc i w sp ó łr z ę d n y c h  punktów: p o czą tk o w eg o  (Xp,yp ) 1 k o ń co w eg o  

( :Clc' ) ° P rok* y m° w o n e g o  seg m en tu  a t a k ie  w a r to śc i funkcji F ( x p>Vp) or«® kierunku o b ieg u  k rzyw ej D.

W sz y stk ie  p o c z ą tk o w e  o p e r a c je  algorytm u s ą  id e n ty c z n e  Jak w  poprzednim  a lgorytm ie. N a stęp u je  w ięc  

za p a m ięta n ie  d a n y ch  p o czą tk o w y ch  o ra z  w y z n a c z e n ie  w a r to śc i p o ch o d n y ch  r zę d ó w  1 -n  funkcji F ( x ,y ) 

w  p u n k cie  początkow ym  /w zo ry  /2 .2 1  //. K o le jn ą  o p e r a c ją  algorytm u, która w  o d różn ien iu  od  o p era cji p o c z ą ­

tk ow ych  J est p ie r w s z ą  o p e r a c ją  pętli g łów nej algorytm u, Jest, tak  jak  i w  algorytm ie I op era cja  w y z n a c ze n ia  

kieru nk ów  e lem en ta rn y ch  ru ch ó w  /re la c ji /2 .5 / /  o ra *  o p era cja  w y z n a c z e n ia  w a r to śc i funkcji F ( x ,y ) d la trza ch  

s ą s ie d n ic h  w ę z łó w  sia tk i F x ( x ,y ) ,  F ^ ( x ,y )  1 F p ( x ,y ) ,  wy z n a c z o n y c h  p ę* » z  kierunk i e lem en tarn ych  ruchów  

i  p rzek ą tn ą  /w zo ry  /2 .1 ? /  i /2 .1 9 //. W artości fur.kcjl F x , Fy  o ra z  F p w yk o rzy sty w a n o  s ą  w  d a ls z y c h  fa z a c h  

algorytm u. P o  tej o p e r a cji n a s tęp u je  te s to w a n ie  w arunku W A R I 3 , który rozw id la  algorytm  na trzy g a łęz i'-  

"ruchu g łó w n ego"  w zd łu ż  krzyw ej: g a łą ź  ruchu ś le d z ą c e g o  w zd łu ż  o s i  x  /g a łą ź  praw o/, g a łą ź  ruchu ó lo d z ą ­

c e g o  w zd łu ż  o a l y  /g a łą ź  le w o /,  g a łą ź  m c h u  ¿ lo d z ą c e g o  w zd łu ż  p rzek ątn ej /g a łą ź  śro d k o w a /  /re la c ji ¡2 .1 2 //, 

R ó w n o c z e śn ie , d la k a ż d e g o  z  k ierunków  "ruchu g łów n ego"  z o s ta je  o k r e ślo n y  k ieru n ek  "m chu kontrolnego"  

którym J est k ieru n ek  p rzek ą tn ej dla "m chu g łó w n e g o " .w z d łu ż  o s i  x  b ą d ź  y  /g a łę z ie  sk ra jn e / o ra z  k ieru n ek  

o s i  x  b ą d ź  y  dla " m ch u  g łów n ego"  w zd łu ż  p rzek ą tn ej /g a łą ź  środkow a/  /re la cji' ¡2 .13 /  -  /2 .1 5 //.

P o c z ą tk o w ą  o p e r a c ją  k a żd e j z e  sk ra jn y ch  g o łę z l  algorytm u Jest sp r a w d z e n ie  p o p ra w n o śc i o k r e ś len ia  

kierunku "m chu kon tro lnego" . N a stęp u je  w ię c  te sto w a n ie  w arunków  WARN -  w arunków  n ie z g o d n o śc i  zn a k ó w  

w a rto śc i fun kcji w  w ę z ła c h  s ą s ie d n ic h  w y z n a c z o n y c h  p r z e z  kierunki: "m chu g łów nego"  o ra z  "ruchu kontrol­

n eg o * . P ozy ty w n y  w yn ik  testo w a n ia  ty c h  w arunków  pow oduje p r z e jśc ie  do m ałych  p ę tli  algorytm u, w  których  

w y k on yw an e s ą  m c h y  ś le d z ą c e  p r z e b ie g  k rzy w ej. N egatyw n y w yn ik  pow oduje w y z n a c z e n ie  n o w eg o , ró żn ią ­

c e g o  s i ę  o  -  k ierunku "m chu kontrolnego" , o b lic z e n ie  w a r to śc i funkcji w  w ę ź le  w y zn a czo n y m  p r z e z

now y k ieru n ek  "m chu  kon tro lnego"  o ra z  pow tórne sp ra w d z en ie  p o p ra w n o śc i o k r e ś le n ia  kierunku "m chu  

kontrolnego". P o z y t  yw n y  w yn ik  te g o  te s tu  pow odu je, Jak p o p rzed n io , p r z e jś c ie  d o  m ałej pętli algorytm u. 

N egatyw n y ~ dop row ad za  d o  o p era cji w y z n a c z a n ie  w ęz ła  a p ro k sy m u ją ceg o  /sp o ś r ó d  d w ó ch  w ę z łó w  w yzna­

c z o n y c h  p r z e z  p o p rzed n i 1 aktualny k ierunk i "ruchu kon tro lnego" / o ra z  w e jśc ia  d o  głów nej pętli algorytm u.

W g a łę z i śro d k o w ej /g a łę z i  "m chu g łów n ego"  w zd łu ż  p rzek ątn ej p/  p ie r w s z ą  o p e r a c ją  Jest ró w n ież  

dok ładne o k r e ś le n ie  k ierunku "m chu kontrolnego" , którym Jest k ieru n ek  o s i  x  b ą d ź  y  ten , który doprow adza  

do  w ę z ła  le ż ą c e g o  po p rzec iw n ej s tro n ie  krzyw ej n iż  w ę z e ł  -w yznaczony p r z e z  k ieru n ek  "ruchu g łów nego" .
p

N a stęp u je  w ięc  te s to w a n ie  z n a k ó w  w a r to śc i funkcji F x , F^ i F  w  w ą z łec h  s ą s ie d n ic h . Dwa w ew n ętrzn e  

w y jśc ia  z  w arunku WAR N P d op ro w a d za ją  d o  d w ó ch  śro d k o w y ch  pętli algorytm u, w  k tórych  kierunkiem  

"m chu g łów nego"  J est k ieru n ek  p rzek ą tn ej o  k ierunkiem  "m chu kontrolnego" Jest k ieru n ek  o s i  x  w  g a łę z i  

praw ej o ra z  k ieru n ek  o s i  y  — w lew ej. P o z o s ta łe  dwa sk ra jn e  w y jśc ia  z  warunku WARNP d o p ro w a d za ją  d o  

o p era cji w y z n a c z e n ia  w ę z ła  a p ro k sy m u ją ceg o  /sp o ś r ó d  w ę z łó w  s ą s ie d n ic h , w y z n a c z o n y c h  p r z e z  kierunki 

o s i  x  I y ,  zg o d n ie  z  z a s a d ą  min | F ( x , y ) |  ora z  w e jśc ie  d o  głów nej pętli algorytm u. W y zn a c ze n ie  k ierunku  

"m chu k o n tro ln o g o ” s p e łn ia ją c e g o  o k r e ś lo n e  w ym agania n ie  j e s t  bow iem  m ożliw e.

W k a ż d e j z  m ałych  pętli a lgorytm u w ykonany z c s ia j e  elem entarny ruch  w zd łu ż  kierunku g łó w n eg o  

/o b lic z e n ie  w a r to śc i p o c h o d n y c h  c z ą s tk o w y c h  w s z y s tk ic h  sto p n i 1 - uak tu a ln ien ie  w sp ó łr z ę d n y c h  o ra z
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w a rto śc i funkcji/ ora z  sp ra w d z en ie  kryterium  koń ca  g e n e r a c ji W AKKG. P o a te ć  te g o  kryterium  Jest Id en ty cz­

na Jak w poprzednim  a lgorytm ie. P ozytyw n y  w ynik testow an ia  WARKG o z n a c z ę  z a k o ń c z e n ie  dzia łan ia  

algorytm u /z a k o ń c z e n ie  p rocesu , dya krety za  cjl/. N eg a ty w n y  -  p row ad zi d o  o p era cji zapam iętan ia  w a rto śc i  

funkcji w oatatnlo w y zn a czo n y m  w ę ź le  kontrolnym  /o p era c jo  p o d staw ien ia  F k: -  ... /  o ra z  d o  o p era cji o b lic z e ­

nia w a r to śc i funkcji w s ą s ie d n ic h  w ę z ła c h  w y z n a c z o n y c h  p r z o s  kierunki:' "ruchu g łów n ego"  o ra z  "ruchu kon­

trolnego".

K o le jn ą  o p e r a c ją  /w  k a żd e j z  c z te r e c h /  pętli m ałej algorytm u Jost te sto w a n ie  warunku- rozw id len ia  

pętli WARR ( x ,p ,y ) .  W arunki W/1RR ro zw id la ją  p ętlę  no S g a łę z i.  G a łą ź  o z n a c z a  num erem  1 J est g a łę z ią  

kon tynu acji ś le d z e n ia  krzyw ej /p r z e jś c ie  d o  p o c z ą tk o w y c h  o p e r a c ji m ałych  pętu  algorytm u/. Ś le d z o n a  krzyw a  

p r z e b ie g a  bow iem  pom iędzy  w ęzłam i w y zn a czo n y m i p r z e z  kierunki:- "ruchu g łów n ego"  ora z  "ruchu kontrolne­

go", G a łę z ie  o z n a c z o n e  p o zosta łym i num eram i d o p ro w a d za ją  d o  o p era cji w y z n a c z e n ia  w ęzła  a p r o k sy m u ją c e-  

g o  k rzy w ą  na osią g n ię ty m  e ta p ie  jej ś le d z e n ia .  Istn ieje  bow iem  p r z y p a d e k , w  którym dwa w ęzły : w y z n a c z o ­

ny p r z e z  "ruch g łów ny" o ra z  "ruch kontrolny" znajdu ją  s i ę  p o  tej sam ej s tr o n ie  k rzy w ej. P r o c e s  ś le d z e ­

nia p r z eb ie g u  krzyw oj z o s t a ł  w ięc  z a k o ń c z o n y  1 n a le ży  w y b ra ć  w ę z e ł  ap ro k sy m u ją cy . G a łę z ie  o z n a c z o n e  

num eram i 2 i 3 s ą  g a łęz ia m i, w  k tórych  na w ę z e ł  ap rok sy m u ją cy  w ybrany z o s ta je  /zg o d n ie  z  z a s a d ą  

min j F ( x , y ) |  / Jeden  z  w ęz łó w  o k r e ś lo n y c h  p r z e z  aktualny /g a łą ź  2 / 1 p o p rzed n i /g a łą ź  3 / k ierunki 

"ruchu kontrolnego" . G a łę z ie  o z n a c z o n e  num eram i 4 1 5 s ą  g a łęz ia m i, w  k tórych  no w ę z e ł  ap rok sym u jący  

w ybrany z o s ta je  /ró w n ież  z g o d n ie  z  z a s a d ą  min | F ( x , y ) |  /jed en  z  w ę z łó w  w y z n a c z o n y c h  p r z e z  k ieru n ek  

"ruchu głów nego": ak tu aln y  /g a łą ź  4 /  b ą d ź  p o p rzed n i /g a łą ź  5 /.

K a żd o  z  o p e r a cji w y z n a c z e n ia  w ęz ła  a p ro k sy m u ją co g o  za w ier a  w  so b ie  u ak tu a ln ien ie  w a r to śc i  

w sp ó łrz ę d n y c h  ( x ,y ) o ra z  w a rto śc i funkcji F ( x , y ) w  tym w ę ź le  a  ta k ż e  o b lic z e n ie  -wartości p o c h o d n y c h  

c z ą s tk o w y c h  w s z y s tk ic h  sto p n i /o p r ó c z  g a łę z i  WARR o  n u m erze  5 , w  których  w a r to śc i te  o k r e ślo n e  

z o s ta ły  w c z e ś n ie j /  1 k a ż d a  z  n ic h  pow odu je p r z e jś c ia  d o  pętli g łów nej algorytm u, w  której n a stęp u je  

sp r a w d z e n ie  w arunku W ARKG  I p r z e jś c ie  d o  p o c z ą tk o w y c h  o p era cji algorytm u -  b ą d ź  -też z a k o ń c z e n ie  

p r o c e s u  d y sk r ęty z a cjt .

4 . ZAK O ŃCZENIE

4 .1 . Im plem entacja a lgorytm ów

Z ap rop on ow an e  w  rozd z.- 3 a lgorytm u d y sk r e ty z a c jl  k rzy w y ch  a lg e b r a ic z n y c h  p ła sk ic h  z o sta ły  

z a p ro g ra m o w a n a  na kom p uterze  MERA 4 0 0  w  FORTRANIE. Im plem entacja ta w ykonana z o s ta ła  w  c e lu  

p ra k ty czn ej w ery fik a cji p o p ra w n o śc i d z ia ła n ia  a lgorytm ów , porów nania  z a ło ż e ń  z  otrzym anym i wynikam i 

i  sform ułow ania  w y n ik a ją cy c h  z  im plem entacji w n io sk ó w - W rem ach  tej ln p lem en tacji p rzep ro w a d zo n o  d y s k r e -  

ty z a c ję  w yb ran ej grupy k r z y w y ch  a jej w ynik i p o s łu ż y ły  d o  potw ierd zen ia  p o p ra w n o śc i kon stru k cji o ra z  

o k r e ś le n ia  z a le t  1 w ad algorytm ów , ujaw nien ia  In nych  c e c h  algorytm ów  n iż  to , k tóre  by ły  p r zew id z ia n e  na  

e ta p ie  s y n te z y  o r a z  w y c ią g n ię c ia  p ra k ty czn y ch  w n io sk ó w  i  w s k a z ó w e k  d o  w y k o rzy sta n ia  Ich  w  p ra k ty cz­

n y c h  z a s to so w a n ia c h .

Im plem entacje a lgorytm ów  w yk onan o p o czą tk o w o  w arytm etyce  e a łk o  wito lic z b  ow ej. J e d n a k że , w  przy­

padku k r z y w y ch  od  4 -sto p n te  w z w y ż  I ro zm iarach  g e o m etr y cz n y c h  k rzy w y ch  rzęd u  1  40  Jed n o stek ,
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w y stęp o w a ły  w p r o c e s ie  d z ia ła n ia  algorytm u w yn ik i l ic z b o w e  p r z e k r a c z a ją c e  z a k r e s  U czb całkow itych  

/ I  3 2 7 6 7 /  MERA 4 0 0 . Z a istn ia ła  w ięc  k o n ie c z n o ś ć  p r z e jśc ia  no arytm etykę zm len n o p rzeclw n k o w ą . W yeliminowa­

na z o s ta ła  Jednak w  ten  sp o s ó b  Jedne as p o d sta w o w y ch  z a le t  z a s to so w a n e j  m etody d y o k rety za cjl: s z y b k o ś ć  

o b lic z e ń  1 brak  kum ulacji b łęd ó w  -  w p row adzony z o s ta ł  d o  o b lic z e ń  b łąd  sy s te m a ty c z n y  /b łąd  rep rezen tac ji/»  

N eg a ty w n ą  c e c h ą  m etody b ę d ą c e j  p o d sta w ą  p ro p on ow an ych  algorytm ów  j e s t  w ię c  operow an ie  na d u ży ch  

lic zb a  oh  c a łk o w ity ch  /d u ż y c h  w  s to su n k u  d o  z a k r e s u  U czb  c a łk o w ity ch  m inikom puterów/, z w ięk sz a ją c y m i  

s ię  w raz z e  stop n iem  1 wym iaram i g eo m etry czn y m i k rzy w ej.

W te s to w a n y ch  p r z y k ła d a c h  k r z y w y ch  sto p n ia  n -^ 6  i  w ym iarach  g e o m e tr y c z n y c h  k rzy w y ch  rzęd u

-  1 0 C J ed n o stek  / l  Jednostka «  1  h -  m oduł s ia tk i/ z a k r e s  lic zb o w y  p o je d y n cz e j p r e c y z ji i  0 .1 7 .1 0 38

w  z u p e łn o ś c i  w y s ta r c z a ł  d o  p o p ra w n eg o  w yk onyw an ia  n ie z b ę d n y c h  w  a lgorytm ach  o p era cji. N ie  s tw ie r d z a ło  

s i ę  ró w n ież  "d egen eracji"  k rzyw ej z  pow odu s to so w a n ia  U czb  zm ien n o p rzecin k o w y ch , mimo w n o sz o n y c h  

p r z e z  tę r e p r e z e n ta c ję  b łęd ów .

W algorytm ie I Im plem entacja p o zw o liła  s tw ie r d z ić  Isto tn ą  w a d ę. W d y s k r e ty z a c j l k rzy w y ch  w ie lo g a -  

łę z lc w y c h , w  re jo n a ch  k rzyw ej od s tro n y  in n y ch  jej g a łę z i  n a s tę p u je , Już w  n iew ie lk ie j  o d le g ło ś c i  od  

konturu k rzyw ej d u ży  s p a d e k  w a r to śc i funkcji w  k ierunku in n y ch  g a łę z i  tej sa m ej k rzy w ej / patrz tab . 4 .1 /.  

O zn a cza  to fakt, ż e  w e  w sk a z a n y c h  re jo n a ch  krzyw ej w y s tęp u je  z a w ę ż e n ie  p r z e d z ia łu , w  którym |F ( x ,y ) |  

sp e łn ia  w arunki m etryki. P o n iew a ż  w  a lgorytm ie w yk onyw an y Jest tzw . "ruch od krzyw ej"  o ra z  s to so w a n y

-  ja k o  metryka g e n e ra c y jn a  -  m oduł w a r to śc i funkcji ¡F ( x ,y )| , d la te g o  t e ż ,  d la p e w n eg o  /d o sta teczn ie

d u ż e g o /  m odułu sia tk i h ł o k r e ś lo n e g o  k ieru nk u  ob ieg u  k rzyw ej sp e łn io n e  s ą  warunki, przy  k tórych

k ieru n ek  "ruchu w zd łu ż  krzyw ej" od b ieg a  z n a c z n ie  od k ierunku k rzyw ej 1 d o p row ad za  d o  " ześlizg u "

kierunku "ruchu w zd łu ż  krzyw ej"  na p r z y le g a ją c ą  g a łą ź  krzyw ej /lub punktu Iz o lo w a n e g o  k rzyw ej/, p ow od u -
»

ją c  Jej d e g e n e r a c ję .

P odobn y p rzy p a d ek  z o s ta ł  o p isa n y  w  [ l o j  . N atom iast tutaj z o s ta ł  on  p rzed sta w io n y  no r y s . 4 .1 ,
2 2 2 3 2 2a w y stą p ił w tra k c ie  d y sk r e ty z a c jl  k rzy w ej 4 -sto p n ła  F '(x ,y )  -  ( x  +y ) -  1 0 0  x  + . -  3 xy  -  9 0 0  x  +

+ > 2 0  /k o n iczy n a  trójtlatna/. D le te g o  p rzyp ad k u  k o le jn o ść  o p e r a cji algorytm u J est n a s tęp u ją c a : Punkt A

•o sta ł wybrany kolejnym  w ęzłem  ep rok sym u jącym , R o z p o c z y n a  s i ę  w ię c  w y z n a c z a n ie  w ęzła  - k o le jn e g o .

"Ruch od krzyw ej"  d op ro w a d za  do w ęz ła  D, a p ie rw sz y  "ruch w zd łu ż  krzyw ej"  d o p row ad za  d o  w ęz ła  C 

1 n a s tę p n ie  do w ęzłów : D , E , E  Ud. W każd ym  z n ic h  w a r to ść  fun kcji jF ( x ,y }] J e st m n iejszo  n iż  w p u n k cie  

poprzednim . P o w o d u je  to  Jednak o d d a la n ie  s i ę  punktu b ie ż ą c e g o  od k rzy w ej. D a ls z e  k r o c z e n ie  "ruchami 

w zd łu ż  krzyw ej" d o p ro w a d za  d o  punktu ( 0 ,0 ) ,  który Jest punktem  Izolow anym  /l  osob liw ym / k rzyw ej. 

v pu n k cie  ( 0 ,0 ) n a s tęp u je  z a p ę tle n te  s i ę  algorytm u: d o k o n u ją  s i ę  c ią g łe  zm iany k ieru nk u  "ruchu w zd łu ż  

k rzy w ej”. K a żd y  z  punktów  s ą s ie d n ic h  ma bow iem  w ię k sz y  m oduł E ( x ,y ) .

T ę  w o d ę  algorytm u m ożno om inąć, p o p r z e z  zm ian ę k ierunku o b ieg u  k rzyw ej no przofclwny /zm ien ia ją c  

m iejscam i punkty: p o czą tk o w y  ) t k o ń co w y  (z^ .,yk ) o ra z  k ieru n ek  o b ieg u  k rzy w ej D[, lub z m n ie jsz e ­

niem  m odułu s ia tk i h . N ie  zn a n o  j e s t  Jednak z a sa d o  dob oru  k ierunku o b ieg u  k rzy w ej o n i te ż  w a r to śc i .modułu 

sia tk i za p e w n ia ją c a  p op raw ną d y s k r e ty z a c ję  k rzy w ej /z a p o b ie g a ją c e  w y stą p ien iu  przypadk u  w y żej o p isa n e g o /.  

A lgorytm  II z  z a ło ż e n ia  n ie  ma o p isa n e j  w ad y , z  pow odu tzw . "ruchu kon tro lnego"  p o ło ż en ia  k rzy w ej.

Inną w ad ą  algorytm u I j e s t  ś c in a n ie  o s tr y c h  fragm entów  k rzyw ej w  p rzyp ad k u  a p ro k sy m a cji k r z y w y ch  

o  pr om len lach  k rzy w izn  z b liż o n y c h  w a r to śc ią  d o  m odułu s ia tk i h . P o w sta n iu  t e g o  z ja w isk a  sp rzy ja ło
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m o ż liw o ść  w yk onyw ania  w  «Igórytm l s  s z e r e g u  w yatępując-ych po a obi o m odyfikacji kierunku ruchu/ w  a -  

m ach w y z n a c ze n ia  Jerfnago w e które a prokay m a ją ceg o /. Z ja w isk o  to  so a to to  *  algorytm u wy elim inow ane na  

eta p ie  Jogo too iow anla  przez, w p row ad zen ia  d o  d z ia ła n ia  algorytm u i-o sa d y , z g o d n ie  g którą  b e z p o śr e d n io  

p o  o p era cji m odyfikacji kierunku ruchu n a s tęp u je  -w yzn aczen ia  k o ń ca  w e które r.p rcksy  m ującego.

M iedzy  algorytm am i 1 1 U Intnieją 1 Inna r ó ż n ic a , W s z c z e g ó ln o ś c i  k ażd y  z  n ic h  g e n e ru je , z  regu ły  

inn ą  łam aną, a  pon adto  algorytm  1 sk ła d a  łam aną na o g ó ł  z  w ię k sz o j  lic z b y  k r ó tsz y c h  odcinków .

W porów naniu  z  algorytm am i znany cni s  literatury, algorytm  5 J est podobny do algorytm u a p rok sym acji 

k rzy w y ch  2—sto p n ia  o p isa n e g o  w  [ ł ? ] .  W ykorzystu je  bow iem  tą  sam ą z a s a d ę  ś le d z e n ia  p rzeb ieg u  krzywej; 

'ru ch  od krzyw ej" o r a z  s z e r e g  "ruch w zd łu ż  k rzyw ej ”, a  pon adto  w y z n a c z a n ie  w a r to śc i funkcji Jo ko miary 

cd¡rigło¡Sci punktu od konturu. R ó żn ica  m iędzy tymi algorytm am i p o le g a  na m o ż liw o śc i w ykonyw ania  /w  o p isy ­

wanym  algorytm l a  i/ "ruchu od krzyw ej"  o ra z  "ruchów w zd łu ż  krzyw ej"  tak  w zd łu ż  obydw u w sp ó łrz ę d n y c h  

x  b ą d ź  y  Jak te ż  w zd łu ż  przek ątn ej o  ta k ż e  na m o ż liw o śc i m odyfikacji kierunku ru ch u  o kąt J 4 £>°/a n ie

0  t  90  ° / .  W r e z u lta c ie  g en ero w a n a  p r z e z  o p isy w a n y  algorytm  łam ana j e s t  b a rd z ie j  "gładka" gdy ż  sk ła d a  

s ię  z  m n ie jszej lic z b y  w ektorów , a d o k ła d n o ść  jej a p ro k sy m a cji J est w y ż s z a .

A lgorytm  U n ie  J e st  pod obn y d o  ż a d n e g o  z e  z n a n y c h  w  litera tu rze  ca łk o w iło lłcz b o w y ch  a lgo ty tm ów  

ap ro k sy m a cji p ła sk ic h  k r z y w y ch  a ig o b r a lc sn y ch .

R ysu n k i 4 .2  -  4 .1 5  Ilustrują k rzy w e  a lg e b r a ic z n e  r ó ż n y c h  sto p n i a p rok sym ow on a  no s ia tc e  k w adrato­

w ej z  modułem h  ~  1 mm z e  pom ocą  o p isa n y c h  algorytm ów  I i IŁ

4 .2 , O k reś len ie  k ierunku d a ls z y c h  b ad a ń

Istn ien ie  l  p o p ra w n o ść  d z ia łan ia  eaporop on c,van ych  a lgorytm ów  d y s k r e ty z a c j i k rzy w y ch  a lg e b r a ic z n y c h  

d o w o ln eg o  stop n ia  d o w o d zi, ż e  s to p ie ń  k rzyw ej n ie  J est p o d sta w o w ą  p r z e s z k o d ą  w  op ra co w a n iu  p o p ra w n e-  

g o  algorytm u d y a k ra ty za c ji, przynajm niej w  przypadk u  k r z y w y ch  p ła sk ic h  a lg e b r a ic z n y c h . C o w ię ce j , le tn ie -
t

ją  te o r e ty c z n e  p r z e s ła n k i d o  stw ie rd ze n ia , ż e  p o d o b n eg o  typu  algorytm y m ożna o p r a c o w a ć  n ie  ty lko  dla  

k rzy w y ch  m a ją cy ch  s k o ń c z o n a  rozw i n lę c la  p o tęg o w e , c le  w o g ó le  d la funkcji c ią g ły c h  /o d c in k i c ią g ły c h /. 

Jako g e n e ra ln ą  z a s a d ę  kon stru k cji ty c h  algorytm ów  n a le ż a ło b y  w y k o r z y s ta ć  r ó ż n e  z n a k i w a r to śc i funkcji 

p £x ,y )  w  punk tach  l e ż ą c y c h  p o  p r z ec iw n y c h  ntronac-h krzyw ej o r a z  m oduł ’w artości funkcji ja k o  m etrykę  

g e n e r a c y jn ą . Probiera k r o c ze n ia  w z d łu ż  krzyw ej m ożna r e a liz o w a ć , n ie  s to s u ją c  r o zw in ię ć  funkcji w  s z e ­

reg i p o tę g o w e . W artość fun kcji P ( x ,y j  w  punktach-w ęz& sch m ożna bow iem  w y z n a c z a ć  w p rost z  rów nania  

o g ó ln e g o  k rzy w ej, a  n ie k o n le c z n ió  za  p o m o c ą ' r o zw in ię ć  p o tęg o w y ch . Z ak ła d a ją c  r ó ź n tc z k o w a ln o ść  funkcji

1 c ią g ło ś ć  je j p o c h o d n y c h  o ra z  to , ż e  p o ch o d n e  I-rzęd u  n ie  s ą  r ó w n o c z e śn ie  rów ne z e r o , m ożna,

w  op a rc iu  o  n ie , w y z n a c z y ć  k ieru n ek  ru ch u  w zd łu ż  « ty c z n e j  d o  k rzy w ej, a  o b licz e n ia  w a r to śc i funkcji 

d o k o n y w a ć  w p ro st z  rów nania  o g ó ln e g o .

P o d sta w o w ą  w ad ą  o p isa n y c h  a lgorytm ów  j e s t  k o r ś e c c n o ś ć  operow ania  na b a r d z o  d u ty e h  lic z b a c h ,  

r o s n ą c y c h  /w  przypadk u  k r z y w y ch  a lg e b r a ic z n y c h / w raz z e  w zrostem  stop n ia  k rzy w ej 1 Ich  wym iarów  

g e o m etr y cz n y c h . W ynika s tą d  k o n ie c z n o ś ć  s to so w a n ia  /w  kom puterow ej r e a liz a c j i  algorytm ów / zm ien n o p rze­

c in k o w ej r e p re ze n ta c ji l ic z b , w n o sz ą c e j  / z e  sw o jej natury/ b łęd y  r e p re ze n ta c ji a w  k o n se k w en cji w ie lok rot­

n y c h  o b lic z e ń  -  ró w n ież  b łęd y  o b lic z e ń  1 za o k r ą g le ń . Z jaw isk o  to  a y lą z a n e  j e s t  z  p rzy jęc iem  z a  m etryką  

g e n e ra c y jn ą  m odułu w a r to śc i funkcji P ( x ,y )  w  w ę z ła c h  z  o to c ze n ia  k rzy w ej. M etryka to J est p r z y c z y n ą  

U czn y ch  n ie d o g o d n o śc i.  N a rzu ca  bow i em w  z a s a d z ie  w a rto ść  m odułu sia tk i, na którym  n a le ż y  p rzep row a—
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d z o ć  d y sk rety  z a c ję  . P rzy  d o s ta te c z n ie  dużym  m odule s ia tk i /w  s la tc o  rza d k iej/ m ogą  -wy step o w a 'i przy­

p ad k i " ześlizg iw a n ia "  s i ę  ruchów  ś le d z ą c y c h  z  k rzyw ej, tok jak to z a is tn ia ło  w p rzed sta w io n e j tu 

Im plem entacji.

Istn ieje  wl ę c  p o trzeb a  d a ls z y c h  b a d a ó  nad  algorytm am i, by d o p ro w a d z ić  Je do tak iej p o s ta c i, w któ­

rej m ożliw e b ę d z ie  d z ia ła n ie  Jedynie na k rótk ich  l ic z b a c h  sta ło p r z o c ln k o w y c h .

») b)

R y s .4 ,2 . A p ro k sy m a cja  s tro io ld y  (k rzy w a  J -stb p r iia ) na » ja tce  k -sp ó jn ej z  m odułem  h “ l  [mm]
algorytmu 1 ( a ) i II (b)

z a  p o m o cą

R y » .4 .3 . A p rok sym acja  l i ś c i a  K a rte z ju sz a  (k rzy w a  3—sto p n ia )  na s ia tc e  k -ep ó jn ej * modułem 1 [mm]
z a  p om o cą  algorytm u 1 ( o )  i II ( b )
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/

R y e . 4 .« .  A p r o k s y m a c j a  l e m n l o k o t y  B e m u l i l e s o  ( k r z y w o  4 - » t o p n l e ) r>s s i a t c e  k -* p < S ]n o j 
X m o d u ło m  h .  1 [mm] m  p o m o c ą  « lg o r y t m u  i ( f i ) I II ( b )

R y s .4 .5 . A p rok sym acja  ro d z in y  k r z y w y ch  6--topn>a na » lo tc e  k -ep ójn ej *  modułem h-X  [mm]
xo p om o cą  eJgorytm u I ( a )  i lt ( b )
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f lM G K p eT H 3 am ifi a n re d p a H H e c K H X  k p h b u x  H a O fln o p o aH U X  K B U A p aT iiu x

K -C B H 38H U X  CeTKHX

P e  a  10 m e

B nydjiHKapHH aHaJiH3Hpyeicn t . h .  ue;ioHHCJieHHue uhckp8th33uhh (annpoKCHuauiis?) ajiredp^mecKHX  
kphbux ocymecTBaeMue Ha K-cBH3aHux KBaapamux ceTKax. Ohh 3aKJi»<jaK>TCH b npHdJiHaceHHH kphbux 
psflou 'icmeK (ya;iOB ceTKH) HueioiuHx yejiORHCJieHHue KoopuHHaiu, b kotopou  pa3CTonnHe u esa y  oqepenHU- 
uh TO'iKauH pn^a HeorpaHHweHO CBepxy. 3 th  npHfijiHSieHHH He b h och t cucTeuaTHHeeKHx ohih<5ok. Caejiano 
od3op BHiepaTypu Kaca»ueHcH ueTOflOB w auropHTMOB pejioHHcseHHOil nHCKpeTHaaunn kphbux a Taicse 
ccHHTesnpoBaHo flBa HOBue anropHTua sHCKpeTMaapnH jibookhx ajiredpanuecKHx kphbux a-cseiieH H  Ha o a -  
HOpOflHUX, KBaiipaTHUX, K-CBH3aHHX ceTKax.

O ro B o p e H O  p e a y j iB T a T U  B H eap eH H R  a jiro p H T M O B  a a  u H H H K O u n B n ie p e  m e r a  4 0 0 n p K B 0 f lH  a e p T e K i i  R e T u o e x  

k p h b u x  ( 3 - ,  4 -  h  6 -C T e n e H H  B u n o n H e H H u e  RepTeixH UM  a B T o n a T o u  d i o i g r a f  i e i 2 )  c n n c K p e T H S H p o B a H H u x  

c n o M o u B  p a 3 p a (5 o T a H H U x  a a ro p H T M O B .

A j i r o p i iT u u  H a t o y T  n p H u e n e n K e  H e t o j ib k o  b  uaiaHH H O tt r p a $ H ic e  h  tiaiuHHHoM o d p a d O T K e  o d p a s o B  

h  H e p T e z e i i ,  h o  T a r a t e  h  b  u h $ p o b o m  y n p a B J ie H H ii $ p e 3 e p H u i ,u i  c T a H K a u n  ( h n p y rH M H  n p o a u u u ie H H u iiH  

n p o p e c c a M H )  h  T . n .

An algebralo ourvo dlsoretizatlon on k-connected homogeneous square
grids

I

A b s t r a o t

In this paper there have been ahalyeed methods of so called Integer algebraic ourve discre­
tizations (approximations) realized on k-conneoted square grids.

In all these methods ourvos are approximated by a sequence of points (nodes o f  a grid), 
coordinates of which are integers and distance between the adjacent points is noi limited in 
advance. Results are not ohargod with systematical errors.

The literature concerning methods and-algorithms of integer curve disorctization has been 
reviewed. Two new algorithms of 2D n-degree algebraic curve dlsoretizatlon on homogenous 
k-oonnected square grids have been synthesized. Results of on implementation of the algorithms 
on MERA 400 minicomputer on corresponding drawings of four curves (3-, 4- and 6-degree plotted 
on the DIGIGRAF 1612 plotter) have been disoussed.

These algorithms can be applied in computer graphics image and drawing processing, tool 
numerical oontrol (or other production proceses), ete.



V
• ' ■ V ' . '

M W Ê Ë m



Prace naukowo-badawcze instytutu Maszyn Matematycznych

0  pewnych problemach projektowania kompu­
terowych systemów graficznych 

Wojciech MOKRZYCKI

W w telu p ro te tycznych  e o o to so w a n lo c h  ko ta p u ie  row y c  h  sy s te m ó w  g ra ficzn y ch  Istn ieje  p otrzeb a  

p re z e n t ooj! d o ś ć  z ło żo n y c h  o b recćv rt w  k tórych  lic z b a  eJom nnłów j e s t  p o w y że j ty s ią c « : punkty, w ektory, 

zn a k i a lfan u m ery czn e  i  s p e c ja ln e , S ą  to  c z ę s t o  o b ra zy  d y n a m iczn e , w y s tęp u ją c e  np . w g ro fio a n y ch  n y s  te -
' ł

m ach w sp o m a g a n ie  projektow ania  In ży n ie r sk ie g o , W ay«teir .«ch  ty ch  s ą  s to s o w a n e  -  Jako u r z ą d z en ia  obra­

zo w a n ia  t g r a fic z n e g o  w sp ó łd z ia ła n ia  op eratora  z  sy stem em  — m onitory g r a fic zn e  z  c ią g ły m  odnow ien iem  

o b ra zu . C ią g ło ś ć  talca o z n a c z a ,  ż e  tzw . kod  kadru /program  w y św ie tla n e g o  o b ra zu  z a p isa n y  w  p o s ta c i  

c ią g u  in stru k cji monitora g r a f ic z n e g o / m usi b y ś  w  ca ły m  c z a s i e  p r e z e n ta c ji  ob ra zu  c y k iic z n ie  /*  c z ę s t o ­

t liw o śc ią  ok. 5 0  H z I p rzetw o rzo n y  p r z e z  monitor. P o n ad to  p rezen to w a n ie  o b ra zó w  d y n a m iczn y ch  wy ma g;.-

-  r ó w n ież  w  c z a s i e  Jednego  kadru -  zm ia n y  tr e ś c i  o b ra zu  i tra n sm isję  te g o  ob razu  d o  m onitora. Z tych  

w z g lęd ó w  obrazom  b a rd z iej z ło żo n y m  n ie  d o je  s i ę  z a p e w n ić  dynam iki o p iera ją c  s i ę  no . a*mym oprogra­

m owaniu. Z a c h o d z i zatem  k o n ie c z n o ś ć  r e a liz a c j i w  m onitorze graficzn ym  p ew n y ch  funkcji sy s te m u  /rea lizo w a ­

n y c h  w  p r o sty c h  sy s te m a c h  g r a fic z n y c h  aa  p om o cą  oprogram ow ani«/ w  s p o s ó b  uk ład ow y, np, g en ero w a n ie  

z n a k ó w  sp e c ja ln y c h  I n ie k tó r y ch  c z ę s t o  u ż y w a n y ch  k rzy w y ch . M onitor s ta je  s i ę  w ó w c z a s  u rzą d zen iem  

z ło żo n y m  1 kosztow n ym . M ożno g o  z a l ic z y ć  r a c z e j  d o  m ałych  kom puterów  n iż  d o  ro zb u d o w a n y ch  k an ałów  

p r z e s y ło w y c h . W projektow aniu  ta k ie g o  sy s tem u  n a le ż y  r o z w a ż y ć  n a s tę p u ją c e  problem y:

-  s to p ie ń  f lc y c z n e j  s e p a r a c ji  m ięd zy  monitorem 1 kom puterem

-  n ie z b ę d n ą  m oc o b licz e n io w ą , Jaką pow in ien  m ieć monitor g ra ficzn y .

U m ie sz c z a n ie  m onitora w  p ob liżu  kom putera um ożliw ia w y k o rz y sta n i#  je g o  p a m ięci o p era cy jn ej  

d o  odn aw i a  n ie  o b ra zu . S to ję  s i ę  w i ę c  m ożliw e k o r z y s ta n ie  /d la  c e ló w  odnaw iania  o b ra zu / s  b lok ów  pam ię­

c i,  w  k tórych  inform acja g r a fic zn a  J e st  p rzy g o to w y w a n a . NI® ma w ó w c z a s  p o trzeb y  przesy łan ie

jej d o  lo k a ln ej p a m ięci m onitora. T o g o  typu s p r z ę ż e n ie  kom puter -  m onitor w  kom unikacji sy s te m  -  operator  

J ost w y g o d n ie jsz a . Z ap ew n ia  o n o  bow iem  e la s t y c z n o ś ć  i  p ro sto tę  stero w a n ia  danym i graficzn ym i. J e ż e li  jed ­

n a k  m onitor Jost z b y t  z w ią za n y  z  kom puterem , to  w sp ó łza w o d n ic tw o  o  d o s tę p  d o  pam ięci, jok  i w ym aganie  

m onitora o d n o śn ie  w sp ó łp r a cy  z  kom puterem  m o g ą  o b n iży ć  e fe k ty w n o ść  zarów n o  je g o  Jok 1 m enitora. J e ż e li  

jed n a k  kom puter p racu je  z  "podziałem  c z a s u "  a  m onitor m oro w  tym c z a s i e  zm ien ia ć  inform ację w pam ięci, 

to is tn ie je  n ie b e z p ie c z e ń s tw o  z n is z c z e n ia  ty ch  program ów . Z ty c h  w ła śn ie  w zg lęd ó w  is tn ie ją  przestan k i d o  

o d łą c za n ia  m onitora od  kom putera p r a c u ją c eg o  z  "podziałem  c z a s u "  i  w y p o sa ż e n ia  g o  w  p am ięć  lok a ln ą , p r z e ­

z n a c z o n ą  do pam iętania kodu kadru . J e ś li  m onitor ma b y ć  u m ie sz c z o n y  w  d u że j o d le g ło ś c i  od  kom putera, to  

w ym agania o d n o śn ie  tak iej pam ięci s ą  Id en ty czn e . P ow oduje to  jed n a k  Isto tn ą  ro zb u d o w ę sy s tem u , p o c ią g a ją c  

za  s o b ą  z n a c z n a  z w ię k s z e n ie  k o s z tó w  w yk on an ia . P o n a d to  kom plikuje s i ę  ró w n ież  problem  kom unikacji mię­

d z y  kom puterom  1 m onitorem , s z c z e g ó ln ie  w  p rzypadk u , gd y  od d alony  m onitor ma m ałą  m oc o b lic z e n io wą.
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a w yśw ietlan y  o b raz  sto su n k o w o  c s ę c t o  n ią  z m ie n ia , W tym przypadk u  w ym agano j e s t  a z y b k lo  o p racow yw a­

n ie  z ło ż o n y c h  funkcji kom u n ik acyjn ych , % ty o h  to i  w a g lą d ćw  lop ezym  rozw ią za n io m  Jest u m ie sz c z e n ia  m onl- 

Łore w pob liżu  kom putera, tok  a b y  roójił on  k o r z y s ta ć  /d la  c e ló w  odn aw ian ia  ob razu / z  pam ięci o p era cy jn ej, 

ChoisMsś atw arso  to problem y w  sy s te m a c h  3 "pod? lałam  o  za  n u ” tym n ie  mniej w yd aje  s i ę ,  ż e  u z y s k a n e  

k o r z y śc i  u z a sa d n ia ją  tak ie  w ła ś n ie  ro zw ią z a n i«  ty c h  problem ów . M onitor z  w io sn ą  pom ięcia  ma Istotne  

*nsdy, m ożna Je p rzy ją ć  ty lko w ted y , gdy zm u sza  n aa  d o  ta g o  z a p e w n ie n ie  s z e r o k ie g o  pasm a łą c z ,

V'robIem m ocy o b licz e n io w e j monitora w y stęp u je  w  p rzy p a d k u , gdy znojdujo  s i ę  on  w  d u że j o d le g ło ś c i  

od  kompufctro. J e ż e li  jed n a k  przew idujem y je d y n ie  w y św ie tla n ie  praw ie e ta ty c z n o g o  o b ra zu , a  ponadto m ożna  

d o p u ś c ić  /s to su n k o w o / d łu g ie  o p ó źn ien ia  w  kom unllcacjl u żytk ow n ik  -  sy o to m , to  n ie  ma w ó w c z a s  potrzeb y  

w łą cza n ia  do m onitora u n iw ersa ln e j m ocy o b licz e n io w e j. M oc ta p otrzeb n a  j e s t  w  p rzy p a i i, gdy przew iduje  

s i ę  w y św ie tla n ie  d y n a m iczn y ch  o b r a z ó w  1 s z y b k ie  o p ra co w y w a n ie  z ło ż o n y c h  funkcji kom u n ik acyjn ych . Wów­

c z a s  problem em  Jest, c z y  w ł ą c z y ć  m oc o b lic z e n io w ą  w  m onitor, c z y  te ż  w y k o n a ć  w  k om p uterze sp ec ja ln y  

k a n a ł dla n ie g o , Z a le ż y  to  od  typu 1 z ło ż o n o ś c i  z a d a ń  d o  r e a liz a c j i  k tó iy c h  sy s te m  J est projek tow an y. N a­

le ż y  tu w y ró żn ić  n a s tę p u ją c e  m o ż liw o śc i!

5U m onitor m usi g e n e r o w a ć  o b ra zy  na p o d staw i o  pew n ej w ew n ętrzn ej r ep re ze n ta c j i d a n y ch , k tó n  m oże

w ym agać w ie lo k ro tn eg o  w yw oływ ania  podprogram ów ;

2, m onitor m o że  tw o rzy ć  ob ra zy  lub Ich  e lem en ty  na p o d sta w ie  o b licz a ń , a rJa na p o d sta w ie  Ich  s ta ty c z ­

n e g o  p rzed sta w ien ia  w  p am ięci, bow i em  w ie lo  e lem en tów  /np, ś le d z e n ie  p ióra św ie t ln e g o , s ło ik i punkto­

w a, punkty p rzy p a d k o w e / m ożna łatw o o p isy w a ć  za  p o m o cą  p ro ced u r  g e n e r a c y jn y c h  n iż  p r z e z  w y licz a ­

n ie  ic h  elem entów ;

3» m onitor m oże  m leć  m o ż liw o ść  b e z p o śr e d h le g o  sp r z ę ż e n ia  zw ro tn eg o  z  użytkow nikiem  lub ob słu g iw a n ia

p r o sty c h  z d a r z e ń  /funk cji/ k om u nikacyjnych  Jak r e d a g o w a n ie  lub ś le d z e n ie  pióra św ie tln eg o ;

4 , m onitor m oże  tw o r zy ć  r e p r e z e n ta c ję  w y św i e łla n e g o  ob ra zu  na p o d sta w ie  d a n y c h  w y ż s z e g o  r zęd u  w z ię ­

ty ch  z  program u u ży tk o w eg o ; pow oduje to  k o n ie c z n o ś ć  w łą c z e n ia  p r o c ed u r  o b lic z e n io w y c h  dla obro­

tów, sk a lo w a n ia , tr a n sla c ji, g en ero w a n ia  k r z y w y ch  1 In nych , o  Ile  n ie  s ą  o n e  w y k o n y w a n e  p r z e z  uk łady  

e lek tro n l c z n e  m onitora.

W p rzy p a d k u  1, gdy m onitor g e n e tu je  o b r a z y  n a  b a z io  pew n ej w ew n ętrzn ej r e p r e z e n ta c ji  d a n y ch , to  

m usi o n  in terp retow ać stru k tu rę  d a n y c h  z  p a m ięc i. P o ż ą d a n a  J e st  n ato m ia st w yelim inow anie  w tó rn eg o  pak ietu  

d o  w y św ie tla n ia , g e n e ro w a n eg o  z w y k le  na p o d sta w ie  d a n y c h  w y ż s z e g o  r zę d u . Im b a rd z ie j  z ło ż o n e  struktury  

m onitor m oże  p r z e tw a r z a ć , tym b liże j Jesteśm y  p o s ta w io n e g o  c e lu . T ym  niem niej d la z w ię k s z e n ia  s z y b k o ś ­

c i  g e n e r a c ji  o b ra zu  c e lo w e  j e s t  ś le d z e n ie  ty c h  struk tur ł  w y k o n y w a n ie  r o z k a z ó w  w y św ietla n ia  u m ie sz c z o n y c h  

w  ty c h  struk turach . N ie  j e s t  na to ml o s i  c e lo w e  d a w a n i«  m onitorowi u n iw er sa ln e j m ocy o b licz e n io w e j Jedynie  

dla in terp reta cji ta k ich  struktur.

W p rzy p a d k a ch  2  o r a z  3  tj. w ó w c z a s , gd y  m onitor tw orzy- o b r a z y  z a  p o m o cą  p r o c ed u r  g e n e r a c y jn y c h  

fctb gdy ma on  b e z p o śr e d n ie  s p r z ę ż e n ie  zw rotn e  z  użytkow nik iem , to  n ie  j e s t  isto tn o  sk ą d  m oc to p o c h o d z i.  

Istotne j o s t  ty lk o , ab y  b y ła  ono d o s tęp n a  na k a ż d a  ż ą d a n ie . M ożn a p r z e w id z ie ć  b ą d ź  w y s o k i priorytet 

p rzerw ania  w  k o m p u terze, r y z y k u ją c  o b n iż e n ie  s i ę  vró c z a s  Jego  e fe k ty w n o śc i łub t e ż  z a in s ta lo w a ć  n ie z b ę d ­

n ą  m oc o b lic z e n io w ą  w  m onitorze,

W p rzyp ad k u  4 , tw o rzen ie  rep re ze n ta c ji w y św ie t la n e g o  o b ra zu  na p o d sta w ie  d a n y c h  w y ż s z e g o  r zęd u
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wBÍqtych z  program u u żytk ow o g o  nlo pow inno b y ć  rea lizo w a n e  w  m onitorze. M onitor povdnier. b y ć  un cĄ ds»- 

nlom  B pocjalłzow anym , m ającym  »o s a d sn lo  w y AM. «cti&Ris o fc -a m  na p o d sta w ia  o d e* y  ta n y ch  z  pom ięci d an ych . 

Struktura d a n y ch  u ż y te c s n e  d ía  m anipulacji no  w ysok im  p o ziom ie  p rzed sta w i«  obiekty a b stra k cy jn ie  i pe« ia~  

da Jako param etry d a n e  n u m ery czn e  n ie z b ę d n e  przy g e n e r a c ji p o s z c z e g ó ln y c h  obrazów . M onitor pow inien  

b y ć  zd o ln y  d o  diod z e n ie  ta k ich  struk tur b e z p o śr e d n io , le c z  b o z  g e n e r a c ji w tórnych  pak ietów  d o  w yśw ietla ­

nia inform acji z a w a rty ch  w  ty ch  struk turach . G en er a c ja  ic h  pow inna b y ć  rea lizo w a n a  w  kom puterze.

U n iw e r sa ln a  m oc o b licz e n io w a , n ie z a le ż n ie  od c e iu  Jakiemu ma s łu ż y ć ,  pow inna p o c h o d z ić  z  oyctem u  

c en tra ln e g o . J e ż e li  j e e t  ona n ie d o s ta te c z n a , to . cystern  a  n ie  m onitor wym aga jej z w ię k sz o n la .

O b ecn ie  k ieru n ek  rozw ojow y sy s tem ó w  g r a fic z n y c h  Jeet taki, 4 e  mat* sa m o d z ie ln e  kom putery z a stęp o ­

w an e -Jt\ p r z e z  s p e c ja liz o w a n e , k tóre m ajq p r o c e so r y  g r a fic zn e  d o łą c z a n e  b e sp o ó r e d n io  d o  s z y b k ie g o  

u n iw er sa ln e g o  kom putera, o  z n a c sn o j  m o ż liw o śc i p rzetw a rza n ia . -
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Rozwiązywanie niesymetrycznych i rozrzedzo­
nych układów równań liniowych

Adam FAUDROWICZ

W stęp

N a jc z ę ś c ie j  rozw iązyw anym i ro zrzed zo n y m i uk ładam i równań lin io w y c h  a ą  t a k i e  u k ła d y , k tó ry o h  
m a c ie rz e  w spółczynników  eą  a lb o  sy m e try c z n e , a lb o  p rz y n a jm n ie j uporządkow ane. Mogą to  być m acie­
r z e  pasmowe, b lo k o w e, p seu d o sy m etry ezn e  i  i n .  W p ra c a c h  [ i ] ,£ 2] , [ 5] , [ 9] 1[do] o p isa n o  w ie le  wys­
p e c ja liz o w a n y c h  m etod ro zw ią zy w an ia  tak ich  układów. N in ie j s z a  p r a c a  d o ty c z y  ro zw iązy w an ia  układów  
rów nań , k tó ry o h  m a c io rze  w spółczynników  n ie  m ają  żadnyoh cech  r e g u la r n o ś c i .  M ao ierze  t a k ie  wys­
t ę p u ją  p rz y  ro zw iązy w an iu  układów  równań K ir o h o f f a  ( e l e k t r o n i k a ,  e n e rg e ty k a )  p rz y  z a g a d n ie n ia c h  
przepływ ów  m lęd zy g a łęz io w y ch  (ekonom ia) o ra z  p rz y  rozy jiązyw an iu  układów  równań n ie l in io w y o h  me­
to d ą  Newtona [ b ] .

M etoda e l i m i n a c j i  G aussa

R ozw iązan ie  u k ła d u  równań lin i.ow yoh
Ax=b (1 )

m etodą e l im in a c j i  G aussa p o le g a  n a  z n a le z ie n iu  t a k i e j  m a c ie rz y  L z samymi ze ram i nad p rz e k ą tn ą
( lo w e r  t r i a n g l e )  aby j e j  i lo c z y n  z m a o ie rz ą  w spółczynników  A daw ał w wyniku m ao ie rz  t r ó j k ą t n ą
g ó rn ą  (u p p a r  t r i a n g l e )  U z samymi ze ram i pod p r z e k ą tn ą  i  jedynkam i n a  p r z e k ą tn e j .

Mnożąo rów nan ie  (1 ) le w o s tro n n ie  p rz e z  L , o trzym ujem y:
U x  = b1 (2)

g d z ie  b1 3 L b .

Widać w ię c , że ro zw iązy w an ie  u k ła d u  równań lin io w y o h  m etodą e l im in a c j i  G aussa s k ła d a  s i ę
z dwóch etapów :

«  z n a le z ie n ie  m a c ie rz y  L -  tz w . p r z e b ie g  p r o s ty  
•  ro z w ią z a n ie  u k ła d u ( 2 ) -  tz w . p r z e b ie g  odw rotny

J e ż e l i  p ro b lem  rachunkowy wymaga w ie lo k ro tn e g o  ro zw iązy w an ia  u k ła d u  (£ )  p rz y  z m ie n ia ją c e j  s i ę  
je d y n ie  ko lum nie  praw ych s t r o n  b ,  w a rto  r a z  o b lic z o n e  m ao ie rze  L i  U z a p am ię tać  i  używać w ie lo ­
k r o t n i e .  Z ajm uje to  w praw dzie pam ięć k o m p u te ra , a l e  z n a c z n ie  s k r a c a  o zas wykonywania o b l ic z e ń .  
Gdy p rz y  każdym nowym p rzy p ad k u  ro zw iązy w an ia  u k ła d u  (1)  zm ien ia  s i ę  m a c ie rz  A ( s y tu a o ja  ta k a  
w y stę p u je  n p . p rz y  ro zw iązy w an iu  równań n ie l in io w y c h  m etodą N ew tona), zapam iętyw an ie  m ao ierzy  I> 
j e s t  zb ęd n e . Można j e j  naw et w o g ó le  n ie  o b l i c z a ć ,  l e o s  k ro k  po k ro k u  p r z e k s z ta łc a ć  m a o ie rz  A 
w m a c ie rz  tJ, o b l i c z a j ą c  je d n o o z e ś n ie  s e k to r  wyrazów w olnych b 1 . T ak i j e s t  w ła ś n ie  a lg o iy tm  p ro ­
gramu opisyw anego w tym o p rac o w a n iu .

Poniew aż m etoda e l im in a c j i  G aussa  j e s t  d o ść  rozpow szechnionym  sposobem  ro zw iązy w an ia  równań 
lin io w y c h  [ i ]  , [ 2] , [8 ]  , [ l i ] ,  szczegó łow o  p rz e d s ta w io n o  ty lk o  dwa z a g a d n ie n ia  o h a ra k te ry a ty o z n e  
w opisywanym p ro g ra m ie : w ybór e lem e n tu  głów nego o ra z  sposób  z a p a m ię ta n ia  m a c ie rz y  rozrzedzonej.
W za k o ń cz en iu  o p isa n o  w yn ik i d z i a ł a n i a  p rog ram u .

Wybór e lem en tu  głów nego

N a jp ro s tsz y m  sposobem  wyboru e lem e n tu  głów nego j e s t  p o sz u k iw an ie  n a jw ię k sz e g o  co do modułu
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d o k ła d n o ść  d y sk r e ty z a c jl  Jsat o k r e ś lo n a  d o k ła d n o ś c ią  w y z n a c za n ia  plorw ioaiko k w adratow ego z  1 Jasi 

nło g o re  z a  n iż  Jedno Jedn ostk a , P rz ed sta w i ony algorytm  m oże  Jednak d y s k r e ty s o w a ć  , Jedyni« okręgu

O ryginalną m etodą c a łk o w i ¡« liczb o w ej d y a k r e iy se a jl  o k ręg u  za p ro p o n o w a ł F .D e n e r t w  p racy  [* j  * 19 7 3

r. Punktom  w y jśc ia  w  taj m etod zie  J est s p o s tr z e ż e n ia ,  ż e  Is tn ieje  ca łk ow ito llczb ow a ro zw ią z a n ie  równania  
2 2 2o k ręg u  x  +y - R  . T rzy  lic z b y  Xj,Vj,R j s p e łn ia ją c e  to rów n an ie  s ą  z w a n e  trójką P ita g o r a sa . Jedna taka 

trójka d o s ta r c z a  ośm iu  punktów  na o k r ę g u , które łą c z n io  z  czterem a  punktami na obu  o s ia c h  d a ją  12  

punktów  a p r o k sy m u ją cy ch  o k rąg . P o n iew a ż  je d n a k  trójki P ita g o r a sa  Istn ieją  Jedynie d la n ie lic z n y c h  o k ręg ó w  

s  prom ieniem  ca łk o w ito llczb o w y m , a  ap ro k sy m a cja  dw una o tob oka mi Jest n le w y st  a r c z a ją c a , z w ła s z c z a  d la  

w ię k sz y c h  o k ręg ó w , wi ę o  w  tym w ypadku w y z n a c z a  s i ę  r ó w n ież  trójki d la o k r ę g ó w  o  prom ien iach  mniej­

s z y c h .  P r z e z  punkty te  I ś r o d e k  o k ręg u  p ro w a d zi s i ę  lin ia  a ż  d o  p r z e c ię c ia  z  okręgiem  zadanym . P r z e ­

m ie s z c z a ją c  o lę  w zd łu ż  ty ch  linii w g  p o d a n e g o  algorytm u /w yk on u jąc  o d p ow ied n ią  l ic z b ę  ruchów  w zd łu ż  

o s i  x ,y  o ra z  w z d łu ż  p rzo k ą tn ej/ o s ią g a  a lę  d od atk ow e punkty w  pobUżu ok ręg u  z a d a n e g o .

M etodo D en erta  J est d o ś ć  z ło ż o n a . S z c z e g ó ln ie  z ło ż o n e  j e s t  w y z n a c z a n ie  d o d a tk o w y ch  punktów na 

ok ręg u . P o z a  tym u ży w a  a lę  d z ie le n ia  c e łk o w ito ilcz b o w e g o , k tóre , c o  prawda n ie  w pływ a na d o k ła d n o ść
i

d y sk r e ty z a c jl, a le  Jest o p e r a c ją  s to su n k o w o  z ło ż o n ą  /d ługotrw ałą /. P o z a  tym p o d z ia ł kątow y dok onyw any  

p r z e z  w y z n a c z o n e  na o k ręg u  punkty J est ek strem a ln ie  n ieró w n y , c o  pow oduje d u żo  b łędy  d y sk r e ty z a c ji  

/r z ę d u  kilku Jed n o stek /. W su m ie  m etodo ta Joat m ało a trakcyjn a  z e  w zg lęd u  no Jej z ło ż o n o ś ć ,  m ałą dok ład ­

n o ś ć  o r a z  na brak  u n iw e r sa ln o ś c i -  d o ty c z y  Jedynie  d y s k r e ty z a c j l  ok ręgów .

P o w y ż sz y  algorytm  D enerta  u le p s z a  M.L.V. F ittaw ay w  pu blikacji [^ ] z  1 9 7 4  r. P rop onuje on  mia­

n o w ic ie , a b y  k o le jn e  punkty a p ro k sy m u ją ce  o k rą g  były  w y b iera n e  w g  c ią g u  [ ( R~ 0  "*• NC (2 l2 R - l 4 Jj 2 

/^ C  -  n a jb liż sz a  lic z b a  ca łk o w i to, R -  prom ień okręgu , 1 -  num er k o le jn eg o  punktu/. P o stę p u ją c  tak otrzym u­

je  s i ę  c a łk o w ito lic zb o w ą  a p ro k sy m a cję  o k ręg u  odcinkam i lin ii p ro ste j o  mniej w ię c e j  jed n ak ow ej d łu g o śc i.  

L iczba o d c in k ó w  a p r o k sy m u ją c y ch  j e s t  proporcjonalno  d o  Vr  .

O statni a lgorytm  ma, w porów naniu  z  algorytm om  D en erta , n a s tęp u ją c ą  p rz ew a g ę : punkty a p ro k sy  mują- 

c e  o k rą g  r o z ło ż o n e  s ą  na nim rów nom iern ie . L iczba ty ch  punktów  Jest /d la w ię k s z y c h  okręgów / z n a c z n ie  

m n iejsza  n iż  w  a lgorytm ie D enerta  -  p rzy  z a ch o w a n iu  tej sam ej d o k ła d n o śc i a p ro k sy m a cji, z ło ż o n o ś ć  obli­

c ze n io w a  algorytm u j e s t  taka sam a ja k  i algorytm u D en erta . W su m ie  Jednak algorytm  jo a t s to su n k o w o  z ło ż o ­

ny, w ym aga bow iem  o p r ó c z  sum ow ania  r ó w n ież  p o tęg o w a n ie  o r a z  p ierw iastk ow an ia  lic z b .

Z a sa d n ic z o  o d m ie n n ą  m etodę od d o ty c h c z a s o w y c h  ca łk o w i to łlc zb o w y c h  m etod d y sk r e ty z a c jl  k rzy w y ch  

p rzed sta w ia  G .M .C halkln w  [ i ]  z  1 9 7 4  r. W tej m etod zie  n iezarakn lętą  k rzy w ą  b e z  punktów  p r z e g ię c ia  

za d a je  s i ę  cz terem a  ca łk ow ito llczb ow ym l punktam i P I ,  P 2 , P 3 i P 4  w ybranym i w  n a s tę p u jm y  sp o só b :  

punkty P l  1 P 4 s ą  od p o w ied n io  punktem  początkow ym  I końcow ym  krzyw ej. P r z e z  punkty te p row ad zi a ię  

sty  c z n e  d o  k rzyw ej L 12 i L34; punkty P 2  1 P 3  sta n o w ią  punkty p r z ec in a n ia  s i ę  Unii L12 i L34 z  lin ią  

L23 p o p ro w a d zo n ą  w  ton s p o s ó b ,  ż e  J est on a  s ty c z n a  d o  k rzy w ej, a punkt s t y c z n o ś c i  d z ie li  o d c in ek  L23 

na p o ło w ę . A lgorytm  g e n e r a c j i  k rzyw ej d z ia ło  n a stęp u ją co : znajduje s i ę  śr o d k i o d c in k ó w  L12 I L23j now ym  

punktem  P 4  s ta je  s i ę  punkt środ k ow y odcink a  L23 /punkt s t y c z n o ś c i  z  krzyw ą/:

P 4  : (P 2 + P 3 )

Nowym  punktem  P 2  J est śr o d e k  odcin k a  L12, a now ym  punktem P 3  j e s t  ś r o d e k  odcinka w y z n a c zo n eg o  

p r z e z  p o p rzed n i punkt P 2  i punkt s t y c z n o ś c i  Unii L23 z  k rzy w ą  /c z y l i  now y punkt F 4 /:
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P3j -  ~  (P 2 + P 4 )

P2: -  i  . (P 2 + P a )  .

P r z e d  w y z n a c ze n io m  n o w y ch  punktów  P 2 . PZ  i  P 4  p o p rzed n ie  w sp ó łrz ę d n e  punktów  P 2  1 P 4  zapam iętu je  

s i ę  w  sp ec ja ln y m , sp y ch a n y m  d o  ty lu  s t o s ie ,  Z k o le i znajdu je s i ę  śro d k i now o  w y z n a c z o n y c h  o d c in k ó w  L I2 

i  L23 o r a z  w y z n a c z a  a lę  n o w e  punkty ko lejno: P 4 , P 3 , P 2 , id e n ty c z n ie  Jak za  p ierw szy m  razom . O p erację  

tę  p ow tarza  s i ę  tak  d łu g o  a i  o d le g ło ś ć  pom iędzy  są s ie d n im i punktam i P I ,  P 2 .P 3  1 P 4 s ta je  s i ę  n ie  w ię k sz a  

od z a d a n e j . W ó w cza s to  łą c z y  s i ę  k o lejn o  z e  s o b ą  punkty: P I ,  P 2 , P 3  1 P 4 , a punkt P 4  s ta je  s i ę  nowym  

punktem  P I;  o sta tn io  u m ie s z c z o n e  w  c io c ie  punkty P 2  i  P 4  pob iera  s i ę  ja k o  aktualno 1 c y k l p o d z ia łu  odcin­

ków , łą c z e n ia  Ich  śr o d k ó w  o ra z  bp row dzan io  o d le g ło ś c i  p om iędzy  są s ie d n im i punktam i p ow tarza  s i ę  a i  d o  

o s ią g n ię c ia  punktu P 4  z a d a n e g o  p ierw otn ie.

A lgorytm  C haik ina J est s to su n k o w o  p ro sty . U ży w a n o  s ą  bow iem  ty lk o  o p e r a c je  su m ow ania  lic z b  c a łk o ­

w itych , d z ie le n ia  p r z e z  Z o r a z  porów n yw ania  l ic z b . D o  tw o rzen ia  s t o s u  is tn ie je  Jednak p o trzeb a  u ży w a n ia  

p am ięci, której p o jem n o ść  z a le ż y  od  rozm iarów  g e n e ro w a n ej k rzy w ej. D la po la  ob ra zo w a n ia  1 0 2 4 x 1 0 2 4  

je d n o s te k  e ą  w ym agan e c z te r y  d z ie a ię c ic s ło w o w e  s t o s y .  P r ę d k o ść  g e n e r a c j i  j e s t  zm ienna i  ma c h a ra k ter  

siara s ta ją c y . No p o c z ą tk u  g e n e r a c j i  w ym agana J est w ię k sz a  l ic z b a  p o d zia łó w . W tr a k c ie  g e n e r a c j i  w y k o r z y s ­

tuje c ię  te punkty z e  s t o s u ,  k tóre  w y z n a c z o n o  w  p o p rzed n ich  c y k la c h  g e n e r a c ji. D o  w y z n a c z a n ia  n  punk­

tów  w y m a g a n y ch  j e s t  n  itera cji. Is to tn ą  z a le tą  algorytm u j e s t  to , 4 «  d o je  s i ę  o n  łatw o r o z s z e r z y ć  n a  k rzy w e  

trójw ym iarow o. A u tor a lgorytm u n ie  p od aje  je d n a k  ż a d n y c h  d a n y ch  na tem at d o k ła d n o ś c i g e n e r a c j i  k rzy w ej. 

S ą d z ić  jed n a k  n a le ż y , ż e  n ie  j e s t  on a  z b y t  w y so k a  /b łęd y  r zę d u  k iik u -k ilk u n astu  J ed n ostek /.

U .F .R iotion io ld  w  [ g] /1 9 7 5  r ./ u le p s z a  a lgorytm  C h olk in ó  s  j^4j /1 9 7 4  r./ d o  p o s ta c i ,  w  której m oże  

on  g e n e r o w a ć  r ó w n ież  k rzy w e  zam knięte. W ykazuje  pon ad to , ź o  k rzy w e  g o n ero w a n a  p r z e z  ten  algorytm  s ą  

p aram etryczn ym i krzyw ym i B-giętkirol /B -sp iln e /  2 -s to p n la . P o z o s ta je  jed n a k  nlerozw .Iązany  problem  d o k ła d n o ś­

c i  g e n e r a c j i  zd e fin io w a n y ch  w  pod obn y s p o s ó b  k rzy w y ch .

V.V,Athani w  [ 5]  /1 9 7 5  r./, a n o s tę p n ie  R .A , E a m s h a w  w  [ l 6 ] / l 9 8 0  r ^ ,r o z w ija ją  algorytm  g e n e r a c ji  

p ro ste j oparty na m etod zie  8 -k ie ru n k o w y ch  e le m en ta rn y ch  p r z e m ie s z c z e ń  /m etod ę  a p r o k sy m a cji na 8-spóJnoJ  

jed n o ro d n ej s ia t c e  kw adratow ej/ wprow adzają*: 8  d o d a tk o w y ch  k ieru nk ów  ruchów . G e n e r a c ję  p ro ste j  z a  pom o­

c ą  te g o  algorytm u u z y sk u je  s i ę  w yk on u jąc  e lem en ta rn e  m c h y  d o  J ed n ego  z  s z e s n a s t u  n a jb liż sz y c h  w ę z łó w  

/a p ro k sy m a cjo  na 1 6 -sp ó jn e j s ia t c e / .  R e la c je  o k r e ś la ją c e  te  ruchy w y k o rz y stu ją  z a le ż n o ś ć  m ięd zy  znakam i 

1 w ie lk o ś c ią  ilo r a z u  w a r to śc i A x ,  A y  -  rzu tó w  g e n e r o w a n e g o  o d cin k a  p r o ste j . O d le g ło ść  m ięd zy  kolejnym i 

w ęzłam i c ią g u  a p rok ey  m u ją ceg o  m oże  w łęo  p r z y b ie r a ć  trzy  r ó ż n e  w a r to śc i:  1 , V̂ 2 o r a z  \/5 .

P o w y ż s z y  algorytm  op ra co w a n y  z o s t a ł  d o  z a s to s o w a ń  w  p isa k a c h  x y .  M o że  b y ć  Jednak s to so w a n y  

ró w n ież  w  in n y ch  u r z ą d z e n ia c h  o b ra zo w a n ie  c z y  ste ro w a n ia , d z ia ła ją c y c h  na p ła s z c z y ź n ie  /w  p r z e s tr z e n i/  

d y sk r e tn e j. W porów naniu  z e  sw o im  p ierw ow zorem  p o zw a la  on a p ro k sy m o w a ć  p r o ste  z a  p o m o cą  m niejszej 

lic z b y  p r z e m ie s z c z e ń  o r a z  z  m niejszym  o  p o ło w ę  sz c z y to w y m  od ch y len io m  |8 j  ^  ^  1 c h o c ia ż  wym aga

d ok on an ia  zm ian k o n stru k cy jn y ch  w p lo tera ch , to je d n a k  u z y s k a n e  e fek ty  w  s z y b k o ś c i  I d o k ła d n o ś c i pracy  

plotera w p e łn i rek o m p en su ją  w y n ik a ją ce  z  ty ch  zm ian n ie d o g o d n o śc i.

A lgorytm  d o ty czy  jed n a k  ty lko d y a k re ty z a c ji p roste j.

W publikacji f tij z  1 9 7 5  r. Horn o p isu je  m etod ę w ielom ianow ej c a łk o  w ite lic z b o w e j ap ro k sy m a cji



W yniki

H apisany  w Języ k a  program  p rz e te s to w a n o  na m in ikom puterze PDP-15 , ro z w ią z u ją c  tr z y
u k ład y  rów nań. W sp ó łozynn ik i m ao lerzy  A m ie ś c i ły  s i ę  w g ra n io a c h  ¿ 0 ,0 1  t  ¿1 0 0 . W yniki te s tó w  
p rz e d s ta w io n o  w t a b a l i  1 .

n 49

L ic z b a  
zm iennych H

Początkow a 
l i c z b a  e l e ­
mentów 
n ieze ro w y ch

Czas
p rac y

s

B łąd  ro z w ią z a n ia

7 25 5-*10“ 5 8 .1 0 " 7

20 89 3 7*10-7  5 -10 -7

50 295 47 5 .1 0 “7 4 -1 0 -6

W kolum nie p ie rw s z e j  podano rz ą d  z a d a n ia .  W kolum nie d r u g ie j  podano w ejściow ą l i c z b ę  elem entów 
c ięż a ro w y c h  ( łą c z n ie  z w yrazam i w o lnym i). W kolum nie t r z e c i e j  podano cz as  p ra c y  maszyny w sekun­
d a c h . W kolum nie c z w a r te j podano ś r e d n i  b łą d  wyników o b lio z o n y  w edług wzoru«

- X11 (?)

g d z ie ś  N -  l i c z b a  zm iennych
-  d o k ła d n a  znana w c z e śn ie j w a r to ść  i - t e j  z m ien n e j, s p e łn i a j ą c e j  u k ład  równań
-  o b l ic z o n a  w a rto ść  i - t e j  zm iennej

W kolum nie p i ą t e j  podano d l a  p o rów nan ia  ś r e d n i  b łą d  wyników o trzym anych  p rzy  trad y cy jn y m  sposo­
b ie  wyboru e lem en tu  głów nego (p e łn y  wybór e lem en tu  n a jw ię k sz e g o  00 do m odu łu ).

W t a b e l i  2 podano w y n ik i o b lic z o n e  d l a  p rz y k ła d u  t r z e c i e g o .  W apółozynnik l m ao lerzy  s ą  ta k  
d o b ra n e , że J e s t  r e s z t ą  z d z i e l e n i a  l i c z b y  " i "  p rz e z  10 , o ż y l i  -  p is z ą o  w Języku  FOBCHAH

* ?LOAT(mO D (I,10)), (8 )
W zór(e) J a a t  ró w n ież  u za sa d n ien ie m  wzoru (7 )«  b łę d u  w zględnego

n ie  można b y ło  o b lio z a ć ,p o n ie w a ż  n ie k tó r e  s ą  z e ra m i.



BO

T a b e la  2

KMAX=
o

X<
X<
X(
X(
X(
X(
X(
X<
X(

47
1) = 
2 )  =
3 )  =
4 )  =
5 )  = 
6 > =
7 ) =
8 )  = 
9 ) =

X(10>=  
X ( l l )  = 
X ( 1 2 ) =
X <13 > = 
X ( 1 4 ) =  
X< 15)  = 
X ( 1 6) =  
X(17>=  
X<1 8 ) =
X <19 > = 
X<20)=  
X<21) = 
X(2Z>= 
X( 23 )  = 
XC24) =
X(2 5 )=
X( 2 6 ) =
X ( 2 7 ) =
X<28>=
X ( 2 9 ) =
X(30>=
X (3 1 ) =
X ( 3 2 ) =
X<33)=
X(34>=
X(35>=
X( 3 6 ) =
X ( 37 ) =
X(38>=
X(39>=
X (4 0 )=
X( 41 )=
X ( 4 2 ) =
X ( 4 3 ) =
X ( 4 4 ) =
X ( 4 5 ) =
X ( 4 6 )  =
X ( 4 7 ) =
X ( 4 8 ) =
X ( 4 9 ) =
X ( 5 0 ) =

295

1 .0000001 
1 .9 9 9 9 9 9 9  
¡¡a 9 9 9 9 9 9 6
3 .9 9 9 9 9 8 7  
5 .0 0 0 0 0 0 0 .
5 .9 9 9 9 9 9 2
6 .9 9 9 9 9 7 9
7 .9 9 9 9 9 9 2  
8 .9 9 9 9 9 7 1

-O .0 0 0 0 0 3 5  
0 .9 9 9 9 9 9 9  
2.0000001
2 .9 9 9 9 9 9 2  
3 .9 9 9 9 9 9 6  
4 .9 9 9 9 9 9 0  
6 .0 0 0 0 0 1 9
7 .0 0 0 0 0 0 1
7 .9 9 9 9 9 9 8
8 .9 9 9 9 9 9 3  
0 .0 0 0 0 0 0 0  
0 ,9 9 9 9 9 9 8  
-2-.OOOO0OO
2 .9 9 9 9 9 9 9
3 .9 9 9 9 9 8 7
4 .9 9 9 9 9 9 2
5 .9 9 9 9 9 9 3  
7 .0 0 0 0 0 0 4
3 .0 0 0 0 0 0 0  
8 ,9 9 9 9 9 7 4  
0 .0 0 0 0 0 0 2
1 .0 0 0 0 0 0 0
1 .9 9 9 9 9 9 3
3 .0 0 0 0 0 0 2
3 .9 9 9 9 9 8 8
4 .9 9 9 9 9 9 8  
5 .9 9 9 9 9 5 0
6 .9 9 9 9 9 9 5  
3 .0 0 0 0 0 0 0  
8 .9 9 9 9 9 6 9

- 0 .0 0 0 0 0 0 1
0 ,9 9 9 9 9 9 3
2 .0 0 0 0 0 0 9
2 .9 9 9 9 9 8 0
3 .9 9 9 9 9 9 4
4 .9 9 9 9 9 9 8
5 .9 9 9 9 9 9 6
6 .9 9 9 9 9 8 0  
8 .0 0 0 0 0 2 4  
9 .0 0 0 0 0 0 5

- 0 ,0 0 0 0 0 0 0
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W arunki  p r e n u m e r a t y  wydawniot'w 

I n s t y t u t u  Maszyn M atem atycznych

P r e n u m e r a tę  na k r a j  p r z y j m u j ą  O d d z ia ły  RSW " P r a s a - K 3 l ą ż k a -  
Ruch" o r a z  u r z ę d y  pooztowe 1 d o r ę c z y c i e l e  w t e r m i n i e  do d n i a  
25 l i s t o p a d a  na  r o k  n a s t ę p n y .

J e d n o s t k i  g o s p o d a r k i  u s p o ł e c z n i o n e j ,  i n s t y t u c j e ,  o r g a n i z a c j e  
i  w s z e l k i e g o  r o d z a j u  z a k ł a d y  p r a c y  z am aw ia ją  p re n u m e ra tę  
w m ie jso o w y o h  O d d z i a ł a c h  RSW " P r a s a —K s ią ż k a —R uch" ,  w m i e j s c o ­
w o ś c i a c h  z a ś ,  w k t ó r y o h  n i e  ma Oddziałów RSW -  w u r z ę d a c h  
p o c z to w y c h .

C z y t e l n i c y  i n d y w i d u a l n i  o p ł a c a j ą  p r e n u m e r a tę  w y łą c z n ie  
w u r z ę d a c h  pooz tow ych  i  u  d o r ę c z y c i e l i .

P r e n u m e r a tę  ze  z l e c e n i e m  w y s y łk i  za  g r a n i c ę  p r z y jm u je  RSW 
" P r a s a —K s i ą ż k a —R u c h " ,  C e n t r a l a  K o l p o r t a ż u  P r a s y  i  Wydawniotw, 
u l .  Towarowa 2 8 ,  00 -9 58  W arszawa,  k o n to  PKO n r  1153-201045 ,  
P r e n u m e r a ta  ze z l e c e n i e m  w y s y łk i  za g r a n i c ę  j e s t  d r o ż s z a  od 
p r e n u m e r a ty  k r a j o w e j  o 50% d l a  z lecen iodaw oów  i n d y w id u a ln y c h  
i  o 100% d l a  z l e c a j ą c y c h  i n s t y t u c j i .

Ceny p r e n u m e r a t y  r o c z n e j :

B i u l e t y n  I n f o r m a c y j n y  -  Nauki  i  T e c h n i k i  Komputerowe — 1 5 6 0 , -  
P r z e g l ą d  D okum entacy jny  — Nauki  i  T e c h n i k i  Komputerowe 1 2 6 0 ,— 
P r a c e  Naukowo-Badawcze IMM — oena  jedn eg o  z e s z y t u  -  2 2 0 , -

oena  p r e n u m e r a ty  r o c z n e j  6 6 0 , -

ZamÓwienla n a  p r e n u m e r a t ę  P r a c  Naukowo—Badawczyoh IMM p r z y j ­
muje D z i a ł  S p rz ed a ży -W y sy łk o w e j  Ośrodka  R o z p o w sz ec h n ian ia  
Wydawniotw Naukowych PAN, Warszawa P a ł a c  K u l t u r y  i  N a u k i ,  
t e l .  2 0 -0 2 -1 1  w. 2 5 1 6 .  E g zem pla rze  p o je d y n c z e  P ra c  Naukowo- 
Badawczych IMM s ą  do n a b y o i a  w k s i ę g a m i  Ośrodka Rozpowszech­
n i a n i a  Wydawniotw Naukowych PAN, Warszawa,  P a ł a c  K u l t u r y  i  Na­
u k i ,  t e l .  2 0 -0 2 -1 1  w. 2 1 05 .
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