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Prace naukowo-badawcze Instytutu Maszyn Matematycznych

Dyskretyzscja krzywych algebraicznych na
jednorodnych kwadratowych siatkach
k-spdjnych

Wojciech MOKRZYCKI

1. WSTAP

1.1. Ganaza zagadnienia

W wielu zastosowaniach wynika konieczno$¢ operowania przestrzenig dyskretng, w ktorej sag artaii-
niowane Jedynie punkty o wspo6trzednych cetkowitolicsbowych, Dla przyktadu noinr. podaé¢: komputerowe
przetwarzanie jyaunkow liniowych, mapy topograficzne, monitory graficzne, krozlaki, drukarki znakowe -
graficzne, obrabiarki «terowano numerycznie, w ktdrych to przypadkach ptaszczyzna obrazowania /prze-
strzenig sterowania/ Jest ptaszczyzna /przestrzen/ dyskretna, ze zdefiniowanymi weztami catkowitoUczbowel
siatki wspoétrzednych. Przedstawi enle krzywych na takich ptaszczyznach /tub okre$lenie dropi ruchu narze-
dzia skrawajacego w obrabiarkach sterowanych numerycznie/ odbywa sie przez zadanie ciagu punktéw,
ktére /badz to potaczone kolajno, z reguty odcinkami Unii prostej, bagdZz tez bezpos$rednio/ aproksymuja
zadang krzywa. Punkty ciagu aproksymujgcego muszg mie¢ wspodtrzedne catkowitoiiczbowe, gdyz powinny
pokrywa¢ ale z weztami ulotki wsp6trzednych.

W klasycznych metodach aprokayraocjl wielomianowej krzywych punkty oproksymulgce wyznacza sig
dobrze znanymi metodami za pomocg funkcji trygonometrycznych lub rozwinie¢ na szeregi. Wystepujace
tam operacje sg diugotrwate 1 ztozono, gdyz wymagajg zmiennoprzecinkowej arytmetyki, a w wyniku daja
wspoétrzedne punktéw bedace liczbami rzeczywistymi. Doktadnoéé, z Jaka sg wspo6irzedne tych punktéow
wyznaczono, Jest wigc w pewnym 3ensie niewykorzystana. Punkty te sa bowiem umiejscawiane w weztach
catkowitoliczbowej siatki wspo6trzednych, co wymaga zaokraglenie rzeczywistych wartosci wspotrzednych
punktéw do liczb catkowitych. Z drugiej strony, gdyby doktadno$¢ -wyznaczanie wspoétrzednych byta mniej-
sza, to w wyniku tego, ie kolejne punkty sa wyznaczana za pomocg wzor6w rekurayjnych nie uwzgledniaja-
cych btedéw powstatych we wczes$niejszych krokach aproksymacji, kumulacja btedéw doprowadzitaby
/lzwtaszcza przy diugotrwatych obliczeniach/ do zupetnej "degeneracji” krzywych. Powstat wiec problem
opracowania takiego algorytmu, ktéry wyznaczatby punkty oproksymujagce z doktadnos$cig tylko do liczb
catkowi tych, wykorzystywat Jedynie proste operacje na krdtkich liczbach catkowitych, byt dostatecznie
prosty 1 szybki oraz uwzglednial, podczas wyznaczania kolejnego punktu ciggu, btad powstaty na kazdym
kroku dyokretyzacjl, w celu wyeliminowania kumulacji btedéw. Przyjmuja sie wiec zatozenie, ze punkty

eproksymujace krzywg nie lezg na niej doktadnie. Powinna natomiast istnie¢ zalezno$¢ pomiedzy warunkami



wyboru kolejnego punktu ciggu 1 odchyleniem poprzedniego punktu od Zzadanej krzywej.
y jnego p a9 y pop go p ) J ywe]
1.2. Aktualny sten badan

Opisana wyzej catkowltoUczbow® dyskretyzacje krzywych Jest stosunkowo mato znana 1 rzadko opisy-
wane w litoraturza. Z literatury znanych Jest zaledwie kilkanascie tego typu algorytmoéw 1 dotyczg one z re-
guty dyskretyzacjl prostych badz okregéw. W wiekszo$ci z nich przyjeto zatozenie, ze odlegto$¢ miedzy
kolejnymi punktami aprokaymujgcyml réwno Jest Jednej lub 'J2 jednostek. Ograniczenie to, Istotne w przy-
padku aproksymacji krzywych bezposrednio punktami doje "mato gtadki" ksztatt tamanej oraz duzg liczbe
punktéw aproksymujacych. W przypadku, gdy ni® ma ograniczenia na maksymalng odlegto$¢ miedzy kolejny-
mi punktami ciggu aprokaymujacego i tgczy sie Jo odcinkami prostej /np. w monitorach graficznych ze
sprzetowymi generatorami wektordw/ mozno uzyskaé¢ "bardziej gtadkg™ tamang aproksymujacg oraz znacznie

mniejsza liczbe punktéw aprokeymujacych.

W niniejszym opracowaniu zajmiemy sie algorytmami tego drugiego typu, w ktérych ograniczenie na
odlegto$s¢ pomledzy sasiednimi punktami nie wystepuje. Co wiecej, wprowadza sie warunek otrzymywania
maksymalnie mozliwych odlegtos$ci poml edzy sgsiednimi punktami aproksymujacyml, przy zatozonej doktad-

nos$ci aproksymacji.

W pierwszej zo znanych publikacji ng temat --jatkowltolicsbowefio algorytmu dyskretyzacjl, nie ograni-
czajgcego odlegto$ci pomiedzy sgsiednimi punktami aproksymujgcyml krzywg [i] z 1972 r. Leppulalnen
1 Ojala proponujag stosunkowo prosta | szybkag oraz doktadna metode dyskretyzacjl okregu, opracowang

specjalnie do generowania testu—szablonu, pozwalajacego rozpoznawaé¢ niedoskonato$ci obrazu telewizyjnego.

Zasada dziatania tego algorytmu jest nastepujaca! Jedna ze wspoéirzednych x badz y ciggu punk-
tow dyskretyzujacych okrag zmlenla sie na kazdym kroku dyskretyzacjl o jedng Jednostke. Przyrost wzdtuz
drugiej ze wspo6trzednych Jest zmienny, ale rédwniez jest catkowltollczbowy. Kwadrat odlegtos$ci kolejnych
punktéw ciggu od S$rodka okregu wzdiuz drugiej ze wspdtrzednych Jest liniowg funkcjg promienia okregu
oraz numeru, punktu ciggu 1 bedzie liczbg catkowitg, gdy podwojony promien okregu R bedzie liczbag catko-

witg, ,Ha on nastepujgca postac!

h+i * N +2ret - 2
—0, 1w Xi 2,—%* 2R

Powyzszy wzér rokursyjny Jeat zupetnie prosty 1 btedéw nie kumuluje. Pozostato jednak wyzraczenle,
na podstawie Lj drugich wspétrzednych punktu ciggu. » to wymaga wyznaczenia pierwiastka kwadratowego
z liczby catkowitej Lj, Autorzy algorytmu zaproponowali bardzo naturalng 1 ekonomiczng metode, polegajaca
na generacji sekwencji k2+k k-1,2,3,— 1 poréwnywaniu kazdej wartos$ci kjtkj z 1~ Jako wynik tego pordéwna-
nig jeat brano to kj, dla ktérego kj+k ~ Lj. Kwadrat wielkos$ci k otrzymywano metoda Brauna za pomocg

nastepujacych por rokursyjnych:
kf+l " SI+1 “ Si + “i+l' S1 " 1
“tHlT i o+ 2 *al “ 1

Metoda powyzsza Jest bardzo prosta. W kazdej petli generacyjnej wymaganych jest zaledwie kilko operacji

sumowania Uczb/catkowitych/ oraz ich poréwnywania. Z tych tez wzgledéw Jest ona bardzo aaybka. Jej
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elementu w m-tym wierszu (lub w m-tej kolumnie), gdzie a jest numerom kroku eliminaoji. Jest to
tzw, ozesoiowy wybo6r elementu gtéwnego [li]» Wyb6r osikowity polega aa przeszukiwaniu oatoj nie-
atrigngularyzowanej czedci asaciarzy. Poszukiwanie w tym obszarso elementu najwigekszego co do mo-
dutu jest uzasadnione, gdy macierz wspotczynnikbw nie jest rozrzedzona. Poniewaz jednak na do-
ktadnos¢ wynikow wpltywa nie tylko wielko$¢ elementu gtéwnego, ale rowniez liczba wykonywanych o-
bllozen (btedy zaokraglen), przy rozwigzywaniu rozrzedzonych ukfadéw réwnan liniowyoh nalezy tak
prowadzi¢ obliozenia, aby w trakcie ioh wykonywania powstata jak najmniejsza liczba nowyoh nie-
zerowych elementéw. 2 drugiej strony, aby zmniejszy¢ biedy przy dzieleniu, element gtéwny nie
moze byé za maty (oo do modutu). Dlatego w opisywanym programie zastosowano algorytm nastepuja-
cy{l2]t

$ wnleztriangularyzowanej cze$ci maoierzy poszukuje sie takiego wiersza, ktory zawiera tylko
jeden nlezerowy element (nie liczac kolumny wyrazéw solnych)* jezeli wiersz taki istnieje,
niozerowy element wybiera sie jako gtowny. Jezeli wiersza takiego nie ma, wykonuja sie
punkty E,C,D.

Obszar wyboru
/11z ozeSoiowego

m <SSS; Obszar wyboru
NW e« zupetnego

Ztriangularyzowana
0ze$¢ macierzy

kolumny

Eys.1. Wybor elementu gtdwnego

S Z nieztriangularyzowanej czes$ci macierzy wybiera si¢ element, ktérego warto$¢ bezwzgledna Jest
najwieksza

ax mX  Hk 5 i,k &m+ M (?)
m ~ numer kroku eliminacji
O w nleztriangularyzowanej cze$ci macierzy wyznacza si¢ zbidor Q elementéw takich, ze
Aik£ B gdy \ntix W

« Za zbioru Q wybiera sie jako gtéwny taki element, dla ktérego wartosé
P =(nk - N*(nw- 1) (5)
jest najmniejsza*
nk a liozba Blezerowych elementéw w tej cze$ci k-tej kolumny, ktéra nalezy do nieztriangula-
ryzowanej czes$ci macierzy
= liczba Blezerowych elementéw w w-tym wierszu
kw 3 m- K
Liczba 1/4 zostata wybrana empirycznie [12].

Zapamietanie aaolerzy

Sposoby zapisu macierzy rozrzedzonej w pamleol komputera, mozna podzieli¢ na dwie grupyi Lis-
towe i tablicowe. Sposoby listowe charakteryzuja sie tym, ze opis jednego elementu obejmuje jego
wartos¢s identyfikator potozenia elementu w macierzy oraz polntery do elementéw poprzedniego
i nastepnego (moze by¢ tylko jeden pointer, wtedy lista nazywa si¢ jednokierunkowg).
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Sposdb listowy zapewnia bardzo szybka aktuallzaoje maoierzy, jednak zajmuje wieoej mlejeoa w pa-
mieci komputera niz zaplo tablicowy, w ktorym do opiBu elementu nie wchodzg pointery. Aktualiza-
cja macierzy w zapisie tablicowym zajmuje duzo czasu, gdyz elementy trzeba fizyoznle przesuwac
sf pamieci komputera. Poniewaz opisywany program opracowano z my$lg o uzyciu w minikomputerze -
zastosowano zapis tablicowy.

Al2 %13

A3l A32 A33

gkolz 3 4 1 4 1 2 3

A 112 a13 Bt A2 P? a3t A22 s

I 1 2 3 4 5 6 7 8 9

IP3T 1 L 6 9 Tablica 2.

Rys.2. Zapis macierzy rozrzedzonej

kol - numer kolumny, A - warto$¢ elementu
I - wskaznik, IPT - pointer poczatku wiersza

Sktada ale on z dwéch tablic. Wpierwszej zapisano wierszami kolejne warto$ci niezerowych elemen-

tobw oraz odpowiadajgce im numery kolumn, w drugiej - pointery wskazujagce potozenie pierwszych

elementéw w wierszach. Szczeg6ty wyjasnia rys.2, na ktorym pokazano przyktad zapisu matej

maoierzy. Aktualizacja tablicy jest do$¢ pracochtonna»

s usunieoie elementu wymaga znalezienia jego potozenia i przesuniecia wlewo o jedng pozyoje
wszystkich elementdw znajdujacych sie na prawo od usunietego

9 dostawienie elementu wymaga znalezienia pozycji 17, na ktérej powinien on sie znalez¢, prze-

suniecia o jedng pozyoje w prawo wszystkich olamentow o wskaznikach oraz dostawienia
nowego elementu na pozyoje 1

Jest oczywiste, ze stosowanie takiego postepowania sa kazdym razem gdy jaki$ element znika lub
gdy powstaje nosy, wydtuzytoby bardzo znacznie czas rozwigzywania uktadu réwnan. Dlatego dane
aktualizacyjne gromadzi sie w joBzoza jednej pomocniczej tablicy i aktualizacji dokonuje sie
tak rzadko, jak to tylko mozliwo, tan. raz na krok eliminaojl (czyli N razy).

Pozyoje elementu lub miejsca aktualizacji znajdywano metoda bisekojl wiersza. Sredni czas
dostepu do elementu wynosi»

Th18~2+E(Is2 2)

gdzie»
2bis - S$redni czas dostepu metoda biaekcji
w- - liozba alementéw w wierszu
E - funkcja Entier

Przy bardzo matej liczbie elementow w wierszu, czas ten jest dtuzszy od $radniego ozasu dostepu

metodg przeszukiwania (Tprs'''8 )> ale juz przy o$miu elementach w wierszu czasy te zréwnajg sie
a przy 32 elementach w wierszu

V z« 2’7T**M8 '



okregu t elipsy, ktéro doje mniej wiecej Jednakowo odtédgte punkty no obwodzie /lub bardzo blisko konturu/
1 stosuje Jodynie statoprzeelnkowga arytmetyka. Idee tej metody oparto Jest no uzyciu réwnan rézniczkowych
do opisu okregu

dx dy

d& “ "y. dl “ x

1 odpowiadajacych Im réwnan réznicowych

xn*l * xn “ynV yh+l yn + xn/k*
na podstawie ktédrych generowana Jest elipsa, a nie okrag, zblizajgca sie ksztattem do okregu w miarg
wzrostu Kk,

Horn twlordzl, ze zmiana tego uktadu réwnan do postaci

@ @

xn+ 1| xn " ynk> yn+l xx+l/k + yn
1 zastosowanie arytmetyki atatoprzecinkowej nie tylko nie pogarsza doktadnos$ci aproksymacji lecz odwrotnie,
dla k z ustalonego zakresu punkty oproktrymujo.ee lezg w pewnym ograniczonym obszarze, jeszcze Ulzed

spodziewanej elipsy. Operacje algorytmu sg rewersyjne, gdyz zachodzit

yn " yn+i “ xn+l/k

xn “ xn+l + yn/k
0 wiec pierwszy powtdérzony punkt pokrywa sie z punktem poczgatkowym.
Niezwykto Istotny jest wybdér k. Dla matych k aproksymacja elipsy Jest catkiem ekscentryczno. Dla
duze] liczby krokéw znieksztaJ}cenie s powodu zaokragglen Jest tak duze, zo elipso staje sieg oémll(_)boklem
/przy k - mai (Ix01 * lyol) **0o' yo “ wspodtrzedne punktu poczatkowego/. Dla $cisle okreslonych

wBrtoacl k punkty przylegaja catkowicie do rozwazanego okregu.

Dobrg aproksymacjg na x' t.y’ sg wyrazenia!

x*zt (x+y) (i - ¢])

y*ci (x«y)

Jedli  k Jest potegg 2. wymagane eag Jedynie operacje sumowania i przesuwania w rejestrze.

Autor twierdzi réwniez, ze.wzory powyzsze zapewniaja generacje (jednakowo odlegtych) punktéw
na okregu.

Tych pozytywnych opinii na temat generacji za pomocg algorytmu opisanego przez Homa opartej no
rownaniach réznicowych nie potwierdzajg Maxwell 1 Baker —autorzy [+-J * 1979 r. Ich zdaniem uzyska-
nie doktadnos$ci jednej Jr. generacji krzywych 2-stopnla w obszarze 1024x1024 Jr. wymaga zastosowania
doktadniejszego wzoru kwadraturowego /z cztonem 2—zedu/ oraz dostatecznie malego przyrostu parametru
it t, nie przekraczajacego wartosci 2~~. Metoda aproksymacji wykorzystujagca réwnania réznicowe kumuluje
bowiem bitedy Juz z definicji.

D.C.Sutcllefe w [9] z 1976 r. opisuje algorytm podobny do algorytmoéw z [sj | [I6j , ktory do
aproksymacji dowolnej krzywej stosuje prostoliniowe odcinki o dtugoséci 'fS 1 2 Jednostki, oraz ‘wykorzystu-
je wtasnos$¢ funkcji f (x,y), ktéro przyjmuje rézne znaki po obu stronach konturu. Dziatanie tego algorytmu

Jest nastepujaco.



Podiegajtysy anollzla rajoil okreslonosc! funkcji f (x,y) => O, tj. obszar na ktérym ma by¢ wykreslo-
na funkcja f (x,y) dzielony Jaat na prostokaty /komérki/, ktérych beki sa réwne podwojonej diugosci
kroku plotera. Proces wyznaczania krr.yw»] dyskretnej polega no tym, ze znajduje sie bok komdrki, ktoéry
jest przecinany przez krzywag f (x,y) » 0, o do $redka tego boku przemieszcza sie gtowice plotera.
Prwr;:,: ety bok komérki jest nazywany linig bazowg. Jest ona podstawa do tworzenia nastepnej komorki,

w ktérej bedzie odbywaé sie $ledzenie potozenia krzywej.

Siedzenie to polega na wyznaczaniu wartos$ci IlUnkcJdl w obu rogach komérki przeciwlegtych do Unii
bazowej 1 wybrania na nastepny wezet ©proksymujgcy $rodka togo boku komérki, ktéry przecinany jest
przez krzywg. Przeciety bok komdrki staje sie liniag bazowg /pod3towga/ dla nostepnoj komorki poddawanej
badaniu | proces powtarza sie, az do przekroczenia granicy rejonu, w ktéorym funkcja jeat ©proksymowana.

Tak wiec w aproksymacji krzywej metoda korzysta z trzech podstawowych przemieszczen:

— 02 kroki w kierunku Jak poprzednio, do $rodka przeciwlegtego beku komérki,
» 0 \5 krokéw w kierunku zmienionym o 43°, do $rodka przylegtego boku komérki,
- 0 "2 krokéow w kierunku zmienionym o -45°, do $rodka przylegtego boku komoérki.

Autor publikacji poswieca rdéwniez »-poro miejsca problemowi tzw. zdeconerowanych komérek, tj. ta-
kich, ktérych wszystkie cztery boki sg prz ;Lnana przez kontur krzywej f (x,y). Zarzuca on badaczom, ze
-unikaja rozwazania togo problemu ;¢ . w najlepszym rasie, roswazaJa tylko niektére Jegoprzypadki, lekcewa-
zac Inne. Odnosi sie to zwtaszcza do przypadku przecinania sie wewnatrz komorkiréznych gatezi krzywej.
Sutcliffe sugeruje, zeby powyzszy przypadek rozstrzygnag¢ opierajac sie na zasadzie minimalnej zmiany Kkie-
runku przemieszczenie, ze Je$li nalezy wybra¢ ktéry$ z bokéw komérki przecinanych przez kontur f (x,y)
to wybieramy ton, ktérego osiggniecie wymaga Jak najmniejszej zmiany kierunku ruchu /w stosunku do ru-
chu poprzedniegol/.

Odmienny od poprzednich algorytm catkowiteliczbowej aproksymacji krzywych 2-stopnla zaproponowatem
vz pracy [it] = 1977 r. oraz[l2] z 1970 r,/algorytm aproksymacji na siatce n-spdjnaj/. Algorytm ten wyzna-
cza ciag catkowitoiiczcbowych punktéw aproksy mujgcych /dyskretyzujgcych/ dowolng z krzywych 2-stopnlo
1 dziata wg zasady, ze wezet ©proksymujacy porytnlon by¢ mozliwie najblizej krzywej oraz. ze odcinek
tamanej wyznaczony przez dwa kolejne wezty ciggu aprolcsymujgcego powinien najscislej przylega¢ do
krzywej 1 by¢ mozliwie najdtuzszym. Za miare oddalenia punktu od krzywej przyjatem modut wartosci
funkcji w tym punkcie.

Odlegto$¢ pomiedzy punktami aproksymujacym#t nie Jest z géry ograniczona. Jedna ze wspotrzednych
x badz y kolejnego punktu ciggu roézni sie od tejze wspoétrzednej punktu poprzedniego najwyzej o jedna
jednostke. Druga za wspo6trzednych —o catkowitg itc-be Jednostek w zalezno$ci od parametréw geometrycz-
nych krzywej /lokalnej krzywi zny/ oraz potozenia krzywej wzgledem uktadu wspdtrzednych.

Wyznaczanie kolejnego punktu ®proksymujgcego krzywg odbywa sie w nastepujacy sposéb. Poczyna-
jac z biezgcego punktu ciggu wykonuje sie dwa typy elementarnych ruchéw /ruchéw do punktdéw sasiednich
odlegtych o Jedng lub 'j2 Jednostek/: jeden tzw. "ruch od krzywej" oraz szereg tzw. "ruchéw wzdtuz
krzywej". W kazdym z punktéw osigganych w wyniku wykonania elementarnego ruchu wyznacza sie modut
warto$ci funkcji /1 JeJ wszystkich pochodnych czgstkowych/ 1 poréwnuje sie go z modutem wartosci funkcji
w punkcie poprzednim. Kierunek nastepnego elementarnego ruchu nl* ulega zadanie, gdy modut wartosci

funkcji w osigganym wezle Jest mniejszy niz w punkcie poprzednim. W przeciwnym przypadku nastepuje



modyfikacje kiorunku ruchu /o' kat * N zgodni© % przyjeta zasadag/, ?>by uzyska¢ emnlejesanle nig modu-
tu wartodci ftinkcj! lub praoaseai© krsywoj.

Ruatr «'od kruywaj ” ji<*t p»ws«» sucharo do sgalednisgo wesJa v/adJu4 pn-sakatauj /odtsgtego o ~2
jednac¢tok/. Ruchy "wzdluz krsywoj" eg ruchami wediuz taj *« wspodtrzednych s badz y, ktéra tworzy z we-
lgorom kierunkowym etyczno], wystawionym w punkcie biezagcym mnlajssy kat. "Ruchy wzdtuz krzywej" wyko-
nywano tag az do przeciecia krzywej. Na kolojny wasei aprcksymujagcy wyWorany Jeat ten z dwoéch agsled-
nich punktéw /odlegtych od siebie o jodng jednostke | lezgcych po przeciwnych stronach krzywej/, w Kkto-
rym modut warto$ci funkcji Jeat mniejszy.

Ten ostatni algorytm ma przewage nad clgérytwami poprzednio opisanymi przede wszystkim b® wzgle-
du na uniwersalno$¢ /oproksymuj© dowolne krzywo 2-;stopni*/ i doktadno$é /btedy nie wieksze niz V2/2
Jednostki/. Zapewnia réwniez jednoznaczno$¢ aproksymacji krzywych niesoloinia od kierunku obiegu krzy-
wej. Ma on Jednak lIstotne wady wynikajgce z zatozenia, ie nlezaleznie ~od potozenia krzywej wzgledem
uktadu wspoétrzednych "ruch od krzywej" odbywa sie cowazo wzdiuz przekatnej, natomiast "ruchy wzdtuz
krzywej" - zawaze wzdiuz kierunku.jodnej z osi x badZz y. Powoduje tc, zo tamana aproksymujaca odclnci
krzywej przebiegajagcy réwnolegle /w przybtizeniu/ do przekatnej uktadu wspoétrzednych Jest mato "gtadka™
i ztozona jest z duzej liczby krdétkich odcinkdéw.

W publikacji fis] 21978 r, Word opisuje metode zgrubnej aproksymacji konturéw, niepodobng do
zadnej zmetod poprzednio opisanych.Jest to metoda obrazowania funkcji f (x,y) « C na urzagdzeniu zna-
kowym /np. drukarce/,

Koncopcje metody jest nastepujgca: obszar, w ktéorym f (x,y) ma byé wykreélone dzieli sie no mniej-

szo podobszary
xl<x<xt+l, yj <y < y,+1, [-O-n,

majace potozenie (i,j) oraz wymiary SX X Sy Identyczno jak wymiary pola znaku. Nastepni® bada file poto-
zenle funkcji f w kolejnych podobnzarach i w tych podobezarach przybliza si¢ ja odpowiednimi znakami
graficznymi. Problemem Jest wybroni® z matego, statego alfabetu symbolu graficznego, ktéry bedac wykres-
lonym w analizowanym podob3zarze, bedzie w nim najsci$lej przylegat do konturu funkcji f (x,y) - C.

Najprostsze /i-rzedu/ rozwigzanie zagadnienia dopaODwonla wymaga Jedynie aze$clu znakéw gra-
ficznych i prébkowania wartoéci funkcji i w czterech rogach badanego podobezaru. Gdy badanie funkcji
w calym obszarze obrazowania cdbywa sie wg metody rozwiniecia rastrowego, wtedy liczba prébek funkcji
f w calym obszarze obrazowania wynosi (RX+1) X (Ry+1) , gdzie R, i Ry sg rozdzlelnoscloml powlerzch-
ni obrazowani» mierzonymi liczbg znakéw.

Znak graficzny przyblizajacy krzywy w danym obszarze Jest wybierany na podstawie kombinacji
potozenia dodatnich 1 ujemnych znakéw wartosci funkcji w rogach badanego podobszaru.

Doktadno$¢ odwzorowania funkcji t (x,y) opijanym sposobem jest ograniczona. Pozo tym pojawiaja
s-le lokalne dwuznacznos$ci np, w przypadku przedS3ania sie linii konturu.

Lopsze dopasowanie znaku do potozenia konturu mozno uzyska¢ wykonujac prébkowanie funkcji £
w wiekszej liczbie punktéw obszaru znaku i rozszerzajAC Uczebnosc zbioru znakéw graficznych. Dopaso~
wanlg 2—+zedu wymaga probkowania funkcji f réwniez w $rodkowych punktach obrzeza pola znaku, Okrzy*
muje ale to za pomocy 24 odpowiednio dobranych znakéw graficznych. Wynik poréwnania miedzy C i kazdg

probka i okresla, ktére z brzegéw pola znaku Sg przecinane przez kontur; okres$la slg zatem punkiy
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skrajne znaku dopasowujgcego.

W ogélnosci, dopasowanie n-rze-iu wymaga operowania zbiorom 6n2 znakéw graficznych 1 probkowa-
nia funkcji f n razy na kazdej z cetai-och grafilc pola znaku.

interesujacy algorytm dyskretyzecjl parametrycznych krzywych gietkich /spUne 6w/ 3-stopnia zapropo-
nowali IEMoss I A. Undgurd w [lI>j/19~9 r./Aigorytra tan, opracowany do wykre$lanie znakéw olfanumerycz-
?iych aa pomoca plotera postuguje cle Jodynie arytmetyka aolkowitoliczbowa.

ld«a tego algorytmu Jest'nastepujgca! ksztatty znaku alfanumerycznego zadaje sie za pomocg niewiel-

kiej liczby n weztéw slotki. tssw. punktéw charakterystycznych; f

Sj {sx(1)» sy (1] “(x* >ij* i =« h “ conot.
Przos punkty to prowedsl sie porjmetryczng krzywa gietka, /apline/ 3-stopnla, nadajacg znakom ptyn-

ie stroieniajagce sie, przyjemne dla oka ksztatty. Posta¢ tej funkcji Jest nastepujaca!

S(t). sw -t (st- aM) + f mul f(H r) - Ar-

w h *1-1 < * o o<*]

Mj jeci pochodng funkcji gietkiej i wyznacza sie ja na podstawie pewnych wzoréw /rokurayjnyct wynikaja-
cych z teorii funkcji gietkich} 3~ jeat swartoscig funkcji w punkcie chorakierystycznym, a h Jest przyrostem
parametru t przy wyznaczaniu punktéw na krzywej gietkiej.

Ta forma zopteu kr-ywej uwidacznia, zs krzywa zawiera /miedzy punktami charakterystycznymi/
segmenty prostoliniowe z natozong na nie korekcjg 3-stopnia nadajgca krsywoj gtadkos$é,

Na krzywej gietkiej ylyznacza ale z kolei punkty! .

Tp - jW ~W , 2h33y(p)ij

ktére sprowadzone do najblizszych weztdw siatki dajg dyskretng forme tej krzywej. Dla wygody obliczenlo-
i 2

woj w realizacji algorytmu dokonuje ole pewnych przeksztatcen. Zaokraglajac wielko$¢ Kj « J h Mj

1-1,,.., h do najblizszej liczby catkowitej | wykonujgc odpowiednie przeksztatcenia mozna dojs¢ do wygod-

nej poatacl/dle celéw dyskretysacjl/ zapisu krzywej

2h3S(t) - 2h3s{ j+ah”Sj-Sj~Jp + Kj ,q(g2-h2) -i-Kjp(p2-h2)
dis tj m h-g —0,1, h, p - ttj, q - tj-t.

Dla wyznaczonych warto$ci p, 2h3S(t)przyjmule y/artoéct catkowite, réwne Sj_~, Sj dla p-0, h.

Wyrazenie to musi by¢ wyznaczone dla parametru t przyrastajagcego o h z wykorzystaniem
standardowego schematu rdéznicowego, ze statg r6znica 3-rzedu ASj/'\35- 6 (Kji-Kji”n), 1-2, — n.

Warto$¢ ta i réznico nizszego rzedu musza by¢ obliczone dia kazdego segmentu krzywej, wyznaczo-
nej przez kolejne punkty charakterystyczne. Dla réznic 1-1 2-rzedu wyprowadza sie z ro6zna nia ogélnego

wzory!

ASi2)(p) » 6Kj(p+l) + OK~Ca-l)

4sj \p) - 2h2 (Sj-S~) + (h2-1) (Kj~- Kj) ®3KjP(pzl) - 3Kwlqg(q-l).

Dyskretyzacja krzywej gtadkiej wykonywana jest nastepujgco! wylicstana jeot réznica miedzy punktem
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biezgcym /ektuc.Inle osiagnietym weziem siatki/ i wyznaczonym punktem na krzywej gtadkiej obUczonyn przy
przyroécie parametru t o statg warto$¢ h. Ruch do nowego punktu nastepuje, gdy ta r6znica przekracza
iredut statki, W trakcie tych operacji jest wyznaczona wielko$¢é kontrolna 2hjs (t) - S (piéro) j.za pomoca
schematu réznicowego. Jest ona doktadnie réwna zero jedynie w punktach charakterystycznych. Gdy h Jest
duze, wtedy wyznaczyé trzeba -wiecej niz Jeden punkt no krzywej gietkiej zanim nastapi ruch do nowego
punktu. Gdy h Jeet mate - kolejne punkty na krzywej gtadkiej odlegte sa od siebie o kilka modutéw siatki.
Gorna granica liczby krokéw, ktéra punki biezacy wykonuje zanim osiggnie nastepny punkt na krzywej
gtadkiej, okre$la ete wyrazeniom 4AS/h /AS - maksymains réznica miedzy sagsiednimi punktami chorokteryo-
tyesnym!/.

Maksymalne odchylenie miedzy tamang aproksyraujaca 1 krzywg gietkg nie przekroczy modutu siatki,
gdy zachowana zostanie zalezno$¢ h>VA3, Maksymalna liczba krokéw pomiedzy kolejnymi weztami na krzy-
wej gtadkiej wyniesie wtedy t/zs,

Dyakretyzacje krzywej gietkiej mozna wigec przeprowadzi¢ za pomocg dwdch réznych schematow)

- schemat pojedynczego kroku, gdy h> I(AS) oraz
- schemat linii pr ostej, gdy h > '/¢S,
Maksymalna réznica pomiedzy tamana aproksymujaca i krzywa gietkg wyznaczona dla parametru p»Q, I,...,h

okreslona Jest ponizszym wzorem!

t 1 3 3 .
IB K g*1¢iS - — Jednostek siatkowych

Metoda powyzsza Jest ztozona, a poza tym nie zapewnie symetrii krzywym dyskretnym, ktére sg
postaciami symetrycznych krzywych gtadkich, Zastuguje Jednak no szczeg6lng uwage, gdyz Jest
jedynag znang z literatury cotkowitollcsbowg metodg dyakretyzacji paj-cmetrycznych krzywych gietkich na
siatce, z oszacowanym biedem aproksymacji.

Ogolne podejscie do problemu dyakretyzacji krzywych sformutowali H.Frc.emnn i .J,A.Ssgb-vl w [17]
/1980 r./.Opisujg oni metode kwantyzacji wg tsw. schematu uogdélnionego tancucha kodowego. tancuch kodowy
jest ciggiem kodéw przemieszczenn do kolejnych punktéw - weztdw aproksymajacych krzywa. Punkty oproksy-
mujgco wyznacza sie w wyniku natozenia na krzywga siatki | wybrania weztow tej siatki najscldioj przylega-
jacych do krzywej. Odlegto$¢ miedzy weztami aproksyroujacymi nie moze by¢ wigksza niz zatozona.

Dyskretyzecje wg schematu uog6lnionego tafncucha kodowego realizuje sie w dwoéch etapach;

i/ okres$la sie /dla pewnego wezta XP’yP’ bedacego punktem poczatkowym segmentu aproksymowanego

i pewnej dopuszczalnej dtugoséci odcinka aproksymajacego krzywa/ zbiér szablonow!

2/ wybiera ale taki szablon, ktéory w cato$ci zawiera pewien, mozliwie najdtuzszy odcinek aprokaymowanej
krzywej.
Kazdy z dwéch etapéw zawiera wiele czynnoSdci.
Okre$lanie zbioru szablon6w wykonywane Jest w nastepujacy sposéb;
A taczy sie ze sobg wezty siatki tak, oby powstawaty koncentryczne wzgledem wezta xp”~p kwadratowe
pierscienie) liczba k-1 *h /h - modut siatki, i - j.natura’'--o/ okres$la numer pierécienie, a tym samym
i dozwolong maksymalng dtugo$¢ odcinka aproksymujacego) potozenie tych piers$cieni oraz ich liczba
okres$lajag sposéb kodowania ‘przemieszczen do kolejnych weziéw aproksymujacych) no rys. 1.1, pokazano

potozenie pierscieni dla kodu przemieszczen 1-3-5;
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Rys.1,1, Patogenie piersalen! kodowych 1 wektoréw przemieszczen dla kodu przemieszczen 1 - 3 - 5

30 20 / 28 |/ i27
/
/ //
/ / =
& n / 10 28
/ /
/ /
/ /
* | 9 25
/ f
/ /
/ /m
/
8. .10 5
/ "7| [ 1]

Ryz.t.2. Szablon dla pierscienia 3, -wezta 28

2/ dla kazdego wezta na kazdym =z piers$cieni prowadzi si¢ dwie réwnolegte linie w strone punktu Xp,yp,
tak aby przechodzity przez punkty $rodkowo ogniw pier$cienia przylegajacych do danego wezta, a
wezty na pierécieniu oraz wezet xMy?

lezaty miedzy tymi Uniami w réwnej od nich odlegto$ci; Unie te

wycinajg na pierScieniach odcinki /bramki/, ktére tworzg szablon; dla piersScienia k istnieje 8k szablonéw
/Ina rys. 1,2, pokazano szablon dla pierécienie 3 1 wezta 28/.

Wybranie szablonu zawierajgcego okreslony odcinek aproksymowany krzywag rozpoczyna sie

od
szabl on6w zewnetrznego piersécienia

i kontynuuje sie je dla pier$cieni coraz to mniejszych, w sposéb
nostepujacy:

1/ wybiera sl ¢ dowolny szablori pier$cienia najwigekszego 1 sprawdza sie przechodzenie aproksymowanej

krzywej przez wszystkie odcinki danego szablonu /przecinanie sie krzywej ze wszystkimi odcinkami



okres$lonego szablonu/; jezoU krzywe przechodzi, wéwczas odpowiedni wezetl pierScienia pajwlelcszego
Jest kolejnym punktem aprokey mujacym, Jezeli nie - wybiera sie¢ kolejny /przylegajacy/ szablon pier'mie-
niu /najwigekszego/ | operacjg powtarza sie az do wyczerpania ale wszystkich szablondw pierscienia
duzego;

2/ Jezeli krzywa przechodzi przez pewien odcinek piers$cienia zewnetrznego lecz nie przechodzi przez
ktorykolwiek odcinek pierscieni mniejszych, to wéwcza"™ wybiera cle szablony piers$cienia wewnetrznego
! operacje powtarza.

Algorytm ten zapewnia btad aproksymacji nie wiekszy niz 1 produkuje mozliwie najdtuzszo z do-
wolnych odcinki aproksyniujacs.

Zaproponowany schemat aproksymacji Jest uniwersalny ! doktadny. Ponodto obejmuje on aproksymacje
dowolnych krzywych enolltycznych. Ma Jednak podstawowa wade: nie nadaje ale do realizacji wprost, a mo-
ze jedynie stuzy¢ Jako podstawa do opracowania szczeg6towych algorytméw dyskretyzacJl obejmujgcych
doktadniej sprecyzowana klasy krzywych, uwzgledniajacych Gposoby ich przedstawiania.

W niniejszym opracowaniu proponuje dwa Inne algorytmy catkowUollcz-jowej dyskretyzacJl krzywych,
ktor e sa wolne od opisanych wcze$niej wad, a takze sa bardziej uniwersalne, gdyz dotyczg aproksymacji

dowolnych ptaskich krzywych algebraicznych 1 opisane sa w dalszej cze$ci tego opracowania.

2. DYSKRETYZACIA KRZYWYCH NA SIATKACH KWADRATOWYCH

2.1. Sformutowanie zagadnienia dyskretyzacJl

Niech w prostokatnym uktadzie wspdtrzednych XV bedzie zadana krzyw» algebraiczna n-stopnia

wzgledem zmiennych x 1y w postaci uwiktanej.

rs-1 n
F(x,y) - an>g »"“Sr +
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! niech w tym uktadzie bedzie zadana rdéwniez jednorodna, kwadratowa siatka z modutem h, za pomocy

il (121 1
x « h 1
6me
* -T Z) x+h*| j2.7.1
gdzlei h - modut siatki /liczbo rzeczywista/, 1 - & +1, i 2 i 3
WprowadZzmy pomocnicze definicje:

Dettnt cja 2,1

Rzad spéjnosci siatki kwadratowej okreSlamy Jako liczbe potprootych siatkowych wychodzacych

z wezta siatki.

DeSniclo 2,2

Bezposrednio spoéjnymi weztami »letki nazwiomy takie dwa wezty, ktdra potaczone ag Unig siatkowa

bezposrednio /bez posdrednictwa Innych weztow/.
Definicja 2.3

Gtownymi Uniami siatki nazwiemy te linie, wzdtuz ktérych odlegto$¢ pomiedzy bezposrednio spoéjnymi
weztami siatki réwna Jest h, liniami dwu-przokatnyml - gdy ta odlegto$¢ jest réwna ‘'i2h, p+r - przekatny-

2

ml - gdy jest ona réwno yhsFr
Przyjmujac za p 1 g dowolne liczby catkowite /ale q/.0 / otrzymujemy siatke k-spéjng /k-2*.

1- Uczbo naturalna/. Na rys. 2.1 przedstawi ona jest siatka 32-sp6jna.

Rys. 2.1. Siat-ka kwadratowa 32-spdjna

Poszukujemy algorytm dyskretyzocji krzywej algebraicznej ptaskiej n-atopnla okreslonej réwnaniem
/2.1/, najlepszy w sensie minimum odlegtosci pomiedzy ta krzywg o tamang, otrzymang z potaczenia
prostoliniowymi aproksymantaml ciggu bezpos$rednio spéjnych weztéw siatki /k-spdjnej/ przyblizajacych
krzywg.

Metryka dyskretyzacjl

Kryterium, najmniejszej odlegtosci pomiedzy krzywa zadang i tamang aprokaymujacg postawione
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w iagod.nl anlu aproksymacji, wymaga obliczenia odlegto$ci pomiedzy tymi liniami, co Jest operacjg dos¢
ztozong. W tej pracy /podobnie Jak w pracy [12] /, Jako miarg oddalenia wezta «lotki od krzywej przyjmiemy
modut wartosci funkcji F ix,y) v*raTOZonym wezZi.o, Spetnia on bowiem lokalnie warunki metryki | daje

sie¢ stosunkowo tatwo wyznaczy¢.

Algoiytm dyskretyzacjl

Algorytm dyakretyzacjl algebraicznej krzywej ptaskiej F {x,y)”0 1 jej aproksymowanio prostoliniowymi
oprokeymantami pokrywajacymi ote z odcinkami linii siatkowych, powinien zawiera¢ ciag kolojrych czynnos-
ci przemieszczania ote po liniach siatkowych wzdtuz krzywej, od punktu .poczagtkowego xpiyp do punktu
kohcowego K2y~ w obranym no krzywej kierunku i wyznaczania ciggu bezposrednio sp6jnych wezidw
siatki takich, aby tamana uzyskana z potaczenia prostoliniowymi aproksymantaml kolejnych weztéw togp
ciagu byta Jak najmniej odlegta /w sensie metryki generacyjnej iF(x,y)|/ od krzywej zadanej, przy

mozliwie najmniejszej liczbie weztow aproksydujgcych.

2,2, Analiza zagadnienia dyskretyzacji

Niech krzywa F(x,y)<«0 bedzie w rozwazanym obszarze analityczna za wyjatkiem co najwyzej
skonczonej Uczby punktéw /osobliwych/ I niech ma w obszarze swojej okre$lonoscl ciggte, ograniczone
| Jednocze$nie nieréwne zeru pochodne czastkowe 1—+zgdu. Okres$limy /nieformalnie/ za pomocag tych po-

chodnych kierunek ruchu wzdtuz stycznej do krzywej w sposdb nastepujgcy [12] i

Ir)

T-2Xv\vM [r’f])

Przyjmijmy nastepujacy uproszczony zapis pochodnych czgstkowych funkcji F(x,y):

F " def 3 F

rx  e———— — . F = d3
iV """ Prxsy “ — e 12 =41

2 Xr e Sy ~"
r(S - rzad pochodnych fUitskcji,F(x,y) wzgledem zmiennych, odpowiednio x Iy.
WprowadZzmy réwniez /dla wygody zapisu/ zmienng logiczng D Jak ponizej:

i1 dla kierunku /dodatniego/

D » | 12.4a/

I 0 dla kierunku T/ /ujemnego/
tatwo zauwazyé, ze przy takim okres$leniu kierunku ruchu wzdtuz krzywej ma miejsce nastepujaca
zaleznos$é: w trakcie ruchu wzdtuz krzywej, w dodatnim jej kierunku, dodatnie wartosci funkcji F(z,y)
wystepuja po prawej stronie krzywej, ujemne - po lewej stronie krzywej.
Niech punkty Xpyp oraz xyy .
Wezly te oraz kierunek ruchu wzdtuz krzywej D jednoznacznie wyznaczajg dyskretyzowany segment

lezg w weztach siatki: na krzywej lub najblizszym Jej sgsiedztwie,
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krzywej. Nalezy okresli¢ cigg, punktéw;

*..X

. P+ivp+r K*-Z\yHH spetniajagcy warunki natozone na aproksymacja krzywej.

XP+Typ+I'
Zdefiniujmy kierunki przemieszczen wzdituz gtéwnych !inli siatki, odpowiadajaco przyjetemu w {Z,3/ Kkie-

runkowi ruchéw wzdtuz stycznej do krzywej.

+ h gdy zachodzi (V £ pQD v (V>< =j

i

12.51
- h w przeciwnym wypadto»

re h gdy zachodzi $0*. ='0) 0 y <J$ < <P)5 1

|_ w przeciwnym wypadku

Relacja /2.5/ lokalizuje wektor kierunkowy styczne] z doktadnoécia dt> ~gT. Doktadniejszg lokalizacja

wektora stycznej mozemy uzyskaé badajac nierdwnoséci zachodzgace pomiedzy pochodnymi czastkowymi

1-rzedu. Lokalizacje wektora stycznoj z doktadnosciag uzyskamy badajac zaleznos$ci jF~ ~ |f |
natomiast lokalizacje z doktadnoscig do -z- oraz - badajac zaleznosci

2k xR kyl 1 kj £ 2]|Pyi

Chcac wyznaczy¢ punkt X hedsiemy wykonywa¢ szereg elementarnych ruchéw $ledzacych prze-

bieg krzywej. Bedziemy przy tym postepowac¢ w nastepujacy sposéb. Rozpoczynajgc ¢ punktu xpy] be-
dziemy wykonywa¢ dwa typy elementarnych ruchéw $ledzgcych potozenie krzywej doJednego z o$miu
sgsiednich weztéow; tzw. "ruch od krzywej” oraz "ruchy wzdtuz krzywej".

Kierunki "rUchu od krzywej" oraz "ruchéw wzdtuz krzywej" otrzymamy w wyniku lokalizacji wektora

stycznej z doktadnos$cia do -L.PrzeprowodzaJac lokallzocje wektora kierunkowego stycznej otrzymamy

2 rbéznigce sie o —  kierunki, z ktérych jeden, blizszy kierunkowi wektora stycznej Jest klerunklem
“ruchu wzdtuz krzywej™, o drugi - kierunkiem "ruchu od krzywej”.
Cykl wyznaczania drugiego punktu oprokaymulgcego iest nastepujacy;

1/ z punktu poczagtkowego XPyP wykonujemy "ruch od krzywej" a w osiggnietym -weZle" wyznaczamy

warto$¢ funkcji  F(x,y);

2/ z biezgcego wezta wykonujemy szereg elementarnych "ruchéw wzdiuzkrzywej"obliczajac w kazdym

z nich warto$¢ funkcji F(x,y) 1 obserwujac, czy nie oddalamy sie odkrzywej)
3/ operacje "ruchéw wzdtuz krzywej" konczymy, gdy kolejny "ruch wzdtuz krzywej" przetnie krzywa;

4/ z dwédch sasiednich weztow siatki tozgcych po przeciwnej stronie krzywej na wezet aproksymujacy

wybierzemy wezet blizszy krzywe] /vr sensie metryki generacyjnej |F(ocy)|/ ;

5/ stwierdzajac odbieganie od krzywej modyfikujemy kierunek "ruchu wzdtuz krzywej" o kat - -
w taki spos6b, oby po wykonaniu nastepnego "ruchu wzdtuz krzywej" zblizy¢ sie do niej lub

przecig¢ Ja;

6/ wyznaczony wezet aproksymujacy Jesi kohcem plerwastago odcinka oproksymujgcego oraz poczagtkiem
drugiego, koniec drugiego odcinka oproksymujgcego oraz wszystkie nastepne wezty aproksymujace

wyznaczamy sposobem opisanym powyzej.

Sprecyzujemy doktadniej warunki "ruchu od krzywij"™, warunki "ruchu wzdtuz krzywej", modyfikacje
kierunku "ruchu wzdtuz krzywej" oraz oddalanie sie od krzywej 1 jej przeciecie.

Wykorzystujac zalezno$ci miedzy pochodnymi czgstkowymi Wrzedu | I Innymi wielko$ciami



mozno okres$li¢ szereg réznych sposobéw $ledzenia krzywej.
W dalszej czeSci procy opiszemy dwa .taki# sposoby, do$¢ istotnie rOinlg.ce sie miedzy sobag /rys.

2.2 i rys, 2.3/.
Sposéb I mchow $ledzacych przebieg krzywej

Okres$lona kombinacja "mchu od krzywej" oraz "ruchéw wzdtuz krzywej" nastepuje w zalezno$ci od

spetnienia sie Jednego z nastepujacych /roztagcznych/ warunkéw:

i/ "ruch od krzywej" nalezy wykona¢ wzdtuz przekatnej p, a "mchy wzdtuz krzywej" - w kierunku osi X,

gdy spetniony Jest ponizszy warunek:

KI > 2IF4

o takze gdy spetniony Jeat warunek:

- pochodne te mojg znaki przeciwne a obieg krzywej jeat dodatni)

21 "ruch od krzywej" nalezy wykonywaé¢ wzdiuz przekatnej p o "mchy wzdtuz krzywej" - w kierunku

osi 'y gdy spetniony Jeat warunek:

K1 > *KI

a takze, gdy spetniony Jest warunek:

- pochodne te majg znaki prsaciwns a obieg krzywo] Jest ujemny)

31 "ruch od krzywej" nalezy wykona¢ wzdtuz osi x a "mchy wzdtuz krzywej” - wzdiuz przekatnej p.

gdy spetniony Jest warunek:

a takze w dwu nastepujacych przypadkach:
al speiniony Jest warunek:

i rownoczes$nie

b/ spetniony jest warunek:
iFyj - 2j j i réwnoczesénie

- pochodne F | F mola znaki zgodne przy dodatnim kierunku obiegu krzywej lub tez gdy
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Rys. 2.2. llustracja sposobu < jruchéw $ledzgcych krzywg
FOViO s g o0 . N b
«2 r* * aj.ji
Rys, 2,3.

llustracjo ©posaobu H ruchéw $ledzgcych krzywa
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4/ "ruch od krzywa}" nalezy wykona¢ wzdtuz osi y «"ruchy wzdtuz krzywo}" - wzdiuz praokatnoj p,
gdy «peiniony joot warunek
(lpj <2 ifd) A(FJ > [pyl) - 1

a takza w dwéch nastepujacych wypadkach)
al speiniony jest warunek

|[£x| » 2 |py| i rownoczesnie"

- pochodne F 1 Fy majg znaki zgodno przy ujemnym kierunku obiegu krzyw«] lub taz gdy

- pochodne te majg znaki przeciwne przy dodatnim kierunku bbiegu krzywej

b/ spetniony jest warunek:

IFxlI “ iPyl ° p*vfnocee™n*®
- pochodne FX | Fy maja znaki zgodne przy dodatnim Kkierunku obiegu krzywej lub tez
gdy

- pochodne te moja znaki przeciwno przy ujemnym kierunku obiegu krzywej.

WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

A - D(Ax ftéoy) v b(Ax “Ay)

E -|2F xi>inryl
F - 12 FylI>|F x|
G - |2 Fx|<|Fy|
H - |2 Fy|<|F x| L6/
1 “jf*[ > IFy I
J " IFy I > IFx |

W - 1 punkt startowy lezy po wypukitej stronie krzywej

0 punkt startowy lezy po wklestej stronie krzywej.

Uwzgledniajac oznaczenia 2.6/ warunki I/, 2/, 3/, 4/ zapiszemy w nastepujacej, symbolicznej

postaci:

11ER : - p, X, X, ... gdy zachodzi G v '"GEA ¥ 1

2/ ER!' - p,y,y , w gdy zachodzi HV HFA « 2

3/ SR; - y,p,p,p,— gdy zachodzi FIv HFA V UA - 1 12-71"

4/ ER: x,p,p, — gdy zachodzi JEVUA V GEA - 1
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Modyfikacjo kierunku "ruchéw wzdiuz krzywe]"

Kierunki elementarnych "ruchéw wzjltuz krzywej" nalezy zmodyfikowaé¢, gdy w trakcie Ich wylunywo-
-nlo stwierdzamy oddalanie sie od krzywej a doktadniej - gdy nie zblizamy sie do ntoj. W przyjetej tu
metryce generacyj nej wyraza sie to brakiem zmniejszania modutu wartodcl funkcji w kolej no osigganych
weztach. Modyfikacjo kierunku "ruchu wzdiuz krzywej" uzalezniona Jest od potozenia /w stosunku od Kkrzy-
wej/ osiagnietego wezta, oraz od kierunku obiegu krzywej L, a takze od modyfikowanego kierunku.
Modyfikacjo kierunku odbywa sie przez obroét tego kierunku o ka,t'+- —j<tf ]
Modyfikacjo odbywa sie o kat + , gdy osiagniety wezet znajduje sie po wypuktej stronie krzywej,
a obieg krzywej Jest dodatni lubltez gdy wezet ten znajduje sie po wklestej stronie krzywej, o obieg
krzywej Jest ujemny.
Modyfikacja odbywa sie o kat _ ftIT gdy osiggniety wezet znajduje -ele po wklestej stronie krzywej,
a obieg krzywej Jest dodatni lub tez gdy wezet ten znajduje sie po wypuktej stronie krzywej, a obieg
krzywej Jest ujemny. Zapiszemy to w nastepujacej postaci symbolicznej:
M (ER) : ER" + gdy zachodzi DW V DW - 1

ar " 129/
M(ER) t - ER “ m— gdy zachodzi DwvDW » 1 .

Sktadowa iy ' zmodyfikowanego wektora "ruchu wzdtuz krzywoj" otrzymujemy ze skiadowych Ax, Ay

dotychczasowego wektora w wyniku nastepujacych przeksztatcen:

I] przy obrocie o +

"- w przypadku modyfikacji kierunku ruchu wzdtuz przekatnej:

al jezeli zachodzi Ax —Ay to nalezy przyja¢:
A x'~i- $

Ay -Ay

to/ jezeli zachodzi Ai » -Ay to nalezy przyjac:
A X'l-A x
/2.10 o/
Ay':- 0
- w przypadku modyfikacji kierunku ruchu wzdtuz osi x nalezy przyjac:
A X A X
Ay A X

- w przypadku modyfikacji "kierunku ruchu wzdtuz osi y nalezy przyjaé:
A X -Ay
Ay Ay
2/ przy obrocie o k g t. Neeme

- w przypadku modyfikacji kierunku tuchu wzdtuz przekatnej:
al jezeli zachodzi Ax -Ay to nalezy przyjaé:

A x A X

/£10 b/
Ay';- 0
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b/ Jezeli zachodzi Ay * -Ay to nalezy przyjac:
Ax'k $
Ay Ay
- w przypadku modyfikacji kierunku ruchu wzdtuz osi x nolyzy przyjac:
A x":-A X
Ay - AX
- w przypadku modyfikacji kierunku ruchu wzdtuz oe! vy nalezy przyja¢:
AXx't-Ay

Ay':_Ay

Przeciecie krzywej /przejecie na jej druga strone/ powoduje zmiane znaku wartosci F (x,y), stad
tez wymaga sie Jedynie sprawdzenia znakéw jej wartosci w kolejno osigganych weztach.

Warunki wybierajace Jeden z dwoéch weztéw /lezagcych po przeciwnych stronach krzywej/ na TYezet
aprokaymujacy /tj. na wezet bedacy koncem odcinka tamane]/, obejmujgace przypadek granicznyréwnosci

modutéw funkcji w weztach po przeciwnych stronach krzywej, zapisujemy w postacinastepujgcej relacji:

z7yicj I* Xjyj gdy jest speinione

[(I*wt> 1 “INiIP (pt> *>] <a** Pi*X i Sgn Fj) - 1

xk,VKk, « *1+1x1+1 8dy Jeet spetnione f2.11/
[CK+J < IPII)V (|FI+i! “IFID (Ft<«](ssn + Sgn F|+1) - 1

Sposéb n ruchéw $ledzacych potozenie krzywej

Sformutujemy drugi, odmlenny wariant ruchéw $ledzgcych potozenie krzywej, w ktéorym modut
wartos$ci funkcji |F(x,y)| /metryka generacyjnal/ spetnia jedynie role pomocniczag, a oddalanie sie ruchu
S§ledzgcego od krzywej nie powoduje zmiany Jego kiarunku /modyfikacji kierunku ruchu/, jezeli odchylenie
to nie przekracza okres$lonej wartoéci odlegtosci - jezeli krzywa nie wychodzi z pewnego, okre$lonego
pasma tolerancji /o szerokoéci h lub h ~j2 w zaleznos$ci od kierunku nachylenia stycznej do krzywej/.
Zgodnie z tym wariantem $ledzenie krzywej odbywa si¢ za pomocg dwoéch typéw ruchdéw $ledzacych: tzw.
"ruchu gtéwnego™ oraz "ruchu kontrolnego™. Kierunki "ruchu gtdwrago™ 1 "ruchu kontrolnego™ réznig sie od
siebie o 1 wyznaczajg dwa sgsiednie Wezly G IK lezgce po przeciwnych stronach krzywej.

W trakcie $Sledzenia krzywej dokonywane sa elementarne przemieszczenia wzdtuz kierunku "ruchu
3t6wnogo™ oraz lokalne ruchy kontrolne wzdtuz kierunku “ruchu kontrolnego™. Siedzenie krzywej /elemen-
tarne ruchy wzdtuz krzywej/ nastepuje dopo6ty, dopdki dwa wezty: Gj - osiagniety za pomocag "mchu
gtownego™ oraz Kj - osiggniety za pomocg "ruchu kontrolnego"™ tazg po przeciwnych stronach $ledzonej
krzywej.

Kolejne czynno$ci doprowadzajace do wyznaczenia wezta X p+j* Yp+j aproksyroujacogo krzywa

sg hastepujace:
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11 okresélanie kierunku "ruchu gtéwnego™ : kierunku wzdtuz oal x lub y Ilub przekatne] p tego, ktéry z wakto—

ram kierunkowym styczne], wystawionym w punkcie poczatkowym Xr’ yP tworzy mniejszy kat}

2/ okres$lenia kierunku "ruchu kontrolnago” /réznigcego eta od kierunku ruchu gtéwnego o i <t£-/ wskazujagce-
go wezet sagsiedni K lezgcy po przeciwne] stronie krzywe] niz wezet O, wskazany kierunkiem "ruchu

gtéwnego®

3/ wykonywanie kolejnych elementarnych ruchéw wzdtuz kierunku "ruchu gtdwnego™ /osigaganie kolejnych
weztéw Qj/ oraz lokalnych ruchéw wzdtuz kierunku "ruchu kontrolnego" /osigganie kolejnych weztow K j
i badanie potozenia tych weztéw w stosunku do krzywej /badanie znakéw wartosci funkcji F(x,y)

w tych weztach/, az do stanu, gdy pare weztéw Oj, Kj znajdg sie po'tej samej stronie kmywejj

4/ wybranie wezta aproksymujgcego *p+2« " jednego z weztéw Oj, Kj, Gj_j» K}_i wt »stepujagcej
casodyt m '~ . .-
- gdy wezty Gj oraz lezg po przeciwnych stronach krzywej, to na wezet oproksymujacy wybrany

zostaje ten z nich, ktory Jest blizszy krzywa] w sensie min jF (x,y)| ,

- gdy wezet Gj oraz Gj_”™ leza po tej samej stronie krzywej to na wezot aproksymudacy wybrany

zostaje ten z weztdw Kj lub K ~, ktéry Jeat blizszy krzywej w*anaio min |F(x,y)j |

fi/ kolejne punkty xp+2wp+2 * dalsze, apr okaymujace krzywa wyznacza sie ldentycznie jak punktxp+1,
yp+i*. .
llustracje do tego wariantu $ledzenia potozenia krzywej pokazano na rys. 2.3.
Oméwimy doktadniej poszczegdlne operacje oraz zaleznos$ci warunkujgce ruchy $ledzace przebieg
krzywej. " 7

Okreslanie kierunku "ruchu gtéwnego™ warunkowane jest ponizszymi zalezno$ciami!
- jezeli zachodzi nieréwnos¢
[fJ > 2|pyi /2.12al
to kierunkiem "ruchu gtéwnego™ jest kierunek osi vy,
- jezeli zachodni nier6wnos¢
iFyj > 2jFx| 12.12b/
to kierunkiem "mchus>gtéwnego™ jeat kierunek cel x,
- jezeli nie zachédbl Zzadne =z powyzszych relacji
to kierunkiem "ruchu gtéwnego™ jest kierunek przekatnej p.
Okres$lenie kierunku "ruchu kontrolnego" uwarunkowane Jest nastepujacymi zaleznos$ciami:

i/ dla kierunku "ruchu gtdwnego™.zgodnego z kierunkiem osi x kierunkiem "mchu kontrolnego™ Jeat kieru-
nek przekatnej, rézniacy sie od kierunku gtéwnego o kat - -~r to znaczy ten, ktéry doprowadza do
wezta K lezgcego po przeciwnej stronie krzywej w stosunku do wezta G, wyznaczonego przez Kkieru-
nek "mchu gtéwnego™} zapisujemy to w nastepujgcej postaci symbolicznej:

—jezeli zachodzi niezgodno$¢ znakow wartosci iuriecjl
Sgn FX(G)™ Sgn Fp(K)k /2.13al

wtedy kierunkiem "mchu kontrolnego™ jest kierunek przekatnej, okre$lony przez Kkierunki elementarnych
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ruchéw wzdtuz gtéwnych Unii «(lotki /relacji /2.0//,
- w przeciwnym przypadku przyjmij
&my Ay

1
1 oblicz F7 (K ') w punkcie K'wyznaczonym przez nowy kierunek przekatnej} JozeU woéwczas zacho-

dzi niezgodno$¢ znakéw wartosci funkcji

Sgn FX(Q) / SgnFp'(K") ' 12.13b/
Ito kle runkiem" ruchu kon.trolnego" Jest ostatnio okre$lony kierunek»przekqtnej,

- natoml ast gdy zacliodzl zgodno$¢ znakéw warto$ci funkcji
Sgn Fx (a) - Sgn FP(K') - Sgn FP(K) /£ 13c/
to przerwij wyznaczanie kierunku ruchu kontrolne go, wybierz na wezet aproksymujacy Xp+i* ~ p+l

Jeden z wezidw K tub K ' wyznaczonych przez ostatni 1 poprzedni kierunki przekatnych padnie

z zasadg min|F(x,y)] w tych weztach 1 przystap do wyznaczania kolejnego wezta aprokoymujgcego}

2/ dla kierunku "ruchu gtéwnego"™ wzdtuz osi y Kkierunkiem "ruchu kontrolnego™ jest réowniez /jeden/ kieru-
nek przekatnej, réznigcy sie od kierunku "ruchu gtéwnego™ o i , ten, ktory doprowadza do

wezta K, lezgcego po przeciwnej stronie krzywej niz wezet G wyznaczony przez kierunek "ruchu
gtdwnego™} zapiszemy w nastepujacej postaci:
- Jezeli zachodzi niezgodnos$¢ znakéw wartosci funkcji

Sgn ~ (G ) / Sgn FP(K) ] /2.14al

wtedy kierunkiem "ruchu kontrolnego™ Jest kierunek przekatnej, okre$lony przez kierunki elementarnych

ruchéw wzdtuz gtdwnych linii siatki /relacji j2.5//,

- w przeciwnym przypadku przyjmij

AXx -A x

1 oblicz FBO(KQ) w punkcie K ‘wyznaczonym przez nowy kierunek przekatnej, Jezeli wéwczas zacho-

dzi niezgodnos$¢ znakéw wartosci funkcji

Sgn FX(G) ~ Sgn FP'(K") 12.14b/

to kierunkiem "ruchu kontrolnego™ Jest ostatnio okreélony kierunek przekatnej,

- jezeli natomiast w przypddku réwnosci znakéw wartosci funkcji w trzech weztach
/2.14c/

Sgn F* (G) - Sgn FP*(K') -Sgn FP(K)

przerwij wyznaczanie kierunku "ruchu kontrolnego™, wybierz na wezet aproksymujacy (xp+1>yp+i)

jeden z weztéw K lub K'wyznaczonych przez rozwozone kierunki "ruchu kontrolnego", zgodnie

z zasadag mliIn|F(x,y)| w tych weztach 1 przystap do wyznaczania kolejnego wezta aproksymujapogoj

3/ dla kierunku "ruchu gtéwnego" wzdtuz przekatnej p kierunkiem "ruchu kontrolnego* Jest ten z kierunkoéw

wzdtuz osi x badz y elementarnych ruchéw /relacji /2.5//, ktéory doprowadza do wezta K lezgcego po prze-

ciwnej stronie krzywej niz wezet G, wyznaczony przez kierunek “ruchu gtdwnego'; zapisujemy to
w nastepujacej postaci:

- jezeli zachodzi niezgodno$¢ znakoéw wartosci funkcji

Sgn FI* (G) ~ Sgn Fx (K) /2.150/

wtedy kierunkiem *ruchu kontrolnego™ Jeat kierunek osi x,
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- w przeciwnym przypadku, jezeli zachodzi niezgodno$¢ znakéw wartosci funkcji
Sgn FP{G) ¢Sgn Fy (K", /2.1Bb/
to kierunkiem ™"ruchu kontrolnego™ jest kierunek oa! 'y,
- Jezeli natomiast zachodzi zgodno$¢ znakéw wartosci fUnkcjl
Sgn Fp(a)- Sgn FX(K)- Sgn Fy(K") /2.15c/
to przerwij wyznaczanie kierunku "ruchu kontrolnego”, wyblorz na wezet aproksymujacy (Xp+~,yp+”)
Jeden z weztow K lub Kwyznaczonych przez kierunki osi x oraz y zgodnie z zasady

rnin|F(x,y)| w tych weztach 1 przystap do wyznaczania kolejnego wezta aproksymujacego.

Wykonanie kolejnych elementarnych ruchéw wzdtuz kierunku "ruchu'gtéwnego™ polega na przemiesz-
czaniu sie do kolejnych weztéw Gj wyznaczanych przez kierunek "ruchu gtéwnego™ i obliczaniu w tych
weztach wartosci funkodl Fj (x,y) 1 na obliczaniu réwnolegle warto$ci funkcji Fj(x,y) w weztach Kj
wyznaczanych przez kierunek "ruchu kontrolnego"™ oraz na badaniu /tylko/ niezgodnos$ci znakéw wartosci
fUnkcjl F( ) 1 F(Gj) oraz I p(Kj) w odpowiadajgcych sobie weztach G ~ 1 Gj oraz
1 Kj. Ruchy $ledzace potozenie krzywej zostajag zaniechane woéwczas, gdy nastagpi niezgodno$¢ znakdw
wartosci fcinkcjl chociazby w jednej z par weztéw (Gj_IfG]|) oraz tym etapie $ledzenia po-
tozenia krzywej zostaje okreslony kolejny wezet aproksymujacy.

Wybranie wezta na wezet aproksymujacy odbywa sie podobnie jak w przypadku poprzednich warian-

tow ruchéw $ledzgcych potozenie krzywej, a uwarunkowana Jest nastgpujacymi zaleznos$ciami!

al Jezeli wezty Gj oraz Gj lezg po przeciwnych stronach krzywej, to na wezet aproksymujacy zastaje

wybrany jeden zgodnie z zasada mlin|F(x,y)| ]J zapiszemy to w nastepujacej symbolicznej postach
yk,> *“ GI-1
gdy jest spetnione

[df(Gjdl > |[F(GL1L1))Vv(|IF(G}Ht)| -iFiG ~il) (f£(Gul)> *)] (sgn F(Gj) ~ Sgn F(GUJ)) -1,
(xk, ykj)" * Gj /2.i6a/
gdy jest spetnione

[(k(Q DI < [f(gw)V(If (g | -1 X 07)]) (fJg,”) < M (sgn P (G,) f Sgn F(GUH) -1

b/ Jezeli wezty Gj_# oraz Gj lezg po toj samej stronie lerzywej to na wezet aproksymujacy zostaje wybrany
Jeden z weziéw lub Kj, ktory Jest blizszy krzywej w sensie min |[F(x,y) | a wyznaczony zostat

za pomocg ostatnich dwéch "ruchéw kontrokry/ch”, zapiszemy to w nastepujacej postaci symbolicznej!

(x»y ykt)* - Ki-i
gdy Jest spetnione
/2.16b/
[(JP<Ki)|> IF(KI_I>)V (IF(KI>!1 - tp(Ki,i)]) (F(KUI)> (Sgn F(G,) - Sgn F(GU1l) -1
(*iy ykj): - K,

gdy Jest spetnione
[d F(KD)|< IF(KWDH)V(pCKi)| - I"CK™)!) (P(KW ) < *)] (Sgn F(Gj) - Sgn F(GU1)) -1
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Obliczanie wartosci funkcji i"(x,y)

Warto$¢ funkcji F(Xjy) W westech osigganych ruchami $ledzacymi potozenie krsegywoj mozna wyznaczac
réznymi sposobami. Jednym z «lch Jest wyznaczenie P(x,y) wprost z réwnania lz.Il. Sposéb ten wymaga
Jednak dla kazdego z weztdw wykonania duzej liczby operacji potegowani«. Z tego powodu Jest mato efek-
tywny. Podamy wiec spos6b Inny, wydajniojssy z punktu widzenia ztozonoéci obliczeniowej, wykorzystujgcy
rozwiniecie funkcji P(x,y) w szereg Taylora.

WprowadZzmy operatory Warunkowe funkcji F(x,y)t
_ di
£ F(xjty1l) -~ F(xt+A xhyt) - Ffij.yj)

df e ir!
“p (Fiytr A yj) - F(xjyi)

gdzleA Xj | -jAy™| h, h - modut siatki

Korssyatajagc » rozwinieci« w szereg Taylora iUnkcji F(x,y) w otoczeniu punktu x*y majacego postac;

n

n
F(x+AXx,y *Ay) - ]T | (ax ~~ +Ay~ — ) F(X,Y)
. 1-0 3X oy

In- stopien krzywej/ 1 uwzgledniajagc oznaczenia /2.4/ otrzymamy ponizsze wzory:

E*F(xy) - p'Ix<x?*Jr) 2-18"

riF(x,y) Fiy(x.,y)

N(xL,y) - £ fc )
k=4 1-0 (k~iy 1 1t o

oraz zatezno$¢éi
Lpp(X,y) - LXE(X,y) + /E(X,y) ¢ LRF<x,y) 1z.i9[

gdzie wyrazenie!

fhn> “ £ g F(KADXIyi**r)

jeet prostsze do wyznaczenia od L”~F(x,y) na podstawie wzoru /2.J8/. Stad na podstawie wyrazen /2.1?/
mozna wyznaczy¢ wartos$ci funkcji F{x,y) w punktach (xj+A Xjy£), (xj,yE+Ay£) oraz (xj+Ax~fAyf)
pod warunkiem, ze znane eg pochodne czastkowe rzedéw 1 - n w punkcie Xjy~ Te ostatnie mozna wyzna-
czy¢ w podobny sposéb, korzystajagc z rozwiniecia w szereg Taylora pochodnych czgstkowych w punkcie

poprzednim oraz z ponizszych wzoréw, analogicznych do wzoréw /2.17/, /2.18/ i /2.19/:
L Frxsy ~xI-1yl-1* 7 Frxsy ~Xi-l,yt-1+ Ayl-1 " _Frx&y'xi-1’ di-11

LPFw syt~ .yL1) * *By i X1_'+A Xi_x.yl_1
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oraz
k
m JL s
h Prekyxsy ki) [2.20/
k
'iZFrxoy' 2 P rx(a+Kyy kt
k-1 -
dla 1 ~ r+a iC n-1, o~ r,s N n-1.

W artos$ci pochodnych czgstkowych w punkcio xpt'yp wyznacza ole, gdy znane ag wspo6tczynniki

réwnania uwiktanego krzywej a,j (1,J-$-n), ze wzoru nastepujacego:

Ji_ a xnNi-r o iwl 12.»1
rxay 2 z (n-k-1-r)I(1-S)i n-k-1,1

k-$ 1-a

dla 1 r+s ~ 1,0 ™ rs < n.

Ostatnie wzory sprowadzi¢ mozna do ponizszej postaci, wygodniejszej w komputerowej realizacji

algorytmu. Dla pochodnych wzgledem Jodnej zmiennej.

n-1 n-r-k n-k-1 *
Prx “ 2/ Y (1 (p)'V kJ,i exn-k'”~ 1yl

-0 1- 0 p-h-k-r-t+1

n-s n*k i = = . L -
o I N @i, ix Z2A
k-<fi 175 q-l~s+

gdzie 1~ rs ~ n,.

dla pochodnych mieszanych

ns=r-s=n-k-r n-lc-1

f’;.lln —<N Wwwm

k-p I-s p-n-k-r-4+1 g»l-s+I

gdzie r's ~ n* 27r+s ™ n.

2,3. Dane poczatkowe dyskretyzacJl

Rozwazane metody dyskretyzacJl wymagaja, Jako danych poczatkowych okre$lenia wspotrzednych
punktu poczatkowego xp»yp 1 koncowego' x”, generowanego segmentu krzywej, wartosci funkcji w punkcio
poczatkowym F(Xr’yP)’ kierunku obiegu krzywej D oraz warto$ci pochodnych czastkowych rzedéw 1y n
w punkcie poczatkowym. Punkty: poczatkowy 1 koncowy, a szczeg6lnie poczatkowy powinny bezwzglednie
pokrywa¢ 3le z weztami siatki /powinny mle¢ wspoétrzedne catkowltollczbowe/. Alternatywnym sposobem
zadania krzywej, wygodniejszymt z punktu widzenia komputerowej realizacji algorytméw Jest podanie

wspoétczynnikoéw a*” réwnania /2.1/ krzywej w miejsce pochodnych czastkowych 1 wartosci funkcji F (xp»yp)
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w punkcie poczatkowym. Warto$¢ F(xp,y ) /rriotryke generacyjna/ niezbedng do wyznaczaniu cicy®u aprok /-
majacego mozno wtedy wyznaczy¢é wprost z réwnanie /2.2/, natomiast wartosci pochodnych czgstkowych w wez-
le poczatkowym - z réwnan /2.10/ ewentualnie z /2.21/.

Wezly: poczgtkowy xpVp * koricowy /° szczegdlnie ten ostatni/ powinny loio¢ mozllwlo najblizej
dyekretyzowanego segmentu krzywej, w sensie minimalnej odlegto$ci /od krzywej/ mierzonej w metryce gene-
racyjnej ti. |F (x.y)l

Niezbedny w lokalizacji wektora stycznej kierunek obiegu krzywe] D zastapi¢ mozna JrodoJacA xp,Ayp
» elementarne przyrosty wzdtuz gtdéwnych Unit siatkowych, z wezta poczatkowego do wezta sgsiedniego,
lezacego mozliwie najblizej krzywej zadanej. Na podstawie pierwszego elementarnego ruchu mozna bowiem
okreséli¢ kierunek obiegu krzywej D. Ten sposéb zadania kierunku ruchu wzdiuz krzywej wydaje sie by¢
jednak mniej wygodny, ze wzgledu na konieczno$é wyznaczanie /poza algorytmem generacyjnym/ wartosci
fmkcjl w co najmniej dwoéch sgsiednich weztach siatki. Dtugo$¢ dyakretyzowanego segmentu krzywej moze
rowniez by¢ zadana kilkoma sposobami, np. przez okre$lanie A x, Ay - zmian wspoétrzednych miedzy punktom
poczagtkowym 1 koricowym segmentu lub Jeszcze Inny sposéb. W przypadku, gdy dyakrotyzowany segment
krzywej okres$lony Jest réwniez za pomocg punktu x ~yto warunek konca dyakrotyzecjl ma nastepujaca

postac:

(I*r*kl < h) (I»r*kl < h)v (K-~xk < h (lyr?k! < h) - 1 12-23"

2.4. lzolowanie punktéw osobliwych krzywej 1 uwarunkowania wyboru poczatkowego 1 kohAcowego punktéw

dyakretyzowanego segmentu krzywej >

Nlezdegenerowane postaci krzywych n-stopnla, dla n > 2 moga zawiera¢ punkty osobliwe,
w szczegdlnosci punkty rozgatezienia, ostrza krzywoj, punkty samost”®ycznos$cl lub punkty katowe.
W punktach tych nie Jest spetniony warunek regularnosci krzywej tj. skonczono$¢ pochodnych czastkowych
Inrzedu oraz zalezno$¢ F)’(\ + F~ > $ . Z tego tez wzgledu w punkcie osobliwym nie mozna przeprowodzI¢
lokalizacji nachylanie wektora Izlierunkowego stycznej do krzywej. A tym samym nie mozna okreéli¢ kolejne-
go punktu ciagu aprokaymujacego krzywga. Punkty osobliwe trzeba wiec lzolowac*

Z doktadnlejszej analizy tego problemu wynika* te na dyakretyzacje krzywych zawierajgcych punkty

osobliwo oraz lezace blisko siebie rézne gatezie krzywej /opisane jednym rdédwnaniem i2*1// nalezy zatozy¢

nastepujace ograniczenia:

I/ dyakrotyzowany segment krzywej nie moze zawiera¢ punktéw osobliwych pomiedzy punktami: poczatkowym

XpVp 1 koncowym 3 ~ /ze wzgledu na niemozliwo$é lokalizacji na nim wektora kierukowego atycznoj*

2/ punkt poczatkowy xpVp *I® moze by¢ punktem osob llwyra /ze wzgledu na niemozliwo$é¢ lokalizacji

.wektora stycznej w tyra punkcie/;

3/ na punkt poczatkowy nie mozna wybieraé¢ weztéw siatki lezagcych w bezpos$redniej bliskosSci przylegaja*
coj gatezi krzywej /na odlegtos¢ 6 <Th/, tzn. w tych rejonach krzywej, w ktérych przez Jedno
elementarne pole siatki przechodzi wiecej niz Jedna gataz krzywej; rozpoczynajac * takiego wezta
dyakretyzacje otrzymuje sie tamang z defektem, ss duzymi znieksztatceniami lub tez moze zosta¢

t
-mygenerowana niewtasciwa gataz krzywej)
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«/ na punki koncowy sag,mantu "i* mozno /podobnie Jak w przypadku punktu xpyp/ wybiorgé¢ punktéw
w tych rejonach krzywej, w ktérych loza bUako slabie rézne gatezie krzywej /tzn. gdzie przez Jedno
elementarne pola siatki przechodzi v<ecej niz jedna gataz krzywej/t w trakcie generacji moze nastapic

bowiem przejscie na przylegajaca gataz krzywoj przed osiggnieciem wezta z~y~.

Punkty koncowe generowanych segmentéw krzywych moge natomiast byé¢ punktami osobliwymi. Podstawowym
warunkiem wyboru punktu jest , by wybrany byt on w takim miejscu krzywej, w ktérym Inne gatezie
¢

krzywej og dostatecznie odlegte /co najmniej na odlegto$¢ réwna modutowi alatkl h/.

3, ALGORYTMY DYSKRETYZACJI

No basie przedstawionych wyzoj dwéch réznych wariantéw ruchéw $lddzacych algebraiczne krzywe
ptaskie n-stopnla - skonstruujemy dwa algorytmy dyskretysacjl tych krzywych na jednorodnej kwadratowej
siatce k-spo6jnoj.

Chociaz kazdy z algorytméw Jest oparty na odmiennej koncepcji $ledzenia przebiegu krzywej, to tym
niemniej maje ona réwniez pewne cechy wspd6lne. Obydwa algorytmy maje po jednej petli gtéwnej 1 po kilka
petli matych. Przejscie przez petle gtéwne doprowadza zawsze do wyznaczenia jednego /kolejnego/ punkki
aproksymujacogo. W petlach matych se¢ wykonywane ruchy $§ledzace przebieg krzywej.

W pierwszym algorytmie sa trzy mata petle, o wejscie do kazdej z nich wymaga apoinlenla odmiennych
warunkow. &

W algorytmie n ruchy d6ledzece przebieg krzywej wykonywane se w czterech malych petlach. Nie ,ma réw-
niez wzajemnych sprzezen miedzy tymi petlami. Wariant ruchéw 6ledzecych krzywa, na ktérym oparty Jest
algorytm U nie zawiera mozliwosci modyfikacji kierunku ruchéw 6ledzecych.

Operacje poczetkowe w obydwu algorytmach se jednakowe. Se¢ to operacje zapamietania danych
poczatkowych, wyznaczenia pochodnych czestkowych rzedéw 1+n funkcji F(x,y) w punkcie poczatkowym
oraz operacja wyznaczenia kierunkéw elementarnych ruchéw wzdtuz gtéwnych linlt siatki /lokaUzacja poto-
zenig wektora stycznej z doktadnos$cig do Er—/.

Dalsze operacje sg juz rézne dla poszczegdlnych algorytmow.
Algorytm |

Algorytm | w postaci blokowej zostal przedstawiony na rys. 3.1.

Pierwszg operacje algorytmu, Jak Juz wspomniano, jest zapamietanie danych poczetkowych, bedacych
wspo6trzednymi punktéw: poczatkowego (xp,yp) | konncowego (xk,yk), wspétczynnikéw a”, réwnania 2.1/
opisujgcego krzywe oraz kierunku obiegu krzywej D. Nastepnie wyznaczone se pochodne czagstkowe
funkcji F(x*y) w punkcie poczgtkowym /wzory 2.21/ Dalsze operacje algorytmu, w odré6znieniu od dotych-
czasowych, bede wykonywane w algorytmie wielokrotnie - w petli gtéwnej 1 w jednej z trzech jego matych
petu*

Pierwszg operacje petU /gtéwnej/ algorytmu jest operacja wyznaczania kierunkéw elementarnych
ruchéw wzdtuz gtéwnych Unii alotki /lokalizacja kierunku wektora stycznej z doktadnos$cle do —(lr----

- wzory /2.5//. Dalsze operacje algorytmu to wyznaczenie kierunkéw ruchéw $ledzecych przebieg krzywej:
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“"ruchu* od krzywej" i sprzezonych * nim "ruchéw e«wzdtuz krzywej" /oznaczona w algorytmie Jolco WARL/,
ktéro przebiegajg zgodnie z opisanym wcze$niej warientom | tych. ruchéw /wzory /2.7//. Wystepujg tu rdzne
kombinacjo kierunkéw "ruchu od krzywej" oraz "ruchéw wzdtuz krzywaj". Relacjo 2.7/ lokalizujgc nachyla-
ni* wektora etycznej z doktadnos$cig do wybieraja jedna z tych kombinacji. Uwzgledniaja przy tym tak
zaleznos$ci typu > , < miedzy modutami pochodnych czgstkowych FX 1 Fy Jak réwniez | znaki tychze pochod-
nych oraz kierunek obiegu krzywej D.

Dalej algorytm rozwidla ale na trzy gatezie /bedgce wejsciami do trzoch Jego matych petli/, w kazdej
z nich realizowane sa; "ruch od krzywoj"™ oroz "ruchy wzdtuz krzywej" - wzdtuz jednego z kierunkoéw;
osi *, osi y lub wzdtuz przekatnej uktodu p. Po wykonaniu "ruchu od krzywej" algorytm aktualizuje
warto$¢ F(x,y) oroz wortoécl pochodnych czastkowych rzadéw 1 - n w oslagnlatym wezle /wzory {2.17/
1/2.20/1.

Kazdy elementarny "ruch wzdtuz krzywej"™ rozpoczyna slg operacjg obliczenia wortodcl ftinkejt
w punkcie sasiednim, wyznaczonym przez okrodlony wcze$niej kierunek tego ruchu. W tym algorytmie
modut wartosci ftmkcjl Jest metryka generacyjna, a poréwnanie modutéw wartosci funkcji w punkcie biezg-
cym ,oraz w punkcie sgsiednim, wyznaczonym przez kierunek "ruchu wzdtuz krzywej", okresla, czy w wy-

niku wykonania zamierzonego'"ruchu wzdtuz krzywej" nie nastapi oddalenie slg od niej. W algorytmie waru-
nek ”“sn oznaczony jest symbolem WARK /worunek kontynuacji "mchu wzdtuz krzywej"/.

Okres$la on, czy kolejny krok w "ruchu wzdtuz krzywej'." nie spowoduje oddalenia slag od niej. W tym
celu poréwnuje sla moduly wartosci funkcji w punkcie biezacym 1 w punkcie sgsiednim, osiggalnym w wyniku
wykonani o elementarnego "ruchu wzdtuz krzywej".

Gdy z tych dwéch modutéw wl ekszy Jest w punkcie biezagcym, o oba punkty leza po tej samej stro-
nie krzywej /WARI<«iTRUE/, to wykonany zostanie "ruch wzdtuz krzywej¥ o lle nie zostat napotkany kon-
cowy punkt krzywej /WARKG-FALSE/, "ruch wzdtuz krzywej" Jest kontynuowany /w matej patll algorytmu/.

Je$li "ruch wzdtuz krzywej" nie moze byé¢ kontynuowany /WARK-FALSE/, testowany Jest warunek
przeciecia krzywej /WARP/, 1 Jeéli takie przecigcie nie nastapito /I WARP-FALSE/, to Jest wykonywano mody-
fikacja kierunku ruchu /uzalezniona od kierunku obiegu krzywej D za pomocg warunku WARM /WARMP//,
I/wzory /2.S/ - /2.10//, Natomiast gdy nastapito przeciecie krzywoj /WARPwWTRUE/, badz gdy zostata wykona-
na modyfikacja ruchu, to weezet aproksymujacy zostaje w Jednym z dwéch rozwozonych weztéw, w Kktéorym
modut warto$ci funkcji /relacje /2.11// Jest mniejszy. Wybér ten zostaje dokonany w wyniku testowania
warunku granicznego WARG. Je$li zachodzi WARG—TIRUE, to weztem aproksymujapym zostaje wybrany
wezet sgsiedni i wtedy w tym punkcie nastepuje wyznaczenie warto$ci funkcji 1 pochodnych czgstkowych.
Gdy zachodzi WARG«PALSE, to weztem oprokaymujacym zostaje wybrany wezet biezacy.

Wybranie wezta aproksymujgcego spowoduje przejscie do poczatkowych operacji algorytmu w celu
wyznaczenia kolejnego punktu aproksymujacego, o ile ostatnio wybrany wezet nie okaze sie koncowym
weztem generowanego segmentu krzywej /I WARKG-FALSE/.

Spetniony w dowolnym miejscu algorytmu warunek konca generacji WARKG powoduj* zakonhczenie

generacji ciggu aprokaymujace go.
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Algorytm n

Algorytm li. zostat pmac;ai«vriolvy na rys, 3.2 w costecl blokowej. Jako danych poczatkowych wymaga
on okreslenia tych samych wlolkascl co | poprzedni algorytm, tj. zadania stopnia krzywej, wspoétczynnikow
jej réwnania uwiktanego j2,1/ oraz wartosci wspdtrzednych punktéw: poczatkowego (Xp,yp) 1 koncowego
(ac ) °Prok*ym°wonego segmentu a takie wartosci funkcji F (xp>Vp) or«® kierunku obiegu krzywej D.

W szystkie poczatkowe operacje algorytmu sg identyczne Jak w poprzednim algorytmie. Nastepuje wiec
zapamiegtanie danych poczatkowych oraz wyznaczenie wartosci pochodnych rzedéw 1-n funkcji F(x,y)

w punkcie poczatkowym /wzory /2.21//. Kolejng operacjg algorytmu, ktéra w odréznieniu od operacji pocza-
tkowych Jest pierwsza operacjg petli gldwnej algorytmu, Jest, tak jak i w algorytmie | operacja wyznaczenia
kierunkéw elementarnych ruchoéw /relacji /2.5// ora* operacja wyznaczenia wartos$ci funkcji F(x,y) dla trzach
sgsiednich weztéw siatki Fx (x,y), F~A(x,y) 1 Fp(x,y), wyznaczonych pe*»z kierunki elementarnych ruchéw
i przekatng /wzory /2.1?/ i /2.19//. Wartosci fur.kcjl Fx, Fy oraz Fp wykorzystywano sg w dalszych fazach
algorytmu. Po tej operacji nastepuje testowanie warunku WARI 3, ktéry rozwidla algorytm na trzy gatlezi'-
“ruchu gtéwnego™ wzdtuz krzywej: gataz ruchu $ledzacego wzdiuz osi x /gataz prawo/, gatgz ruchu dlodza-
cego wzdiuz oal y /gataz lewo/, gatgZz mchu ¢lodzacego wzdituz przekatnej /gatgz Srodkowa/ /relacji j2.12//,
Réwnoczes$nie, dla kazdego z kierunkéw "ruchu gtéwnego'™ zostaje okreslony kierunek "mchu kontrolnego™
ktorym Jest kierunek przekatnej dla "mchu gtdwnego™.wzdtuz osi x badz y /gatezie skrajne/ oraz kierunek
osi x badz y dla "mchu gtéwnego™ wzdtuz przekatnej /gatagz Srodkowa/ /relacji'j2.13/ - /2.15//.

Poczatkowg operacja kazdej ze skrajnych gotezl algorytmu Jest sprawdzenie poprawnos$ci okre$lenia
kierunku "mchu kontrolnego™. Nastepuje wiec testowanie warunkéw WARN - warunkéw niezgodnos$ci znakow
warto$ci funkcji w weztach sgsiednich wyznaczonych przez kierunki: "mchu gtdwnego™ oraz "ruchu kontrol-
nego*. Pozytywny wynik testowania tych warunkéw powoduje przejscie do matych petli algorytmu, w ktérych
wykonywane sg mchy $ledzgce przebieg krzywej. Negatywny wynik powoduje wyznaczenie nowego, réznia-
cego sie o0 - kierunku "mchu kontrolnego™, obliczenie wartos$ci funkcji w wezle wyznaczonym przez
nowy kierunek "mchu kontrolnego"™ oraz powtérne sprawdzenie poprawnos$ci okreslenia kierunku "mchu
kontrolnego™. Pozyt ywny wynik tego testu powoduje, Jak poprzednio, przejscie do matej petli algorytmu.
Negatywny ~ doprowadza do operacji wyznaczanie wezta aproksymujgcego /sposréd dwoch weztéw wyzna-
czonych przez poprzedni 1 aktualny kierunki "ruchu kontrolnego"/ oraz wejscia do gtéwnej petli algorytmu.

W gatezi Srodkowej /gatezi "mchu gtéwnego™ wzdtuz przekatnej p/ pierwszg operacjg Jest rowniez
doktadne okreé$lenie kierunku "mchu kontrolnego™, ktérym Jest kierunek osi x badz y ten, ktéry doprowadza
do wezta lezgcego po przeciwnej stronie krzywej niz wezet -wyznaczony przez kierunek "ruchu gtéwnego™.
Nastepuje wiec testowanie znakdéw wartosci funkcji Fx, FA i Fp w waztech sagsiednich. Dwa wewnetrzne
wyjécia z warunku WARNP doprowadzaja do dwdch $rodkowych petli algorytmu, w ktérych kierunkiem
“"mchu gtéwnego"™ Jest kierunek przekatnej o kierunkiem "mchu kontrolnego™ Jest kierunek osi x w gatezi
prawej oraz kierunek osi y —w lewej. Pozostate dwa skrajne wyjscia z warunku WARNP doprowadzajg do
operacji wyznaczenia wezta aproksymujgcego /sposréd wezidw sgsiednich, wyznaczonych przez kierunki
osi x Iy, zgodnie z zasada min |F (x,y)] oraz wejscie do gtownej petli algorytmu. Wyznaczenie kierunku
"mchu kontrolnogo” spetniajgcego okre$lone wymagania nie jest bowiem mozliwe.

W kazdej z matych petli algorytmu wykonany zcsiaje elementarny ruch wzdtuz kierunku gtéwnego

/obliczenie warto$ci pochodnych czgstkowych wszystkich stopni 1 -uaktualnienie wspétrzednych oraz



02

foulods-x

aolels

[amoreapemy [eupoaoupaleu

yonysetd

yoAuzoreaqgabje

YoAMAZIY

1loezA18191sAp O  wnfioby

KA



33

wartoséci funkcji/ oraz sprawdzenie kryterium konica generacji WAKKG. Poate¢ tego kryterium Jest Identycz-
na Jak w poprzednim algorytmie. Pozytywny wynik testowania WARKG oznacze zakohczenie dziatania
algorytmu /zakohczenie procesu, dyakretyzacjl/. Negatywny - prowadzi do operacji zapamietania wartosci
funkcji w oatatnlo wyznaczonym wezle kontrolnym /operacjo podstawienia Fk: - .../ oraz do operacji oblicze-
nia wartos$ci funkcji w sgsiednich weztach wyznaczonych przos Kkierunki:' "ruchu gtéwnego™ oraz "ruchu kon-
trolnego™.

Kolejng operacjg /w kazdej z czterech/ petli matej algorytmu Jost testowanie warunku- rozwidlenia
petli WARR (x,p,y). Warunki W/1IRR rozwidlajg petle no S gatezi. GatagZ oznacza numerem 1 Jest gatezig
kontynuacji $ledzenia krzywej /przejscie do poczatkowych operacji matych petu algorytmu/. Sledzona krzywa

przebiega bowiem pomiedzy weztami wyznaczonymi przez Kierunki:- "ruchu gtéwnego™ oraz "ruchu kontrolne-

go", Gatezie oznaczone pozostatymi numerami doprowadzajag do operacji wyznaczenia wezta aproksymujace-
go krzywag na osiagnietym etapie jej $ledzenia. Istnieje bowiem przypadek, w ktorym dwa wezty: wyznaczo-
ny przez "ruch gtéwny™ oraz "ruch kontrolny"™ znajdujg sie po tej samej stronie krzywej. Proces $ledze-
nia przebiegu krzywoj zostat wiec zakoriczony 1 nalezy wybraé¢ wezet aproksymujacy. Gatlezie oznaczone
numerami 2 i 3 sa gateziami, w ktérych na wezet aproksymujacy wybrany zostaje /zgodnie z zasadg

min jF(x,y)| [/ Jeden z weztdw okreslonych przez aktualny /gatagz 2/ 1 poprzedni /gatgz 3/ kierunki
"ruchu kontrolnego™. Gatezie oznaczone numerami 4 15 sg gateziami, w ktérych no wezet aproksymujacy
wybrany zostaje /réwniez zgodnie z zasada min |F(x,y)| /jeden z weztéw wyznaczonych przez kierunek
"ruchu gtéwnego™: aktualny /gataz 4/ badZz poprzedni /gatgz 5/.

Kazdo z operacji wyznaczenia wezta aproksymujgcogo zawiera w sobie uaktualnienie wartosci
wspoétrzednych (x,y) oraz warto$ci funkcji F(x,y) w tym wezle a takze obliczenie -warto$ci pochodnych
czastkowych wszystkich stopni /oprécz gatezi WARR o numerze 5, w ktérych wartoéci te okreslone
zostaty weczes$niej/ 1 kazda z nich powoduje przejscia do petli gtdwnej algorytmu, w ktérej nastepuje
sprawdzenie warunku WARKG | przejscie do poczatkowych operacji algorytmu - badZz -tez zakornczenie

procesu dyskretyzacjt.

4. ZAKONCZENIE

4.1. Implementacja algorytmoéw

Zaproponowane w rozdz.- 3 algorytmu dyskretyzacjl krzywych algebraicznych ptaskich zostaty
zaprogramowana na komputerze MERA 400 w FORTRANIE. Implementacja ta wykonana zostata w celu
praktycznej weryfikacji poprawnos$ci dziatania algorytméw, poréwnania zatozen z otrzymanymi wynikami
i sformutowania wynikajgcych z implementacji wniosk6w- W remach tej Inplementacji przeprowadzono dyskre-
tyzacje wybranej grupy krzywych a jej wyniki postuzyty do potwierdzenia poprawnos$ci konstrukcji oraz
okre$lenia zalet 1 wad algorytméw, ujawnienia Innych cech algorytméw niz to, ktére byly przewidziane na
etapie syntezy oraz wyciggniecia praktycznych wnioskéw i wskazéwek do wykorzystania Ich w praktycz-
nych zastosowaniach.

Implementacje algorytméw wykonano poczatkowo w arytmetyce eatkowitoliczbowej. Jednakze, w przy-

padku krzywych od 4-stopnte wzwyz | rozmiarach geometrycznych krzywych rzedu 1 40 Jednostek,
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wystepowaty w procesie dziatania algorytmu wyniki liczbowe przekraczajgce zakres Uczb catkowitych

/1 32767/ MERA 400. Zaistniata wiec konieczno$¢ przejscia no arytmetyke zmlennoprzeclwnkowa. Wyeliminowa-
na zostata Jednak w ten sposéb Jedne & podstawowych zalet zastosowanej metody dyokretyzacjl: szybko$¢
obliczen 1 brak kumulacji btedéw - wprowadzony zostat do obliczen btad systematyczny /btgd reprezentacji/»

Negatywnag cecha metody bedacej podstawag proponowanych algorytméw jest wiec operowanie na duzych
liczhbaoh catkowitych /duzych w stosunku do zakresu Uczb catkowitych minikomputeréw/, zwiekszajacymi
sie wraz ze stopniem 1 wymiarami geometrycznymi krzywej.

W testowanych przykitadach krzywych stopnia n-~6 i wymiarach geometrycznych krzywych rzedu
- 10C Jednostek /1 Jednostka « 1 h - modut siatki/ zakres liczbowy pojedynczej precyzji i 0.17.1038
w zupetnos$ci wystarczat do poprawnego wykonywania niezbednych w algorytmach operacji. Nie stwierdzato
sie réwniez "degeneracji" krzywej z powodu stosowania Uczb zmiennoprzecinkowych, mimo wnoszonych
przez te reprezentacje biteddéw.

W algorytmie | Implementacja pozwolita stwierdzi¢ Istotng wade. W dyskretyzacjl krzywych wieloga-
tezlcwych, w rejonach krzywej od strony innych jej gatezi nastepuje, Juz w niewielkiej odlegtos$ci od
konturu krzywej duzy spadek wartosci funkcji w kierunku innych gatezi tej samej krzywej /patrz tab. 4.1/.
Oznacza to fakt, ze we wskazanych rejonach krzywej wystepuje zawezenie przedziatu, w ktéorym |F(x,y)]
spetnia warunki metryki. Poniewaz w algorytmie wykonywany Jest tzw. "ruch od krzywej" oraz stosowany
- jako metryka generacyjna - modut wartosci funkcji jF(x,y)| , dlatego tez, dla pewnego /dostatecznie
duzego/ modutu siatki h } okred$lonego kierunku obiegu krzywej spetnione sg warunki, przy ktérych
kierunek "ruchu wzdtuz krzywej" odbiega znacznie od kierunku krzywej 1 doprowadza do "ze$lizgu"
kierunku "ruchu wzdtuz krzywej" na przylegajaca gataZz krzywej /lub punktu lzolowanego krzywej/, powodu-
jac Jej degeneracje. i

Podobny przypadek zostat opisany w [loj . Natomiast tutaj zostat on przedstawiony no rys. 4.1,

a wystapit w trakcie dyskretyzacjl krzywej 4-stopnta F'(x,y) - (x2+y2)2 - 100 x3 +.-3 xy2 - 900 x2+

+ >2 0 /koniczyna trojtlatna/. Dle tego przypadku kolejno$¢ operacji algorytmu Jest nastepujgca: Punkt A
eostat wybrany kolejnym weztem eproksymujacym, Rozpoczyna sie wiec wyznaczanie wezta-kolejnego.
"Ruch od krzywej" doprowadza do wezta D, a pierwszy "ruch wzdiuz krzywej" doprowadza do wezta C

1 nastepnie do weztdw: D, E, E Ud. W kazdym z nich warto$¢ funkcji jF (x,y}] Jest mniejszo niz w punkcie
poprzednim. Powoduje to Jednak oddalanie sie punktu biezgcego od krzywej. Dalsze kroczenie "ruchami
wzdtuz krzywej" doprowadza do punktu (0,0), ktéry Jest punktem lzolowanym /I osobliwym/ krzywej.

v punkcie (0,0) nastepuje zapetlente sie algorytmu: dokonuja sie ciggte zmiany kierunku "ruchu wzdtuz
krzywej”. Kazdy z punktéw sasiednich ma bowiem wiekszy modut E(x,y).

Te wode algorytmu mozno omingé, poprzez zmiane kierunku obiegu krzywej no przofclwny /zmieniajac
miejscami punkty: poczatkowy ) t koncowy (z”.yk) oraz kierunek obiegu krzywej D[, lub zmniejsze-
niem modutu siatki h. Nie znano jest Jednak zasado doboru kierunku obiegu krzywej oni tez wartoéci .modutu
siatki zapewniajaca poprawng dyskretyzacje krzywej /zapobiegajace wystapieniu przypadku wyzej opisanego/.

Algorytm Il z zatozenia nie ma opisanej wady, z powodu tzw. "ruchu kontrolnego"™ potozenia krzywej.

Inng wadg algorytmu | jest $cinanie ostrych fragmentéw krzywej w przypadku aproksymacji krzywych

o promlenlach krzywizn zblizonych wartoécia do modutu siatki h. Powstaniu tego zjawiska sprzyjato
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mozliwo$é wykonywania w «lgérytmls szeregu wyatepujac-ych po aobio modyfikacji kierunku ruchu/ w a-
mach wyznaczenia Jerfnago wektére aprokaymajgcego/. Zjawisko to soatoto * algorytmu wyeliminowane na
etapie Jogo tooiowanla przez, wprowadzenia do dziatania algorytmu i-osady, zgodnie g ktorg bezposrednio
po operacji modyfikacji kierunku ruchu nastepuje -wyznaczenia korfica wektére r.prcksymujacego.

Miedzy algorytmami 11 U Intnieja 1 Inna ré6znica, W szczeg6lno$ci kazdy z nich generuje, z reguly
inng tamana, a ponadto algorytm 1 sktada tamang na ogét z wiekszoj liczby krotszych odcinkéw.

W pordéwnaniu z algorytmami znanycni s literatury, algorytm 5 Jest podobny do algorytmu aproksymacji
krzywych 2-stopnia opisanego w [1?]. Wykorzystuje bowiem tg samg zasade $ledzenia przebiegu krzywej;
‘ruch od krzywej" oraz szereg "ruch wzdtuz krzywej”, a ponadto wyznaczanie wartos$ci funkcji Joko miary
cdirigtoiSci punktu od konturu. Réznica miedzy tymi algorytmami polega na mozliwosci wykonywania /w opisy-
wanym algorytmla i/ "ruchu od krzywej" oraz "ruchéw wzdiuz krzywej" tak wzdtuz obydwu wspdtrzednych
X badz vy Jak tez wzdtuz przekatnej o takze na mozliwos$ci modyfikacji kierunku ruchu o kat J 4£>°/a nie
0t 90°/. W rezultacie generowana przez opisywany algorytm famana jest bardziej "gtadka™ gdyz sktada
sie Z mniejszej liczby wektoréow, a doktadno$¢ jej aproksymacji Jest wyzsza.

Algorytm U nie Jest podobny do zadnego ze znanych w literaturze catkowitoliczbowych algotytmow
aproksymacji ptaskich krzywych aigobralcsnych.

Rysunki 4.2 - 4.15 llustruja krzywe algebraiczne r6znych stopni aproksymowona no siatce kwadrato-

wej z modutem h ~ 1 mm ze pomocg opisanych algorytmoéw 1| i I

4.2, Okre$lenie kierunku dalszych badan

Istnienie | poprawno$¢ dziatania eaporoponc,vanych algorytméw dyskretyzacji krzywych algebraicznych
dowolnego stopnia dowodzi, ze stopien krzywej nie Jest podstawowg przeszkoda w opracowaniu poprawne-
go algorytmu dyakratyzacji, przynajmniej w przypadku krzywych ptaskich algebraicznych.tCo wiecej, letnie-
ja teoretyczne przestanki do stwierdzenia, ze podobnego typu algorytmy mozna opracowaé¢ nie tylko dla
krzywych majgcych skonczona rozwi nlecla potegowe, cle w ogdle dla funkcji ciagtych /odcinki ciggtych/.
Jako generalng zasade konstrukcji tych algorytméw nalezatoby wykorzysta¢ rézne znaki wartosci funkcji
p £x,y) w punktach lezgcych po przeciwnych ntronac-h krzywej oraz modut wartosci funkcji jako metryke
generacyjng. Probiera kroczenia wzdtuz krzywej mozna realizowaé, nie stosujac rozwinie¢ funkcji w sze-
regi potegowe. Warto$¢ funkcji P(x,yj w punktach-wez&sch mozna bowiem wyznacza¢ wprost z réwnania
og6lnego krzywej, a niekonlecznié6 za pomocg'rozwinie¢ potegowych. Zaktadajac ré6zntczkowalnos$é funkcji
1 ciggtos$¢ jej pochodnych oraz to, ze pochodne I-rzedu nie sg réwnocze$nie réwne zero, mozna,

w oparciu o nie, wyznaczy¢ kierunek ruchu wzdtuz «tycznej do krzywej, a obliczenia warto$ci funkcji
dokonywaé¢ wprost z réwnania ogdlnego.

Podstawowa wadag opisanych algorytméw jest korSeccno$¢ operowania na bardzo dutyeh liczbach,
rosngcych /w przypadku krzywych algebraicznych/ wraz ze wzrostem stopnia krzywej 1 Ich wymiaréw
geometrycznych. Wynika stad konieczno$¢ stosowania /w komputerowej realizacji algorytmoéw/ zmiennoprze-
cinkowej reprezentacji liczb, wnoszacej /ze swojej natury/ btedy reprezentacji a w konsekwencji wielokrot-
nych obliczen - réwniez bledy obliczen 1 zaokraglen. Zjawisko to aylgzane jest z przyjeciem za metryka
generacyjng modutu wartos$ci funkcji P (x,y) w weztach z otoczenia krzywej. Metryka to Jest przyczyng

Ucznych niedogodnosci. Narzuca bowiem w zasadzie wartos¢ modutu siatki, na ktérym nalezy przeprowa—
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dzo¢ dyskretyzacje . Przy dostatecznie duzym module siatki /w slatco rzadkiej/ moga -wystepowa'i przy-
padki "ze$lizgiwania™ sie ruchéw $ledzgcych z krzywej, tok jak to zaistniato w przedstawionej tu
Implementacji.

Istnieje wl ec potrzeba dalszych badaé nad algorytmami, by doprowadzi¢ Je do takiej postaci, w Kto-

rej mozliwe bedzie dziatanie Jedynie na krotkich liczbach statoprzoclnkowych.

») b)

Rys.4,2. Aproksymacja stroioldy (krzywa J-stbpriia) na »jatce k-sp6jnej z modutem h“l [mm] za pomocag
algorytmu 1 (a) i I (b)

Ry».4.3. Aproksymacja liscia Kartezjusza (krzywa 3-stopnia) na siatce k-epdéjnej * modutem 1 [mm]
za pomocg algorytmu 1 (o) i Il (b)
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Rye.4.«. Aproksymacja lemnlokoty Bemulileso (krzywo 4-»topnle) r> siatce k-*p<S]noj
X modutom h. 1 [mm] m pomocg «lgorytmu i (fi) I Il (b)

Rys.4.5. Aproksymacja rodziny krzywych 6--topn>a na »lotce k-ep6jnej * modutem h-X [mm]
xo pomocag eJgorytmu | (a) i It (b)
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fIMGKpeTH3amifi anredpaHHecKHX kphbux Ha OflnopoaHUX KBUApaTiiux

K-CBH38HUX CeTKHX

Pea10me

B nydjiHKapHH aHaJiH3Hpyeicn t.h. ue;ioHHCJieHHue uhckp8th33uhh (annpoKCHuauiis?) ajiredp”mecKHX
kphbux ocymecTBaeMue Ha K-cBH3aHux KBaapamux ceTKax. Ohh 3aKJi»<jakK>TCH b npHdJiHaceHHH kphbux
psflou ‘icmeK (ya;iOB ceTKH) HueioiuHx yejiORHCJieHHue KoopuHHaiu, b kotopou pa3CTonnHe uesay oqepenHU-
uh TO'iKauH pn~a HeorpaHHweHO CBepxy. 3th npHfijiHSieHHH He bhocht cucTeuaTHHeeKHx ohih<5ok. Caejiano
od3op BHiepaTypu Kaca»ueHcH ueTOflIOB w auropHTMOB pejioHHcseHHOIl nHCKpeTHaaunn kphbux a Taicse
ccHHTesnpoBaHo flBa HOBue anropHTua sHCKpeTMaapnH jibookhx ajiredpanuecKHx kphbux a-cseiieHH Ha oa-
HOpOfIHUX, KBaiipaTHUX, K-CBH3aHHX ceTKax.

OroBopeHO peayjiBTaTU BHeapeHHR ajiropHTMOB aa uHHHKOunBniepe mera 400npKBOfIH aepTeKii ReTuoex
kphbux (3-, 4- h 6-CTeneHH BunonHeHHue RepTeixHUM aBTonaTou dioigraf iei2) cnncKpeTHSHpoBaHHux
C noMouB pa3pa(50TaHHUx aaropHTMOB.

AjiropiiTuu HatoyT npHuenenKe He tojibko b uaiaHHHOtt rpa$Hice h tiaiuHHHOoM odpadOTKe odpasoB
h HepTezeii, ho Tarate h b uh$pobom ynpaBlieHHii $pe3epHui,ui cTaHKaun (h npyrHMH npoauuuieHHuiiH
npopeccaMH) h T.n.

An algebralo ourvo dlsoretizatlon on k-connected homogeneous square
grids

Abstraot

In this paper there have been ahalyeed methods of so called Integer algebraic ourve discre-
tizations (approximations) realized on k-conneoted square grids.

In all these methods ourvos are approximated by a sequence of points (nodes of a grid),
coordinates of which are integers and distance between the adjacent points is noi limited in
advance. Results are not ohargod with systematical errors.

The literature concerning methods and-algorithms of integer curve disorctization has been
reviewed. Two new algorithms of 2D n-degree algebraic curve dlsoretizatlon on homogenous
k-oonnected square grids have been synthesized. Results of on implementation of the algorithms
on MERA 400 minicomputer on corresponding drawings of four curves (3-, 4- and 6-degree plotted
on the DIGIGRAF 1612 plotter) have been disoussed.

These algorithms can be applied in computer graphics image and drawing processing, tool
numerical oontrol (or other production proceses), ete.
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Prace naukowo-badawcze instytutu Maszyn Matematycznych

0 pewnych problemach projektowania kompu-
terowych systemoéw graficznych
Wojciech MOKRZYCKI

W wtelu protetycznych eootosowanloch kotapuierowych systemoéw graficznych Istnieje potrzeba
prezent ooj! do$¢ ztozonych obrecévrt w ktédrych liczba eJomnniéw jest powyzej tysigc«: punkty, wektory,
znaki alfanumeryczne i sps.ecjalne, Sa to czesto obrazy dynamiczne, wystepujace np. w grofioanych nyste-
mach wspomaganie projektowania Inzynierskiego, W ay«teir.«ch tych sg stosowane - Jako urzad;enia obra-
zowania t graficznego wspdtdziatania operatora z systemem —monitory graficzne z ciagtym odnowieniem
obrazu. Ciggtos$¢ talca oznacza, ze tzw. kod kadru /program wyéwietlanego obrazu zapisany w postaci
ciggu instrukcji monitora graficznego/ musi by$ w calym czasie prezentacji obrazu cykiicznie /* czesto-
tliwosécia ok. 50 Hzl przetworzony przez monitor. Ponadto prezentowanie obrazéw dynamicznych wymag;-
- réwniez w czasie Jednego kadru - zmiany tre$ci obrazu i transmisje tego obrazu do monitora. Z tych
wzgledéw obrazom bardziej ztozonym nie doje sie zapewni¢ dynamiki opierajac sie no. a*mym oprogra-
mowaniu. Zachodzi zatem konieczno$¢ realizacji w monitorze graficznym pewnych funkcji systemu /realizowa-
nych w prostych systemach graficznych aa pomocg oprogramowani«/ w sposéb uktadowy, np, generowanie
znakoéw specjalnych | niektdrych czesto uzywanych krzywych. Monitor staje sie wdéwczas urzadzeniem
ztozonym 1 kosztownym. Mozno go zaliczy¢ raczej do matych komputeréw niz do rozbudowanych kanatéw
przesytowych. W projektowaniu takiego systemu nalezy rozwazy¢ nastepujace problemy:

- stopien flcycznej separacji miedzy monitorem 1 komputerem
- niezbedna moc obliczeniowa, Jaka powinien mie¢ monitor graficzny.

Umieszczanie monitora w poblizu komputera umozliwia wykorzystani# jego pamieci operacyjnej
do odnawianie obrazu. Stoje sie wiec mozliwe korzystanie /dla celo6w odnawiania obrazu/ s blokéw pamie-
ci, w ktérych informacja graficzna Jest przygotowywana. NI® ma wéwczas potrzeby przesytanie
jej do lokalnej pamieci monitora. Togo typu sprzezenie komputer - monitor w komunikacji system - operator
Jost wygodniejsza. Zapewnia ono bowiem elastyczno$¢ i prostote sterowania danymi graficznymi. Jezeli jed-
nak monitor Jost zbyt zwiazany z komputerem, to wspdétzawodnictwo o dostep do pamieci, jok i wymaganie
monitora odnos$nie wspo6tpracy z komputerem moga obnizy¢ efektywno$¢ zardwno jego Jok 1 menitora. Jezeli
jednak komputer pracuje z "podziatem czasu™ a monitor moro w tym czasie zmienia¢ informacje w pamieci,
to istnieje niebezpieczeAstwo zniszczenia tych programéw. Z tych wtasnie wzgledéw istnieja przestanki do
odtgczania monitora od komputera pracujacego z '"podzialem czasu™ i wyposazenia go w pamie¢ lokalna, prze-
znaczong do pamietania kodu kadru. Je$li monitor ma by¢ umieszczony w duzej odlegto$ci od komputera, to
wymagania odnoénie takiej pamieci sg Ildentyczne. Powoduje to jednak Istotng rozbudowe systemu, pociggajac
za sobg znaczna zwigekszenie kosztéw wykonania. Ponadto komplikuje sie réwniez problem komunikacji mie-

dzy komputerom 1 monitorem, szczegdlnie w przypadku, gdy oddalony monitor ma matag moc obliczeniowa.
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a wyswietlany obraz stosunkowo csecto nig zmienia, W tym przypadku wymagano jest azybklo opracowywa-
nie ztozonych funkcji komunikacyjnych, % tyoh toi wagladéw lopezym rozwigzaniom Jest umieszczenia monl-
tore w poblizu komputera, tok aby rodjit on korzysta¢ /dla celow odnawiania obrazu/ z pamieci operacyjnej,
ChoisMs§ atwarso to problemy w systemach 3 "pod?latam ozanu” tym nie mniej wydaje sie, ze uzyskane
korzy$ci uzasadniaja takie wtasnie rozwigzani« tych probleméw. Monitor z wiosng pomigcia ma Istotne
*nsdy, mozna Je przyja¢ tylko wtedy, gdy zmusza naa do tago zapewnienie szerokiego pasma tacz,
V'roblem mocy obliczeniowej monitora wystepuje w przypadku, gdy znojdujo sie on w duzej odlegtosci
od kompufctro. Jezeli jednak przewidujemy jedynie wys$wietlanie prawie etatycznogo obrazu, a ponadto mozna
dopusdci¢ /stosunkowo/ diugie opéznienia w komunlicacjl uzytkownik - syotom, to nie ma woéwczas potrzeby
wiaczania do monitora uniwersalnej mocy obliczeniowej. Moc ta potrzebna jest w przypai i, gdy przewiduje
sie wysSwietlanie dynamicznych obrazéw 1 szybkie opracowywanie ztozonych funkcji komunikacyjnych. Waéw-
czas problemem Jest, czy witgczy¢ moc obliczeniowg w monitor, czy tez wykona¢ w komputerze specjalny
kanat dla niego, Zalezy to od typu 1 ztozonos$ci zadan do realizacji ktdiych system Jest projektowany. Na-
lezy tu wyro6zni¢ nastepujgce mozliwosci!
U monitor musi generowa¢ obrazy na podstawi o pewnej wewnetrznej reprezentacji danych, ktén moze

wymagaé¢ wielokrotnego wywotywania podprogramow;

2, monitor moze tworzy¢ obrazy lub Ich elementy na podstawie obliczan, a rJa na podstawie Ich statycz-
nego przedstawienia w pamieci, bowiem wielo elementéw /np, $ledzenie pidéra Swietlnego, stoiki punkto-

wa, punkty przypadkowe/ mozna tatwo opisywa¢ za pomocg procedur generacyjnych niz przez wylicza-

nie ich elementéw;

3» monitor moze mle¢ mozliwo$¢ bezposredhlego sprzezenia zwrotnego z uzytkownikiem lub obstugiwania

prostych zdarzen /funkcji/ komunikacyjnych Jak redagowanie lub $ledzenie piéra Swietlnego;

4, monitor moze tworzy¢ reprezentacje wyswietlanego obrazu na podstawie danych wyzszego rzedu wzie-
tych z programu uzytkowego; powoduje to konieczno$¢ wigczenia procedur obliczeniowych dla obro-
tow, skalowania, translacji, generowania krzywych 1 Innych, o lle nie sa one wykonywane przez uklady

elektronl czne monitora.

W przypadku 1, gdy monitor genetuje obrazy na bazio pewnej wewnetrznej reprezentacji danych, to
musi on interpretowac¢ strukture danych z pamieci. Pozgdana Jest natomiast wyeliminowanie wtérnego pakietu
do wyswietlania, generowanego zwykle na podstawie danych wyzszego rzedu. Im bardziej ztozone struktury
monitor moze przetwarzac, tym blizej JesteSmy postawionego celu. Tym niemniej dla zwiekszenia szybkos-
ci generacji obrazu celowe jest $ledzenie tych struktur + wykonywanie rozkazéw wyswietlania umieszczonych
w tych strukturach. Nie jest natomlosi celowe dawani« monitorowi uniwersalnej mocy obliczeniowej Jedynie

dla interpretacji takich struktur.

W przypadkach 2 oraz 3 tj. wéwczas, gdy monitor tworzy- obrazy za pomocg procedur generacyjnych
fctb gdy ma on bezposrednie sprzezenie zwrotne z uzytkownikiem, to nie jest istotno skad moc to pochodzi.
Istotne jost tylko, aby byta ono dostepna na kazda zadanie. Mozna przewidzie¢ badz wysoki priorytet

przerwania w komputerze, ryzykujac obnizenie si¢ vr6 czas Jego efektywnos$ci tub tez zainstalowaé¢ niezbed-

ng moc obliczeniowg w monitorze,

W przypadku 4, tworzenie reprezentacji wySwietlanego obrazu na podstawie danych wyzszego rzedu
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wBiqgtych z programu uzytkowogo nlo powinno by¢ realizowane w monitorze. Monitor povdnier. by¢ uncAds»-
nlom Bpocjalizowanym, majacym »o sadsnlo wyAM. «cti&Ris ofc-am na podstawia ode*ytanych z pomieci danych.
Struktura danych uzytecsne dia manipulacji no wysokim poziomie przedstawi« obiekty abstrakcyjnie i pe«ia~
da Jako parametry dane numeryczne niezbedne przy generacji poszczeg6lnych obrazéw. Monitor powinien
by¢ zdolny do diodzenie takich struktur bezpos$rednio, lecz boz generacji wtérnych pakietow do wyswietla-

nia informacji zawartych w tych strukturach. Generacja ich powinna by¢ realizowana w komputerze.

Uniwersalna moc obliczeniowa, niezaleznie od ceiu Jakiemu ma stuzyé¢, powinna pochodzi¢ z oyctemu

centralnego. Jezeli jeet ona niedostateczna, to. cystern a nie monitor wymaga jej zwiekszonla.

Obecnie kierunek rozwojowy systemoéw graficznych Jeet taki, 4e mat* samodzielne komputery zastepo-
wane -X\ przez specjalizowane, ktédre majgq procesory graficzne dotgczane bespoérednio do szybkiego

uniwersalnego komputera, o znacsnoj mozliwos$ci przetwarzania. -



Prace naukowo-badawcze Instytutu Maszyn Matematycznych

Rozwigzywanie niesymetrycznych i rozrzedzo-
nych uktadéw réwnan liniowych

Adam FAUDROWICZ

Wstep

Najczesciej rozwigzywanymi rozrzedzonymi uktadami réwnan liniowych ag takie uktady, ktéryoh
macierze wspotczynnikow eg albo symetryczne, albo przynajmniej uporzagdkowane. Moga to by¢ macie-
rze pasmowe, blokowe, pseudosymetryezne i in. Wpracach [i],£2],[5],[9] 1[do] opisano wiele wys-
pecjalizowanych metod rozwigzywania takich ukladéow. Niniejsza praca dotyczy rozwigzywania uktadéw
rownan, ktoryoh maciorze wspotczynnikdw nie majg zadnyoh cech regularno$ci. Maoierze takie wys-
tepuja przy rozwigzywaniu uktadéw réwnan Kirohoffa (elektronika, energetyka) przy zagadnieniach
przeptywow mledzygateziowych (ekonomia) oraz przy rozyjigzywaniu uktadéw réwnan nieliniowyoh me-
todg Newtona [b].

Metoda eliminacji Gaussa

Rozwigzanie uktadu roéwnan lini.owyoh
Ax=b (1)
metodg eliminacji Gaussa polega na znalezieniu takiej macierzy L zsamymi zerami nad przekatng
(lower triangle) aby jej iloczyn z maoierzg wspoétczynnikéw A dawatw wyniku maoierz tréjkagtna
gérng (uppar triangle) U z samymi zerami pod przekatng i jedynkamina przekatnej.

Mnozgo réwnanie (1) lewostronnie przez L, otrzymujemy:
Ux = bl (2)
gdzie bl 3 L b.

Widaé wiec, ze rozwigzywanie uktadu réownan liniowyoh metodg eliminacji Gaussa sktada sieg
z dwéch etapow:
« znalezienie macierzy L - tzw. przebieg prosty
e rozwigzanie uktadu(2)- tzw. przebieg odwrotny

Jezeli problem rachunkowy wymaga wielokrotnego rozwigzywania uktadu (£) przy zmieniajgcej sie
jedynie kolumnie prawych stron b, warto raz obliczone maoierze L i U zapamieta¢ i uzywa¢ wielo-
krotnie. Zajmuje to wprawdzie pamie¢ komputera, ale znacznie skraca ozas wykonywania obliczen.
Gdy przy kazdym nowym przypadku rozwigzywania uktadu (1) zmienia sie macierz A (sytuaoja taka
wystepuje np. przy rozwigzywaniu rownan nieliniowych metodg Newtona), zapamietywanie maoierzy b
jest zbedne. Mozna jej nawet w ogdle nie oblicza¢, leos krok po kroku przeksztatca¢ maoierz A
w macierz tJ, obliczajagc jednoozes$nie sektor wyrazéw wolnych bl. Taki jest wtasnie algoiytm pro-
gramu opisywanego w tym opracowaniu.

Poniewaz metoda eliminacji Gaussa jest do$¢ rozpowszechnionym sposobem rozwigzywania réwnan
liniowych [i],[2].[8] ,[li], szczeg6towo przedstawiono tylko dwa zagadnienia oharakteryatyozne
w opisywanym programie: wybér elementu gtéwnego oraz sposdéb zapamietania macierzy rozrzedzonej .
W zakonczeniu opisano wyniki dziatania programu.

Wybor elementu gtéwnego

Najprostszym sposobem wyboru elementu gtéwnego jest poszukiwanie najwiekszego co do modutu



doktadno$¢ dyskretyzacjl Jsat okre$lona doktadno$ciag wyznaczania plorwioaiko kwadratowego z 1 Jasi
nto goreza niz Jedno Jednostka, Przedstawi ony algorytm moze Jednak dyskretysowac ,Jedyni« okregu
Oryginalng metoda catkowi j«liczbowej dyakreiyseajl okregu zaproponowat F.Denert w pracy [*j * 1973
r. Punktom wyjsécia w taj metodzie Jest spostrzezenia, ze Istnieje catkowitollczbowa rozwigzanie réwnania
okregu x2+y2-R2. Trzy liczby Xj\Vj,Rj spetniajace to réwnanie sa zwane tréjka Pitagorasa. Jedna taka
trojka dostarcza oSmiu punktéow na okregu, ktére tacznio z czterema punktami na obu osiach dajg 12
punktéw aproksymujacych okrag. Poniewaz jednak tréjki Pitagorasa Istniejg Jedynie dla nielicznych okregéw
s promieniem catkowitollczbowym, a aproksymacja dwunaotobokami Jest nlewyst arczajgca, zwtaszcza dla
wiekszych okregéw, wieo w tym wypadku wyznacza sie réwniez tréjki dla okregdw o promieniach mniej-
szych. Przez punkty te | Srodek okregu prowadzi sie linia az do przecigcia z okregiem zadanym. Prze-

mieszczajgc ole wzdtuz tych linii wg podanego algorytmu /wykonujac odpowiednig liczbe ruchéw wzdtuz

osi x,y oraz wzdtuz przokatnej/ osigga ale dodatkowe punkty w pobUzu okregu zadanego.

Metodo Denerta Jest do$¢ ztozona. Szczegdlnie zlozone jest wyznaczanie dodatkowych punktéw na
okregu. Poza tym wuzywa ale dzielenia cetkowitoilczbowego, ktére, co prawda nie Wpliywa na doktadnos$¢
dyskretyzacjl, ale Jest operacjg stosunkowo ztozong /diugotrwalga/. Poza tym podziat katowy dokonywany
przez wyznaczone na okregu punkty Jest ekstremalnie nieréwny, co powoduje duzo btedy dyskretyzacji
Irzedu kilku Jednostek/. W sumie metodo ta Joat mato atrakcyjna ze wzgledu no Jej ztozono$¢, matg doktad-

no$¢ oraz na brak uniwersalnosci - dotyczy Jedynie dyskretyzacjl okregow.

Powyzszy algorytm Denerta ulepsza M.L.V. Fittaway w publikacji [~] z 1974 r. Proponuje on mia-
nowicie, aby kolejne punkty aproksymujace okrag byly wybierane wg ciggu [(R~0 '™ NC (2I2R -14Jj2
I"C - najblizsza liczba catkowito, R - promien okregu, 1- numer kolejnego punktu/. Postepujac tak otrzymu-
je sie catkowitoliczcbowg aproksymacje okregu odcinkami linii prostej o mniej wiecej jednakowej dtugosci.

Liczba odcinkéw aproksymujacych jest proporcjonalno do Vr

Ostatni algorytm ma, w pordwnaniu z algorytmom Denerta, nastepujaca przewage: punkty aproksy muja-
ce okrag roztozone sa na nim réwnomiernie. Liczba tych punktéw Jest /dla wiekszych okregéw/ znacznie
mniejsza niz w algorytmie Denerta - przy zachowaniu tej samej doktadnosci aproksymacji, ztozono$¢ obli-
czeniowa algorytmu jest taka sama jak i algorytmu Denerta. W sumie Jednak algorytm joat stosunkowo ztozo-

ny, wymaga bowiem oprécz sumowania réwniez potegowanie oraz pierwiastkowania liczb.

Zasadniczo odmienng metode od dotychczasowych catkowi totlczbowych metod dyskretyzacjl krzywych
przedstawia G.M.Chalkin w [i] z 1974 r. W tej metodzie niezaraknleta krzywa bez punktéw przegiecia
zadaje sig¢ czterema catkowitollczbowyml| punktami PI, P2, P3 i P4 wybranymi w nastepujmy spos6b:
punkty P1 1 P4 sg odpowiednio punktem poczatkowym | koricowym krzywej. Przez punkty te prowadzi aie
styczne do krzywej L12 i L34; punkty P2 1 P3 stanowiag punkty przecinania sie¢ Unii L12 i L34 z linig
L23 poprowadzong w ton sposéb, ze Jest ona styczna do krzywej, a punkt stycznos$ci dzieli odcinek L23
na potowe. Algorytm generacji krzywej dziato nastepujgco: znajduje sie $rodki odcinkéw L12 | L23j nowym

punktem P4 staje sie punkt $rodkowy odcinka L23 /punkt stycznosci z krzywa/:
P4 : (P2+P3)

Nowym punktem P2 Jest érodek odcinka L12, a nowym punktem P3 jest $§rodek odcinka wyznaczonego

przez poprzedni punkt P2 i punkt styczno$ci Unii L23 z krzywa /czyli nowy punkt F4/:



P3j - ~ (P2+P4)
P2: - i .(P2+Pa)

Przed wyznaczeniom nowych punktéw P2. PZ i P4 poprzednie wsp6irzedne punktéw P2 1 P4 zapamietuje

sie w specjalnym, spychanym do tylu stosie, Z kolei znajduje sie $rodki nowo wyznaczonych odcinkéw LI2
i L23 oraz wyznacza ale nowe punkty kolejno: P4, P3, P2, identycznie Jak za pierwszym razom. Operacje

te powtarza sie tak diugo ai odlegto$¢ pomiedzy sgsiednimi punktami PI, P2.P3 1 P4 staje sie nie wieksza
od zadanej. Wowczas to tgczy sie kolejno ze sobg punkty: PI, P2, P3 1 P4, a punkt P4 staje sie nowym
punktem PI1; ostatnio umieszczone w ciocie punkty P2 i P4 pobiera sie jako aktualno 1 cykl podziatu odcin-
kéw, taczenia Ich $rodkéw oraz bprowdzanio odlegto$ci pomiedzy sasiednimi punktami powtarza sie ai do

osiggniecia punktu P4 zadanego pierwotnie.

Algorytm Chaikina Jest stosunkowo prosty. Uzywano sg bowiem tylko operacje sumowania liczb catko-
witych, dzielenia przez Z oraz poréwnywania liczb. Do tworzenia stosu istnieje Jednak potrzeba uzywania
pamieci, ktorej pojemno$¢ zalezy od rozmiaréw generowanej krzywej. Dla pola obrazowania 1024x1024
jednostek eg wymagane cztery dzieaigecicstowowe stosy. Predko$¢ generacji jest zmienna i ma charakter
siarastajacy. No poczatku generacji wymagana Jest wigeksza liczba podziatéw. W trakcie generacji wykorzys-
tuje cie te punkty ze stosu, ktére wyznaczono w poprzednich cyklach generacji. Do wyznaczania n punk-
tow wymaganych jest n iteracji. Istotng zaletg algorytmu jest to, 4« doje sie on fatwo rozszerzy¢ na krzywe
tréjwymiarowo. Autor algorytmu nie podaje jednak zadnych danych na temat doktadnos$ci generacji krzywej.

Sadzi¢ jednak nalezy, ze nie jest ona zbyt wysoka /btedy rzedu kiiku-kilkunastu Jednostek/.

U.F.Riotioniold w [g] /1975 r./ ulepsza algorytm Cholkiné s j™j /1974 r./do postaci, w ktérej moze
on generowac¢ réwniez krzywe zamkniete. Wykazuje ponadto, Zzo krzywe gonerowana przez ten algorytm sa
parametrycznymi krzywymi B-gietkirol /B-spilne/ 2-stopnla. Pozostaje jednak nlerozw.lazany problem doktadno$-

ci generacji zdefiniowanych w podobny sposéb krzywych.

V.V,Athani w [5] /1975 r./, a nostepnie R.A, Eamshaw w [I6]/1980 r~,rozwijajg algorytm generacji
prostej oparty na metodzie 8-kierunkowych elementarnych przemieszczen /metode aproksymacji na 8-sp6JnoJ
jednorodnej siatce kwadratowej/ wprowadzajg*: 8 dodatkowych kierunkéw ruchéw. Generacje prostej za pomo-
cag tego algorytmu uzyskuje sie wykonujac elementarne mchy do Jednego z szesnastu najblizszych weztdw
laproksymacjo na 16-spdjnej siatce/. Relacje okre$lajace te ruchy wykorzystujg zalezno$¢ miedzy znakami
1 wielkoscig ilorazu wartosci Ax, Ay - rzutdw generowanego odcinka prostej. Odlegto$¢ miedzy kolejnymi

weztami ciggu aprokeymujgcego moze wieo przybiera¢ trzy rézne wartoéci: 1, V2 oraz \/5.

Powyzszy algorytm opracowany zostat do zastosowarn w pisakach xy. Moze by¢ Jednak stosowany
rowniez w innych urzgadzeniach obrazowanie czy sterowania, dziatajacych na ptaszczyznie /w przestrzeni/
dyskretnej. W poréwnaniu ze swoim pierwowzorem pozwala on aproksymowac proste za pomoca mniejszej
liczby przemieszczeh oraz z mniejszym o potowe szczytowym odchyleniom 18j ~ ~ 1 chociaz wymaga
dokonania zmian konstrukcyjnych w ploterach, to jednak uzyskane efekty w szybkos$ci | doktadnos$ci pracy

plotera w petni rekompensuja wynikajace z tych zmian niedogodnosci.

Algorytm dotyczy jednak tylko dyakretyzacji prostej.

W publikacji ftij z 1975 r. Horn opisuje metode wielomianowej catkowiteliczbowej aproksymacji



Wyniki

Hapisany w Jezyka program przetestowano na minikomputerze PDP-15, rozwigzujac trzy
uktady réwnan. Wspoétozynniki maolerzy A miescity sie w granioach (0,01 t© (100. Wyniki testow
przedstawiono w tabali 1.

Liczba Poczatkowa Czas Btad rozwigzania
zmiennych H liczba ele- pracy
mentow S

niezerowych

7 25 5-*10“5 8.10"7
20 89 3 7*10-7 5-10-7
50 295 47 5.10“7 4-10-6

W kolumnie pierwszej podano rzad zadania. Wkolumnie drugiej podano wejsciowg liczbe elementéow
ciezarowych (tacznie z wyrazami wolnymi). Wkolumnie trzeciej podano czas pracy maszyny w sekun-
dach. Wkolumnie czwartej podano Sredni btgd wynikéw obliozony wedtug wzoru«

- X1 )

gdzie§ N - liczba zmiennych
- doktadna znana wcze$niej warto$¢ i-tej zmiennej, spetniajgcej uktad rownan
- obliczona warto$é i-tej zmiennej

W kolumnie pigtej podano dla poréwnania $redni btgd wynikéw otrzymanych przy tradycyjnym sposo-
bie wyboru elementu gtéwnego (petny wybdr elementu najwiekszego 00 do modutu).

Wtabeli 2 podano wyniki obliczone dla przyktadu trzeciego. Wapdtozynnikl maolerzy sg tak
dobrane, ze Jest resztg z dzielenia liczby "i" przez 10, ozyli - piszago w Jezyku FOBCHAH

* 2LOAT(mOD(1,10)), (8)
Wz6r(e) Jaat rowniez uzasadnieniem wzoru (7)« btedu wzglednego

nie mozna byto obliozaé,poniewaz niektore sg zerami.



Tabela 2

KVAX= 295

0 47

x< 1): 1.0000001
X< 2)= 1.9999999
xg 3)=  {ja9999996
X( 4)= 3.9999987
X( 5)= 5.0000000.
X( 6>= 5.9999992
X( 7)= 6.9999979
X< 8)= 7.9999992
X( 9)= 8.9999971
X(10>= -0.0000035
X(I1)= 0.9999999
X(12)= 2.0000001
X<13>= 2.9999992
X(14)= 3.9999996
X<15)= 4.9999990
X(16)= 6.0000019
X(17>=  7.0000001
X<18)= 7.9999998
X<19>= 8.9999993
X<20)=  0.0000000
X<21)= 0,9999998
X(2Z>=  -2-0000000
X(23)= 2.9999999
XC24)= 3.9999987
X(25)=  4.9999992
X(26)= 5.9999993
X(27)= 7.0000004
X<28>=  3.0000000
X(29)= 8,9999974
X(30>= 0.0000002
X(31)= 1.0000000
X(32)= 1.9999993
X<33)= 3.0000002
X(34>= 3.9999988
X(35>= 4.9999998
X(36)= 5.9999950
X(37)= 6.9999995
X(38>= 3.0000000
X(39>= 8.9999969
X (40)= -0.0000001
X(41)= 0,9999993
X(42)= 2.0000009
X(43)= 2.9999980
X(44)= 3.9999994
X(45)= 4.9999998
X(46) = 5.9999996
X(47)= 6.9999980
X(48)= 8.0000024
X(49)= 9.0000005
X(50)= -0,0000000
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Warunki prenumeraty wydawniot'w

Instytutu Maszyn Matematycznych

Prenumerate na kraj przyjmujg Oddziaty RSW "Prasa-K3lgzka-
Ruch™ oraz urzedy pooztowe 1 doreczyciele w terminie do dnia

25 listopada na rok nastepny.

Jednostki gospodarki uspotecznionej, instytucje, organizacje
I wszelkiego rodzaju zaktady pracy zamawiajg prenumerate
w miejsoowyoh Oddziatach RSW "Prasa—Ksigzka—Ruch", w miejsco-
woséciach za$, w ktoryoh nie ma Oddziatbw RSW - w urzedach

pocztowych.

Czytelnicy indywidualni optacajg prenumerate wytacznie
w urzedach pooztowych i u doreczycieli.

Prenumerate ze zleceniem wysytki za granice przyjmuje RSW
"Prasa—Ksigzka—Ruch", Centrala Kolportazu Prasy i Wydawniotw,
ul. Towarowa 28, 00-958 Warszawa, konto PKO nr 1153-201045,
Prenumerata ze zleceniem wysytki za granice jest drozsza od
prenumeraty krajowej o 50% dla zleceniodawoow indywidualnych
i 0o 100% dla zlecajgcych instytucji.

Ceny prenumeraty rocznej:

Biuletyn Informacyjny - Nauki i Techniki Komputerowe — 1560,-
Przeglad Dokumentacyjny —Nauki i Techniki Komputerowe 1260,—

Prace Naukowo-Badawcze IMM —oena jednego zeszytu - 220,-
oena prenumeraty rocznej 660,-

ZamOwienla na prenumerate Prac Naukowo—Badawczyoh IMM przyj-
muje Dziat Sprzedazy-Wysytkowej OSrodka Rozpowszechniania
Wydawniotw Naukowych PAN, Warszawa Patac Kultury i Nauki,

tel. 20-02-11 w. 2516. Egzemplarze pojedyncze Prac Naukowo-
Badawczych IMM sg do nabyoia w ksiegami OS$rodka Rozpowszech-
niania Wydawniotw Naukowych PAN, Warszawa, Patac Kultury i Na-
uki, tel. 20-02-11 w. 2105.



BIBLIOTEKA GLOWNA
Politechniki Slaskiej
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