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WSPOLZMIENNICZOSCT ROWNAM 1 METODACH ROZWIAZYWANIA SIECI ELEKTRYCZNYCH
O PEWNYCH SYMETRIACH

Streszczenie. Praca niniejsza poswiecona jest gtoéwnie zagadnieniu
kowariantnego sformutowania réwnan sieci 4-przewodowych, o elementach
liniowych, w ktérych panuje stan ustalony i przebiegi pradéw i napiecé
sg sinusoidalne.

Prace wkasciwg, dotyczaca wspomnianego zagadnienia poprzedzono wste-i
pem, w ktérym przedstawione sg w zarysie podstawy tensorowej teorii u-
k¥adbéw elektromechanicznych. Wstep ten stanowi dobrg okazje do prze-
Sledzenia sposobu wprowadzenia, rachunku tensorowego do teorii dotycza-
cej statych skupionych oraz do oceny korzysci z tego ptyngcych. Sg tam
kolejno oméwione zatozenia dotyczace rozpatrywanych ukdadow elektrome-
chanicznych #gcznie z zagadnieniem wiezéw. Nastepnie pokazany jest spo»
s6b wprowadzenia przestrzeni punktowej (konfiguracyjnej)» prauktadu
wspotrzednych oraz struktury lokalnej S. Gokaba w oparciu o pojecie
pseudogrupy transformacji ukdtadéw wspédrzednych. Pézniej zostata zde-
finiowana tzw. metryka kinematyczna w tej przestrzeni oraz w oparciu o
nig przedstawiono réwnowazne rownania badanego ukdadu elektromechanice
negos Lagrange*a oraz pewne tensorowe (z pochodnag absolutng pola wek-
toréw kontrawariantnych uogélnionej predkosci). Wprowadzono tez inng
metryke (dziatania) oraz réwnania tensorowe ukdadu na niej oparte zwiag-
zane z pojeciem linii geodezyjnej i pewnym problemem wariacyjnym, w
konicu podana zostata pewna interpretacja elektryczna otrzymanych réw-
nan i skomentowany fizykalny sens kowariantnego formutowania réwnan
teorii.

W czesci pracy odnoszacej sie do wspomnianych sieci 4]-przewodowych
wprowadzono pojecia przestrzeni punktowych: pradowej i napieciowej,
prauktady wspotrzednych w obu oraz globalne struktury F. Kleina w opar-
ciu o grupy transformacji! centroafiniczng lub centrycznounitamag.Wpro-
wadzono roéwniez pojecia struktur sprzezonych oraz wspélnych pradowo-
napieciowych. Nastepnie przedstawiona jest interpretacja fizykalna
transformacji ukdadéw wspétrzednych. Opisane sa, przy pomocy wspodrzed-
nych fazowych elementy dopuszczone do konstrukcji sieci, tzw. elementy
proste i sprzegajace. Skomentowane sa czesciowo przypadki linii krot-
kiej i1 transformatora. Wprowadzone jest pojecie wielobiegunnika oraz
zdefiniowana jego symetria. W dalszym ciagu tresciag pracy jest sprawa
konstrukcji topologicznej sieci przy pomocy takich elementéw, jej opis
we wspotrzednych fazowych oraz rozmaite komentarze odnoszace sie do
jej obliczania przy uzyciu tych wspétrzednych. 0Od strony tensorowej
zagadnienia oméwione s3a: charakter geometryczny przedstawienia rozmai-
tych wielkosci dotyczacych sieci: pradéw, napiec¢, impedancji, admitan-
cji, wspoédczynnikéw orientacji gatezi oraz zwigzana z tym wspékzmienni-
czos¢ jej rownan (podane sg réwniez w tej postaci roéwnania oczkowe i
weztowe) . Pokazane sa zastosowania wspdlnych struktur pradowo-napiefcio-
wych oraz podgrup transformacji i zwigzanego z tym pojecia subobiektéwt
Stosuje sie tez pojecia obiektu geometrycznego abstrakcyjnego (nie zaj
mujac sie jednak doktadnie zkozong kwestig wkdkien oraz whdkien tran-
zytywnych  tych obiektéw) oraz swobodnego. Zamieszczone sa uwagi O sie-
ciach (n+l) - przewodowych (n « N - (0)).-Poruszone sa kwestie mocy i
zasad ich zachowania, charakteru geometrycznego ich przedstawienia .o-
raz zwigzane” z tym pojecia iloczynu skalarnego™ normy i metryki. Ne-
stepnie szkicowo oméwiono wspétzmienniczy sposob przedstawienia réwnan
4s oraz (n+tl) - biegunnikéw (n,s « K - (0)) jak tez budowe i réwna-

nia s "1 z nich ztozonych, Waakoncsieniu zamieszczone sg pewne propo-



zycje dalszych zastosowan rachunku tensorowego (czy tez teorii obiek-
tow geometrycznych) do teorii opisujacych w elektrotechnice state sku-
pione i roztozone (chodzi o przebiegi odksztatcone, stany nieustalone
i linie dtugg); uwagi o stosunku wytozonej teorii do eksperymentu i o
jej konstrukcji.

1. Wstep

1. Sformudowanie pewnych zadan niniejszej pracy

Przedmiotem tej pracy bedzie w duzej mierze pewne rozszerzenie metody
sktadowych symetrycznych. Podczas gdy w zwykdej teorii sieci elektrycz-
nych do ojiisu jej elementéw uzywa sie napiec¢ i pradow odnoszacych sie do
nich, teoria skladoiyych symetrycznych wyréznia sie wprowadzeniem badz troj-
ki "sk#adowych'" fazowych, badZz symetrycznych napie¢ i pradéw dla elemen-
téw trdjprzewodowych.

Nietrudno odgadna¢ praktyczny powdd tego '‘dualizmu™ w opisie sieci.
Chodzi mianowicie o to, ze w macierzowej formie prawa Ohma dla pewnej ilo-.
Sci elementéw tréjfazowych macierz impedancji jest diagonalna dla sk#ado-
wych fazowych, dla pewnej zas - dla symetrycznych. Jesli dodamy do tego
stwierdzenie, ze posta¢ macierzowa praw Ohma i Kirchhoffa jest podobna
dla obu "sk#adowych"™ - wynika stad korzys¢ w tatwiejszym operowaniu ma-
cierzami diagonalnymi przy zastosowaniu odpowiednich skdadowych.

Nasuwa sie tu pewna analogia: teorie polowe, jak np. pola elektromagnes
tycznego, hydrodynamika, teoria sprezystosci oraz oczywiscie w pierwszym
rzedzie teoria wzglednosci, uzywajg dd* opisu badanych w nich obiektéw
zbiory (nieskonczone) uktadéw wspétrzednych. Y/spomniane obiekty fizyczne
reprezentowane sg za pomocg pewnych obiektéw geometrycznych, jak np. wek-
tory i tensory. Prawa sg formutowane w taki sam sposoéb dla  wszystkich
wspotrzednych, tzn. kowariantnie.

Czy. w takim razie mozna méwi¢, w odpowiednio uogélnionej teorii skka-
dowych symetrycznych, o wspodrzednych zamiast skdadowych, czy ilos¢ ukita-
dow wspédrzednych moze by¢ réwniez nieskoniczona? Czy mozna tu wprowadzic
pewne obiekty geometryczne i czy teoria ta bedzie mogta naleze¢ do wspol-
nej rodziny stosujacej zapis kowariantny swych praw?

Na te pytania zamierzamy w dalszym ciggu odpowiedzie¢. Krotko moéwiac
chodzi w pewnym sensie o "przerobienie” "sktadowych symetrycznych” na
teorie tensorowa. Aby taki sposob podejscia w stosunku do statych skupio-
nych nie wydawat sie dziwny (w zagadnieniu tak specjalistycznym jak skika-
dowe symetryczne), poprzedzimy go naszkicowaniem podstaw pewnej ogolniej-
szej teorii uktadow elektromechanicznych, ujetej wkasnie tensorowo.



2. Zatozenia uczynione odnosnie uktadéw elektromechanicznych

Zak6zmy, ze dany jest pewien uktad ciat sztywnych oraz cewek i konden-
satoréw traktowanych jako stalte skupione (i jako ciata sztywne). Sposoéb
potaczen elektrycznych tych ciat jest dowolny, o polgczeniach mechanicz-
nych bedzie jeszcze mowa.

0 cewkach i kondensatorach bedziemy zaktadali, ze ich wymiary oraz od-
legtosci miedzy nimi sg znacznie mniejsze od najkrdotszej sposréd rozpa-
trywanych ddugosci fal elektromagnetycznych reprezentowanych w widmie wy-
stepujacych przebiegéw elektrycznych (warunek aby elementy mozna trakto-
wa¢ jako state skupione) oraz, ze sg bezstratne.

W dalszym ciagu przyjmujemy, ze wspotczynniki indukcyjnosci wkasnej,
wzajemnej oraz pojemnosci sg niezalezne od zmiennej czasowej ani od zmien
nych opisujacych #adunki i prady (zalezno$¢ pojemnosci od dadunkéw mozna
w razie potrzeby dopuscic).

Przewody cewek maja mate grubosci w poréwnaniu z ich pozostatymi wymia-
rami (chodzi o to, by sposéb rozk#adu pradu wewnatrz przewodéw miat moz-
liwie maty wptyw na wartosci wspétczynnikéw indukcyjnosci; przewodéw ‘‘nie
skonczenie cienkich" nie mozna rozpatrywa¢ ze wzgledu na to, ze wspotczyn»
nik indukcyjnosci wkasnej staje sie woéwczas nieskonczony).

Zat6zmy ekranowanie poszczeg6lnych kondensatoréw (nie ma to zreszta
znaczenia pomniejszajacego og6lnos¢ rozwazan - zawsze w przypadku sprze-
zen pomiedzy kondensatorami mozna wprowadzi¢ ich wiecej, tak by sprzeze-
nia juz potem nie wystepowa#” Odnosnie kazdego kondensatora nalezy roéw-
niez zatozy¢, ze odlegtosci raiedzy jego phytkami (w przyblizeniu stale)
oraz ich grubosci sa znacznie mniejsze od Srednich rozmiaréw liniowych o-
kreslajacych ich powierzchnie. Sens tego zatozenia jest podobny do po-
przedniego dla cewek.

0d strony mechanicznej bedziemy opisywali nasz uk#ad w inercjalnym u-
ktadzie odniesienia.

Odksztatcenia wzgledne omawianych ciat sztywnych (dla rozpatrywanych
sid) winny by¢ niewielkie oraz niewielkie ich rozmiary w poréwnaniu z dhu*
gosciag najkrotszych sposrdéd rozpatrywanych fal sprezystych (sa to warunki
sztywnosci).

Zaktadamy, ze sity tarcia sg pomijalne w poréwnaniu z innymi; lub jes-
i wystepuja jedynie one, to rozproszenie energii zwigzane z tarciem po-
szczegblnych ciat jest tez mate w poréwnaniu do ich energii kinetycznych
(ich obecnos¢ powinna niewiele tylko zmieni¢ ruch ukdadu w rozpatrywanym
przedziale czasu). Podobne uwagi mozna uczyni¢ odnosnie ewentualnej opor-
nosci elektrycznej, zakkadajac jednoczesnie, ze gestos¢ praddéw przesunie-
cia w przewodnikach jest znacznie mniejsza od gestosci pradéw przewodzenia.-

Predkosci ciat wzgledem wybranego inercjalnego ukdadu odniesienia maja
by¢ mate w pordwnaniu do predkosci c (aby unikngé¢ efektéw relatywistycz-
nych) .



Wiezy, ktérym poddane sa nasze cialta spekniajg warunki holonomieznosci
regularnosci, dwustronnosci, skleronomicznosci i ich realizacja jest bez-

tarciowa ([12] , R-11; [14]).

3. Uwagi o wiezach elektrycznych. Wprowadzenie praukdadu wspétrzednych
Przypusémy, ze stan naszego ukdadu opisywany jest przy pomocy n zmien-

nych rzeczywistych qkp (kp « (Ap, ---, np)), przy czym dla:
(1p”™ kp <;rpt 0 rp < np) zmienne te oznaczaja +adunki elektryczne
oczkowe sieci jaka tworza cewki i kondensatory, a dla (p< kp <np) -
wspétrzedne uogdélnione mechanicznie zgodne z wiezami ([1Z7] , R-11).

Niezbedna jest tu pewna uwaga wskazujaca na sposéb powigzania +*adunkoéw
gateziowych i oczkowych. Mianowicie zachodzi:

k
S b + , 1 Sk <r), 1
g Skp ap g?O) ¢ P P P) @
gdzie 'g" oznacza numer gatezi, b - znany z teorii sieci elektrycz-

nych wspétczynnik orientacji ga*ezigkg wzgledem oczka kp (gataz jest ta
zorientowana za pomoca kierunku przepdywu dodatniego +4adunku; w stanie
statycznym do orientacji gatezi moze postuzy¢ uporzadkowana para #*adunkoéw
na oktadkach kondensatora - analogicznie do pradu), q - d4adunek jaki

g(0

przeptynat przez gataz g (zgodnie z jej orientacja) d% chwili t = tQ+.
Przy odpowiednim, znanym z teorii sieci, wyborze oczek niezaleznych rzad
macierzy wspotczynnikéw b  jest réwny r . Sens umieszczania wskaznikoéw

g, kp na réznych pozig%gch oraz gwiazdki przy znaku roéwnosci bedzie
wyjasniony poézniej. Dwa wskazniki powtarzajace sie w iloczynie oraz ewen-
tualnie w innych wyrazeniach (co w razie potrzeby bedzie precyzowane) o-
znacza¢ beda sumowanie (w ustalonym zakresie).

Przez analogie do mechaniki réwnania wiezéw mozna okreslic:

aq+ g9, q +agq, &)
gug u@ u@@®  gu 9@
gdzie "a" - wspodczynnik orientacji gatezi g wzgledem wezka u. Row-

u
nania tegsa niezalezne jesli wypisujemy je dla wszystkich wezdéw z wyjat-

kiem jednego (catej sieci lub jej czesci galwanicznie izolowanych). Na
skutek tozsamosci topologicznej:
a b =0, 1 <k <r, (©))
gu gkp k
rownanie (2) jest speinione dla dowolnych wartosci ''gq p" - co nadaje im

whasnie charakter "wspétrzednych” zgodnych z wiezami (holonomicznymi, re-

gularnymi, dwustronnymi i1 skleronomicznymi). Wiezy te spedniajg warunek

wynikajacy z beztarciowej ich realizacji, mianowicie ortogonalnosci reak-

cji do ich hiperpowierzchni. Nietrudno zauwazy¢, ze role reakcji wiezow

spednia napiecie na zaciskach gatezi g opisane wyrazeniem - a V. ROw-
uu

nania (1) odgrywajg tu role réwnan parametrycznych wiezéw. Podgbne rozwa-



zania mozna przeprowadzi¢ dla pradéw rézniczkujac réwnania (1), (@) wzgle-
dem "t" - dadunki wybralismy dlatego, gdyz one bedg wkasnie traktowane ja-
ko okreslajace stan ukdadu.

Wyobrazmy sobie teraz zbidr opisanych uktadéw (kazdy przy pomocy wspod-

rzednych qp (k e (p----- np)) tego samego rodzaju) sktadajacych sie
z ciat sztywnych cewek i kondensatoréw spoczywajacych wzgledem siebie
(spoczynek ten moze by¢ zapewniony pewnymi dodatkowymi wiezami), a roz-
nigcych sie od siebie wartosciami ciggéw wspotrzednych nalezgcych do zbio-
ru okreslonego warunkiem:

gkp | <cfF, &> 0, Kkp«.(Ipf eeex (@)

Przyporzadkujemy teraz kazdemu z tych ukkadéw punkt pewnej przestrzeni w
ten sposéb, by pomiedzy przestrzenig punktowg a ciggami otoczenia (4) za-
chodzit dla pewnej wartosci 3" “homeomorfizm (przestrzen ta nazywa sie
w mechanice konfiguracyjna). Istnienie _jego mozna zapewni¢ badZz dodatko-
wym aksjomatem; badz zbudowa¢ jego model traktujac nasza przestrzen punk-
towg, ktdéra bedzie zmetryzowana (niekoniecznie w sposob eukdtidesowy), ja-
ko zanurzong w przestrzeni euklidesowej o wiekszej liczbie wymiaréw, kto-
ra jest homeomorficzna z przestrzenig arytmetyczng o tej samej liczbie
wymiaréw zmetryzowang rowniez w sposéb euktidesowy. Dokdadng konstrukcja
takiego zanurzenia nie bedziemy sie tu zajmowac.

Uwaga: pojecie ciagtosci wystepujace w definicji homeomorfizmu mozna
uzyska¢ niezaleznie od tego czy przestrzen punktowa Hausdorffa jest do-
datkowo zmetryzowana, czy nie.

W ten sposéb zbudowalismy pewien praukdad wspédrzednych (wspomniany ho-
meomorfizm; stad tez znaczek p przy oznaczeniu wspéirzednych tego ukta-
du) dokonujac charakterystycznego kroku polegajacego na badaniu nie jed-
nego ukdadu elektromechanicznego, a pewnego ich zbioru, ktérego elementy
réznig sie miedzy soba swymi stanami. W teorii ukkadéw, a nie jednego u-
k#adu, takie stanowisko jest zrozumiate.

4. Definicja zbioru dopuszczalnych uktadéw wspoétrzednych

Nastepnie zdefiniujemy zbiér dopuszczalnych uktadéw wspédrzednych pod-
dajac wprowadzony praukdad transformacjom okreslonym nastepujaco ([9] ,
cz. 1, R.11)s kazda z nich okreslona w zbiorze otwartym zawartym w prze-
strzeni R1l (ewentualnie pustym) jest klasy C3 (chodzi tu o wszystkie
takie transformacje), czyli daje sie okresli¢ funkcjami klasy C~t

®



spedniajacymi warunek i

ke @ n,
J = det * 0, G)
ke Q, no

w wymienionym zbiorze.
Warunek (6) i okreslenie klasy majg sens wowczas, gdy transformacja nie
jest pusta.

Podane tu transformacje tworzg pseudogrupe G" (4], cz.1, R.1), spek-
niajaca warunkis

1. Kazda transformacja okreslona jest na zbiorze otwartym (ewentualnie
pustym) .

2. Obrazy dowolnych, zbioréw otwartych poprzez rozpatrywane transforma-
cje sa zbiorami otwartymi (zbiory te zawarte sg w dziedzinach odpowied-
nich transformacji).

3. Lokalne ztozenie transformacji nalezacych do pseudogrupy, roéwniez
do niej nalezy.

4. Lokalne odwrécenie transformacji nalezacej do pseudogrupy tez do
niej nalezy.

(W pozycji [4], cz.l, R.l podane sg pojecia lokalnego z#ozenia 1 od-
wrécenia transformacji).

Uwaga: prauktad wspotrzednych transformujemy tak, by do dziedziny trans-
formacji nalezat jego poczatek (wspédrzedne zerowe), (pordownaj tez zamie-
szczong ponizej uwage o pustych ukdadach).

Otrzymany zbiér dopuszczalnych ukdadéw wspédrzednych tworzy strukture
lokalng w sensie S. Godgba - L. Dubikajtisa; czyli ma on te wkasnosci, ze
ztozenie dowolnego lokalnego ukdadu wspotrzednych i dowolnej transforma-
cji wyznaczonej przez dwa ukdtady nalezy znéw do tej struktury (Jest to
operacja nie wyprowadzajaca poza nig) oraz do dziedziny kazdego uk#adu
lokalnego nalezy ten sam punkt - tu wspomniany poczatkowy (lub jest ona
pusta). Zkozenie, o ktorym mowa, dotyczy pewnej wspolnej czeSci przeciw-
dziedziny uktadu wspétrzednych i1 dziedziny transformacji, do ktérej nale-
za wspodrzedne punktu poczatkowego (moga one tez byd puste).

Uwaga: w pustym uktadzie wspétrzednych nie bedziemy okresla¢ wspodrzed-
nych zadnych obiektéw. Mozna z pseudogrupy wyeliminowa¢ transformacje pu-
ste oraz przypadki z#ozenia uktadu wspotrzednych i transformacji, gdy ich
przeciwdziedziny i dziedziny nie maja czesci wspélnych. Woéwczas nie be-
dzie w strukturze pustego uktadu wspétrzednych.

Rozpatrywanag przestrzen, ktérej przyporzadkowane zostaly uktady wspot-
rzednych, nazywa¢ bedziemy przestrzenig oparta o pseudogrupe Gj lub kroét-
ko przestrzenig G .

Kasze rozwazania maja charakter lokalny i nie obejmujg znacznie bar-
dziej ztozonego przypadku, kiedy przestrzehn punktowa nie jest homeomor-
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ficzna ze zbiorem przestrzeni arytmetycznej wyznaczonym warunkiem (4).Nie
wprowadzamy tu wiec koniecznych wéwczas poje¢ rozmaitosci, atlasu oraz
rozmaitosci rézniczkowej (W, cz.l, R.ID).

5. Metryka kinematyczna

T/prowadzimy teraz w przestrzeni metryke. W tym celu wypiszemy
wzOr okreslajacy energie kinetyczng naszego uk#adu elektromechanicznego,
“"znajdujacego sie" w punkcie o wspédrzednych gk i posiadajacego predkosé
gk . Jesli wiezy mechaniczne sg holonomiczne regularne, dwustronne i skle-
ronomiczne (elektryczne sa takimi - réwnania (1)), 'to energia kinetyczna
uktadu jest opisana funkcja jednorodng kwadratowg predkosci uogdélnionych
gk , ktéra nie zalezy w sposob wyrazny od zmiennej czasu t ([12], R.I1l).
Jest ona okreslona wzorem:

T= akI*™™ ~ qgi ™1 ?2 O» eeo» n)t Y

przy czym r pierwszych numerdéw zmiennych dotyczacych praukdadu wspot-
rzednych jest zwigzanych z pradami, a reszta z mechanicznymi predkosciami
uog6Inionymi .

Uwazajmy teraz funkcje afi(8) za okreslajace pole tensora metryczne-
go w rozwazanej przestrzeni G®, czyli uczynmy z niej przestrzen Riemanna
V1. 0 funkcjach akl(q) bedziemy zaktadali, ze sg klasy C2 (na skutek
transformacji wspétrzednych klasy jest to whkasnos¢é wspédzmiennicza).
Tensor metryczny jest tensorem symetrycznym:

aki(@ =alk™M* »1 6 (@, ---» n). ®
Dla:
Ip <V Ip<rp, a !l @i M (@, (©))
pe PP
gdzie M oznaczaja tzw. oczkowe wspédczynniki indukcyjnoscij dla:

Vv
(kp = Ip) P whasnej, dla: (kp f Ip) - wzajemnej. Wspoédczynniki te wiaza
sie z gateziowymi w nastepujacy sposob:



poniewaz:

T =:;MCq) qq? i M (@ q=*q™ an
(el) ~gh gh ~kplp

o< Kps p < Tpm
gdzie 'g" oraz "h" oznaczajanumery gatezi, M - gateziowe wspot-
h
czynniki indukcyjnosci, T - energie cewek. W?adomo, ze wspodczynniki
el
M posiadaja wkasnosci (8)j dla czesci mechanicznej zachodzi to roéw-

niez (F12j, R.11). Wkasnosé (8) jest wspodzmiennicza.

Zaleznos¢ funkcji akl tylko od mechanicznych wspédrzednych uogélnio-
nych obowigzuje na ogét jedynie w rozpatrywanym praukdadzie wspdédrzednych”
w innym uktadzie, na skutek transformacji traktujacych réwnorzednie wspod-
rzedne elektryczne i mechaniczne, nie bedziemy mogli w ogdéle dokona¢ ich
podziatu na czesci elektryczna imechaniczng. Podobnie podziat energii
kinetycznej na wymienione czesci wigze sie z rozdziatem formy kwadratowej
na dwa niezwigzane skdadniki ((a”™ = 0), jesli k" i "1" oznaczajg wskaz-
niki wspétrzednych réznego rodzaju) na ogét tylko w prauktadzie wspohrzedr-
nych.

tatwo spostrzec, iz na skutek tego, ze -i?ﬁ- reprezentuja wspoétrzedne
wektora kontrawariantnego (pola wektorowego) o regule transformacyjnej ty:
pu*

vk@) = AK(a(@d) vde@(@d), a2

gdzies

k kg @, ....n),

\(q) = (a), ) (13)
m

energia kinetyczna okreslona jest skalarem (polem skalarnym). ROznica po-
miedzy i g Jjest taka, ze jesli rozpatrywa¢ ruch ukdadu to po-
le ‘'gk' dane jest wzddfuz jego toru.

Teraz tez wida¢ sens umieszczania wskaznikéw Kk, 1 reprezentujacych ja
kie$s wielkosci ko czy kontrawariantne na innych poziomach niz wskazniki
g, h, ktére nie sg zwigzane z.zadnymi transformacjami uk¥adéw wspotrzed-
nych. Gwiazdka przy znaku réwnosci we wzorach (1), (9), (11) oznacza, ze
nie zachodza one we wszystkich uktadach wspétrzednych, lecz tylko w nie-
ktérych, tu mianowicie w naszym prauktadzie. Odtad umawiamy sie, ze wskaz-
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niki j, k, 1, m beda spednia¢ zwigzek: j, k, 1, m 6 (1, n); umo-
wa obowigzuje do korica wstepu.
Okreslmy teraz forme metryczng ds w przestrzeni G" (VID:

(ds)2 = 2 T(dt)2 = akl(q) dgk dqgl. as

Jest to poprawna definicja metryki lokalnej, gdyz zaktadajagc, ze Torma
(14) jest istotnie dodatnio okreslona, mozna wykaza¢, iz speknia ona (W
sensie lokalnym) 3 znane dobrze aksjomaty przestrzeni metrycznych ([4],
cz.l, R.I). Analizujac energie we wspétrzednych praukdadu, wiemy z teorii
pola elektromagnetycznego i z mechaniki, ze zachodzi faktycznie okreslo-
nos$¢ fonny (14), o ktérej byka mowa. Potrzeba wprowadzenia takiej metryki
(tzw. kinematycznej) wyniknie z dalszych rozwazan.

6. Rownania Lagrange®a 2 rodzaju ukdadu elektromechanicznego

Mozemy teraz przystapi¢ do podania réwnan ruchu naszego uktadu w posta-
ci réwnan Lagrange"a 2 rodzaju. W tyra celu okreslmy jego energie poten-
cjalna, gdy znajduje sie on w punkcie o wspétrzednych gk (to znaczy za-
chodzi tu w pewnej chwili czasu koincydencja punktu odpowiadajacego nasze-
mu ukdadowi wykonujacemu ruch z punktem ukdadu odniesienia, Kktéry wyste-
puje w definicji ukd#adu wspétrzednych; uzywamy tu tez tego samego ozna-
czenia dla wspotrzednych obu uktadéw) .

\ =i S q
(G) £ gh gh * kplp

as

Do przeksztakcenia wystepujgcego we wzorze (15) wykorzystujemy wzor (1)
wprowadzajac definicje:

16
an
Na skutek zatozonego braku sprzizen pojemnosciowych mamy:
S@-=5 @ S . as)
gh Joaj gh



Zaleznos¢ funkcji C  od elektrycznych wspédrzednych uogélnionych w pra-
h

uktadzie oznacza obgcnoéé elektrycznie nieliniowych kondensatorow.

Ujecie chocby jednego z powtarzajacych sie wskaznikéw w nawiasy, badz
pionowe kreski, oznacza zakaz sumowania poddug nich. "d” - oznacza znanag
delte Kroneckera.

Do elektrycznej energii potencjalnej mozna dotaczy¢ jeszcze mechanicz-
na, pochodzaca np. od wspétdziatania potencjalnego pola grawitacyjnego z
masami ciat sztywnych. Woéwczas mamy:

V=V + V. 19
(G W)
Energia potencjalna opisana jest skalarng funkcja wykacznie wspétrzednych
uog6lnionych (klasy C2).
Tworzymy teraz funkcje Lagrange’a:

L=T-V. 0

Réwnania Lagrange’a 2 rodzaju majg postac:

STl - __p =B @y
©q q

Kie bedziemy tutaj rozwazali kwestii réwnowaznosci tych réwnan i zwykdych
réwnan sieci oraz réwnan Lagrange*a 1 rodzaju dla czesci mechanicznej
(patrz pozycje: fiZ], R.11; [9]). Chodzi nam jedynie o podkreslenie ich
kowariantnego charakteru i pewnych spraw z tym zwigzanych. Mozna zatem
traktowa¢ je jako aksjomaty dla omawianego ukdadu elektromechanicznego.
Takie stanowisko przyjmowane jest oglélnie w mechanice i teorii pola elek-
tromagnetycznego (state skupione mozna traktowa¢ jako reprezentacje pew-
nych obszaréw pola, gdy interesujg nas tylko takie wielkosci jak prady w
cienkich przewodach i napiecia miedzy pewnymi ich punktami - jest to zna-
na idea przejscia od teorii pola do teorii statych skupionych przy uprzedt
nio wymienionych zatozeniach).

7. Réwnowaznos¢ rdownan Lagrange*a 2 rodzaju 1 pewnych réwnan tensorowych
(z pochodng absolutnag) oraz ich interpretacja elektryczna

Réwnania (21) mozna zapisa¢ w postaci:



Sa one réwnowazne wzorowi :

i M erkimiie gt = (53)
lub:
+ rkimg g - - akl T <>
gdzie:
rkIlm =\ <@l amk + akl - ®k alm>~ <25)
Bta = A Tkim (26)

(41, cz.11, R.VIL, X) lub: ([13], R.11* V).

Uwaga: réwnania Lagrange"a (21), (22) sa wazne takze przy wiezach reo-
nomicznych, roéwnania (23), (24) - przy skleronomicznych. W obu przypad-
kach obowigzuje reszta zatozeh co do wiezdéw.

Lewa strona wzoru (24) oznacza wspé%rﬁedne pochodnej absolutnej wekto-

ra kontrawariantnego o wspétrzednych ’ i przedstawia znowu wspodrzed-
ne wektora kontrawariantnego (pola wektorowego wzdtuzkrzywej ¢ () ru-
chu naszego ukdadu). Wzér (23) opisuje to samo w postaci kowariantnej. 0O—
ba, jako ze stanowig poréwnanie wspédrzednych wektoréw tego samego rodza-
ju sa wspédzmiennicze. (Zachodza w tej samej postaci w dowolnym sposrod
okreslonych uprzednio uktadéw wspédrzednych. Uzycie wskaznikéw j, k, 1, m
moze dotyczy¢ dowolnego z nich, ta sama uwaga odnosi sie do innych wspod-
zmienniczych wzoréw. Zamiast tej umowy mozna by przyja¢ ogélnie, tak jak
to byto zrobione dla prauktadu, by wskazniki j, k, 1, m opatrywa¢ do-
datkowym, dotyczacym uktadu wspotrzednych i woéwczas kowariantnos¢ wzoru
oznaczataby spednienie go dla kazdego dodatkowego wskaznika ukdadu. Lecz
komplikowatoby to pisownie — szczegélnie dla wzoréw transformacyjnych.)
"F i'n" lub ™ m " oznaczaja wsp6trzedne symboli Christoffela 1 i %oro—
dzaju. Zaleza one od pochodnych wspédrzednych tensora metrycznego, (sto-
sujemy takie oznaczenia, poniewaz obiektéw réwnolegtego przeniesienia rie
zaleznie od tensora metrycznego nie bedziemy rozpatrywali”.)

Jesli zada¢ warunki poczatkowe dla czasu t = "0+ tzn. noda¢ w tym

punkcie wartosci ‘''gk (t0+)n (np. w prauktadzie: (q P(tQ+) = 0) - patrz:
réwnanie (1)} warunki poczatkowe dla kondensatoréw”~zakdadamy w chwili tQ+

tak, by byto spednione Il prawo Kirchhoffa) i "§f-(t0+)"i to na pcdsta-
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wie twierdzenia o istnieniu catki réwnan rézniczkowych ([8], cz-1l1, R.XV)
w pewnym otoczeniu tych warunkéw bedzie istniato jednoznaczne rozwigzanie
ukdadu réwnan rézniczkowych (24). (Oczywiscie musza by¢ zadane funkcje
akl(@ 1 V(@-)-

Jesli uktad bytby czysto elektryczny (rp = np), to wéwczas w takim
uktadzie wspétrzednych, w ktérym zachodzi:

r pp”n° @n

dla wszystkich punktéw rozpatrywanego otoczenia warunkéw poczatkowych (np
w prauktadzie) z réwnan (23), (15), (9) wynikaja réwnania oczkowe:

s s qlp:— bs gq, 28)
Vi op Vi op gkp gh h(0) (28}

II%

jesli dodatkowo pojemnosci nie zalezg od d+adunkéw (sa liniowe).  Skkadnik
po prawej stronie réwnania (28) oznacza oczkowg SEM zwiazang z 4adunkami
poczatkowymi kondensatoroéw.

Uwaga: roéwnanie (28) dotyczy praukdadu i nie ma charakteru wspédzmien-
niczego (chyba, ze #adunki poczatkowe kondensatoréw bydyby réwne zeru lub
wyrazenie po prawej stronie wzoru (28) rozpatrywane bydoby w charakterze
ANk N stosowane transformacje ukdadéw wspédrzednych bydyby zaciesnio-

ne do centroafinicznych. Woéwczas tez "MkI™ i "SkI"™ miatyby charakter
geometryczny taki jak 'akln).

W og6lnym przypadku nie musi wcale istnie¢ taki ukkad wspétrzednych, w
ktérym zachodzi wzér (27). Wiadomo ([4], cz-Il, R.VI} 13 , R.I111), ze wa
runkiem koniecznym i wystarczajacym do jego istnienia jest zerowanie sie
tensora krzywizny w omawianym otoczeniu. Jesli warunek ten jest speiniony
mamy do czynienia ze szczeg6lnym prz dkiem przestrzeni Riemanna, z tzw.
przestrzenig metryczno-euklidesowg éﬂ?, cz.1l, R.VIID),

Jesli uktad nie jest czysto elektryczny, to nietrudno jest zorientowac
sig w sensie drugiego sktadnika lewej strony wzoru (23) (przy uzyciu pra-
uktadu wspoétrzednych). Mianowicie dla takiego "kp", kiedy wzér ten stano-
wi réwnanie oczkowe, wspomniany sktadnik ma sens SEM rotacji (tj. wyste-
pujacej na skutek zmiap. strumienia magnetycznego spowodowanych ruchem ce-
wek ukdadu) .

Nie jest celem tej pracy badanie poszczegélnych uk¥adéw elektromecha-
nicznych, lecz bytoby rzeczg bardzo ciekawg rozpatrzenie pod katem metry-
ki i whkasnosci z niej wynikajacych przynajmniej kilku podstawowych maszyn
elektrycznych.



Przypusémy teraz, ze funkcja energii potencjalnej V  jest niezalezna
od zmiennych gk dla rozpatrywanego obszaru; wéwczas poniewaz nasz ukdad
elektromechaniczny posiada wiezy zapewniajace spednienie zasady zachowa-
nia energii (2] . R.*1! [i4) ), jego energia kinetyczna tez jest opisana
funkcja stata (wzdtuz toru gk(t)). Wtedy zamiast réwnania (24) mamys

Sa to réwnania linii geodezyjnych ([4], cz-11, R.V) lubs (I13]1, R-1D).
Linie te mozna traktowa¢ jako ekstremale pewnego problemu wariacyjnego
([13], R-I11), mianowicie chodzi o zerowanie sie pierwszej wariacji catkis

(yg Pk P1) s, G0
(P

gdzie:

$3- @D

oraz krzywe wystepujgace w problemie wariacyjnym przechodza przez punkty o
wspotrzednych q , g - Narzuca to na ekstremale odmienne warunki poczat-

kowe od omawianych, poza tym trzeba zaznaczy¢, ze spednienie réwnania
(29) jest tylko warunkiem koniecznym dla osiggniecia minimum wzglednego
catki (30). Nie bedziemy tu zajmowali sie blizej wymienionymi problemami
rachunku wariacyjnego.

8. Metryka dziatania. Réwnania tensorowe oparte na tej metryce.
Linie geodezyjne i odpowiadajacy im problem wariacyjny

Przez wprowadzenie nowego tensora metrycznego:
bkl (@ = (E,- V(@) akl(@ G2

(E3j, r-V), mozna osiagna¢, by tor uktadu byt linig geodezyjnag réwniez i
wéwczas, gdy energia potencjalna nie jest stata (“E'" - oznacza energie
catkowita ukdadu, atatg wzdduz jego toruj zaktadamy, ze zachodzi: (T + 0)
w czasie ruchu). Metryka oparta na tensorze b nazywa eie metryka dzia-



+ania. Woéwczas mamy zwigzek miedzy symbolami Christoffela 2 rodzaju opar-
tymi na tensorach a 1 b:

Jesli zdefiniowac!
@2 = bkl(g)dgk dgl = (E-V(q@))(ds)2, [€ND)

to mozna wykaza¢ ([13], R.V), ze!

(€))

czyli tor uktadu jest faktycznie linia geodezyjna wzgledem tensora metry-
ki dziakania. Zamiast réwnania (35) mozna zazada¢ zerowania sie pierwszej
wariacji cakki!

(36)

gdzie:

€70

Zaréwno ekstremala jak i krzywe poréwnawcze przechodza przez punkty o

wspotrzednych q., q
: @) @) i
Uwaga: na rozpatrywane ukdtady elektromechaniczne narzucone bydy bardzo

krepujace warunki w postaci doboru wiezéw. Mozna by je znacznie zliberali-
zowa¢, np. dopusci¢ tarcie (opory elektryczne), wiezy nieholonomiczne i
mimo to uzyska¢ réwnania ruchu ukdadu w postaci kowariantnej. Nie chodzi
tu o wyczerpanie tego zagadnienia, a o najprostsza jego ilustracje, ktora
zyskuje przy zadanym rodzaju wiezéw piekne twierdzenia o ‘“'ruchu ukdadu”
po linii geodezyjnej.
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9. Podsumowanie

Po tym szkicowym przedstawieniu teorii ukdadéw elektromechanicznych mo-
ze powstac¢ pytanie, (ktére w podobnej formie wystgpi odnos$nie tensorowego
ujecia teorii sktadowych symetrycznych): jaka jest jej przydatnosc¢?

Pod wzgledem czysto praktycznym, tak jak w teorii skdtadowych symetrycz-
nych lepiej uzywa¢ takich, dla ktérych jak najwiecej macierzy impedancji
elementéw sieci jest diagonalnych, tak tu lepiej wybra¢ taki ukdtad wspot-
rzednych, w ktérych datwo jest zcatkowac¢ roéwnania (24), npi o ile istnie-
je, to taki gdzie zachodza zwigzki (27). Tym wiec mozna tdumaczyé chec¢
“"posiadania”™ jak najwiekszej ilosci ukdadéw wspéirzednych oraz formudowa-
nia praw teorii w postaci kowariantnej.

Lecz jest inny motyw, wydaje sie daleko wazniejszy od sprawy datwosci
przeprowadzenia rachunkéw (i co warte podkresli¢ duzej wygody i przejrzy-
stosci symboliki tensorowej), ktory uzasadnia takg wkasnie postaé teorii”
Mianowicie przyporzadkowanie punktowi (w danym ukdadzie) wspédrzednych q
czy tez wspodrzednych obiektéw geometrycznych, jak np. sMI* mozna in-
terpretowa¢ jako wynik pomiaru zrealizowanego przy uzyciu pewnych przy-
rzadéw (uk¥adéw pomiarowych), ktére sg takie lub inne, w zaleznosci od
czego otrzymujemy pomiar wymienionych wielkosci w réznych uktadach wspod-
rzednych, np.: gk’ a”, V- w jakim$ innym ukdadzie niz poprzednio wymie-
niony. Otéz czym wiecej mamy takich uktadéw wspétrzednych (ukdadéw pomia-
rowych), w ktérych prawa naszej teorii sg zapisane w podobnych postaciach
(kowariantnie), tym bardziej uniezalezniamy sie w wystowieniu whkasnosci
opisanego obiektu fizycznego od uzytych przyrzadéw (ukdadéw pomiarowych);
czyli mozna powiedzie¢, ze tym lepiej charakteryzujemy sam '‘czysty' obiekt.
To wkasnie jest chyba jedng z przyczyn rozszerzania sie zasiegu stosowal-
nosci rachunku tensorowego do teorii daleko odbiegajacych problematyka foo
i-waga) od teorii-wzglednosci czy tez pola elektromagnetycznego (stanowi
to naturalnie réwniez duzy walor tych ostatnich).

Wypada jeszcze usprawiedliwi¢ ten dos¢ ddugi wstep tym, ze w datwo do-
stepnej literaturze dotyczgacej tego tematu sg luki (z naszego punktu wi-
dzenia). Tak np. w artykule [14] omawiane sg tylko uktady mechaniczne a w
podreczniku [13] nie jest poruszana kwestia wyboru dopuszczalnych ukdadow
wspotrzednych oraz nie sg sprecyzowane w ogéle zatozenia Tizyczne odnos-
nie rozpatrywanych "ogélnych ukdfadéw dynamicznych" i wykdad prowadzony jest
czysto formalnie.

1. Sieci elektryczne o pewnych symetriach

1. Pewne ogélne zatozenia dotyczgce opisywanych sieci

Zaktadamy, ze sieci sktadajg sie wydgcznie z gatezi 4 przewodowych (w
skoniczonej ilosci) zilustrowanych rys. 1, 2.

Gatezie przedstawione rys. 1 nazywac¢ bedziemy koncowymi; rys. 2 - prze-
lotowymi .
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Rys. 1 Rys. 2

Elementy wchodzace w sktad gatezi (zwyczajnych) &7, O%, cO" lubs aa",
b, cc* (rys. 1, 2) oraz ewentualnie pewne inne ogélniejsze opiszemy do-
ktadnie pod wzglgdem elektrycznym pézniej, gdyz do tego bedzie konieczne
wprowadzenie pewnych ukdtadéw wspédrzednych. Na razie zatozymy o nich tyl-
ko to, ze sa liniowe, to znaczy zwiazki pomiedzy napieciami i1 pradami wy-
stepujacymi w ich opisie wyrazone sg przy pomocy liniowych réwnan alge-
braicznych, rézniczkowych, wzglednie réznlczkowo-catkowych, zwyczajnych o
statych parametrach. Bedzie to oznacza¢ np., ze jesli wsréd tych elemen-
téw wystepuja cewki - ich charakterystyka magnesowania jest liniowej dla
maszyn wirujacych oznacza to dodatkowo niezaleznos¢ ich predkosci obroto-
wej od czasu (wprawdzie réwnania rozniczkowe tych maszyn posiadajg para-
metry zalezne od zmiennej czasu, lecz co dla nas bedzie wazne, dla pew-
nych przypadkéw w stanie ustalonym przy "pobudzeniach" sinusoidalnych "od-
powiedzi" sg réwniez sinusoidalne). Na ogét elementy te beda zbudowane z
opornikéw, cewek oraz kondensatoréw i w zwigzku z tym zakkadamy, ze sa
dla nich speinione wszystkie postulaty wymienione®we wstepie (#acznie z
liniowosScig kondensatoroéw).

Zrédka wystepujace w sieci (e, 1) opisane sg sinusoidalnymi funkcja-
mi zmiennej czasu oraz rozpatrujemy stan ustalony. Implikuje to (dacznie
z poprzednim zatozeniem) mozliwos¢ zastosowania metody symbolicznej do
obliczania interesujacych nas pradéw i napiec.

Nastepnie zakdadamy, ze gatezie 00" sg bezimpedancyjne oras pozbawio-
ne zrédek. 0 znaczeniu tego zatozenia oraz sposobie uzyskania takiego mo-
delu sieci bedzie mowa pézniej. P6zZzniej tez bedziemy mogli uwolnié sie w
pewien sposéb od krepujacego zatozenia o budowie sieci z 4 przewodowych
gatezi.

2. Prauktady wspoétrzednych

A. Prauktad w przestrzeni pradowej
Wprowadzone gatezie 4-przewodowe scharakteryzowane sg 3 pradamii J8,

lub: J2 h #° (rys. 1, 2), (uzywamy metody symbolicznej, dla
g g
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wartosci skutecznych, nie zaznaczajac tego dodatkowo daszkami} wskazniki
g 1 h odnosza sie do catej 4-przewodowej gatezi). Pradem przewodu ocy
w tej chwili nie zajmujemy sie.

Wyobrazmy sobie zbidér takich gatezi g [lub h, ktdére roéznig sie mie-
dzy soba wartosciami tréjek pradéw Ja, Jb, J°, czylis

J*46 C, af e (@, b, ©), (€))

gdzie "'C" oznacza ptaszczyzne liczbowg zespolong otwartg (zbiér liczb ze-
spolonych). Przyporzadkujemy kazdej z tych gatezi punkt pewnej przestrze-
ni. Niech teraz pomiedzy przestrzenig punktowg (pradowa) a przestrzeniag
(P =Cx Cx C zachodzi homeomorfizm.

Mozna to np. osiagna¢ zaktadajac, zenasza przestrzen punktowa jest
przestrzeniag afiniczng ([11], R.1). Z aksjomatyki tej przestrzeni wynika
istnienie homeomorfizmu pomiedzy nig a przestrzenig arytmetyczng (W na-
szym przypadku bedzie to przestrzen 6 wymiarowa R ); z kolei przestrzen
R~ jest homeomorficzna z przestrzenig (przestrzen te mozemy uwazac
na razie jako topologicznag, lecz pozbawiong metryki). Stad na skutek prze?
chodniosci mamy zadang relacje homeomorfizmu pomiedzy przestrzenia punk-
towg pradowg a przestrzeniag - czyli wprowadzilismy praukdad wspétrzed-
nych dla wybranej gatezi (fazowy - stadindeks f przy oznaczeniachwspot-
rzednych tego ukdadu). Wprawdzie zwykle przez uktad wspoétrzednych rozumie
sie przyporzadkowanie punktom otoczenia w przestrzeni Hausdorffa ciaggoéw
liczb rzeczywistych z pewnego otoczenia przestrzeni RN  (wzajemnie jed-
noznaczne i obustronnie ciggte), ([6], cz.l, R.I11)} lecz mozna tak zawe-
zone pojecie ukdadu wspotrzednych uogélni¢ na analogiczne przyporzadkowa-
nie punktom przestrzeni punktowej Hausdorffa punktéw pewnej przestrzeni
analitycznej Hausdorffa, o czym jest takze mowa w ~6j, cz»l, R.1l. Z tej
mozliwosci skorzystalismy tutaj.

Uwaga i nie bedziemy wprowadza¢ tu ptaszczyzny zespolonej uzupel'nioneaj
punktem w nieskoniczonosci oraz uzupednia¢ w tym sensie przestrzen C .
Jest to spowodowane tym, ze punkt w nieskoniczonosci bydby punktem nieozna-
czonosci transformacji ukdadow wspédrzednych, a transformacja ta jako wy-
razona funkcja meremorficzng 3 zmiennych nie miataby w tym punkcie grani-
cy (J7], Dodatek).

Podobng operacje wprowadzenia ukdadu wspétrzednych powtarzamy dla po-
zostatych gatezi (na razie zakdadamy, ze nie sg one polaczone w siec i
zasilane sag niezaleznie z odrebnych Zrédet). Za kazdym razem gataz repre-
zentowana jest punktem tej samej przestrzeni pradowej. Nie wprowadzamy tu
pojecia analogicznego do przestrzeni konfiguracyjnej o liczbie wymiaréw
réwnej iloczynowi liczby gatezi 'swobodnych' przez 6, poniewaz transfor-
macje ukdtadéw wspoétrzednych dotyczy¢ bedg tylko 3 wspédrzednych zespolo-
nych. Wprawdzie®"formalnie nic nie stoi na przeszkodzie aby nasladowaé te-
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raz rozumowania dotyczace przestrzeni konfiguracyjnej, gdzie aksjomatami

teorii bytyby nie réwnania Lagrange’a a od razu réwnania oczkowe w posta-

ci zespolonej, kowariantne ze wzgledu na pewne liniowe transformacje wszyst-
kich pradéw oczkowych; lecz obieramy droge poprzednig ze wzgledu na to,

aby wykorzysta¢ pekniej szczegbélng symetrie sieci, polegajaca na 4,-prze-
wodowej budowie jej gatezi. Wobec tego punkt pracy (pradowej) ukdadu be-
dzie tu odpowiadat nie jednemu punktowi przestrzeni pradowej, a tylu pun-
ktom (czasem beda sie mogty one pokrywac¢) ile jest gatezi (w sensie "Prze-
wodowym, czy raczej 3-przewodowym, poniewaz zobaczymy, ze prad przewodu

zerowego bedzie juz okreslony pradami pozostatych 3 przewodéw) .

B. Prauktad w przestrzeni napieciowej

Poniewaz gatezi przelotowej przyporzadkowane sg napiecia
XF <PI>h

(2)” < sdalo;

(P2) ~ * 0 2>

(podobnie dla gatezi koncowej, tylko wowczas napiecia w przekroju P,
réwne sa zeru), wiec powtarzany poprzednie rozumowania najpierw dla jed-
nej gatezi i jednego przekroju tworzac przestrzen punktowg napieciowg ho-
meomorficzng z przestrzenig (P, pézniej przeprowadzamy to samo rozumowa-
nie dla pozostatych przekrojow i gatezi, zakdadajac, ze nie pracujg one
na razie w sieci 1 posiada¢ mogg w przewodach a, b, c dowolne SEM. Je-
stesmy wiec w posiadaniu przestrzeni punktowych pradowej i napieciowej o-
raz prauktadéw wspédrzednych w obu.

3. Zbiory dopuszczalnych uktadéw wspétrzednych

A. Przestrzen pradowa oparta o grupe Gc

Zbior ten otrzymamy, poddajac praukdad transformacjom nalezacym do pe-
wnej grupy. Dla wspédrzednych pradowych beda to transformacje liniowe, o
jakobianie réznym od zera i wyrazie wolnym réwnym zeru, przeksztakcajace
przestrzen C nalsiebiet

J*T= ax J*, af <C., , ®

det [2£] * O, @

gdzie wskaznik ot przyjmuje wartosci nalezace do zbioru 3 elementéw shu-
zacych do oznaczania wspédrzednych pradowych w “'starym” ukdadzie wspot-
rzednych} wskaznik a¢ - w "nowym"” ukdadzie. Utrzymujemy tu w dalszym cig-

22



gu umowe sumacyjng ze wstepu oraz umowe dotyczaca roli wskaznikéw w ko-
wariantnej postaci wzoréw. Poniewaz te same transformacje dotycza wszyst-
kich gatezi wiec dla uproszczenia pisowni opuszczamy wskazniki gateziowe
g lub h.

Zbiér takich transformacji tworzy grupe (9 parametrowg), poniewaz su-
perpozycja 2 wymienionych transformacji jest transformacjg liniowg, o ja-
kobianie réznym od zera, o wolnym wyrazie réwnym zeru, przeksztatcajaca
przestrzen <P na”siebie oraz transformacja odwrotna réwniez zachowuje wy”
mienione whkasnosci; co mozna zapisac:

= - gjf" J*, det [a£J * O, ®)
stad na mocy wzoru (3) dla superpozycji transformacji zachodzi:
J* = a«* JU, det [a«] * O, ®)
gdzie:
a? - < < a)
oraz druga czes$¢ wzoru (6) jest spekniona na mocy twierdzenia Cauchy*ego

o wyznaczniku iloczynu macierzy.
Transformacja odwrotna jest okreslona wzorem:

J* - J*3 (8)
gdzie na skutek wzoru (3) mamy:

a* a$ “$ w)
oraz)

det [aj] * 0, 0

czyli "aj" oznaczaja faktycznie wspodczynniki przeksztakcenia odwrotne-
go, posiadajacego te uprzednio wymienione whkasnosci co przeksztakcenie pro-
ste.

Umawiamy sie, ze w tym rozdziale wskazniki: cc,p ,$ , ozy tez: @,f,
lub: <, &,f itd. dotyczy¢ beda oznaczen 3 wspétrzednych pradowych
(tzn. kazdy z nich bedzie npeln: a¢ te role) odpowiednio w ukdadach wspot-
rzednych (), (* (M.



Zbior uktadéw wspétrzednych otrzymanych z praukdadu przy pomocy trans-
formacji nalezacych do powyzszej grupy tzw. centroafinicznej (GO) tworzy
strukture F. Kleina ([6], cz.l, R.Il), tzn., ze kazdy uk¥ad okreslony
jest na calej przestrzeni pradowej (punktowej) oraz jesli rozpatrzy¢ do-
wolny uktad wspétrzednych i dowolng transformacje wyznaczong przez 2 ukda-
dy nalezgce do tego zbioru, to zlkozenie ich istnieje i réwniez do niego
nalezy. Wprowadzong przestrzen pradowg bedziemy nazywa¢ przestrzenig opar-
ta o grupe Gc lub krétko przestrzenig Gc.

Aby mozna byto pézniej zdefiniowaC w prosty sposob metryke, wygodniej
bedzie operowa¢ pewnag podgrupa grupy centroafinicznej.

B. Przestrzen pradowa oparta o grupe ®cu-t oraz wspodrzedne sprzezone

Poddajemy wspédczynniki a« grupy transformacji GO dodatkowym warun-
kom ograniczajacymi

af - <y an

gdzie wspédczynniki eif sg sprzezone w stosunku do naf£'. Sumowanie za-
chodzi tu podtug wskaznika o niezaleznie od tego, czy jest zaopatrzony
kreska (poziomg!) czy nie, poza tym nasza umowa sumacyjna dotyczy réwniez
wskaznikéw umieszczonych na tym samym poziomie (inaczej niz w pozycji [4]1”

Zaktadajac zwigzek (11) nie trzeba juz postulowa¢ osobno wzoru (4), bo
obliczajac wyznacznik z obu stron wzoru (11) mamy na mocy wspomnianego Juz
twierdzenia Cauchy*ego, twierdzenia o wyznhaczniku z macierzy transponowa-
nej Oraz twierdzenia o obliczaniu wartosci sprzezonej iloczynu i sumyi

det [af] det [afj « 1, 42y
czylit
det [@j] - eJ#, t sR, a3)
wiec zachodzi wzéor (4).
Wykazmy teraz, ze superpozycja dwu transformacji oentroafinicznych spek

niajacych dodatkowo warunek (11), tez go spednia. Wobeo tego z zatozenia
zachodzi oproécz wzoru (11)i

<f 5IC -e»**, (¢}
Dla transformacji ztozonej mamyi

a“"ag" af" - «F*aj af - aj a." - P as)
c.b.d.o.
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Poréwnujac wzory (9) oraz (11) stwierdzamy, ze zachodzi:

af= apg @6)

co w jgzyku macierzy oznacza, ze macierz sprzezona oraz transponowana do
danej roéwna sie jej odwrotnosci. Przeksztatcenie (3) spedniajace warunki
(112) lub (16) nazywa¢ bedziemy centryczno-unitamym.

Ualezy teraz dowies¢, ze przeksztatcenie odwrotne do wymienionego jest
réwniez centryczno-unitame.
W tym celu wprowadzimy oznaczenie:

Js = J5. an

Wspotrzedna sprzezona podlega, na mocy réwnan (3) i (17), transformacji:

j5"-afj3. (18)
Dowéd, Zze takie transformacje spedniaja wymienione warunki grupowosci,
jesli speiniaja je transformacje zmiennych niesprzezonych, jako prosty o-
pusémy (w stosunku do wprowadzonego praukdadu nalezy uzy¢ wéwczas zmien-
nych sprzezonych - mozna to uczynié¢, bowiem operacja sprzezenia stanowi
homeomorfizm). Zardéwno wspodrzedne J* jak i Js .mogg by¢ poza tym trak-
towane jako wspétrzedne pewnych obiektéw geometrycznych ([6], cz.Il, E.I,

111). Do pewnego aspektu tego zagadnienia jeszcze powrécimy.
Wypiszmy teraz wzér okreslajacy transformacje wyrazenia Ja J*:

Js j* = al.af j5j@ - J*"J*" 19

(wykorzystalismy tu wzory (16), (11)).
W dalszym ciagu:

J"Ja'=af al’Ja J?, (20)
czyli na mocy wzoru (19):
J* J* = 8% af J* j\ (21)
Jesli wzér (21) zachodzi tozsamosciowo wzgledem zmiennych J*, 37, to:
a«.8|=~* 22
gdzie wykorzystalismy znowu wzér (16). Wzér (22) jest potwierdzeniem, ze
transformacja o&wrotna do centryczno-unitamej ma réwniez te whkasnosé,

-c.b.d.o.
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Uwaga: o charakterze metrycznym réwnania (19) oraz jego interpretacji
elektrycznej bedzie mowa pézniej.

Wida¢, ze zbiér transformacji centryczno-unitamych,przeksztatcajacych
przestrzen Cp na siebie tworzy grupe Gcut (jJak mozna zauwazy¢ na pod-
stawie zwigzku (11) 3-parametrowg), (transformacje te, w przeciwienstwie
do lokalnych omawianych we wstepie, majg charakter globalny, dotycza ca-
+ej przestrzeni punktowej, poniewaz na catej mozna bykto wprowadzié¢ pra-
ukdad wspétrzednych).

Podobnie jak w przypadku grupy Gc, zbidér dopuszczalnych ukdadéw wspot-
rzednych otrzymanych przy pomocy grupy Gcut tworzy strukture F. Kleina.
Przestrzen pradowg, oparta o grupe Gaid; nazwiemy przestrzenig Gcul). Wka*
Sciwie poprawniej przez pojecie przestrzeni opartej na grupie nalezatoby
rozumie¢ uporzadkowang tréjke: przestrzen punktowg, przestrzen analitycz-
na (tu: Cp) oraz strukture wyznaczona przez praukdad i grupe transforma-
cji. W naszym przypadku chodzi wkasciwie o dwie struktury, druga wyznaczo-*
na jest przez praukdad i transformacje dla zmiennych sprzezonych. Zamiast
dwéch struktur mozna jednak wprowadzi¢ jedng, ktdrej elementami bydyby
uporzadkowane pary uktadow wspotrzednych: jeden zwykdy, drugi ‘‘sprzezony'/

Zupednie podobne rozwazania nad dopuszczalnymi ukdadami wspédrzednych
mozna przeprowadzi¢ dla przestrzeni napieciowej.

C. Przestrzennapieciowa oparta o grupy GO lub Q ~

Uméwimy sie, ze wspoétrzedne napieciowe beda oznaczane w tym rozdziale
wskaznikami : lub: H ,@&.,V, czy* X,¢,V itd.f(kazdy z nich
moze przyjmowa¢ 3 wartosci, kreski u gory odnosza sie odpowiednio do ukdady

dow (D), (D, (M-

A wiec transfoimacja centroafiniczna ma postac:
U* = b* u\ b* sC, @3
gdzie:
det [b-] * O. (€Z))
Pomijamy tuwskaznikidotyczace numerugatezi i przekroju, bowiem dla

wszystkich gatezi i przekrojéw transformacje sg takie same.
Transformacja centryczno-unitarna poddaje wspétczynniki bf ogranicze-*

niu:
bf @)
Tak samo dowodzimy w obu przypadkach warunkéw grupowosci tych transforma-

cji. Podobnie tworzymy struktury F. Kleina uktadéw wspétrzednych oraz prze*
strzenie oparte na grupach Go lub Goui;.



D. Wspdélne struktury pradowo-napieciowe

Mamy wiec dwie niezalezne przestrzenie punktowe pradowa 1 napieciowa,
ktére moga by¢ oparte o grupy Gc, badz Gcut. Mozna, po wprowadzeniu pra-
uktadéw (zwyktego i sprzezonego) w obu, poddawa¢ je jednoczesnie takim sa-
mym transformacjom nalezacym do wsp6lnej grupy GO [lub Gou-f Wéwczas (po
zaniedbaniu wymiaréw - jesli bedzie sie operowa¢ tylko wartosciami licz-
bowymi pradéw i napiec) mozna identyfikowa¢ punkty obu przestrzeni posia-
dajace te same wspodrzedne, otrzymujac wspélne struktury zwykdg i sprze-
zong. W pewnych dalszych rozwazaniach dotyczacych mocy  wykorzystamy to
stanowisko.

Mozna tez postagpi¢ nastepujgco. Tworzymy zbidr transformacji, ktérego
elementami sg uporzadkowane czwoérki: transformacja pradowa, transformacja
pradowa sprzezona do wymienionej, transformacja napieciowa, transformacja
napieciowa sprzezona do wymienionej. tatwo wykaza¢, ze jesli zbiory posz-
czeg6lnych transformacji tworza grupy, to przy odpowiedniej definicji su-
perpozycji transformacji oraz transformacji odwrotnej podany zbidér upo-
rzgdkowanych czwérek, réwniez tworzy grupe. Transformujac przy jej pomocy
odpowiednie czworki prauktadow wspédrzednych otrzymujemy strukture P_Klei-
na ztozona z uporzadkowanych czwérek: ukdad wspétrzednych pradowy, prado-
wy sprzezony, napieciowy, napieciowy sprzezony. Jesli dla grupy transfor-
macji pierwszy element kazdej czwérki bedzie identyczny z trzecim (a dru-
gi z czwartym) - po zaniedbaniu wymiaréw, to jak #atwo zauwazy¢ otrzymu-
jemy jej podgrupe i w oparciu o nig tworzymy strukture odpowiadajaca u-
przednio wprowadzonym wspélnym pradowo-napieciowym. Taka struktura moze
by¢ podstawg do zdefiniowania pewnych obiektéw geometrycznych iloczyno-
wych oraz rozdwojonych ([6], cz.Il, R.I).

Uwaga: nie bedziemy wprowadzali transformacji, dla ktérych drugi ele-
ment czwérki nie jest sprzezony w stosunku do pierwszego, a czwarty do
trzeciego oraz otrzymanej przy ich pomocy struktury.

E. Interpretacja fizykalna transformacji i ukdtadéw wspédrzednych

Wprowadzonym transformacjom warto nada¢ pewng interpretacje schemato-
wo-pogladowa (rys. 3).

Aby nie powtarza¢ rozumowan niech "W®"™ oznacze prad lub napiecie do-
-wolnej gatgzi i przekroju (w dowolnym stania), ktérego pomiar za”naosony
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jest na rys. 3 koteczkiem (przez pomiar nalezy tu rozumie¢ podanie pradu
lub napiecia na wejscie bloku [qg] jak tez ich ewentualny odczyt; jest
to zaznaczone bardzo schematycznie bez doktadnego wyrysowania przewodow
rzeczywistego ukdadu). Wspédrzedne 'nowego' ukdadu sa oznaczone: "W
Np. moze zachodziés (k(a,b,c), fie(0,1,2), rys. 3), tzn. mamy wtedy do
czynienia z dwoma ukkadami wspotrzednych *starym™ fazowym i ‘‘nowym' syme-
trycznym. Blok oznacza ukdad transformacyjny (w tym przykdadzie po prostu
filtr sktadowych symetrycznych). Zespét tego bloku wraz z podaniem wiel-
kosci W na jego wejscie i ewentualnym odczytem stanowi model przy
rzadu (uktadu pomiarowego) realizujacego "nowy" ukdad wspotrzednych} jest
tu podana zarazem idea przyrzadu (ukdadu pomiarowego), o ktérym mowa w
punkcie 9 wstepu. Wspodczynniki c£, transformacji odwrotnej do transfor-
macji z rozpatrywanego przykdadu:

WHF - cE We (26)

tworza dobrze znang z teorii skdadowych symetrycznych macierz S:

=

ot «© (27)

gdzie:

j -
o= € ; (28)

Stosujgc wzory (11) badz (16), *atwo sprawdzi¢, ze wspodczynniki macierzy
— S czynia zado$¢ warunkom przeksztatcenia centryczno-unitamego. Tym

samym wyjasniona zostaka przynaleznos¢ transformacji stosowanej w teorii
sktadowych symetrycznych. We wzorze (27) uzylismy macierzy» mozna réwniez
wprowadzone transformacje zapisywa¢ macierzowo (patrz np. pozycja [1]),
lecz okazuje sietodizo mniej wygodne i przejrzyste od metody oznaczen sto-
sowanej w rachunku tensorowym.

Dotychczas uzywalismy transformacji jako przeksztatcen ciggéw liczb}
mozna je interpretowa¢ odwrotnie: jako przeksztalcajace punkty przyporzad-
kowane tym ciagom ([4], cz.l, R.1). Takie postepowanie ma interpretacje
elektryczna, polegajacag np. na 'przejsciu” od sieci Tazowej, (ktéra jest
punktem wyjscia naszych rozwazan), do sieci symetrycznej,posiadajacej pra-
dy i1 napiecia WfF odnosnie swych przewoddéw.
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4. Charakterystyka elementéw sieci

A. Elementy proste oraz ich réwnania we wspétrzednych fazowych

Elementy wchodzace w sktad gatezi zilustrowanych, rys. 1, 2 przedsta-

wione sg na rys. 4, 5.
Ji L_La_

Uktad o schemacie z rys. 4 nazywamy elementem konicowym; =z rys. 5 -
przelotowym. WBpdlna*ich nazwat element prosty. Réwnania opisujace je w
fazowych uktadach wspétrzednych (sa to nasze prauktady w przestrzeniach
pradowej oraz napieciowej} kwestiag uzyskania réwnan wspédzmienniczych zaj-
miemy sie pézniej) sa nastepujace:

29
1Al f R h @9
K | J - E*, aftxfe (a,b,c). (30)
K >
u - 31
W S <>i>h (p2)|"| G
J -J® +Jb + Jc, (31a)
ho h h h

Gwiazdki przy oznaczeniach SEM sa réwnoznaczne ze zgodnosciag orientacji
jaka nadajggatezi prad i SEK (jJesliw rzeczywistosci SEHzwyczajna be-
dzie przeciwnieskierowana do pradu,to SEM oznaczona gwiazdka bedzie sie
od niej roznita znakiem).

Ujecie chocby jednego z powtarzaJdgoyoh sie wskaznikédw pionowymi kres-
kami lub nawiasami oznacza, jak wa wstepie, zakaz sumowania poddug nich.

Uwagat ze wzgledéw wygody sumowania, lepiej bydoby wprowadzié¢ dla im-
pedanoji dwa wskazniki g i h oraz delt« troneokora (patrz wzér (18), IX
His zostato to uoaynioce dla podkreslenia braku sprzezen miedzy réznymi
elematami prostymi.
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of
Dla elementu koncowego bedziemy mieli dodatkowo: (~ ju* =0).

A 1
Parametry Zt , Z oznaczaja na ogot impedancje spgwodowane obec-
h Nf hO

noscig elementéw R, L, (M), C, dowolnie podaczonych, tworzacych dwdjniki
wystepujace w gateziach a0’ bO* itd., "widziane'/z zaciskéw wyjSciowych
tych dwdjnikéw. Ogolnie rzecz biorac nie chodzi nam oto, by w sktad
wspomnianych dwéjnikéw wchodzity wykacznie elementy R, L, (M, C,czyli
nie chodzi nam o mozliwo$¢ dokonania syntezy dowolnych elementéw prostych
w klasie R, L, (M), C. Istotne jest to, by zwigzki pomiedzy wystepujacy-
mi wartosciami symbolicznymi pradéw i napiec¢ byty liniowe.
Strzatki przy oznaczeniach elementéw i 'f, %Q na rys.4, 5symbo-
i

lizuja og6lnie rozumiane sprzezenia, tzn., ze prad jednego przewodu wpiy-
wa na napiecie drugiego.

Uzycie okreslenia dwdjnik, nie jest tu zbyt whkasciwe, bowiem dwojni-
kiem nalezatoby raczej nazwa¢ zbidér dwukoncéwkowych elementéw réwnowaz-
nych, tzn. przy dowolnych jednakowych pobudzeniach dla dwu badanych ele-
mentéw maja kazdorazowo wystagpi¢ jednakowe odpowiedzi. Relacja taka (za-
chodzagca wéwczas miedzy wymienionymi elementami), jak #atwo zauwazy¢, po-
siada whasnosci zwrotnosci, symetrii i przechodnioscij czyli jest fak-
tycznie réwnowaznoscig w sensie logicznym. Jej klasy abstrakcji w zbiorze
elementéw dwukoncéwkowych tworzydyby dwéjniki. To co wystepuje w gate-
ziach mozna by nazwa¢ elementem dwéjnika (dla wygody opuszczamy zwykle sdo™
wo element).

Uzycie elementéw prostych (4 przewodowych i wzajemnie niesprzezonych)
w budowie sieci jest ograniczeniem ich mozliwych postaci, Jjednakze jest
to usprawiedliwione tym, ze jak wiadomo z teorii maszyn elektrycznych spo*
X0 waznych maszyn (generatoréw, silnikéw) posiada wkasnie schematy dajace
sie zbudowaé ze skoriczonej ilosci elementéw prostych. Do takich urzadzen
nalezy réwniez 4 przewodowa linia krétka.

B. Linia krotka

Jej schemat przedstawiony jest na rys. 6 (Jj|5l, cz.11, R-XIV).

ab- —5—czfryv...d

385

Rys. 6
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(Naturalnie zakkadamy, Zze spednione sg zatozenia niezbedne do tego,
aby mozna operowa¢ pojeciem linii kréotkiej). Jest to schemat linii nieko-
niecznie symetrycznej. Mozna poda¢ inny - typu "T". Dla uproszczenia nie
sg podane oznaczenia napie¢ i pradéw (podobne jak na rys. 5).

Jest rzecza istotng, ze schemat ten (Jeden z wielu mozliwych) podajacy
zwigzek pomiedzy pradami J i napieciami (™M) > (P2~h (Przy za~
+ozeniu, ze prad przewodu 00" roéwny jest sumie pradow przewodéw aa", b",
ccO, nie daje odpowiedzi na -pytanie: jakie sg napiecia wzdtuzne

.U ? Jest to spowodowane tym, ze uwzgledniajac indukcyjnosci petli u-

(wyho

tworzonych przez przewody faz a, b, ¢ oraz zerowy, a wiec i pole elek-
tromagnetyczne otaczajace je, napiecia te zalezg od drogi catkowania na-
tezenia pola elektrycznego (czyli od usytuowania przewodéw woltomierza,

stuzgcego do ich pomiaru).
Schemat linii mozna datwo doprowadzi¢ do nastepujacej postaci (rys. 7):

Rys. 7

zek:

€29

oznaczajacy powigzanie impedancji Z En i admitancji T A relacja od-

wrotnosci (zakkadamy, ze macierz impedancji Jest nieosobliwa).
Woéwczas mamy:

(€))
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Znaczek f przy wskaznikach zmiennych pradu lub napiecia oznacza ich
przynalezno$¢ do zbioru (a,b,c). Wzér (33) mozna interpretowa¢ jako doty-
czacy rownolegtego polaczenia admitancji i SPM, ktérej orientacja wzgle-
dem wezda jest zgodna z orientacja pradowg gatezi z tg admitancjg. Tak
wiec schemat 4 przewodowej linii krotkiej skbada sie z czesci odnoszacych
sie do 3 elementéw prostych.

W zasadzie nie zajmujemy sie tu wyprowadzeniem i komentowaniem schema-
tow urzadzen wchodzgcych w skdad sieci, gdyz jest to temat specjalny, na-
lezgcy czesto do teorii maszyn elektrycznych. Istotne jest jedynie to, by
schematy te sktadaty sie z czesci dotyczacych elementéw prostych. Odno$-
nie linii uczynilismy czesciowo wyjatek ze wzgledu na jej specyficzny cha-
rakter i role jakag odgrywa w pewnych dalszych rozumowaniach.

C. Transformator

Pewnego wyjatkowego postepowania wymaga¢ beda réwniez transformatory
(moga by¢ asymetryczne). Ich schematy beda ujmowane nastepujaco (rys. 8):

Réwnania opisujace jei



Réwnania (37), (38) speinione sg na skutek izolowania od siebie zer trans-
formatora, badZ odrebnego zasilania stron pierwotnej i wtérnej lub z in-
nego powodu, ktdry bedzie objasniony podczas omawiania budowy sieci (wéw-
czas roéwniez wyjasnimy kiedy i na skutek czego spekniona jest analogiczna
relacja dla linii). Podobng dyskusje przeprowadzamy dla elementéw pro-
stych. Zaktadamy, ze 4 maciorze impedancji &> 3e (1t 2)) 26
wzoréw (35), (36) sa nieosobliwe Jak i macie?éhéa+ego przeksztatcenia wy-
znaczonego przez te wzory.

Jak wida¢, do sformutowania schematu transformatora uzylismy tu ele-
mentu ''szerszego' niz element prosty, po to by uniknaé¢ koniecznosci wpro-
wadzania sprzezen miedzy nimi i rozpatrywania rozmaitych potaczen trans-
formatora.

Uozna tez postgpi¢ ogélnie i do elementédw prostych dotaczy¢é tzw. ele-
menty sprzegajace o schemacie pokazanym na rys. 8 (niekoniecznie trans-
formatory), byle byty one liniowe w omawianym juz sensie”™ Mozemy wéwczas

prawe strony réwnan (35) i (36) uzupeinié¢ skkadnikami E ~ i E
h1l h2

D. Wielobiegunniki. Symetria elementéw

Wymienione elementy spedniaja czesto oprdécz warunkéw symetrii topolo-
gicznej (odpowiednia ilo$¢ przewodéw, koncéwek) pewne warunki symetrii
elektrycznej. Warunki te sg wspolne pewnsj szerszej klasie uktadéw, mia-
nowicie ukdadom posiadajacym 4s (s«H - (0), "N" - oznacza zbiér liczb
naturalnych) zaciekéw, czyli elementom tzw. 4s-biegunnikéw (wielownikéw?).
(Mozna tu w spos6b oczywisty uog6lni¢ podang uprzednio definicje dwdjnikaj
Schemat takiego uktadu (elementu wielobiegunnika) podany jest na rys. 9.

Wytdumaczymy teraz ne czym polega wspomniana symetria elektryczna tego
ukdtadu. W tym celu wprowadzimy pewne '‘grupy' symetrii dla napiec¢, pradow i
P11 zaznaczonych ne rys. 9. Aby nie powtarza¢ rozumowan uzyjmy dla tyeh



wielkosci wspdlnych oznaczen W V(oo , gdzie: (@ s (0,1,2)).Beda to znane
z teorii skkadowych symetrycznych ([3], R.V) 3 zespoty wielkosci '"zero-
wych, *'zgodnych™ 1 "‘przeciwnych':

wa (0) > (1) w(l)' >(2)" w(2)
Wb (0) = w(0) WD(1) s =*2wcCl> wA2) s ocw(2) (39)
Ve (0) w(0) . we(1> rwels , Ve(2)

f1 = 2i AV ) (39)

Dla uproszczenia pisowni pominelismy tu znak dotyczacy numeru gatezi (na
rys. 9 sg one, poza gatezig g, oznaczone skrétowo =za pomocag 4-krotnego
przekreslenia). Otéz dla omawianego ukdtadu ma zachodzié¢ zwigzek:

HES) N NB) s | O
gh 9

(40)

@)

Uzycie oznaczenia Y B (& ) ma na celu podkreslenie, ze wzajemne admi-

tancje zalezg wytaczniejod numeru "grupy" symetrii a,g. Wskaznik oc® przy
oznaczeniu napie¢ symbolizuje zgodnos¢ numeru fazy dla odpowiednich na-
pie¢ i pradéw. Wzér (40) mozna skomentowaé¢ w nastepujacy spos6b: na do-
wolne pobudzenie (napieciowe) symetryczne odpowiedz (pradowa) jest row-
niez symetryczna (o tym samym rodzaju symetrii)} oczywiscie SPM muszg byc
wowczas rowniez symetryczne. Jest to pierwszy warunek symetrii elektArcz-
nej. Drugi polega na spednieniu relacji:

iK> _JaCw JbK > 4 36Cs> @11
9 9

w przypadkach zasilania elementéw 4s-biegunnikéw, ktére bedg oméwione po-
nizej. Naturalnie dla: & e (1,2)) relacja (41) daje:

t0) @) “2)
0

Spednienie wzoru (41) mozna zapewni¢ nie przyktadajac zrédet pomiedzy do-
wolne przewody dwu réznych gatezi g, h (tzn. SPM sg zerowe - przerwa).
Wz6r ten mozna réwniez spekni¢, zadajac, by dowolne napiecia przyktadane
pomiedzy przewody réznych gatezi g, h nie miaty wpdywu na wszystkie pra-



dy gateziowej np. bedzie to zachodzié¢, gdy zastosujemy dla s gatezi wej-
Sciowych omawianego uktadu idealne transformatory 3-fazowe o przekkadni
1sl separujace galwanicznie strony pierwotng i wtérng.

Omawialismy tu kwestie speknienia wzoru (41) w warunkach wyodrebnienia
naszego ukfadu. W jaki spos6b bedzie on spedniony gdy ukdad pracuje w sie-
ci - powiemy poézniej.

Pojecie wielobiegunnika zostato tu wprowadzone po to, by ujaé¢ synte-
tycznie kwestie symetrii elementéw prostych wzglednie sprzegajacych (spra-
wa roéznic w ostrzatkowaniu pradéw nie odgrywa tu roli). Konstrukcje sieci
ztozonej z elementéw wielobiegunnikéw traktowanych jako jej czesci podsta-
wowe oméwimy w dalszej kolejnosci. Jesli chodzi o ich réwnania, to w przy
padku znanej budowy wewnetrznej pewnego elementu réwnania jegowynikaja z
niej. Gdy budowa ta nie jest znana - sg one aksjomatami.

Nietrudno spostrzec, ze réwnania (40) réwnowazne sg nastepujacym*

J@”) —Y(OCO) s er]J(*g) +1((%). (433/
1

g gh  ~b g

o
Zaktadamy ogolnie, ze macierze admitancji Y( S>( * dla kazdego 'oC' sa
v gt
nieosobliwe (co dla elementéw przelotowych odnosnie napiec¢ poprzecznych,
nie jest speidnione). Dla elementdédw prostych mozna tez tatwo uzupednié de-

finicje symetrii ([1], [21), (w razie potrzeby mozna zatozy¢, ze i same
da

admitancje Y , « sarézne odzera). Réwnania (43) stanowigpodstawe
h e s”
do konstrukcgi 3 elementéw wielobiegunnikéw niezaleznych od siebie (nie-

‘tfa)

sprzezonych) oparametrach Y dla kolejnych wartosci jug

gh Ws; g
(uktady te bgda posiadaty w miejscu gatezi 4 przewodowych gatezie 2 prze-

wodowe JI]). Sg to tzw. ukdady zredukowane. Operacje przyporzadkowania 4e
-biegunnikom wykazujacym symetrie (réwnania (40), (41)) trzech 2s-biegun-
nikéw zredukowanych nazwiemy redukcjg ilosci faz przez podobienstwo. Mo-

U
zemy rowniez skonstruowa¢ jeden 4s-biegunnik posiadajacy prady J 0 i na
9
o («0 o (,) (Gid)
piecia U na swych wejs$ciach oraz parametry Y .o, 1 . Jego
h h Soge

elementy beda stanowi¢ przyktad sieci symetrycznej wspomnianej9 przy ko-
mentowaniu transformacji fazowo-symetrycznej jako punktowo-punktowej. Row-
nania (43), jak. zobaczymy pdézniej, mozna otrzyma¢ na drodze wspomnianej
transformacji ukdadu wspétrzednych (liczbowo-liczbowej) dla wielobiegun-
nika wykazujgcego oméwiong symetrie.
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5. Budowa sieci oraz jej réwnania we wspotrzednych fazowych

A. 0Og6lne zatozenia i Ich komentarz
Czynimy nastepujace zatozenia dotyczace sieci.

1. Sie¢ sktada sie ze skonczonej ilosci elementéw prostych wzajemnie
niesprzezonych lub z elementéw sprzegajacych (liniowych* réwnania (29) -
(31la) oraz (35) - (38)). Sa one potaczone z zachowaniem zgodnosci koncé-
wek a,b,c,0 dla kazdej gatezi. Zaktadamy, ze kazda gataz 4-przewodowa
3ktada sie najwyzej z jednego elementu sprzegajacego oraz dwdch elementdéw
prostych po obu jego stronach (potgczonych szeregowo w sensie 4-przewodo-
wym). Jest to zaltozenie uczynione wykacznie dla wygody dalszych rozwazan,
bowiem pokaczenia szeregowe wymienionych elementéw nie wyprowadzaja co do
schematu zastepczego poza nie. Podobnie w elementach koncowych mozna by
dopusci¢ wystepowanie elementéw miedzyprzewodowych, co tez da sie -ujacé
schematem zastepczym zwyktego elementu koricowego (mozna by tez, dalej uo-
gélniajac, rozpatrywa¢ zamiast elementu koncowego - element odpowiedniego
4-biegunnika liniowego).

2. Gakezie sieci (4-przewodowe) wtérza drzewo (Jest to taki zbidr ga-
tezi, ze jesli usuniemy z niego chocby jedng, to nie potrafimy wéwczas po-
+aczy¢ dwoéch dowolnych wezdéw pozostatymi gakeziami), oprécz tego moze
wystepowa¢ w sieci pewna ilos¢ gatezi koncowych. Réwnania (37), (38) nie
muszg wéwczas wynika¢ z wewnetrznej konstrukcji elementéw sprzegajacych.
Albo wystepuja w sieci oozka (4-przewodowe), lecz woéwczas elementy sprze-
gajace, dla ktérych réwnania @B7), (38) wynikaja z ich wewnetrznej budowy
sg tak rozmieszczone, ze jesli usungé z sieci gatezie, w ktérych one wy-
stepuja, to pozostate tworzg drzewo, drzewa izolowane (z ewentualnym do-
datkiem gatezi koricowych) lub zbidr pusty.

3. Jesli przeprowadzimy operacje usuwania gatezi opisang w punkcie 2 i
pozostang w dalszym ciggu oczka (4-przewodowe), to zakkadamy, 2ze w gake-
ziach tych oczek nie ma juz wiecej elementéw sprzegajacych. W dalszym cie>
gu zakkadamy wowczas, ze wszystkie elementy sleoi (w jej stanie pierwot-
nym) wziete z osobna sg symetryczne (réwnania (40), (41)). Zbidér gatezi
tworzacych oczka (po wspomnianej operacji usuwania) podzielimy na mini-
malne podzbiory tworzace oczka (nie zmniejszajac ich ogélnej ilosci). V
ten sposob kazdy taki podzbioér dgczy sie wéwczas z innym przy pomocy pew-
nego podzbioru gatezi tworzacych drzewo wraz z ewentualnymi gateziami kon-
cowymi (lub d#gczy sie weztem), albo jest izolowany. Dla wszystkich gatezi
(g, tworzacych oczka l-tego podzbioru, zachodzi dla skkadowej zerowej
warunek i

0o 3 f (&

a TorgF— 7 (Dp* (Dp * c* (Dp * o
(DH«o (Dgo
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(W warunku (44) nozna dopuszcza¢ pewne stosunki impedancji oraz SEM typu
byle réwnania catosci sieci pozostaty nieosobliwe.).

Jesli siec¢ rozpada sie na czesci izolowane galwanicznie oraz niepowig-
zane elementami sprzegajacymi, wéwczas nasze trzy zatozenia obowigzuja dla
kazdej z nich.

Sens zatozenia pierwszego nie wymaga juz specjalnych komentarzy.

Zatozenie drugie skonstruowane jest w ten sposob, aby z budowy sieci
kazdorazowo wynikata relacja«

J - Js + Jb + J°, 45)
g0 6 g g

spedniona dla wszystkich gatezi (strzatkowanie pradéw jak na rys. 4, 5,
8, 9). Jest to zapewnione badZ obecnoscig elementéw sprzegajacych, dla
ktérych relacje (37), (38) wynikaja z ich budowy wewnetrznej (np. wspom-
niane izolowanie galwaniczne obwodéw pierwotnego i wtdérnego transformato-
ra)} badz tym, ze sie¢ tworzy drzewo. Woéwczas mozna dla kazdej gatezi (4-
przewodowej) skonstruowa¢ taka zamknieta powierzchnie, ktéra przecina wy-
+acznie ja i to tylko jeden raz. Dla takiej powierzchni réwnanie (45) wy-
nika nastepnie z prawa zachowania #adunku elektrycznego dla objetosci,
ktéra ogranicza.

Spednienie réwnania (45) pozwala na zbudowanie elementu prostego o prze-
wodzie zerowym bez impedancji i Zrdédek, “ktéry posiada w przewodach a,b,c

+ Z orazSEM E- £ +E*. Elementten réwnowazny jest
h *t hO h h0

prostemu opisanemu rys. 4 lub 5 jesli chodzi o prady gatezi a, b, o, 0 o-

raz napiecia poprzeozne /_  \U. Wprowadzenie takichelementéw
<pl*h  tP2;h

bedzie konieczne dla kowariantnego formudowania IX prawa Kirchhoffa.

Podobnag role jesli chodzi o speknienie réwnania (45) odgrywa zatozenie
3, w przypadku, gdy po opisanej operacji usuwania gatezi, dla ktérych re-
lacja (45) spedniona jest z innego oméwionego juz powodu, pozostaja oczka.
Woéwczas nie mozna zbudowa¢, jak poprzednio, powierzchni zapewniajacej spek-
nienie tego réwnania.

Ale JesSli siecC czyni zados¢ zatozeniom p. 3 wOwczas, jak mozna wykazac
@j2i), rela’cja (45) zachodzi dla wszystkich gatezi sieci oraz sie¢ ta za-
chowuje symetrie pracy elementéw, (ktére poprzednio opisywane byty Jako
odosobnione), oo wyraza sie dodatkowo utrzymaniem relacji (40).

Czyli wéwczas mozemy tez wprowadzi¢ gatezie o przewodzie zerowym ''ide-
alnym” w wyjasnionym poprzednio sensie. Halezy tu zaznaczy¢, ze woéwczas
przewody zerowe tworza oczka zbudowane z gatezi "idealnych” 1 nie mozna
znalez¢ w nich jednoznacznego rozkdadu pradow,, Ty$S samym przewody zerowe
zostaty sprowadzone do roli punktu odniesienia przy wprowadzeniu napiec
poprzecznych. Oblicza¢ trseba wielkosci pradéw i napie* jedynie dis prz®-



wodow a, b, o. Mozna wykaza¢, ze obliczone w ten spos6b prady i napiecia
poprzeczne réwne sg odpowiednim wielkosciom w sieci o oryginalnych przewo-
dach zerowych (przy zatozeniu nieosobliwosci réwnan obu sieci, z wykacze-
niem tych, ktdi-e dotyczg "idealnych™ przewodéw zerowych).

Przypomnijmy, ze jesli w skkad gatezi, ktérych impedancje figurujg we
wzorze (44) wchodza elementy przelotowe symetrycznych linii kroétkich, to
z jednej strony pamietamy, ze ich schematy z rys. 6 sg tylko jednymi z
mozliwych jesli chodzi o kwestie rozmieszczenia elementéw L, (M); z dru-
giej zas w tym wzorze maja wystepowa¢ jednoznacznie okreslone impedancje

i Z przy pracy linii dla skkadowej zerowej. Analizujac dowdd

wspomnianego twierdzenia o pradzie przewodu zerowego( [Z]) oraz prace sy-
metrycznej linii krotkiej dla skdadowej zerowej mozna stwierdzié¢, ze im-
pedancja z(0” Qj powinna by¢ wéwczas réwna: [r + ju 2 M - NN, a impe-

dancja Z : [r + jw ("'1" oznacza wspoétczynnik indukcyjnosci whkasnej
o] o]
petli ztozonej z przewodéw fazowego oraz zerowego, "M - Wspodczynnik in-

dukcyjnosci wzajemnej dwu takich réznych petli). Trzeba wéwczas uczynic
dodatkowo zatozenia, ze dfugos¢ linii krotkiej oraz jej odlegtos¢ od in-
nych linii i elementéw elektrycznych powinny by¢ znacznie wieksze od od-
legtosci miedzy jej przewodami (a ta z kolei ma byé znacznie wieksza od
Srednicy przewodéw). Nie podajemy tutaj dowodéw tych twierdzen ze wzgledu
na ograniczong objetos¢ niniejszej pracy.

Poréwnujac zatozenia p. 2 i p. 3 stwierdzamy, ze w p. 2 dopuszczone byi
4y elementy asymetryczne, w p,, 3 - tylko symetryczne. Jest to niewatpli-
wie znaczne zawezenie mozliwej budowy sieci. Lecz trzeba zwrécié¢ uwage ze
warunki p. 3 sa wystarczajace do spednienia wzoru (45), ale nie konieczne.
Warunki konieczne bydyby prawdopodobnie bardzo nieprzejrzystej budowy. W
zwigzku z tym wzér (45) moze by¢ spedniony w wielu innych przypadkach i
mozliwe bedzie wéwczas wprowadzenie 'idealnego’™ przewodu zerowego.

B. Prawa Kirchhoffa we wspotrzednych fazowych i obliczanie sieci
przy ich uzyciu

Jestesmy juz w posiadaniu réwnan elementéw sieci w TFfazowym uktadzie
wspodrzednych. Bedziemy teraz chcieli poda¢ w tym ukdadzie réwnania wyra-
zajace oba prawa Kirchhoffa. W tym celu nalezy oméwi¢ dla jakich wezdoéw i
oczek utozymy je. Zrobimy to najpierw dla sieci bez elementéw sprzegaja-
cych i nie rozpadajacej sie na podsieci izolowane galwanicznie.

Aby uzyska¢ niezalezne réwnania wyrazajace | prawo Kirchhoffa (dla sie-
ci z "idealnymi™ przewodami zerowymi) uwzgledniamy wszystkie wezdy sieci
3-przewodowej (w przypadku, gdy istnieje chocby jedna galtaz koncowa). Ga-
tezie koncowe w takim modelu sieci (Jak datwo spostrzec) mozemy uwazaé za
kontaktujace z jednym dodatkowym wspédnym wezdem (3-krotnym), dla ktérego
juz nie trzeba wypisywa¢ omawianego réwnania (wezet trzeba tu traktowac
jako koncéwke nawet jednej gatezi - ([3], R-11)). Jesli nie ma gatezi kon-
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cowych pomijamy jeden (dowolny) z wezkéw. W ten sposéb nasza sie¢ topolo-
gicznie podobna jest do zwykiej - tylko 3-krotnie powielona (z pominie-
ciem "idealnych" przewodéw zerowych). Dowdd niezaleznosci otrzymanych row-
nan mozna przeprowadzi¢ podobnie jak w podreczniku p5] , cz.l, R.I.

11 prawo Kirchhoffa bedziemy formutowali dla oczek utworzonych w naste-
pujacy sposéb. Wprowadzamy jak poprzednio dodatkowy wezed dla gatezi kon-
cowych i operujac gateziami 3-przewodowymi (hapieciowo uprawnia nas do
tego “'ldealny' przewdéd zerowy) tworzymy drzewo. Nastepnie budujemy oczka
uzupedniajac kazdorazowo gatezie drzewa jedng, ktdéra do niego nie nalezy.
Jak nietrudno zauwazy¢, zapewnia to niezalezno$¢ otrzymanych réwnan. Po-
niewaz weztéw "niezaleznych”™ jest tyle ile gatezi drzewa, wiec w sumie o-
trzymujemy tyle niezaleznych réwnan wyrazajacych oba prawa Kirchhoffa i-
le jest gatezi. Nalezaloby jeszcze wykaza¢, ze nie mozna utozy¢ wiecej
réwnan niezaleznych dla innych oczek. Dowéd ten pominiemy (jest on zwigz&t
ny z topologiag sieci, a nam chodzi o strone tensorowg zagadnienia). Nie
ilustrujemy tez rysunkami (z braku miejsca) rozwazan topologicznych doty-
czacych sieci.

Jesli siec¢ dzieli sie na czesci izolowane galwanicznie - powielamy prze
prowadzane rozumowania, dotyczgace praw Kirchhoffa, dla kazdej z nich.

Gdy wystepuja w niej elementy sprzegajace - stosujemy do ich wejscé,
zgodnie z zasada wyodrebnienia (przyjmujemy, ze sa spednione zatozenia
jej stosowalnosci), po 3 SEM réwne aktualnie wystepujacym tam napieciom
(pomiedzy przewodem zerowym i przewodami a, b, ¢) oraz rozwazamy siec¢
jak poprzednio, traktujac otrzymane gatezie jako korncowe 1 wprowadzajac
dla nich wspélny wezet (wezdy). Mamy dodatkowo w tych gateziach niewiado-

me napiecia U\ , Uy (rys. 4, 5, 8) (réwne napieciom kompensujacym i

h1l h2
traktowane jako wzdtuzne), lecz przybywajg po dwa réwnania (35), (36).

tacznie z réwnaniami (29) dla elementéw prostych (z *idealnym”™ przewo-
dem zerowym) otrzymujemy komplet réwnan siecit

(46)
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Oznaczenia g~ (@()- 8 ) g~ SatSzi wprowadzone sg w nastepu-
jJacy sposdéb: jesli w gatezi nie ma SEM kompensujacych pochodzgcych od ele-
mentu sprzegajacego - oznaczamy ja "‘genj'j jesli sa SEM kompensujace stro-
ny pierwotnej lub wtérnej tego elementu — odpowiednio "g”~j* Ilub
Sumowanie we wzorach (49), (50) wystepuje poddug wszystkich wskaznikéw
g(nj, S(i)i 6(2)" Oczywiscie w gateziach o wskaznikach g ~ napiecia kom-
pensujace réwne sg zeru, co wyraza wzor (48a).

Znaczek t we wzorach (47), (48), (48a), (B0) jest zwigzany z elemen-
tem sprzegajacym (np. z transformatorem).

a " oznacza znany symbol orientacji pradowej gatezi g/-n wzgle-
g(idu
dem wezda uj " b " - symbol orientacji pradowej gatezi wzgledem

s(d)k
oczka k (gaiezge gnn sa jednakowo zorientowane odpowiednio wzgle-

dem weztow Ugj i oczek K. ; rozumiane jest to w ten sposéb, ze za po-
f f

mocg homeomorfizmu mozna "posklejac¢" odpowiednie gatezie g . * wezty

urt zachowujac wspolng orientacje gateai wzgledem wezdéw i1 oczek). Nale-

zyfzauwazy¢, ze napiecia orientuja gataz przeciwnie do

o s(i) s(D . . o
jej pradu (rys. 4, 5, 8), wobec tego nie wprowadzamy symboli orientac

napieciowej gatezi.

Uwaga: istnieje mozliwos¢ uogdlnienia réownan (46) tak, by obejmowaty
one przypadek sprzezen miedzy gateziami. Opis tych sprzezen i zwigzana z
tym zmiana warunku (44) zbytnio jednak komplikowatyby 1 tak juz ztozone
rozwazania dotyczace sieci.

Réwnania (46) - (50) sa liniowe i zawieraja niewiadome: J- , >ww

X E (i) S(D
, -UFf . tatwo zauwazy¢, ze ilos¢ tych niewiadomych réwna jest ilosci réw.

rgah.g(gprécz wszystkich zatozeh uczynionych dotychczas, a dotyczacych nie-
zaleznosci pewnych ich fragmentéw, zaktadamy teraz, ze cato$¢ posiada wy-
znacznik charakterystyczny rézny od zera.

Do tej pory milczaco przyjmowalismy, ze impedancje, o ktérych mowa we
wzorach (46), (47), (48) sa skonczone. Jesli tak nie jest operujemy admi-
tancjami, wyrazajac w podobnych waorach prady za pomoca napigé¢. Lecs moga



zajs¢ przypadki, w ktorych np. dla danego elementu prostego pewne impedan-
cje i jednoczes$nie admitancje sg rowne zeru a ukdad posiada rozwigzanie.

llustracjg sa najprostsze ukdady zawierajace zwarcie i przerwe. Nalezato-
by wéwczas operowa¢ np. zamiast wzorem (46) - wzorem uzalezniajacym od
siebie trojki mieszanych wielkosci pradowo-napieciowych. W réwnaniach (49),
(B0) wystepowa¢ muszg jednak trojki pradow wzglednie napiec. Poniewaz réw-
nania (46) - (B0) stanowig podstawe do uzyskania zapisu kowariantnego, sy-
tuacja taka jest z tego wzgledu niedopuszczalna. Wobec tego zadanie wspok-
zmienniczosci rownan sieci bedzie ogranicza¢ mozliwosS¢ rozpatrywania pew-
nych osobliwosci -

Poza tym trzeba zaznaczy¢, ze podobnych "osobliwosci™ jest wiecej. Do
nich moze doprowadzi¢ rozpatrywanie sieci z pewnymi (czy tez wszystkimi)
galeziami bez przewodu zerowego. W tym przypadku (dla wprowadzonych trans-
formacji ukdadow wspéhrzednych) réwniez nie mozna bedzie uzyska¢ wspok-
zmienniczosci wszystkich réwnan sieci. Tymi przypadkami marginesowymi z
punktu widzenia ogoélnej teorii, ale czesto waznymi praktycznie, nie be-
dziemy sie tu zajmowac.

Uvaga: jesli po rozwigzaniu rownan (46) - (50) bedziemy chcieli *obli-
czyC" sieC z rzeczywistymi przewodami zerowymi znajdujac napiecia wzdduz-
ne I poprzeczne, to wprowadzamy do galezi 4-przewodowych pierwotne impe-
dancje i napiecia te obliczamy znajac prady gakeziowe oraz stosujac réw-
nania wyrazajace Il prawo Kirchhoffa lub opisujgce elementy sprzegajace z
wykorzystaniem chocby jednej galezi korncowej, czy tez wejscia takiego ele
mentu. Czynimy to dla kazdej ze wspomnianych w zakozeniu nr 3 czesci sie-
ci. Gdy nie ma zadnej galezi koncowej ani elementu sprzegajacego w danej
czesci napiecia poprzeczne wyznaczone by¢ mogg jedynie z dok¥adnoscig do
dowolnie zatozonej trojki. (Do obliczenia samych napiec poprzecznych nie
jest konieczne przywracanie pierwotnych impedancji gafeziom 4-przewodowym).
Nalezy tez pamieta¢ o uwadze uczynionej o napieciach wzdbuznych  linii
krotkiej (esli linie takie wystepuja)-

Konieczna jest tu pewna uwaga o sieci skfadajacej sie wydgcznie z ele-
mentéw symetrycznych. W celu jej "obliczenia™ wygodnie stosowaC nastepuja-
cg procedure. Roztozy¢ napiecia i prady zrodet na “'grupy” symetrii. Za-
stosowa¢ do kazdej z nich wspomniane juz twierdzenie o redukcji ilosci
faz przez podobienstwo, pamietajgc o wprowadzeniu 'idealnego”  przewodu
zerowego 1 obliczy¢ nastepnie prady i napiecia symetryczne powracajac e-
wentualnie do wielkosci fazowych poprzez zastosowanie wzoréw (39), (393).
P6zniej droga ta okaze sie w pewnym sensie réwnowazna z zastosowaniem réw-
nan sieci wyrazonych, w symetrycznym ukdadzie wspodrzednych. (Obszemiej-
sze uwagi na ten temat mozna znalez¢ w artykubach [1], [2]J
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6. Wspoéizmienniczos¢ réwnan sieci

A. Charakter geometryczny przedstawienia pradéw i napiec

Prady i napiecia opisywalismy dotychczas za pomoca wspédrzednych odpo-
wiednich przestrzeni punktowych. Zastanéwmy sie jeszcze nad innym aspek-
tem charakteru geometrycznego tych wielkosci. Mianowicie operujac struk-
turg zespolong (oraz sprzezong) mozna wprowadzi¢ 4 rodzaje wektoréw ([4],
os.IX, R.VIII) o nastepujacych regutach transformacji ich wspétrzednych:

t®*= Al v6 (kontrawariantne 1 rodzaju), G
vs ¢ 2 D * G2
ye. = Ag. vif (kowariantne 1 rodzaju), 63
r - vs ( " 2 rodzaju), (ED)
gdzie<

Aj - 2I1(W<), (55)

<ar o
-"(we), (56)

oW o
i =LVv), Gn

<OV o
4, ., ssj@). (G8)

070 o

(Naturalnie zaktadamy, Zze pochodne te istnieja w pewnych otoczeniach roz—
patrywanego punktu Jw«] (Jw8J)). Aby na razienie mowic osobnoo wspot-
rzednych pradowych inapieciowych uzyte zostato (Jakpoprzednio wtakim
przypadku) oznaczenie W®. Wspétrzedne sprzezone oznaczone sg w dalszym
ciggu poziomg kreskg nad wskaznikiem.

Mozna wykaza¢, ze wspotrzedne-wektoréw o tych regutach transformacyj-
nych spekniajaréwnanie fundamentalne i warunekidentycznosci ([41, cz.I,
R_IT) lub: ([6], C2.11,R.1), czyli ze wektory te sag faktyczniepewnymi
obiektami geometrycznymi (specjalnymi, czysto rézniczkowymi klasy 1). Do-
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wod wynika natychmiast z definicji pochodnej czastkowej oraz ze wzoru na
pochodng czastkowg funkcji ztozonej (analitycznej).
Jesli teraz nasze transformacje naleze¢ beda do grupy centroafinicznej

\
Wa = @ W5, Cc£°«C, det [c$ * O, G9)
we - e w*r, 60)
to zachodzi:
Ao = o (6D

i reguty transformacyjne wektoréw kontrawariantnych ((61), (62)) sa na-
stepujace:

cf v, ( 6 2)
Ve (63

Jak wida¢, zanika wOwczas roéznica pomiedzy odpowiednimi obiektami geome-
trycznymi (specjalnymi nierézniczkowymi) jaki tworzg wspédrzedne punktu
(czy tez ich wartosci sprzezone), ([61, cz.1l, R.111), a wektorami kontr-
awariantnymi 1 (2) rodzaju.

Poniewaz dla transformacji nalezacych do grupy Gc odpowiednie pochod-
ne czastkowe sg jednakowe we wszystkich punktach przestrzeni C3, wiec za-
miast méwi¢ o obiektach geometrycznych specjalnych czysto rézniczkowych
klasy 1 w jakim$ punkcie, mozna stworzy¢ pojecie odpowiedniego obiektu
swobodnego ([4], cz.1, R.Il, IV). Mianowicie trzeba wtedy "przeszczepic"
ten obiekt na cata przestrzen (punktowa), zaktadajac te same jego wspot-
rzedne w kazdym jej punkcie (w danym ukdadzie wspétrzednych). Jak +atwo
zauwazyC, operacja ta jest dla grupy Gc wspodzmiennicza. Nastepnie kon-
struujemy klasy abstrakcji relacji réwnosci takich obiektéw w rozmaitych
punktach przestrzeni wsréd wymienionych obiektéw o tej samej regule trans-
formacyjnej i klasy te nazywamy obiektami geometrycznymi swobodnymi (spe-
cjalnymi czysto rézniczkowymi klasy 1).

W dalszym ciagu mozna utworzy¢, czy to dla omawianych obiektéw zdefi-
niowanych w punkcie, czy dla analogicznych swobodnych, obiekt abstrakcyj-
ny (g6), cz.11, R.I).

Powracajac zatem do naszej przestrzeni pradowej opartej o grupe G ,
stwierdzamy, ze prad gatezi mozna opisywaC za pomoca jaj wspodrzednej,
badZz wspétrzednej wektora kontrewariantnego (1 rodasju) w jakim$ punkcie,
badz gra ona role wspédrzednej reprezentanta odpowiedniej klasy abstrak-
cji dla wektora kontrawariantaego swobodnego- Podotns iwagi aiozta powto-



rzy¢ odnosnie wspotrzednych pradowych sprzezonych i1 wektoréw kontrawa—
riantnych 2 rodzaju. Nastepnie analogicznie rozumujemy dla przestrzeni
napieciowej opartej o grupe Gc 1 napie¢ poprzecznych. Napiecia wzdtuzne
jako réznice odpowiednich napieé¢ poprzecznych (przy wprowadzeniu 'ideal-
nego" przewodu zerowego) opisywane sg tak samo jak poprzeczne (tzn. przy
pomocy tych samych obiektéow geometrycznych). Wobec tego regudami trans-
formacyjnymi wymienionych wielkosci sg nadal wzory (3), (@8)» (23) oraz
odpowiednik wzoru (23) dla wartosci sprzezonych napiec.

B. Wspédzmiennicze wyrazenie praw Kirchhoffa

Korzystajac z tych regut dowodzimy natychmiast, ze prawa Kirchhoffa wy-
razone wzorami (49), (50) obowigzujg nie tylko dla wspédrzednych fazowych
ale sg przedstawione kowariantnie wzgledem catych struktur wyznaczonych
przez grupe Gc dla przestrzeni pradowej 1 napieciowej. Maja wiec one
postac:

a J* =0 (GO
g(HU s(D

(5
is(, 1, 2

Wida¢, ze jesli chodzi o 1 prawo Kirchhoffa, to juz rozszerzenie grupy
transformacji do afinicznej (z wyrazami wolnymi réznymi na ogét od
zera) spowodowalby, ze ogdlnie rzecz biorac, nie dla kazdego wezta prawo
to miatoby posta¢ wspétzmienniczg (wchodzityby wéwczas w gre wspétrzedne
pradowe punktu a nie wektora). Wprawdzie dla napie¢ wzdduznych, bedacych
réznicami odpowiednich napie¢ poprzecznych i posiadajacych dzieki temu
wektorowa regute transformacji, roéowniez dla grupy GQ mozna uzyskac¢ wspol-
zmisnniczos¢ réwnan (65), lecz rezygnujemy z tego dla symetrii rozwazan w
poréwnaniu z przestrzenig pradowg i dlatego, aby pojecie zwarcia (po-
przecznego) miato sens kowariantny.

Uwaga: wspédczynniki orientacji gatezi a , b maja sens wspot-

g(u gk

rzednych skalaréw (mozna dla danej gatezi g ~ operowa¢ odpowiednimi po-
lami skalarnymi w przestrzeni pradowej, o takich samych wspodrzednych w
kazdym punkcie oraz utworzyé obiekty swobodne). Scisle rzecz biorac, na-
lezy woéwczas interpretowac¢ lewg stron* we wzorze (65) jako wspoétrzedne o-
biektu geometrycznego iloczynowego (J6], cz.1l, R.D wzgledem struktur
przestrzeni pradowej i napieciowej (datwo spostrzec, ze rownanie Tfunda-
mentalne i warunek identycznosci sg spednione). Aby tego uniknaé mozna
wprowadzi¢ wspotczynniki orientacji napieciowej gatezi wzgledem oczek.
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C. Wspoékzmiennicze wyrazenie réwnan elementéw sieci
oraz pewne uwagi dotyczace catosci jej roéwnan

Zajmiemy sie teraz kowariantnym sformudowaniem réwnan (46)-(48), (48a)
W tym celu wyjasni¢ trzeba sens geometryczny, opisu impedancji zaznaczo-
nych w tych wzorach. Otéz zazadamy, by reguta transformacyjna przybierata
dla nich postac:

Z*et-  ZXocaS (66)

Czyli "zj* " oznacza wspodrzedne pewnego obiektu geometrycznego iloczyno-
wego specjalnego, czysto rézniczkowego klasy 1 ze wzgledu na obie struk-
tury (mozna tu tez méwi¢ o obiektach zdefiniowanych w punkcie i swobod-
nych). Réwnanie fundamentalne dla tego obiektu geometrycznego (mozna go
nazwa¢ wektorem iloczynowym mieszanym, kontrawariantnym 1 rodzaju wzgle-
dem struktury napieciowej i kowariantnym 1 rodzaju wzgledem struktury pra-
dowej) jest spelnione, co wynika ze wzoru:

Z* rf= b* b* ZMeaj af - £ ZX«a* (G}

gdzie zastosowano wzér (7) oraz wzér analogiczny dla transformacji napie-
ciowej. Speknienie warunku identycznosci wynika wprost ze wzoru (66).

Nietrudno przedyskutowa¢ analogicznag regute transformacyjng dla adml-
tancjii

Y& » af (68)

tatwo réwniez wykaza¢, ze jesli miedzy wspodrzednymi impedancji 1 admltan-
cji zachodzi relacja odwrotnosci, to jest ona wspédzmiennicza.

Jesli teraz przyjmiemy dodatkowo, ze wspokrzedne SEM EH* 1 (t)** ma-~
ja wektorowg regute transformacji (wektoréw kontrawariantnych 1 rodzaju),
(podobne zatozenie mozna uczyni¢ dla ewentualnych SB! odnosnie przestrze-
ni pradowej) oraz zauwazymy, ze nasuniecie ZXocJ* doprowadza do wspok-
rzednych wektora kontrawariantnego 1 rodzaju w przestrzeni napieciowej, to
dowodzimy od razu wspotzmienniezosci wzordow (46)-(48), (48a). Maja one
wiec postac:

W) U* " Z%a K * EX» (69)
8(1) lo@l g(b g(D

m UX - z\ J* + z\ J* +m (70)
g(1) g(1)fg(1)l g9(1) s(1)18(2)j 9(2) g(1)’
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)

(71a)

wazng w dowolnych uktadach wspotrzednych sposrdéd struktur w przestrze-
niach pradowej i napieciowej.

Uwagas kowariantne ujecie catosci réwnan sieci odnosi sie do przypadku
gdy sied 3-przewodowa uzyskana byka za pomoca "idealizacji' przewodu ze-
rowego przeprowadzonej w fazowym ukdadzie wspétrzednych. Mozna by réwniez
uzyskaé¢ wspékzmienniczos¢ réwnan sieci zaopatrzonej w oryginalne przewody
zerowe i tym samym proces "idealizacji' przewodu zerowego (W przypadku,
gdy prady speidniaja réwnanie (45)) uczynié¢ kowariantnym. Lecz do tego ko-
nieczne bytoby zaciesnienie grupy transformacji Ggq do pewnych podgrup w
przestrzeniach pradowej 1 napieciowej. Sa one jednak zbyt ubogie dla po-
trzeb praktycznych (tym bardziej, gdyby zazada¢ dodatkowo speknienia wa-
runkéw unitamosci). Np. macierz S okreslona wzorem (27) (lub "= S™)

nie bytaby macierza transformacji nalezgcej do jednej z nich. Powodem wy-
stepowania ww. trudnosci jest desymetryzujace rola przewodu zerowego w
rozpatrywanej sieci.

Mozemy zatozy¢, ze w uktadach wspotrzednych (pradowych i napieciowych)
w ktérych wypisane zostaty réwnania (64), (65), (69)-(71), (71a), maja o-
ne wyznaczniki charakterystyczne rézne od zera. Mozna tez wykazaé¢, ze jeS}
li w jednym z ukkadédw pradowo-napieciowych wyznacznik ten jest rézny od
zera (np- w fazowym), to w innym zwigzanym z nim transformacja nieosobli-
wa jest on rowniez rozny od zera. Dowdd z braku miejsca pomijamy.

Wéwczas wspomniany ukdad réwnan opisujacych naszg sie¢ posiada jedno-
znaczne rozwigzanie. Mozna interpretowa¢ go przy pomocy pewnego zbioru
punktéw w przestrzeniach pradowej i napieciowej, pokrywajacych sie z pew-
nymi punktami "‘ukdadu odniesienia", ktéry tworzga przestrzenie pradowa i
napieciowa (interpretacja ta jest podobna do podanej we wstepie).

D. Roéwnania oczkowe

Posiadajagc omawiane réwnania sieci, mozna w sposéb podobny do zwykle
praktykowanego, uzyska¢ dla niej réwnania oczkowe. Zakkadamy«

J* = b 1> 72)
O OLE



wprowadzajac w ten spos6b prady oczkowe 1%} - spedniaj? tozsamoscio-

wo réwnania (64) (patrz wzér (3), I). Nas%e,pr]iie definiujemy ocdcowe SEM E
k

E% = b E** 3)
k gk gd

oraz oczkowe impedancje (whkasne (k = 1) i wzajemne (k * 1))s

b ZXe b @)
i g(idk gcb gl

(Rozszerzamy tu regude sumacyjng na trzy wskazniki). Po podstawieniu wzo-
réw (69), (72) do wzoru (65) i zastosowaniu definicji (73), (74) mamy:

zhoel* + b 4. UV = e\ (75)
kl 1 g[{iﬂf W Ye(i)
Sa to poszukiwane roéwnania oczkowe o niewiadomych I . UX Do nich

1 i
nalezy dotaczy¢ réwnania (7la) oraz réwnania (70), (71) =z [goglstawionymi
tam zwigzkami (72). tatwo zauwazy¢, ze maja one posta¢ wspédzmiennicza w
poprzednio wyjasnionym sensie (oczywiscie wspodrzedne P maja charakter
1

transformacji taki sam jak " J’ ). Gdy nie ma elementéow sprzegajacych

i ioraia poss®
rownania (75) przybieraja postac”klasyczng.

E. Réwnania wezdowe

Podobnie otrzymufyoy wspotzmiennicze réwnania wezdowe. Wprowadzamy por
tencjaty weztowe V s
v

S.U* - - a v\ 76)
C.g® g(vyv

gdzie:

[ -(-)/ gy’ “ 7
PTORRNPTO R O “n
Zwiazki (76), (77) spekniaja tozsamosciowo réwnanie (65) (patrz wzér (3),

1). Definiujemy teraz wezdowe SPM P
u

1* » a | Kaial
u *(Du g(®
47



i wystepuja w kowariantnym odpowiedniku réwnan (33)t
8@)
J* - Y\ (m) UX + 1> @)
8 (@) «C)I s() 9

W dalszym cigagu definiujemy admitancja weztowe (whkasne (u » v) 1 wzajemne

@ f V).

a Y*1 a . (80)
g (L «(1) s (DT

Teraz korzystajac za wzoréw (76), (77), (79) mamy«

J*> - - Y\ (a V* -+ UX ) + I*= @81
8 () G s(vyv g(® ag@® -

Podstawiamy réwnanie (81) do réwnania (64) stosujac definicja (78), (80)»

T 7* + a YI m OK - 1*. G2
«V Vv 8(8() “(i) «

%

<

Sa to réwnania weztowe o niewiadomych V Dotaczamy tu réwna-

) 8 (i
nla (71a) oraz réwnania (70), (71) z podstawionyml)zwiazkami (81). Podob-
nie jak réwnania oczkowe stajg sie one prostsze gdy nie ma elementéw sprze-

gajacych.

)

F. Wspdlna struktury pradowo-napieciowe

Zastosowane wspodzmiennicze ujecie réwnan sleol opierato sie na ukta-
dach wsp6trzednych, ktére otrzymywalismy transformujac niezaleznie wspot-
rzedna pradowe i napieciowe praukdadéw. Jak to byko Juz wspomniane, mozna
stosowa¢ jednoczes$nie dla obu przestrzeni pradowej 1 napieciowej te same
transformacje otrzymujac wspélne struktury zwykdg lub sprzezong.Mozna wéwi
czas uzywa¢ wskaznikéw « ,0 ,r tej samej kategorii dla pradow 1 napiec.
Spostrzegamy, ze wéwczas obiekty geometryczne lloczynowe stajg sie pewny-
mi obiektami;® "zwykdymi" (tzn. rozpatrywanymi wzgledem tych wspd6lnych
struktur). Z tak np. ImpedancJa opisywana jest wtedy za pomoca wspédrzed-
nych Z% tensora Jednokrotnie kontrawariantnego 1 rodzaju i jednokrotnie
kowarlantnego 1 rodzaju. Podobna uwaga dotyczy admltancjl. W ten sposo6b
poprowadzony jest wykdad réwnan sleol w artykule [ij- Tam tez omawiane sg
bardziej szczeg6towe transformacje wigzace uktady wspétrzednyoh fazowy 1
symetryczny.



G. Zacies$nienie grupy transformacji. Subobiekty

Do tej pory, nasze przestrzenie pradowa i napieciowa, oparte bylty na
grupie G . Jesli zaciesni¢ Jg do jej podgrupy Gcut, wowczas trzeba po-
czyni¢ pewne uwagi odnosnie uzytych obiektéw geometrycznych. Gdy dla roz-
patrywanych obiektéw geometrycznych abstrakcyjnych zrealizowa¢ takie "za-
ciesnienie" pozostajg one nadal pewnymi obiektami geometrycznymi abstrak-
cyjnymi (tzn. speiniaja wéwczas réwnanie fundamentalne i warunek identyoz
nosci). Nazywa sie je wtedy subobiektami poprzednich ([6], cz.-1l, R.I).
Stosujac do wzoréw (51>-(58) wzér (16) stwierdzamy, ze przy grupie
zanika roéznica pomiedzy wektorami kontrawariantnymi 1 rodzaju i kowariant-
nymi 2 rodzaju oraz kowariantnymi 1 rodzaju oraz kontrawariantnymi 2. Czy-
li zachodza wspotzmiennicze zwiagzki:

Odnoszg sie one oczywiscie do pradéw i napleé¢. W podobny sposéb otrzymu-
jemy dla impedancjit

Z5. - Z** - Zva * Z* . (85)

Analogiczne uwagi odnoszg sie do admitancji.

Wspotczynniki orientacji opisywane sa oczywiscie nadal skalaraml.

Ze wzoréw (83)-(85) wynika dobrze znana wkasnos$¢ ‘‘redukcji’ listy o-
biektéw geometrycznych przy zaciesnieniu grupy przeksztakcen ukdadéw «P**
rzednych.

Rzecz Jasna (Jesli trzeba) nadal mozna stosowaé cytowane uwagi o wspot
nych strukturach pradowo-napieciowych. Stanowi to tez =zacie$nienie grupy
transformacji ztozonej z uporzadkowanych czwérek,o ktérych mowa w punkoie
3 D, Il i doprowadza do pojecia subobiektu dla impedancji i admitancji.
Hozna tez wprowadza¢ zaciesnienie grupy transformacji dla jednej tylko
przestrzeni pradowej lub napieciowej.

Uwaga: rozpatrujac z osobna obiekty geometryczne abstrakcyjne dla ba-
danych wielkosci elektrycznych Jest rzecza obojetng ilu standéw sieol do-
tycza one, co decyduje w pewien sposob o ilosci obiektéw szczegélnych *ta-
dajgoych sie na dany abstrakcyjny. (Opierajac sie o fakt mod4Qa Uu~
strowaé¢ pojecie podobiektu ([6], cz.11, R.11) H¢"iac jednak o wspodzmien,
nlczodci réwnan sieci mamy na mysli za kazdym razem jeden stan (opisany
obiektem szczeg6lnym), dla konkretnyoh wartosci SEM (SM) oraz Imp.danojl
przedstawiony w dopuszczalnych ukdadach wspédrzednych. Aby zaja¢ ale do-
ktadniej tym problemem, jak rowalez "na raz" wszystkimi r.ozliiyai «ta*
tani dla rozmaitych pobudzen i impedancji trzeba by r-prowadzi¢ lejecie o-
biektu zhoiioiego dla wszystkich poszukiwanych wie?kosoi elektrycznych kté-



ry bytby komitantng obiektu zdozonego opisujgcego te pobudzenia oraz im-
pedancje. Nastepnie bada¢ jak powigzane sg wkdkna, czy tez whokna tranzy-
tywne (p- dla jednego stanu sieci) wymienionych obiektow. Jest to proce-
dura bardzo ucigzliwa - to tez ja pominiemy. Definicje wprowadzonych po-
je¢ mozna znalez¢ w pozycji (6j, cz-11, R.1, 11; Scisle rzecz biorac na-
lezatoby je uogolni¢ na przypadek wystepowania obiektow iloczynowych.

H. Uwagi o sieci n-przewodowej

Réwnania (64), (65), (69)-(71), (71a), jak tez i cala przedstawiona w
niniejszym rozdziale teoria dotyczg sieci 3-przewodowych (pierwotnie 4-
przewodowych) . Wida¢ jednak, ze beda one analogiczne dla sieci n—przewo-
dowych (n £ N - (0)), (pierwotnie (n+l) - przewodowych). Zmieni sie po
prostu liczebno$¢ zbioréw, do ktérych przynaleza wskazniki wspétrzednych
przestrzeni pradowej i napieciowej oraz pozostatych rozwazanych wielkosci.
Jedynie istotnemu uog6lnieniu nalezy wéwczas poddac definicje symetrii
elementéw sieci oraz te momenty, w ktérych ona interweniuje (np. warunek
wystarczajacy do spednienia relacji (45)). Mozna tego dokona¢ w oparciu o
transformacje wiazaca wspétrzedne fazowe i symetryczne sieci n-przewodo-
wej podang w pozycji [3], R.V. Teoria nasza zostata sformutowana dla sie-
ci 3-przewodowych ze wzgledéw tradycyjnych oraz z powodu ich praktycznej
doniostosci .-

7. Moce. Zasady zachowania

A. Definicje mocy i charakter geometryczny ich przedstawienia

Zajmujac sie z tensorowego punktu widzenia mocami, nalezy w pierwszym
rzedzie poda¢ przy pomocy jakich obiektéw geometrycznych beda one opisy-
wane.

Najwazniejsza jest moc symboliczna. Bedziemy nig operowac,podobnie jak
wspodzmienniczymi réwnaniami sieci, dla elementéw sieci 3-przawodowej o-
trzymanej za pomoca 'idealizacji' przewodu zerowego i wprowadzenia wspol-
nych weztéw dla gatezi koncowych (punkty 5A, B, 1l1). Jest ona, jak wiado-

mo, opisana w fazowym ukdadzie wspétrzednych wyrazeniem FF?" j*. Widac¢
od razu (wzory (83), (84)), ze aby na jego podobienstwo stworzy¢ wspot-
zmiennicze wyrazenie skalarne U® J® wystarczy przestrzenie pradowg i na
pieciowg oprze¢ o grupe Gcut oraz stosowa¢ dla nich wspélna struktury
zwykda 1 sprzezong. (Nalezy pamieta¢ tu o wspodzmienniczym zwigzku: J® »
« J%) Woéwczas zachodzi:



oraz:

Agd — ASe = e ~ & . @N

Jak wida¢ ze wzoru (86) moc symboliczna S rzeczywiscie opisana jest ska-
larem ('S" stanowi hermitowski iloczyn skalamy "U4™ oraz "J®"). Wspod-
rzedne tensora Hermite’a A96, Age spedniaja tu role wspédrzednych tenso-
ra metrycznego oraz dla wymienionych warunkéw wzory (86), (87) sg kowa-
riantne.

W dalszym ciagu wprowadzamy ddugosci wektoréw zwykdego i Sprzezonego
napiecia i pradu dla omawianego elementu stosujac wspolne oznaczenie W.

W2 = WA WA = Aee yfi WIF= Aee WFWe = He / = We We. (88)

Dla napiecia "W2" oznacza kwadrat tzw. napiecia modufowego (U2), dla pra-
du - pradu modutowego (J2) ([10])-. Napiecia te i prady opisane sg oczy-
wiscie tez skalarami.

Na mocy nieréwnosci Schwarza ([5], R-111) mamyi

ISI2 € U2 J2 = {m)P2. (89)

Nieréwnos¢ (89) jest podstawg do_zdefiniowania mocy aaymetrii K jako u-
zupednienia jej lewej strony (K ) do wartosci ()b ("mjP’oznacza moc
modudowg) . Oryginalnie jest ona zdefiniowana dla elementéw”koncowych w in-
ny sposéb ([10] ). Z braku miejsca nie bedziemy tu transponowali tej defi-
nicji na przypadek elementdéw przelotowych. Moce |S], K, sg wiec opi-
sane skalarami (wzgledem wprowadzonych struktur).

B. Norma. Metryka

Zauwazmy teraz, ze wprowadziwszy w przestrzeni pradowo-napieciowej 0
wspolnych strukturach otrzymanych przy pomocy grupy transformacji Gout
pole tensora metrycznego o wspédrzednych AqB (lub Age), mozna nasza
przestrzen punktowg uwaza¢ za metryczng (obserwujgc wzory (86), (88) zau-
wazamy, ze mozna rowniez nie wprowadza¢ w tym celu wyzej wymienionego ten-
sora metrycznego). Mianowicie wielkos¢ W wystepujaca we wzorze (88) trak-
tujemy jako norme tej przestrzeni (esli »w1' oraz "Wa'" interpretowac
jako wspédrzedne jej punktéw). Spednia ona 3 aksjomaty normy ([5], R-11),
czego dowdd obowigzujacy w ogélniejszym przypadku mozna znalezé w tejze
pozycji [5], R-11L.

Nastepnie tworzac definicje odlegtosci e (I;, 2P) dwu punktoéw \Q/ iN,l(P);

W, W, (P) o wspotrzednych WRl, W~ oraz W+, W5 (oznaczenia P dotycza
2

2 2 1 1 2 2
przestrzeni punktowej, "W" - punktu rozumianego jako obiekt geometryczny):
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<P, P) - ACO-FIA - We) (WO - W5) = Age (\W® - WWe - W), (90)
12 2 172 1 2 12 1

tak jak jest ona wprowadzona w przestrzeni unormowanej, stwierdzamy, ze
spednia ona 3 aksjomaty przestrzeni metrycznych ([5]. R.1, 11)- Odleghos¢
ta Jest przyk¥adem 2-punktowego pola skalarnego (wzgledem rozpatrywanych
struktur).

Wspomnimy tu jeszcze tylko, Zze pojecia przestrzeni punktowej pradowo-
napieciowej (lub tez np. przestrzeni, ktérej elementami sa wektory kontr-
awariantne 1 rodzaju) pozwalajg na interpretowanie ich, w oparciu o grupe
®cut ™ tensor metryczny), Jako przestrzeni liniowych, unitarnych i Hil-
berta ([5], R-1, 11, 111). Ze wzgledu na rozwlektosS¢ tej interpretacji nie
bedziemy przeprowadza¢ efektywnych rozumowan.

C. Zasady zachowania mocy

Zasade zachowania mocy symbolicznej wyprowadzamy jako wniosek z réwnan
sieci. Na réwnanie (65) nasuwamy "I*" (stosujac w nim réwniez wskaznik 4,
k
czego przyczyna byka Juz wyjasniona). Nastepnie wykorzystujac rdéwnania
(72) oraz (69) otrzymujemy«

Z%e J6 + J® = E$ - 1)
g(@® g g g@@ g(b 8() S
To samo mozna uzyska¢ nasuwajac na sprzezone rownanie (64) J?'*

Lewa strona rownania (91) oznacza moc pobrang przez impedancje elementow
przelotowych rozpatrywanej sieci 3-przewodowej oraz przez SEM kompensacji
elementow sprzegajacych (strzatkowanie odbiornikowe - rys. 8); prawa na-
tomiast - moc wydang przez zrodka. Czyli rownanie to wyraza poszukiwang
zasade zachowania mocy symbolicznej dla naszej sieci.

Wiadomo ([iqj£ ze dla mocy |S], Ks (m)P zasady zachowania na og6t nie
sg spelnione.

8. Owagi dotyczace wspokzmienniczosci réwnan wielobiegunnikow

A. 4s-biegunniki

Przypuscmy, ze jest podany wielobiegunnik (rys. 9), niekoniecznie sy-
metryczny. Dla Jego s (seN - (0)) gatkezi (4-przewodowych)  wyprowadzo-
nych na zewngtrz operacje wprowadzenia przestrzeni pradowej, napieciowej,
praukdadéw wspétrzednych, zbioru dopuszczalnych ukdadéw wspétrzednych \dla
ww. operacji potrzebny Jest p&wien zbidr wielobiegunnikéw) przebiegaja i-
dentycznie Jak dla gatezi 4-przewodowych rozwazanej poprzednio sieci. Za-
k#adamy, ze zachodzg warunki zapewniajace spelnienie relacji (45) dla
wszystkich Jego gatezi (4-przewodowych) .
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Réwnania wielobiegunnika we wspédrzednych fazowych powstaja prxaz uo-
gélnienie rownan (47), (48) - ich posta¢ wspodzmiennicza jeat uogdlnia-
niem réwnan (70), (71):

J- « y* f+ ri*. g, h«G C92)
g ghh g
r« (P, Q-

Zmienne g 1 h stuzg jak zwykle do oznaczanianumeréw gatgai. Zbidértych
numeréw u-tego wielobiegunnika zostat oznaczony za pomocg *GN'. Satsznik
p oznacza ostrzatkowanie pradéw gatezi elementu wlelobiagmmika w kie-
runku od niego, "q" - do niego (dotyczy to Jaj przewodéw a, b, e).
Zaktadamy tu, jak zwykle, nieocaobliwos¢ macierzy adaitancji y\ m s

catlego przeksztatcenia (92).

Przypominamy tez tutaj komentarz dotyczacy 'pochoddwnla* TOmaan (92).
Albo traktujemy je jako wyprowadzone na podstawie znajceaosci budowy we-
wnetrznej jakiego$ elementu wielobiegunnika albo jako aksjcsaty drcekta-
ryzujace go.

Przy okazji mozna tez podac¢ pewnag analityczng definicje wieloblegunni-
ka. Jest to funkcja przyporzadkowujaca obiektom BtCtegélnys zta&mzfa, ii-
zyskanym z wektoréw kontrawariantnych 1 rodzaju napleé¢, obiekty szczegol-
ne zdozone, uzyskane z wektoréw kontrawariantnych 1 rodsaju pradéw. O ro-
dzaju tego przyporzadkowania decyduja odpowiednie obiekty geeestTryc&E»
szczeg6lne dla admltancji 1 SPU charakteryetyczne dla danago wieloblegua-
nika (wzér (92)).

B. Sie¢ ztozona z elementéw 4s—biegunnlkow

0 sieci tej bedziemy zaktadali, ze skltada Bij za skoricscmej Illosci «la-
mentow wielobiegunnikéw oraz tworzy drzewo (jesli te eleatenty traktowane
sa jak wezty (punkty) potaczone gateziami (bokasl)). Celowos¢ «ago udo-
zenia, z punktu widzenia spednienia relacji (45), nla wymaga jut
rzy. Jak datwo spostrzec, mozna wtedy zado$c¢uczynié¢ regale orientacji pra-
dowej gatezi przyjetej we wzorze (92). (Jesli zaopatrzy¢ gat«sia wejscio-
we omawianych elementéw w transformatory aeparujgoa (punkt 4B, 0), noica
woéwczas pomingC zatozenie o drzewie zmianiwasy j«dnocissni* waponlana r*-
gute orientacji”.

Aby rozwigzac¢ taka aie¢ (wzgledem interesujacych naa jedynie pradéw 1
naple¢ gatezi daczacych elementy wielobiegunnika} stosujeay do z
nich zasade wyodrebnienia wpinajac po 3 SEH migdsy przewdéd »erowy i przo-
wody a, b, c. Wéwczas kazdy z tych elesantéw opisany Jest dla danych na-
meréw u oraz r pewnym sposrdod réwnan (92). Réwnanie eekefoi matem r*p-
nlez przedstawi¢ w podobnej postaci, jedynie nalaty satoty¢ taras dla ca-



tej sieci, ze: (@, h s G = Gu)* z zatozeniem tym wigze sie umowa: jes-
u

li "g" i "h" oznaczaja numery gatezi elementédw réznych wielobiegunni-

kéw to zachodzi: (,Y* = 0).

Przyjmujemy jednggzeénie, ze catos¢ rownan sieci ma wyznacznik charak-
terystyczny rézny od zera.

Nieco obszerniejsze uwagi na temat rozwigzywania sieci ztozonych z ele-
mentéw wielobiegunnikéw (niektdére z nich sg symetryczne) przy uzyciu wspol-
rzednych fazowych lub symetrycznych mozna znalezé w pozycji [7] -

Wprowadzajac tego rodzaju sieci uwalniamy sie od kdopotliwego zatoze-
nia symetrii topologicznej polegajacej na tym, ze sa one 4-przewodowe (tu
tylko gatezie wyprowadzone na zewngtrz sg takie) oraz od tego, ze w skiad
gatezi wchodza elementy proste (wzajemnie niesprzezone) wzglednie elemen-

ty sprzegajace.

C. (n+l)-biegunniki

Jesli sie¢ ztozona z elementdéw 4s-biegunnikéw nie tworzy drzewa i nie
posiada transformatoréw separujacych, czy tez galezie zewnetrzne nie s3
4-przewodowe, mozemy dla interesujacych nas gatezi operowa¢ dwoma uktada-
mi podaczonymi (n+l) przewodami (n6N - (0)) (lub tez jednym ukdtadem pra-
cujacym w stanach biegu jatowego wzglednie zwarcia; oméwimy tu pierwszy
przypadek - drugi mozna rozpatrzy¢ podobnie). Po zastosowaniu zasady wy-
odrebnienia (wzgledem (n+l)-przewodu) kazdy z nich bedzie stanowit+ ele-
ment (n+1)-blegunnika.

Po opisanym juz postepowaniu otrzymujemy ich réwnania:

J* = rY* Ux + rl*, 93)

@j ---.kxH)f  re6 @, Q*

t
Kwestia charakteru geometrycznego wystepujgcych tu wielkosSci oraz wspod-

zmlamczosci rownan (93) rozwigzana jest zupednie analogicznie jak poprzed-
nio - inna jest jedynie ilos¢ wspétrzednych wystepujacych tu obiektéw geo™
metrycznych.

Czynimy tu podobne jak poprzednio zatozenie o wyznacznikach charaktery-
stycznych réwnan obu (n+l1l)-biegunnikéw oraz catosci réwnan.

Pewne uwagi na temat takiej sieCi zamieszczone sg rowniez w pozycji [Z]-
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9. Zakonczenie

A. 0 mozliwosciach dalszych zastosowan rachunku tensorowego
do teorii sieci elektrycznych

Ye wstepie postawilismy sobie za zadanie, tensorowe uogélnienie teorii
sktadowych symetrycznych. Cel ten zostat osiggniety kolejno przez wprowa-
dzenie przestrzeni punktowych pradowej i napieciowej, przestrzeni anali-
tycznej C3, praukdtadu wspétrzednych, grupy transformacji wspoédrzednych
oraz struktury F. Kleina. Nastepnie w przestrzeni opartej o dana grupe
formutowane byty kowariantnie prawa opisujgce prace ukktadéw o stopniowo
coraz to bardziej ztozonej topologii. Wszystkie wielkosci dotyczace ukta-
du bydy reprezentowane za pomoca pewnych obiektéw geometrycznych (z wy-
jatkiem przewoddéw zerowych). W ten sposéb zapoczatkowany we wstepie pro-
gram geometryzacji teorii sieci o dowolnej budowie topologicznej i '‘prze-
biegach™ w znacznej mierze dowolnych (klasy Cj) by+ kontynuowany dla
sieci symetrycznych o przebiegach sinusoidalnych.

Wydaje sie, ze na tym jednak nie koncza sie mozliwosci wspomnianej geo-
metryzacji. Oto bardzo pobieznie przedstawione idee Kilku dalszych przy-
ktadow.

Sieci symetryczne (W rozwazanym poprzednio sensie) z przebiegami od-
ksztatconymi. Mozna wéwczas stosowa¢ podang teorie do kazdej harmonicznej
z osobna. Wynik odnos$nie przebiegéw czasowych otrzymujemy droga superpo-
zycji. Trudnosci jakie pojawiaja sie sa natury zupeknie nietensorowej.Dla
nieskonczonej liczby harmonicznych albo trzeba wprowadza¢ dos¢ rygory-
styczne ograniczenia odnosnie elementéw sieci, albo korzysta¢ =z pojecia
dystrybucji.

Podobne rezultaty sa do osiagniecia dla przebiegéw nieustalonych z za-
stosowaniem catek Fouriera lub Laplace’a. We wszystkich tych przypadkach
zmienne dotyczace harmonicznych h,u> , p (w przeciwienstwie np. do
"X, "e'") odgrywaja w transformacjach wspétrzednych role parametréw. Zmia-
na tego stanowiska prowadzidaby do teorii znacznie ciekawszej, lecz wig-
zatoby sie to z przeniesieniem przynajmniej niektérych podstaw rachunku
tensorowego do pewnych nieskonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta.

Wreszcie innym polem zastosowania rachunku tensorowego moze by¢ linia
ddtuga o rownaniach rézniczkowych liniowych, (3+1)-przewodowa lub ogélniej
(n+1)-przewodowa, dla przebiegéw sinusoidalnych. Jesli wprowadzi¢ dla sta-
néw ustalonych metode symboliczng i zastosowa¢ transformacje wspédrzed-
nych o wspétczynnikach niezaleznych od zmiennej x (oznaczenie odlegto-
Sci rozpatrywanego przekroju linii od jej poczatku lub konca) - to uogoél-
nienie teorii przedstawionej w rozdziale drugim jest dos$¢ oczywiste. Prze-
biegi pradowe i napieciowe bedg wéwczas obrazowane w przestrzeniach punk-
towych pradowej i napieciowej lub w przestrzeni C3 jako pewne trajekto-
rie wzgledem "x" (podobnie jak stan uktadu opisanego we wstepie jest



interpretowany jako trajektoria w przestrzeni konfiguracyjnej wzgledem
"t'). W dalszym ciagu mozna daczy¢ zagadnienie linii dlugiej z przebiega-
mi odksztatconymi lub nieustalonymi w naszkicowanym kontekscie.

B. O stosunku przedstawionej teorii do eksperymentu

Najpierw nalezy przynajmniej w ogélnym zarysie scharakteryzowac po-
wyzszy stosunek dla dowolnych teorii o wzorach fonnutowanych kowariantnie
przy pomocy wspédrzednych pewnych obiektéw geometrycznych. Nie bedziemy
tego robi¢ wyczerpujaco, bowiem nalezatoby doktadnie okresli¢ kategorie
pojec¢ pierwotnych wystepujacych w takich teoriach oraz pewien typ ich as-.
jomatéw, co wymaga precyzyjnego operowania pojeciami logiki i nie Jest
tatwe (tym bardziej, ze wspomniane teorie moga by¢ bardzo réznorodne). W
kazdym razie nalezy przede wszystkim uwierzytelni¢ na drodze eksperymentu
reguty transformacyjne wystepujacych obiektéw geometrycznych (dacznie ze
wspodrzednymi) oraz w jednym ukdadzie wspétrzednych (np. w praukdadzie,
czy tez w atlasie pierwotnym) wzory, w ktérych mamy do czynienia ze wspod®
rzednymi tych obiektéw, a ktdére stanowig pewne aksjomaty teorii. Oprécz
tego nalezy sprawdzié¢ przyporzadkowanie wspédrzednych niektérych zadanych
obiektow w prauktadzie (jak tez sam praukdad) oraz czy przestrzen punkto-
wa jest przestrzenia Hausdorffa.

Sprawdzenie eksperymentalne réwnan wyrazajacych uogélnione prawo Ohma
dla impedancji oraz rownan Kirchhoffa w prauktadzie fazowym zostato dawno
dokonane. Sprawdzenie wspomnianych regut transformacyjnych odbywa sie za
pomoca uktadéw przeksztatcajgcych tego typu co przedstawiony rys. 3. Jes-
li teraz bedziemy uwazali je za z géry zadane '‘czarne skrzynki' - wéwczas
potrzebny jest eksperyment do okresSlenia czy rzeczywiscie powoduja one
przeksztatcenia opisane jako reguly transformacyjne rozpatrywanych obiek-
téw geometrycznych. Jesli przyjmiemy, Ze sg one skonstruowane w sposoéb
wiadomy eksperymentujacemu, to wymienione doswiadczenia nie sg potrzebne.
Trudno Jednak oprze¢ sie wrazeniu, ze alternatywa "czarnych skrzynek Jest
w tym przypadku raczej formalnym wybiegiem i tu tez zaznacza sie zasadni-
cza roznica pomiedzy stosunkiem do eksperymentu teorii sieci symetrycz-
nych oraz takich teorii Jak wzglednosci czy pola elektromagnetycznego. W
tych ostatnich bloki przeksztatcajace zilustrowane podobnie jak na rys. 3
sg wkasciwie w znacznej mierze dzielem samej natury. Mimo tych réznic wa-
lory kowariantnego formutowania teorii przedstawione w p. 9 wstepu za-
chowuja nadal odnosnie sieci symetrycznych swg wage 1 sens.

C. Pewne uwagi odnos$nie konstrukcji przedstawionej teorii

W pracy tej zastosowany zostat styl nieco réznigcy sie od tego, jaki
mozna spotka¢ np. w podrecznikach matematyki, a charakteryzujacy sie wy-
stepowaniem cyklu: aksjomaty - dowdd - twierdzenie. Styl ten najscislej-
szy 1 najbardziej elegencki jest trudny do utrzymania gdy nie chodzi wy-

)



+acznie o wytozenie danej teorii, ale réwniez o podanie jej alternatyw,

objasnienie dlaczego wkasnie taka a nie inna zostala obrana oraz przedsta-
wienie fizykalnych, komentarzy. Formalizowanie tych alternatyw oraz kon-

sekwentnie przestrzeganie schematéow dowodzenia wydtuzydtoby niezmiernie i

tak juz rozwlek#a prace.
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0 KC3APKAHTHOMT~ YPA3HELW.m Ju METOOAX PUWW1
INEKTPUYECKWX CETEA C HEKOTOPWK CWMMETPUS*

Pe3wnme

B paboTe 06CyxAeHb Npob6ieMbl KOBapuMaHTHOW (OpPMY/IMPOBKU ypaBHEHWI 4-npo-
BOJHbIX CEeTel C JIMHEWHbLIMX 3NeMEeHTaMM» KOTOpble UMENT YCTaHOBMBLIEECS COCTOS-
HMe, a npoTeKaHne TOKOB U HanpsXeHU—CuHycouganbHbe®

PaccmoTpeHbl npo6riembl CBSA3aHHbie C MPOCTPAHCTBOM, B KOTOPbLIX O6pabaThiBaHa
Teopus BbleHa3BaHHLIX CeTell a Takke npobneMbl FeoMeTpUYecKoro XxapakTepa Wu3o-
OpaxeHusi pa3Hbix e& BennuuH (NpobrieMsbl CBsi3aHHble C TOMOSIOrMeil ceTu paspabo-
TaHbl 60nee MNOBEPXHOCTHO) -

OcHOBHOW paboTe npefwecTByeT BCTynneHve,
OTaBfieHbl OCHOBbl TEH30PHOI Teopun 31EKTPOMEXaHUYECKNX CUCTEM.

B KOTOpOM B 06WMX 4epTax npeg

SUR LA COVARIANCE DES EQUATIONS DES CIRCUITS ELECTRIQUES
AYANT QUELQUES SYMETRIES ET SUR LES METHODES DE LEURS CALCULS

Résumé

Dans ce travail on considere surtout les équations des circuits li-
et les tensions sinusor-

ou est présentée
différentes

néaires a quatre conducteurs ayant les courants
daux. "On precise spécialement les problémes des espaces
la theorie des circuits et du caractere géométrique de leurs
grandeurs. (Les problémes topologiques des circuits sont traités d’une
maniéré plus superficielle.)

On commence ce travail de la présentation des fondements de la théorie
tensorielle des systemes électromécaniques.
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