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DYNAMIKA WYBRANYCH UKŁADÓW O PARAMETRACH ROZŁOŻONYCH

Streazczenle. W artykule przedstawiono procedurę wyznaczania wła­
sności dynamicznych wybranej klasy układów o parametrach rozłożo­
nych. Takę klasę równań opisane aą niektóre obiekty przemysłowe z 
przepływani substancji, kiedy nożna ponlnęć dyfuzję wzdłużnę i trak­
tować Je Jako obiekty liniowe. Niniejszy artykuł Jest skróconę wer­
sję referatu wygłoszonego na Seminarium Instytutu Automatyki.

1. WST^P

W przemysłowych procesach produkcyjnych niektóre aparaty technologicz­
ne charakteryzuję się cięgłę zmianę jakiejś cechy strumienia przepływają­
cego materiału na długości aparatu. Strumień materiałowy zmienia swoje 
własności (np. określonę cechę) na skutek oddziaływania drugiego strumie­
nia materiałowego przez ściankę lub warstwę granicznę. Taka sytuacja wy­
stępuje np. w przeponowych, rurowych wymiennikach ciepła, w wymiennikach 
«asy (np. w absorberach), w wymiennikach Jonów.

W omawianych aparatach występuje: w wymiennikach ciepła - wymiana ciep­
ła (stęd zmiana temperatur strumieni materiałowych), w wymiennikach masy 
- wymiana masy (stęd zmiana stężeń poszczególnych strumieni materiałowych), 
w wymiennikach Jonów - wymiana Jonów (co powoduje zmiany stężenia jonów). 
W technologii przemysłowej większość tych aparatów charakteryzuje się wy­
suszonymi przepływami strumieni materiałowych.

Dla zapewnienia intensywnej wymiany w aparatach takich mamy zwykle du­
ży stosunek wymiaru poołużnego do poprzecznego, a przepływy sę najczę­
ściej silnie burzliwe. W takich aparatach, w określonym strumieniu sub­
stancji, interesujęca nas cecha (wielkość skalarna), np. temperaturai^może 
być z wystarczajęcę praktycznie dokładnościę przyjmowana Jako Jednakowa w 
całym poprzecznym przekroju strumienia płynu (zmiana temperatury występu­
je na bardzo cienkiej warstewce przyściennej). Natomiast istotna zmiana 
tej wielkości występuje oczywiście wzdłuż aparatu. Ola przepływu o dobrze 
rozwiniętej burzliwości i dla dużego stosunku wymiaru podłużnego do po­
przecznego Jako strumień masy danego składnika lub strumień entalpii może 
być przyjmowana tylko składowa konwekcyjna (proporcjonalna do prędkości 
średniej), a składowa dyfuzyjna (ściślej dyfuzji burzliwej, wzdłużnej) 
Jest praktycznie do pominięcia.
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Taki charakter przepływu w inżynierii chemicznej nosi nazwę "przepływu 
tłokowego". Niektóre rozważania ilościowe dla najprostszego przypadku po­
jedynczej rury możne znaleźć w [l] . Dla poprzednio wymienionych aparatów, 
a także dla takich układów transportowych, jak rurocięgi z przepływem burz­
liwym, taśmocięgi, a w niektórych przypadkach nawet rurowe reaktory che­
miczne, mogę być przyjmowane liniowe zależności wynikajęce z bilansu masy 
określonego składnika lub bilansów energii, opisujęce odchyłki od stanu 
ustalonego.

2. OGÓLNA POSTAĆ UKŁADU RÓWNAfS

Liniowy układ równań różniczkowych dla przyrostów w postaci (i) jest 
typowy dla szerokiej klasy różnorodnych obiektów, których własności dyna­
miczne maję duże znaczenie w automatyce przemysłowej

R §7 + D g f  - + Ci)

gdzie:
R - macierz diagonalna 3topnia (n+k) x (n+k), której wszystkie ele­

menty r^j aę liczbami rzeczywistymi dodatnimi,
D - macierz diagonalna stopnia (n+k) x (n+k), w której n pierwszych 

elementów Jest równych +1 lub -1, natomiast k pozostałych elemen­
tów na przekętnej Jest zerowych,

N - macierz kwadratowa stopnia (n+k) x (n+k) o elementach rzeczywi­
stych ,

r - macierz prostokętna stopnia (n+k) x m o elementach będęcych licz­
bami rzeczywistymi lub funkcjami x,

<3* - wektor kolumnowy (n+k) wymiarowy, którego składowe aę funkcjami 
dwóch wielkości skalarnych;x oraz t. Składowymi tego wektora eę 
w konkretnych przypadkach przyrosty wielkości skalarnych (np. tem­
peratur poszczególnych strumieni materiałowych),

W  - wektor m wymiarowy, którego składowe sę funkcjami t, 
x - wielkość skalarna, która Jest unormowanę lub względnę odległością 

od umownego poczętku w stosunku do długości aparatu, atęd:

O <  x <  1

t - wielkość skalarna, którę Jest unormowany czas (tzn. odniesiony do 
czasu przelotu przez cały aparat 1-tego strumienia)

t « y— i -  czas [a] T - ij—
L L

L - całkowita długość aparatu [a] 
w L - średnia prędkość 1-tego strumienia [m/a] .
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Równanie pacierzowe (l) obowlęzuje dla:

O <  x <  1 1 dla t >  O

W aparatach technologicznych. Jakie oaawlano we wstępie, te okładowa wek­
tora będę obrazowały pewnę cechę pł.ynęcego etruaienia płynu (lub aate-
rlału sypkiego na taśmie), które oę w pierwszych n wierszach, tzn. w tych
w których naclerz D  aa niezerowe eleaenty na przekętnej.Pozostałe okła­
dowe wektora będę przedstawiały tekę cechę nleruchoaej ścianki (lub 
złoża) w aparacie. W typowych aparatach technologicznych zwykle n Jeet 
niewielkie rzędu kilku, natomiast k aoże być dowolne.

Ola znalezienia transnitancji dla nałych przyrostów obiektu outonaty- 
zowanego przy zerowych warunkach poczętkowych

(x ,o ) = 0 tzn. (x,o ) = O

■ożeoy aacierze fi, D, N . T  oraz wektory W, (aacierze koluanowe) po­
dzielić na podaacierze w sposób jak niżej:

L o i o j j k  K i  in -.

< X  )
r K x ) ■

*
*

C

W } n\ W  . a
_ra(x)_ } * ^2 }- U

Po przeprowadzeniu traneforaacji Laplace'a-Carsona(względea unoraowanego 
czasu t), tzn.

F(p) ■ P j* f (t )e~^>tdt

zamiast równania aaclerzowego (l) otrzyaaay dwa równania aaclerzowe (2), 
(3) (dla zerowych warunków poczętkowych). Wektory w dziedzinie transfor- 
aat "p" oznaczyay wężyklea (pojedynczy«)

ł^p^iz.p) ♦ — * a y - * 9  ’

- N 11^ ( x , p )  ♦ M 12^ ( x y p )  ♦ TjizSfip) (2)
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- N213^(x,p) + + r2 (x)w(p) (3)

2 (3 ) otrzymuje się:

$ 2 (x,p) - D ^ P - N j j] n 21^,(x ,p ) + [Rz p -w 22] r2 (x)W(p) (4)

wstawlajęc (4) do (2) otrzymuje się:

gdzie:

A(p) « -D^ ' W  - "ii - " w  G V  - " a j ” "aii (6)

Jest to macierz kwadratowa stopnia n x n, której elementami sę wielko­
ści operatorowe.

B(x,p) - I^1 | r 1 (x) + N ^ I K jP - V 2 (x)j' (7)

Jest maclerzę prostokętnę (ogólnie) stopnia n x e, której elementami sę
(ogólnie) funkcja operatora p 1 współrzędnej x, tzn.

b±j(x,p)

f̂’2 (x,p) - wektor n wymiarowy.
ZauwaZmy. Ze dla k skończonego elementy macierzy A , B  sę funkcjami wy 
miernymi p. Oeśli przyjęć rozkład parametrów również w kierunkach prosto­
padłych do x w ściankach, to dla ścian moZna uzyskać równanie różniczkowe 
częstkowe, które przy odpowiednich warunkach brzegowych prowadziłyby do 
A, B o elementach, które byłyby funkcjami niewymiernymi względem p. MoZna 
również podzielić ścianę poprzecznie do -x, dobierajęc Jednak odpowiednio 
duZę liczbę warstw.

3. WARUNKI BRZEGOWE I POSTAd WYodd

Aby rozwięzać układ równań (l) oprócz W  1 warunków poczętkowych należ} 
Jeszcze przyjęć n warunków brzegowych. Warunki te wynikaję z możliwych dc
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narzucenia wielkości sterujących. Ola układu równńń (i) będę określone te 
składowe wektora <9* dla poczętku, tzn. x - O, które odpowiadaję elemen­
tom równym "+1" macierzy diagonalnej D  oraz składowe dla końca, tzn. 
x • 1, które odpowiadaję elementom macierzy D  równym "-1". Oeśli tak 
określimy warunki brzegowe, to rozwięzanie (l) będzie od tych warunków ze- 
leżne i realizowalne technicznie.

W

Jwe

Rys. 1. Schemat ideowy układu o parametrach rozłożonych

Dla aparatu jak na ryaunku 1 można określić wyjście istotne dla auto­
matyzacji, charakteryzujęce zmianę (przyrost) Jakiejś wielkości. W ukła­
dach Jednowymiarowych Jest ona najczęściej bezpośrednio w procesie auto­
matyzowanym mierzona (np. czujnikiem pomiarowym), w procesach wielowymia­
rowych (wieloparametrowych) wyjście Jest zbiorem kilku wielkości mierzo­
nych, a w bardziej złożonych układach wektor wyjścia może być wyliczany z 
zależności:

Y(t) «  ̂^G(x)^Hx.t) + H(x)w(t)^ dx (8 )

Postać zależności Jest dość ogólna dla takich przypadków jak omawiane we 
wstępie, przy czym:

Y(t) - wektor s-wymiarowy, którego składowymi sę przyrosty określonych 
wielkości w układzie, będęce funkcjami wielkości skalarnej t 
(unormowanego czasu),

G(x) - macierz stopnia s x (n+k), której elementami sę wielkości rze­
czywiste (stałe) lub funkcje wielkości skalarnej x. W szczegól­
nym przypadku elementami macierzy G(x) mogę być funkcje Diraca 
np. gA1(x) «¿(x-Xj), wtedy Jako składowę wielkości Y(t) o-
trzymujemy •S’, (Xj.t), bo
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1
J (x,t )dx « (Xj.t ),
O

Jeśli O <  x^ < 1 .  czvOi wartość ^  w punkcie o współrzędnej 
x « Xj. Deśll przyjmiemy, że w  zapisie (8) całkować będziemy od 
"0” “ , tzn. z włęczsnioB wartości O, do "1+ “, tzn. z włęczoniai 
wartości 1, wówczas nożna przyjęć, że:

0 < xt <  i

M(x) - macierz stopnia o x n. Pozostało cechy Jak przy macierzy B(x).
Zależność (8) nożna zapisać w postaci operatorowej, transfornu- 
Jęc Ję względem czasu t

1
?(p) » ^ {«(x)3kx.p) ♦ H(x)S(p)^ dx (9)

0

Dla autoaatyzacj i obiektów istotna Jest określenie traneaitancji ope­
ratorowej pomiędzy danya wej ścień a wyj ścian. Dla wyjść opisanych zależ­
nością (9) nożna wyznaczyć dwie Baciarze transaitaneji P^,(p) i f*w (p). 
gdzie: P^.(p) aacierz stopnia s x n, której elenentaai aę funkcje p,Pw (pi
- aacierz. stopnia a x b , której alenentami też sę funkcje operatorowa. 
Obowljęzuje więc następujęce równanie macierzowe:

Y(p) ■ PśitpH^ Cp) * Fw Cp)®(p) (ł°)

Oeśli w siejące p wstswić J<o

<*> - puloacja bezwymiarowa ( Q T l » oj),
O  - puisse Ja [rd/s] ,

otrzymamy macierze charakterystyk amplltudowo-fazowych.
Takie charakterystyki byłyby nieprzydatne do wykorzystania przy projekto­
waniu układów automatycznej regulacji, Jeśli nie wiedzielibyśmy czy układ 
aa (i ewentualnie ile) blegyny w prawej półpłaszczyźnle p. Dlatego też n» 
leży:

1. Określić czy sę (a jeśli tak, to ile) bieguny w pranej półpłaszczyżnli 
p. Dla większości aparatów omawianych poprzednio (z wyjętkiem rekkte- 
rów chemicznych) z Innych przesłanek,np. energetycznych wynika, że u- 
kład nie ea biegunów w prawej półpłaszczyżnie.

2. Wyznaczyć w oparciu o wzór (10) charakterystyki emplltudowo-fazowe.Za- 
leżności F sę zwykle dość złożone i praktycznie mogę być wyznaczani 
nuneryeznla.
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4. PROCEDURA WYZNACZENIA I

Oaill dokonać transformacji Uaplace'e-Caraona względem x równania na- 
elerzowego (5 ), wprowadzając q Jako operator zaiennej x otrzyaaay:

q^(q,p) - q^(0,p) - A(p >l*1(q ,p ) ♦ C(q,p)S(p),

gdzlst

F(q,p) » q„jj$(x,p)e q*dx

OO
C(q,p) " A 0X[B(x.p)3 - q ^ B(x.p)e“qXdx

0
Stęd 1

^ ’1 ( q .p )  "  [q*n - A ( p O  q ^ ,1 (0 ,p )  ♦ Q qln - A ( p ) ]  C (q ,pX » (p )  ( l l )

A atoeujęc przekształcenie odwrotno funkcji operatorowoj q

^ ( z . p )  - #  (z.pi^Co.p) + Y  (x,p)W(p) (12)

Przy czyn:

$(*.P> {Lqln - A(p)]_1q} - aacl8rz stopnia n x n

■YCx.p) -<£”* | & l n - A(pj] C(q,p)} - aaclarz stopnia n x a

Oeśli w aaclarzy $(x,p) podstawlay x ■ 0, w eleaantach tych J oj wier- 
•zy. dla których Jast w aaclarzy ID̂  wyraz równy "+1", a x » 1 w elenen- 
tach tych wierszy aaclarzy $(x,p), dla których Jeat w aaclarzy wyraz 
"-l", otrzyaaay $ a (p). Podobnie powstaje z warunku brzegowego o-
trzyaaay:

a(p)^(o,p) ♦ Y a(p)»(p)

Stad wyznaczany warunki .na początku aparatu (warunki brzegowe zaodyflko- 
wane)

*5^(0,p) » j ~ 1 (p ) ^ Mt>(p) - i ^ i p )  ^(pjfi(p)
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wstawiając ostanią zależność do (12) otrzymuje się ostatecznie

% ( x . p )  ■ $(x,p) i + [Y(x,p} -^(x,p) $ ^ ( p )  Y a (p)]®(p)

(13)

Podstawiając (l3) do (9), korzystając z (4) otrzymuje się:

1
Fj,(p) ■ ^ G(x)Q(p)$(x,p) $ i|1 (p)dx.

gdzie:

Q( p >
«1

■ V 1 :

% - [ V  - "d "  "21

5 ’ ( x .p )  » Q ( p ) ^ ( x , p )  + S (p ,x )5}(p) 

1):S(x ,p) “1

’4 "

s„ ■ o1 n

S2 (x,p) - jajP - rtjj 1 r2(x)

(14)

Fw (p) - J (G(x)|q(p) [V(x,p) - £(x,p) f ^ l p )  Y a(p)| +
o

+ S(x,p)}.+ H(x])dx (15)

Dak wykazano wyznaczenia transmitancji (macierzowej) przy danym równaniu
(l) i określeniu wyjść w postaci (9) jest możliwe i macierze transmitan-
cjl dane sę równaniami (14) 1 (15). (Odwracane macierze dla interesują­
cych nas przypadków są nieosobllwe).
Szczególnie często spotykamy aparaty dla n ■» 2.

I. Dla n » 2 jest możliwe określenie poszczególnych transmitancji w 
postaci analitycznej.

II. Dla n » 3 istnieje również możliwość wyznaczenia transmitancji a 
postaci analitycznej. Pierwiastki równania charakterystycznego można



Dynanlka wybranych układów.. 81

wyznaczyć w oparciu o wzór Cardana. Zależności nie są Już tak przej­
rzyste.

III. Ola n m 4 Istnieje Jeszcze nożliwość wzorów ogólnych (wzory Gaussa 
dla pierwiastków równania algebraicznego 4 stopnia). Jednak Jest to 
praktycznie nieopłaćalne.

IV. Ola n >  4 charakterystyki nożna wyznaczyć nunerycznle, bez wzorów 
ogólnych, lteracyjnie wyznaczając pierwlaetkl równania charaktery­
stycznego (w tyn przypadku nożna przypuszczać, że wygodniej Jest 
lteracyjnie rozwiązywać cały układ równań).

Warto tu przytoczyć Jedne ważną uwagę praktyczną: Już dla n > 2 w
transnltancjach operatorowych występować nogą człony typu

Ola n « 2 przy różnych pierwiastkach równania charakterystycznego ogól­
ną postacią rozwiązania Jest:

gdzie k^, k2 " Pierwiastki równania charakterystycznego. 
Deśll równanie charakterystyczna na postać:

3eśli uśwladoniny aoble, że podstawiając p ■ J «  powstaje problen: który 
z pierwiastków wstawić do danej zależności (poszczególne naszyny cyfrowe 
ze swoinl progranani etandardowysl nogą w różnych zakresach różnie trak­
tować pierwiastki), to najwygodniej starać się tak przekształcić zależno-

to

ści, aby występowały w postaci konbinacji funkcji parzystych względen te­
go Paranetru pierwiastkowego,np.

Y W

Wtedy sprowadzając do progranu "u" nie na obaw o niewłaściwe potraktowa­
nie przez progran naszynowy obliczenia danego punktu charakterystyki an- 
plitudowo-fazowej.
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5. PRZYKŁADY

Przykład 1

Dla wymiennika ciepła rurowego Jak na ryaunku 2(przociwprędowego) doić 
powazechnie przyjmuje się taodel w postaci układu równań (16). Pierwszy 
taki zapis wprowadził Y. Takahashi [&] w 1952 r.

0, (x,

JF 8z(x.iTi7
Uix.n ^

x--o

Rys. 2. Scheaat Ideowy przociwprędowego rurowego wyoiennika ciepła

W pracach [4] , [5] uwzględniono Jaazcze zalany przepływu. Aby nie kos- 
pllkować zbytnio, w tym przykładzie uwzględnia się tylko zalany tempere- 
tur wlotowych Jako jedyne wielkości wejściowe. Otrzymamy:

O^-. 2^“,
~3TF + “3"x * » i < W  " 0

Ol)*
T "sł " T 7  + ) + a,(£,-9.,) - o

ee

2 2 1 “3 2 “2'

S r + bi(er li>i) ♦ b2(9r V  ■ 0

0 9.
“57

2 + b,(8„-&) o o3 2 2

(16

gdzie: aj. a2# a3> b^, bg, bJ( r - wielkości bezwymiarowe (liczby kryte 
rialne podobieństwa wymienników).
Równania (l6) powstaję z równań bilansowych energii dla elementarnego wy­

cinka "dx" [4], £5]. Deat to układ równań o postaci (i)

'l 0 1 0 0"
W  0 ’

"1 0 1 0
I

o~
r°i i ° i

R - 0 0 ■ _ _ l — D  - 0 0 ■
Jl 1

—  - h -
0 0 1 1 0 0 1 0 0 | 0 0 0  1 0
0 0 1 0

1 1 1 -
0 0 1 0 0 1
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N -

-al 0 1 al 
0 -(a2+a3 )| a2

0 '
| *12

_ a3

" b "  b, "T -(b,*b-> 0 " " 1-----
1 2 | ' 1 2 

_o b3 , 0 -b3_
* 2 1 j * » _

Jeśli poninęć zalany w

W - O! r(x>

f r l
2

V

9 1

. * 2 .

■

£

Jeśli Interesowałyby nas teaperatury wylotowa, to:

ri(x-i) o 

o £'(x-o)
r(p) H - Oj 0(x)

) O O ol

o £(x-o) o oj

Jeśli:

*k|we(p) ■

Ito otrzynuje się [5]

V p)
«1

12
* T

“21 aA 
R l.
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gdzie

. 811 + S22 A  ^----

- (A-a^) 2^8 + chB

M2 « (A-e1;l) ♦ B cthB 

a,b
flll ■ + ai " p S b ^ >

a22 ’ rp + e2 - + a3 - ^

Przykład 2

Dla przykładu 1, jeśli interesowałaby nas np. całkowita ilość ciepł« 
przepływajęca z rury wewnętrznej do czynnika 1 (o temperaturze 0 ^ ) ,to ma­
cierz

C(x)- [?]

moZna określić na podstawia zależności!

L ci F 1
Q* - J _i_l er ^) dx .

zatem!

H(x) - O

8(x) » C-c<1F1 0 °iiFi

C(x) - macierz wierszowa (1x4),
” współczynnik wnikania ciepła między czynnikiem i a rurę wew-

nętrznę [~- J 1 1 ,
L m eK-1

F1 - całkowita powierzchnia wymiany ciepła między rurę wewnętrznę a 
czynnikiem 1 [m2]

dj - średnica wewnętrzna rury £*1,
L - długość wymiennika [m].

Warto równiei zauwaZyć, Ze transmitancje z przykładu 1 sę parzystymi funk­
cjami argumentu B.
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Przykład 5

Niekiedy wymiennik ciepła atanowi fragment bardziej rozbudowanego u- 
kładu technologicznego, np. reaktora chemicznego z doskonałym mieszaniem. 
Taki problem Jeat rozpatrywany w pracy [V].

Oeśli pominęć pojemność cieplnę rury, 
to dla wężownicy grzejnej dla takiego 
aparatu wynika następujące równanie:

81 "l +

+ - e(z3 - ó.

(17)

Rys. 3. Schemat ideowy węiownl- 
cy grzewczej reaktora

gdzie 1 - czas [b] , wL - prędkość w 
rurze [m/e] , ^ - współrzędna wzdłui ru- 
ry [m] , k - współczynnik przechodzenia

ciepła pomiędzy czynnikiem grzewczym a wsadem reaktora 

dzajęc nowe zmienne jak poprzednio otrzyma się równanie
W -

Wprowa-

2 i % l l  + a[-3>(x.t) - 0(t¿! - oT5TT

t l *

przy czym:
d - średnica rury [m] ,
V - gęstość czynnika grzewczego (kg/m3 ), 
c - ciepło właściwe .

k.F kF
fi*cS?cwL 

F » Si d L [nr1]

S 9 w

L - długość wężownicy [m] , 
M* - przepływ masowy P-p̂ J .

Równanie Jest Jednowymiarowe

R * 1 D » 1 H - r(x) "a w “ *(t) J*(x,t)
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Oako wyjścia tago fragmentu przyjmujemy

1
Q*(t) - J kF[n>(x,t) - 8(t)]dx,

więc:

Przykład 4

O

G(x) - kF H(x) - -kF

Ola rury o dużym atoaunku długości do wymiarów poprzecznych i przy 
przepływie silnie turbulentnym (Ra > 105 ) [i] można pomlnęć dyfuzję wzdłuk 
nę. Z bilaneu masy A dla elementarnego wycinka otrzymuje się równanli 
(przy stałej prędkości ):

CAwy

| 3ACA(x*t) aACA(x.t) . o (18)
.1 tlt + 3x

r
Uwe/' - 1

x=o
1 9t 3x

Rys. 4. Rurocięg z przepływem o zmien­
nym stężeniu składnika A

gdzie:
L - całkowita długość rury [a] , 
w - prędkość średnia [a/s] , 

x - £ [/] ,

^ - współrzędna długości [a] ,

AC A(x #t ) - przyrost stężenia składnika A

Oset to równanie typu (l) Jednowymiarowe.
Rozpatrzmy 2 przypadki wielkości wyjściomej:

I. Chcemy określić funkcję przejścia Fjip) zmian stężenia AGACl,?)»1 
końcu od zmian stężenia na wlocie AcAwe(p).

IX. Chcemy określić funkcję przejścia F2 (p) - zmian zasobu masy akii*
nika A w całej rurze A M A C (p) Od zmian stężenia: A C Awe(p). Można f 
bie te funkcje przejścia ujęć w jednaj funkcji macierzowej (macU'! 
kolumnowa)

FV (P>

Ola tego przypadku

G(x)

I W  

L f2 (p )J

'I* J
gdzie ^ 2

4- L
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d - średnice wewnętrzna rury [a] , 
V - objętość cieczy w rurze [m J .

Otrzymuje się:

Fjip) -P

F2 (p) - £ (i - e'P )

(19)

( 2 0 )

Q| A  Ckwy (O

T,.

C'3

a) Zmiana stężania na-końcu rury, b) Zalana masy składnika A w rurze

Na rys. 5 przedstawiono odpowiedzi na ekokowę zmianę stężenia na wlo­
cie: a) stężenia na wylocie, b) przyrostu masy składnika A w całej rurze.

Na rys. 6 przedstawiono orientacyjne kształty charakterystyk amplitu- 
dowo-fazowych F^Jto) i F2 (jw).

Rye. 6.
«) charakterystyka amplltudowo-fazowa zmian stężenia składnika A na wylo- 
cia od zmian stężenia na wlocie, b) charakterystyka amplitudowo-fazowa 

zmian masy składnika A w rurze od zmień stężenia ns wlocie
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Warto zauważyć, że występujęce w postaci jawnej p w nianownlku funkcji 
przejścia Fgip) nls Je8t biegunem. Można powiedzieć, że Jest to biegun 
pozorny, gdyż dla dowolnych paraaetrów układu zawsze występi Identyczna 
"zero" w liczniku. Układ opisany funkcję przejścia F2 (p) nie Jest zatea 
układem estetycznym (widać to zarówno na rys. 5b jak i 6b). W tyra przy­
padku pojawienie się w funkcji przejścia p w mianowniku Jest wynikłe» 
całkowania w skończonych granicach (od x-o do x»l) wyrażenia operatorowe­
go 1 zależnego od x.

Przykład 5

Na rys. 7 przedstawiono wagę taśmowę (sj przy założeniu braku dyfuzji 
wzdłużnej i poziomego ueytuowenlB taśmy ważęcaj , a także przy stałej pręd­
kości taśmy V można napisać zależności (2l), (22), w których:

«L - masa materiału sypkiego na 
jednostkę długości taśmy 1^1)

■ przyspieszenie ziemskie [m/e2J
■ prędkość taśmy [ra/e] ,

g
V

AM,we - przyrost strumienia masy na 
wlocie (x-0) [kg/s] ,

- całkowita długość taśmy [a] ,

XŁXw

Rys. 7. Schemat ideowy wagi taśmo­
wej

-4 W.
- współrzędna długości [m] ,
- czaa [o] .

Ciężar materiału sypkiego na taśmie Jest równoważony siłami reakcji w rol­
kach. Interesuje nas naciek ne rólkę ważęcę w odległości od wlotu x - xw. 
Siła nacisku na czujnik G może być wyznaczona w oparciu o równanie równo­
wagi momentów dla nacisku warstwy (dla xp <  x <  xw względem punktu x»xpt 
a dla warstwy xw <  x <  xfc względem punktu o współrzędnej (x 
kowity przyrost siły nacisku ne czujnik:

xk ). Cał-

AG(t)
TT = T f ■ y

w,
A b .

hi k

}m
(21 )

Ola taśmy z bilansu masy na taśmie otrzymamy:
OA mJ ^. S) aAmL (£,£) 

0^ + 0? - 0 (22 )
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dla (.« O

gd zie :
A m ^ . S )  - przyrost ponad stan początkowy masy na jednostkę długości 

taśmy [kg/n] ,

dis ^ ■ O zachodzi

AB,L ( p > * Mwe(?)

Deśll wprowadzić zalenne unormowane x,t 1 przeprowadzić transformację 
Laplace 'a-Cersona , to otrzymuje się:

L.8a g (p )
. * *  “ vAM we(p)

j  -aPx (x-xp )dx ♦ j' -ePx (xk-x)dxj

AG(p) t l®
v p T a * ------^

we(p) P

-pxp _ 5pxw -px„ _ -pxk

xw - xp xk - xw
(23)

gdzie: p - operator transformacj 1 oę-C bezwymiarowego (unormowanego) czasu

Ŷ*. 8. Zależność zmiany siły czujnika wagi od czaau dla skokowej zmiany 
strumienia masy materiału wsypywanego na taśmę

Na rye. 8. przedstawiono orientacyjnie odpowiedź na skokowę zmianę do­
pływu
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Warto zwrócić uwagę, że również występujęcy w mianowniku funkcji przej­
ścia (23) człon (operator) p2 nie 1eat biegunem (podwójnym) dla p-0, gdyż 
dla dowolnych zmian parametrów układu (np. xw » itp, ) w liczniku Jeot 
zawsze odpowiadajęce mu (podwójne) "zero". Układ zatem nie Jest układem 
estetycznym. Zależność (l) w tym przypadku stanowi układ Jednowymiarowy

R a i  D a l  M a O  T - 0  *3*- ó m L (x,t)

AM* , ,. _ w ę ( t i  w  . 0
^WS v

Oeśli przyjęć: Y(t) aAG(t) i ogólnę postać

1
Y(t) a J(G(x)4Kx,t) ♦ H(x)W(t)]dx,

O

to otrzymuje się:

G (x ) -  L g {  - — § -  [u ( xax ) -  u (x -x  )] + 
c lxw *p p "

X  - X

♦ r  - u(x-xk )]J

gdzie

f - 1 dla oę > O 
U(cę) - J

[» O dla <  O

Jest to tzw. funkcja Heavlaide*e

H(x) - O.

Widzimy więc, że i w tym przypadku Jeet to również taka sama klaaa ukła­
dów dynamicznych. (Funkcja G(x) pełni tutaj rolę funkcji wagoweJ pod cał­
kę względem x).

6. ZAKOŃCZENIE I WNIOSKI

Oak widać chociażby z przytoczonych przykładów różnorodne obiekty mogl 
być w podobny sposób traktowane i można podobnie wyznaczać ich własności 
dynamiczne.

W naszym ośrodku badania dynamiki takich układów o parametrach rozło­
żonych. zapoczętkowane pracami Z. Trybalsklego (sj] , [ldj dla wymienniki»
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ciepła i kontynuowane 1 rozwijane przez R. Krzyżanowskiego [ll| dla prze- 
grzewacza pary 1 pracami uogólniajęcynl |l2] , [l3] , ($] , [3] , ¡7} na pew­
ne klasy aparatów wymiany ciepła, stwarzaję dalsze możliwości zastosowa­
nia podobnego podejścia w niektórych innych aparatach. (Na przykład prace 
[lś] , [lś] , [16] 0. Kuźnika 1 R. Krzyżanowskiego dotyczące badania dyna- 
alki aparatów wymiany masy (kolumn rektyfikacyjnych, destylacyjnych) lub 
[l7] M. Metzgera dla pewnych specyficznych wymienników, Jak piec obrotowy 
i rusztowy chłodnik sę tego najlepszym dowodem. Wydaje się, że największe 
■ożliwości ciekawej 1 płodnej problematyki badawczej kryję się w analizie 
dynamiki konkretnych typów przemysłowych aparatów technologicznych,w któ­
rych to aparatach ich fragmenty będę mogły być traktowane Jak układy opi­
sane równaniem (l). Poznanie warunków, przy spełnieniu których dany apa­
rat technologiczny może być fragmentami opisany takimi równaniami,oparte 
o zależności fizyczne i potwierdzone pomiarami, a także zakończone przygo­
towaniem programów do obliczeniowego wyznaczania całości dynamiki takich 
aparatów może mieć duże znaczenie praktyczne.
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B oiatjbe npHBożHTCH azropHiM onpexezsHUH AHHauimeoKHi c b o ö c t b  aoKoiopo- 
ro Kzacca caciex c paottpeAezëaBuxa napaxeTpaxx, Bt o t KJiacc omicusasTca cne- 
UKiJia'iecKHXH AH(J>$epeHiwajikBUMH ypaBHeHHaxa. K uexy o t h o o ä t o * HeKoïopue njo- 
MHZŁaeHHue odieicm c npoioKox Mazepna.ALHofl oipya, noraa m o x h o  npeHsÔpeRt npo- 
Aozkaolt AHijxJiysHeâ a CHaïaiB h x  k o k  zHEeâHHe c k c t s u u .

OYNAMIC PROPERTIES OF A CLASS OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS

S u m m a r y

In this paper a poocedure for assasment of dynamic properties of th 
chosen class of distributed parameter systems is described. Such a clash 
of equations describes some industrial plants with mass flow when the axii 
diffusion may be neglected and they are treated as linear plants.


