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Streszczenie. Wykazano, że wariancja błędu globalnego ldentyfi- 
kacjl wg najmniejszych kwadratów oaięga minimum dla oceny wektora 
pareaetrów równej prawdziwemu wektorowi paraaetrówa wtedy 1 tylko 
wtedy, gdy ocena wektora parametrów Jest zbieżna z prawdopodobień­
stwo» Jeden do prawdziwego wektora paraaetrów. Przedstawiono przy­
kład zastosowania optymalizacyjnego kryterium do oceny zbieżności 
algorytmu regulacji samonastrajajęcej .

l. wsTąp

Zbieżność cięgu zmiennych losowych z prawdopodobieństwem jeden (por. 

Dodatek l) zapewnia oslęganie przez prawie każdy realizację tego clęgu o- 

kreślonej , stałej granicy. Stęd zbieżność cięgu ocen wektora parametrów z 

prawdopodobieństwem 1 (z p. l) Jest w zagadnieniach identyfikacji obiek­

tów dynamicznych praktycznie znacznie ważniejsza, aniżeli takie właściwo­

ści, które charakteryzuję wyłęcznle całę populację tych cięgów (np. nle- 

obclężność, zbieżność w prawdopodobieństwie, zbieżność średniokwadratowe).

W 1976 r. LJung przedstawił twierdzenie precyzujęce warunki zbieżności 
oceny według najmniejszych kwadratów wektora paraaetrów obiektu dynamicz­

nego dyskretnego do prawdziwego wektora parametrów. Twlerozenle LJunga 

"raz z Jego dowodem bazujęcya na teorii aartyngałów stanowi obecnie Już 

kleeyczny element teorii identyfikacji (patrz monografia Goodwina i Pey- 

ne'a (1977)). Ponieważ dowód przedstawionego krateriua optymalizacyjnego 
opiera się na twierdzeniu LJunga, przedstawiono Je w  rozdz. 2 wraz z no- 

*ye. oryginalnym dowodem, bazuj ęcya na odmiennym niż u LJunga 1 prostszym 

clęgu aartyngałowya. W  rozdz. 3 udowodniono oryginalne twierdzenie o zwlęz- 

ku pomiędzy zbieżnością z p. 1 i minimalizację wariancji błędu globalnego 
Identyfikacji. Twierdzenie to stanowi formalne uzasadnienie heurystycznej 

•etody badania zbieżności algorytmów identyfikacji, przedstawionej w po­

przednich publikacjach autora. Artykuł kończy przykład zastosowania przed- 

•tewionogo kryterium dla określenia warunków asymptotycznej zbieżności al­

gorytmu regulacji eemonaetrajajęcej mlnimalnowariencyjnej.
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2. PODSTAWOWE TWIERDZENIE O ZBIEŻNOŚCI Z P. 1 OCEN PARAMETRÓW 

WG NAOMNIEOSZYCH KWAORATÓW

Zakłada alf, ż e :

1) Oany Jest obiekt dynamiczny dyskretny o wyjściu y Ł 1 wejściu u it o 

plaany równania« różnicowy«

it(ż_ 1 )yi » z k $>(z 1 )u± + e ^  (2,1)

gdzie i

j H z ” 1 ) » 1 + cęjz"1 + ... + cęnz”n (2.2)

$>(z_ 1 ) - [bQ * * ... * (2.3)

z-1 - Jeat operatora« opóźniania o i okresów próbkowania, a e^ Jeat 

dyskretny« biały« szu«e« typu (O, & 2 ).
Dla celów dalszych rozważaó wygodnie Jest zapisać równanie obiektu » 

postaci iloczynu skalarnego

y i “ ^  ?i-l + ei ’ 

gdzie wektor parametrów obiektu ("prawdziwy” wektor parametrów)

W T - [c*i ...cfn f*b ••• i^n] ^Z,5!

1 wektor danych pomiarowych

i i - l  “ [_yi-l ”y l-n u l-k ui-k-n] (2,6

2) Wieloniany z n & ( z _ 1 ) i zn 2)(z- 1 ) eą wielonlanani wzajemnie piern- 

szyai.
3) Pomiędzy wyjściem a wejście« obiektu noże być sprzężenie zwrotne, Jed" 

nakże wyłęcznie takia, które nie wprowadza liniowej zależności poalł* 

dzy elementami wektora
4) Obiekt jest stabilny lub został ustabilizowany za po«ocę sprzężeni' 

zwrotnego spełnlajęcego założenie 3. Stęd |u1| <  uBax ** 00 or,z lyil̂

< y « a x < ° ° r-
5) Sekwencja { u ^  zapewnia dobre uwarunkowania naclerzy

I  2  ii-i
i-1
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6) Model poalada strukturę ldentycznę jak obiekt i Jeet opisany iloczynem 

'skalarnym

yMi " «Tii-i* (2.7)

gdzie wektor parametrów modelu

- “ t l  •*' an bO " ' bn] (2.8)

a yMi jest wyjściem modelu przewidywanym dla chwili i-tej w oparciu 

o dana znane do chwili (i-l)-wazej włęcznie.

Przy powyższych założeniach jeet słuszne nestępujęce twierdzenie: oce­

na wN wektora tó , wyznaczona metodę najmniejszych kwadratów zgodnie z 

wyrażeniem

SN - 4  2  i w i i )  R  2  (2.9)
\ 1-1 7 i-1

3aat zbieżna z p. 1 do wektora W ,

pj lim |w - to | - oj - 1 (2yl0)
lN->oo N J

Powód

Punktem wyjścia Jest zależność

V 1 N 

) ¿2 
i-i 7 i-i

5N - y  “ ( R  2  f i - l T i - l )  R  2  (2.11)

»yprowedzona w Oodetku 4. Dowód obejmuje naatępujęce etapy:

1. Rozpatruje mię wektor losowy

N

iN ■ 2  I ? ! - ! 0!- (2*12)
i-1

którego J-ty element

N

*N j ■ 2 I  Zl-J°i’ i " 1.2.....2n+l, (2.13)
i-1
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{ - y i_j dla 1 <  J <  n

u i-k+n+l-J dla n+1 <  3

(2.14)
gdzla

C  2n+lx-K+n+x*-j 

spełnia zależność

X (N+1)J " XNJ + N+T W j V l -  (2.15)

czyli

E{X (N+l)j | X1 J ,XNj} “ X Nj' (2’16>

a więc xNj Jaat aartyngałen (por. Dodatek 2).

2. Eleeenty waktora ,sN poeiadaję na eocy założenia 4 ograniczonę warian­

cję, gdyż

N N

E{*Njl “ 2  ̂ 2  z i_jk2 ^  S?v2 2  ^ 2  ^  M < 00 > (2.17)
i-1 1 1-1 i

gdzie v - ■ax(uM X . y „ x ).

3. Na podatawie twierdzenia 2 z dodatku 2 oraz etapu 1 1 2  dowodu istnie­

je taka zaienna loaowa < oo , że

pi 1 Ib xu , » x,\ - 1 (2.18)
\N ->co n J Jj

Stęd na podatawie twierdzenia Kroneckera (Dodatek 3) zachodzi z pr»*- 

dopodobieńetwen 1

N N

2 i zi-jel < 0 ° == > k  2
i-i N^ ° °  i-1

4. Ponieważ na aocy założeń 2 , 3  1 5  Jaat

N

(2.19)

i-1

to z (2.11), (2.19) i (2.20) wynika, że

<*« K 2  f i- t f l- t  * o. (2.ao)

P-i lla I w - U>| - o\ - 1. (2.2l)
|_ N -> o o  J
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3. OPTYMALIZACYJNE KRYTERIUM ZBIEŻNOŚCI Z PRAWDOPODOBIEŃSTWEM DEDEN

W rozdziale ty* zostanie przedstawiona nowe kryterium zbieżności cię­

gów wektorów parametrów wyznaczanych w trakcie identyfikacji modeli dyna­

micznych metodę najmniejszych kwadratów. Kryterium to wymaga rozwiązania
X )deterministycznego problemu minimalizacji wariancji błędu globalnego i- 

dentyfikacji względem wektora parametrów modelu.Okaże się, że Jeżeli opty- 

aalny wektor parametrów modelu będzie równy wektorowi parametrów obiektu 

1 tylko wtedy, to wektor parametrów obiektu, wyznaczany metodę najmniej­
szych kwadratów, będzie ze wzrostem liczby pomiarów dężyć do wektora pa­

rametrów obiektu z prawdopodobieństwem Jeden. Wymienione kryterium zosta­

ło po raz pierwszy przedstawione we wcześniejszych pracach autora {1980
(1) i 1980 (2) ) Jako czyste heurystyczne narzędzie badania algorytmów i- 

dentyfikacji i adaptacji. Poniższe twierdzenie stanowi podbudowę teore- 

tycznę, precyzujęcę warunki stosowania kryterium optymalizacyjnego oraz 

sens otrzymanych wyników.

Twierdzenia

Przy założeniach l) ... 6) z rozdziału 2 oraz dodatkowym założeniu er- 

godyeznoścl cięgów { u ^ , { y ^  i zachodzi :

tzn. wektor parametrów modelu dęży do wektora parametrów obiektu z p. 1 

wtedy i tylko wtedy, gdy wariancja błędu globalnego posiada minimum dla 

wektora parametrów modelu równego wektorowi parametrów obiektu.

pj lim | wM - ts?| - e \  - 1 <5=> Arg Min E {fif } •  u? (3.i)

Dowód 

1. = >
Błęd globalny identyfikacji £ 1 można wyrazić w postaci

(3.2)

Stęd uważajęc to i w za wektory deterministyczne otrzymuje się:

e{ef} - *»)]2 } ♦ 2 ( y  - w)T E + l 2 (3.3)

rr
Błędoa globalny» identyfikacji nazywa się błęd identyfikacji uważany za 
funkcję parametrów obiektu i modelu oraz wejść obiektu i modelu«
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Na aocy założeń o orgodycznoścl 1 zbieżności z.p. 1 J «ot

N
1 
0

N —>ooE { w i  - w *  I  2  fi-i8! - 0 2 p- 1 (3-‘J N^O» imi

{ s 2}-».2 (s.r

i-i

stad

Min E 
w

Arg Min E {fc2 ^  • «5 . (3.6

a więc zbieżność wektora ^  do wektora u  t p. 1 inplikuja, że warltn- 
cja błędu globalnego na Blninua dla w - w.

2 . < =

Zapleujęc (3.3) w poetacl

e {6 i } “ <»-h )T e  {ii-lil_i} k - S >  + 2(y-w)T E | ^ 1_ 101j  (J*J

X )otrzyauje się z warunku koniecznego i wystarczającego istnienia opti* 

HUB

- & ■ - -2E^ i - i i I - i }  <s-s> * 2E{ii-i°ii ■ 0 (3-!

Stęd

,-1

»  " *opt

Na podetewie założenia o ergodyczności 1 tezy twierdzenia Jest

N _i N

*  - =oP t - ■ <r- 2  *1-1*1-! > h  2 * i - i ei ■ 0 i3-11
N ^ " °  1-1 1-1

co laplikujo
N

&  2 i i - i « i  ■ 0 z p- 1 (3-łl
1-1

--------
Wystarczalność
na aocy założeń 
towe.

ć warunku (3.8) wynika at«d, ża aaclerz E i"1!
eń 2, 3 i 5 z rozdz. 2 aaclerz« dodatnio określon« k w ^
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JJ 2  ii-lVT . - M z p. 1 (3.12)N->oo " "i_*ii-l ' - 2 P* 1

gdzie det M / O. A  więc Jeżeli wariancja błędu globalnego posiada mi­

nimum dla !*0p t “ W ,  to wektor w^ Jeat zbieżny do wektora u> z p. 1.

4. PRZYKŁAD ZASTOSOWANIA

Optymalizacyjne kryterlua zbieżności zostanie poniżej zastosowane do 

analizy zbieżności algorytau regulacji samonastrajajęcej ainlnalnowarian-
O

cyjnej wg Astroma i Wittenmarke. Algorytm ten zyskał w ostatnia dziesię­

cioleciu bardzo dużę popularność 1 w licznych swoich odmianach Jest Jed- 

nya z najbardziej rozpowszechnionych algorytmów regulacji adaptacyjnej. 

Można go przedstawić w następujęcy sposób: jak wiadomo, dla obiektu opl- 
•anego równaniem różnicowym

gdzie

A (z _ 1 ) - 1 ♦ cf i :

S i z - 1 ) OR + p.

C (z " ł ) - i  + ł i -

z 1 + ... ♦ cęnz n

z-1

PnZ"n

¿ n 2“"

algorytm regulacji ainimalnowariancyjnej ma postać

S (z-1)
1 £>(z_ 1 ) ^ C z '1 )

gdzlt wielomiany

§(z- 1 ) - ? 0 ♦ ? 1z"1 ♦ ...
? ( z _ 1 ) - 1 ♦ f i 2"1 ♦ ... ♦ <i’k_i2” (k" l) 

•? rozwięzanlem równania wielomianowego

(4.2)

C(z_1) ■A(z-1 )?(z‘1 ) ♦ z~k S (z"1 ) (4.3)
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a błęd regulacji minimalnowariancyjnej Jest dany wyrażeniem

oP t. - * (z" 1)oi*k (4-4)

Wprowadzając V4.2) i (4.3) do (4.l) można obiekt opisać zależnością

y i+l< - S(z 1 )yi - 5b(z 1 )ui ■

• V < * ' ł)e1+k ♦ [C ^ _ 1 ) - - y i+J  (4.5)

Regulacje minimalnowariancyj na samonastrajajęca polega na tym, że o-
biekt (4.5) Jest regulowany za pomocę regulatora

-G (z- 1 )
” ~i"' , - 1 , V± > (4.6)
A S ^ z  )F± (z” )

przy czym wielomiany G ^ z - 1 ), B ^ z - 1 ) 1 F ^ z - 1 ) posiadaję takę sasę

atrukturę. Jak odpowiednio wielomiany § ( z _ 1 ), & ( z - 1 ) i f t z ' 1 ) ^  ich pa­

rametry sę określane rekurencyjnym algorytmem najmniejszych kwadratów dli 

danych pomiarowych do y Ł oraz “¿„fc włęcznle i błędu identyfikacji o 
strukturze zgodnej z lewę stronę zależności (4 .5 )

®i “ y i " G i (z ^ y i - k  ” Bi^2 1 )Fi (z 1 )ui_ k (4.7)

Analiza zbieżności algorytmu regulacji aamonastrajajęcej polega na wyjaś­
nieniu czy, kiedy 1 w Jaki sposób parametry wielomianów G ^ z - 1 ) oraz 

B^(z )F^(z ) sę zbieżne do parametrów "prawdziwych” wielomianów regu­
latora § (z *) oraz .¿(z ^)>ż(z ^ ). W tym celu wyznacza się wyrażenie na 

błęd globalny, co wymaga wyeliminowania z zależności (4.5), (4.6) i (4,7) 
wyrażeń na wejście i wyjście obiektu. W efekcie otrzymuje się:

£i ■ H^iz 1 )'?(z 1 )ei < (4.8)

gdzie (pomijajęc w dalszym cięgu operator z- 1 )

1 G b <f<
H, (z ) » H,   —  c----------- P (4.9)

C 8 F - B F § z “k G . z

Istotnę trudnościę dalezcj analizy Jest nieatacjonarność cięgu (por.

(4.8) i (4.9)), uniemożliwiajęca stosowanie hipotezy ergodycznej. Stęd 

rozpatruje się wyłęcznie zbieżność asymptotycznę dla tak dużych wartości



1, że można przyjęć G,̂  w  G oraz w  BF- Wówczas

H ± - H . ---------------------  r̂- (4.10)
CBF - BF g z  + 3>? Gz

oraz

£ ± - H ?  e± (4.11)
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Ponieważ wyrazy wolne licznika i mianownika H sę równo sobie, można 
przedstawić H w postaci rozwinięcia

H - 1 + hjZ-1 + ... + hBZ_° + ... (4.12)

Rozwinięciem tym można się posługiwać tylko wtedy, gdy obiekt Jest mini-
tslnofazowy. Wówczas bowiem (por. (4.10)) H Jest stabilne i hB — > 0  dla

• ->oo . Liniowość zależności (4.1l) sprawia, że 6, Jest niezależne od

kolejności wykonywania operacji filtracji iż (z ) oraz H(z ). To znaczy

H(z *) dobrane w sposób minimalizujęcy wariancję wyrażenia H(z 1 )e. mini-
— 1 — 1

■ a l i z u j e  r ó w n i e ż  w a r i a n c j ę  w y r a ż e n i a  S  ( z  ) h ( z ”  J e ^  Stęd p o n i e w a ż

E{[H(z"1)ei] } “ 5̂ 2( i + hl + ••• ł hm * (4.13)

to minimum tej wariancji występl dlB h. « ... » h ** .. .« O, a więc
A ** 19dy licznik H(z ) będzie równy mianownikowi, czyli gdy

BFg - & ? G  (4.14)

święć minimalizacja wariancji błędów daje parametry wielomianów BF
«raz G, będęce rozwięzaniem równania wielomianowego (4.14). Oeat ono rów­

noważne układowi 2n+k-l równań liniowych z 2n+k niewiadomymi (wielomiany 

równania (4.14) zawleraję dwa nieznane składniki wolne bg i g g , lecz 

tylko Jedno równanie składników wolnych bg^g “ Praktycznie ozna-
«za to, że parametry wielomianów G i BF nie sę dla rozpatrywanego układu 

regulacji asymptotycznie zbieżne z p. 1 do odpowiednich parametrów wlelo- 

•Unów § 1 2)0- . Aby uzyskać takę zbieżność, należy znać któryś ze skład­

aków wolnych, np. bg. Wówczas bowiem rozwięzaniem równania (4.14) Jest 
8,1 " i>y oraz G » § , a więc pozostałe parametry wielomianów BF 1 G dę- 

z p. 1 do odpowiednich parametrów wielomianów obiektu.



166 A. Nlederllńłkl

5. ZAKOŃCZENIE

Przedstawiony stosunkowo złożony przykład wykazał, że praktyczne za­

stosowanie optymalizacyjnego kryterium zbieżności z p. 1 nie nastręcza 
większych trudności, dajęc zarazem intereaujęcy wględ w mechanizmy, od 

których zbieżność ta zależy.

Oodatek 1. Zbieżność z prawdopodobieństwem 1eden 

D e f i n i d a  1

Cięg zmiennych losowych { x ^  Jest zbieżny z p. 1 do zmiennej losowej 

x, co zapisuje się w postaci:

p{ lim Xi - x}- 1,
l->«o

Jeżeli dla dowolnie małych £ > O i 5 > O istnieje takie iQ (£,i)f że

p{lx± - x| < £ , V  i > i0} >  i - «s' ,

gdzie P { 1 oznacza prawdopodobieństwo.

Przykład: prawo wielkich liczb

Niech { x ^  będzie cięgiem niezależnych zmiennych losowych o wspólny« 

rozkładzie. Oeżell ¿1 « E{ x ^  , to

n ^

Â  u -  i  - i.
i n ->oo . . J1*1

czyli średnie arytmetyczne dęży z p. 1 do wartości oczekiwanej.

Dodatek 2. Elementy teorii martyngałów 

D e f i n i d a  2

Cięg zmiennych losowych Jest nazywany mertyngałem*^ , Jeżeli

E{vn+i i k  v nl ■ y n -

gdzie e {.|.} Jest warunkowę wartościę oczekiwanę.

Martingala (d'orlg. araba). Système de Jeu qui prétend assurer un biné- 
fiee certain par un augmentation progreseive de la niae. (Nouveau P*tl! 
Larouaee, 1968).
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Przykład 2

Rozpatruje się cięg absolutnie fair { x ^  zdefiniowany

E M  ■ 0
E { xn+l I xO  xrJ - 0

Wtedy cięg j y ^  , gdzie

y n » x Q + ... + x n + c, n « 0,1,....i 

Jest martyngałem, gdyż

E{vn+ll V o  yn) " E{vn+llx O  xn} “ V n

Twierdzenia 1 (pr. Feller (l98l))

Cięg { y ^  Jest martyngałem wtedy i tylko wtedy, gdy

n

Y n ■ 2  XJ + e
i-o

dla {x4} będęcego cięglem absolutnie fair.

Twierdzenie 2 o zbieżności martyngałów (Fallar (l98l))

Niech { y ^  będzie martyngałem, dla którego E ■[y^} ^  M 

Wówczas istnieje taka zmienna losowa y < oo , że

p{ 1 1 » y ± - y\ - 1

Dodatek 3. Twierdzenie Kroneckera

Niech {c^j i ^ a ^  bętję cięgami liczb rzeczywistych 

oraz a ^ o o  dla l-»oo . Wtedy

OO i

2  17 <oc = = >  J f "  57 2  ck “ 0
i-l 1 i"* ~ 1 k-i

Dowód

Z założeń wynika, że

zależnościami

< “  , 1-0,1,...

i niech a^ >  O



Ponieważ an >  an-i ^  ••• >  3^ > O, to zachodzi

ii 2  2  % *
k-1 k-1 k

z czego wynika twierdzenie.

Dodatek 4. Wyprowadzenie zależności ( 2 . n )

N N

VN ■ 2  <Y± - yM i )2 = 2  (y? - Z Y i ^ f i - a  + »JSi-i5
2*1 i=l

Warunek konieczny i wystarczajęcy istnienia minimum daje

'V Nc’V|

168    ,

'J i-1

S t ę d  w y r a ż e n i e  n a  t s t y m a t o r  w g  n a j m n i e j s z y c h  k w a d r a t ó w

/ N , V I  N
¿N - i r  2 ii.iil.ij r  2 ^ !

N i - 1  '  i - i

Z  r ó w n a n i a  obiektu (2.4) w y n i k a .  Z e
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0HIHMAJM3A!lHOHHUa KPHTKPHj! CXOAHMOCTH C ¿EPOHTKOCTblO Oa HH 
Łffl HaEHTH*MKA4HH AKHAMH4LCKHX OIj ŁEKTOB

 ̂G 3 JO m  e

noxa3aHo, m o  AHcnepcHR rjiodajibHoił odhÓkh HAeHTHipHKaqHH ueioAOM HaHueHŁ- 
t<a KBanpaioB AoCTHraex nHHHuywa ajih oueHKH BeKiopa napajteipoB paBHoi! aeft- 

GtBHiezbHOMy BeKiopy napaMeipoB T o m a  h tozłko Tor.ua, Konta oueHKa BeKTopa 

napaueipoB cxoahtck c BepoaiHOCibB oahh k AettCTBHieaŁHOMy BeKiopy napaue- 

’POB. Aaa npHMep npuueHeHHH onTHMauiH3aiiHOHHoro KpsnepHH ajix oqeHKK cxojlh- 
*octh ajiropHTMa caMOHacipaHBaDqeSc« peryjiauHH.
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OPTIMIZATION CRITERION FOR THE CONVERGENCE WITH PROBABILITY 

ONE FOR IDENTIFICATION OF DYNAMIC PLANTS

S u m m a r y

It has bean proved that the global identification error variance in 

the LS method achieves minimum for the estimates of parameters equal to 

the true values if and only if the estimates of parameter vector is con­

vergent with probability one to the true parameter vector. The optimizat­

ion criterion has been U3ed to estimate a convergance of a self- tunning 
algorithm.


