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OPTYMALIZACY3NE KRYTERIUM ZBIEZNOSCI Z PRAWDOPODOBIENSTWEM OEDEN
OLA IDENTYFIKACJI OBIEKTOW DYNAMICZNYCH

Streszczenie. Wykazano, ze wariancja bdedu globalnego Ildentyfi-
kacjl wg najmniejszych kwadratéw oaiega minimum dla oceny wektora
pareaetréow roéwnej prawdziwemu wektorowi paraaetréwa wtedy 1 tylko
wtedy, gdy ocena wektora parametréw Jest zbiezna z prawdopodobien-
stwo» Jeden do prawdziwego wektora paraaetréw. Przedstawiono przy-
ktad zastosowania optymalizacyjnego kryterium do oceny zbieznosci
algorytmu regulacji samonastrajajecej .

I. wsTap

Zbiezno$¢ ciegu zmiennych losowych z prawdopodobienstwem jeden (por.
Dodatek 1) zapewnia osleganie przez prawie kazdy realizacje tego clegu o-
kreslonej , statej granicy. Sted zbiezno$¢ ciegu ocen wektora parametroéw z
prawdopodobienstwem 1 (z p. 1) Jest w zagadnieniach identyfikacji obiek-
tow dynamicznych praktycznie znacznie wazniejsza, anizeli takie wkasdciwo-
Sci, ktére charakteryzuje wytecznle cate populacje tych ciegéw (np. nle-
obclezno$é¢, zbieznos¢ w prawdopodobiernstwie, zbiezno$¢ $Sredniokwadratowe).

W 1976 r. LJung przedstawit twierdzenie precyzujece warunki zbieznosci
oceny weddug najmniejszych kwadratéw wektora paraaetr6w obiektu dynamicz-
nego dyskretnego do prawdziwego wektora parametroéow. Twlerozenle LJunga
"raz z Jego dowodem bazujecya na teorii aartyngatdéw stanowi obecnie Juz
kleeyczny element teorii identyfikacji (patrz monografia Goodwina i Pey-
ne'a (1977)). Poniewaz dowdéd przedstawionego krateriua optymalizacyjnego
opiera sie na twierdzeniu LJunga, przedstawiono Je w rozdz. 2 wraz z no-
*ye. oryginalnym dowodem, bazujecya na odmiennym niz u LJunga 1 prostszym
clegu aartyngatowya. W rozdz. 3 udowodniono oryginalne twierdzenie o zwlez-
ku pomiedzy zbieznos$cig z p. 1 i minimalizacje wariancji btedu globalnego
Identyfikacji. Twierdzenie to stanowi formalne uzasadnienie heurystycznej
eetody badania zbieznoéci algorytméw identyfikacji, przedstawionej w po-
przednich publikacjach autora. Artykut konczy przyktad zastosowania przed-
etewionogo kryterium dla okreslenia warunkdéw asymptotycznej zbieznos$ci al-
gorytmu regulacji eemonaetrajajecej mlnimalnowariencyjnej.
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2. PODSTAWOWE TWIERDZENIE O ZBIEZNOSCI Z P. 1 OCEN PARAMETROW
WG NAOMNIEOSZYCH KWAORATOW

Zaktada alf, ze:

1) Oany Jest obiekt dynamiczny dyskretny o wyjsciu yt 1 wejsciu uit o
plaany roéwnania« réznicowy«

it(z_1)yi » z k$>(z 1)ux + e” ,1)
gdzie i

JHz”1) » 1 + cejz"l + ... +cenz”’n 2.2)

$>(z_1) - M * * oL x ©.3)

z-1 - Jeat operatora« opdézniania o i okreséw préobkowania, a e" Jeat
dyskretny« biaty« szu«e« typu (0, &2).

Dla celdéw dalszych rozwazaé wygodnie Jest zapisaé roOwnanie obiektu »
postaci iloczynu skalarnego

yi “~ 2i-1 + ei”’

gdzie wektor parametréow obiektu ("prawdziwy” wektor parametréw)

WT - [c*i ...cfn b === iM] 7,51

1 wektor danych pomiarowych

ii-1 “ [Lyi-I ”yl-n ul-k ui-k-n] @,6

2) Wieloniany zné&(z_1) i zn2)(z-1) ea wielonlanani wzajemnie piern-
szyal .

3) Pomiedzy wyjs$ciem a wejs$cie« obiektu noze by¢ sprzezenie zwrotne, Jed"
nakze wytecznie takia, ktdére nie wprowadza liniowej zaleznos$ci poal¥
dzy elementami wektora

4) Obiekt jest stabilny lub zostat ustabilizowany za po«oce sprzezeni®
zwrotnego spednlajecego zatozenie 3. Sted |ul] < uBax *00 or,z kil®

< y«ax<°°r-
5) Sekwencja {u”~ zapewnia dobre uwarunkowania naclerzy
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6) Model poalada strukture ldentyczne jak obiekt i Jeet opisany iloczynem
"skalarnym

yMi " «Tii-i* @.70

gdzie wektor parametréw modelu

- tl <** an b0o" " bn] 2.8)

a yMi jest wyjséciem modelu przewidywanym dla chwili i-tej w oparciu
o dana znane do chwili (i-1)-wazej w#ecznie.

Przy powyzszych zatozeniach jeet stuszne nestepujece twierdzenie: oce-
na wN wektora ® , wyznaczona metode najmniejszych kwadratéw zgodnie z
wyrazeniem

SN -4 2 diwii) R2 2.9)
11 7 i-1

3aat zbiezna z p. 1 do wektora W

pj lim |Jw -to] - o] -1 (2yl10)
IN->00 N J

Powéd

Punktem wyjscia Jest zaleznos$c¢
1 N
5N -y “(R 2 Ffi-ITi-I) (,2 (2.11)
i-i 7 i-i

»yprowedzona w Oodetku 4. Dowdd obejmuje naatepujece etapy:

1. Rozpatruje mie wektor losowy

N
iNm 2 1?21-10!- (2*12)
i-1
ktérego J-ty element
N
*Nj =m 22 1 zZ1-3°i” i"l1.2..... 2n+1, (2.13)
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gdzla { -yi_j dla 1< J<n
(2.14)
U K—HeHmAKE-§ dla  n+1 <3 & 2n*l
spetnia zaleznos$¢
X(N+1)J ™ XNJ + N+T W j vV I - (2.15)
czyli
E{X(N+D)j X1 J L XNj} “ XNj* (2°16>

a wiec xNj Jaat aartyngaten (por. Dodatek 2).
2. Eleeenty waktora ,N poeiadaje na eocy zatozenia 4 ograniczone warian-

cie, gdyz

N N

E{*Njl “ 2 722 zi_jk2 AS?v2 2 A2 ~ M <00 > .17)
i-1 1 1-1 i

gdzie v - max(uM X .y, x).

3. Na podatawie twierdzenia 2 z dodatku 2 oraz etapu 11 2 dowodu istnie-

je taka zaiennaloaowa <00 , ze
pi 1Ib xu, »x,\- 1 (2.18)
\N ->co nJ Jj

Sted na podatawie twierdzenia Kroneckera (Dodatek 3) zachodzi z pr»*-

dopodobierietwen 1

N N
i zi-jel<0° ==> Kk 2 @19
i-i NACe  j-1
4. Poniewaz na aocy zatozen 2 , 3 15 Jaat
N
<« K 2 fi-tfl-t * o. (2.a0)
i-1
to z (2.11), (2.19) i (2.20) wynika, ze
Pi Ilalw -] - o\ - 1. 21

|_N->o00 J
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3. OPTYMALIZACYJNE KRYTERIUM ZBIEZNOSCI Z PRAWDOPODOBIENSTWEM DEDEN

W rozdziale ty* zostanie przedstawiona nowe kryterium zbieznos$ci cie-
gow wektoréw parametréw wyznaczanych w trakcie identyfikacji modeli dyna-
micznych metode najmniejszych kwadratéw. Kryterium to wymaga rozwiazania
deterministycznego problemu minimalizacji wariancji btedu globalnegox) i-
dentyfikacji wzgledem wektora parametrow modelu.Okaze sie, ze Jezeli opty-
aalny wektor parametrow modelu bedzie réwny wektorowi parametréw obiektu
1 tylko wtedy, to wektor parametrow obiektu, wyznaczany metode najmniej-
szych kwadratéw, bedzie ze wzrostem liczby pomiaréw dezy¢ do wektora pa-
rametrow obiektu z prawdopodobienstwem Jeden. Wymienione kryterium zosta-

4o po raz pierwszy przedstawione we wczes$niejszych pracach autora {1980
@ i 1980 (@ ) Jako czyste heurystyczne narzedzie badania algorytméw i-
dentyfikacji i adaptacji. Ponizsze twierdzenie stanowi podbudowe teore-

tyczne, precyzujece warunki stosowania kryterium optymalizacyjnego oraz
sens otrzymanych wynikow.

Twierdzenia

Przy zatozeniach 1) ... 6) z rozdziatu 2 oraz dodatkowym zatozeniu er-
godyeznoscl ciegow {u~, {y”~ i zachodzi :
pj lim |wM - ] - e\ - 1 <5=> Arg Min E {fif}e w? (3.1)

tzn. wektor parametréow modelu dezy do wektora parametréw obiektu z p. 1
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wariancja bd+edu globalnego posiada minimum dla
wektora parametrow modelu réwnego wektorowi parametréw obiektu.

Dowdd

1. =>
Bted globalny identyfikacji £1 mozna wyrazi¢ w postaci

3-2)

Sted uwazajec t i w za wektory deterministyczne otrzymuje sie:

e{ef} - *»12} ¢ 2(y - w)T E +12 (3.3)

rr
Btedoa globalny» identyfikacji nazywa sie bted identyfikacji uwazany za
funkcje parametrow obiektu i modelu oraz wej$¢ obiektu i modelu«
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Na aocy zatozen o orgodycznoscl 1 zbieznosci z.p. 1 J«ot

N
1
E{wiJ—NA@DQﬁ.nifi—iS!—O 2 p- 1 G-
-1
stad
Mvivn E{s2}-».2 (s.r
Arg Min E {fc2~ - &. @36

a wiec zbieznos$¢ wektora A~ do wektora u t p. 1 inplikuja, ze warltn-
cja biedu globalnego na Blninua dla w -w.

2.<=
Zapleujec (3.3) w poetacl

e{6i} “ <»-n)Te {ii-lil_i} k-S> + 2(y-w)TE|~1 101j @

otrzyauje sie z warunku koniecznego i wystarczajqcegox)istnienia opti*
HUB

- & W - —2EMi-iil-i} <s-s> * 2E{ii-i°ii w0 G

Sted

» " *opt

Na podetewie zatozenia o ergodycznos$ci 1 tezy twierdzenia Jest

N i N
* - =oPt - Br- 2 *1-1*%1-1> h 2*i-iei m0 13-1
NAme 1-1 1-1
co laplikujo
N
& 2ii-i«i m 0 zp-1 GH
1-1
Wystarczalno$& warunku (3.8) wynika at«d, za aaclerz E [}

na aocy zatozefh 2, 3 i 5 z rozdz. 2 aaclerz« dodatnio okreslon« kw”
towe.
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N>oo B2 WML L 2 ped (3-12)

gdzie det M / 0. A wiec Jezeli wariancja b+edu globalnego posiada mi-
nimum dla Popt “ W, to wektor w” Jeat zbiezny do wektora w z p. 1.

4. PRZYKLAD ZASTOSOWANIA

Optymalizacyjne kryterlua zbieznos$ci zostanie ponizej zastosowane do
analizy zb(i)eZnoéci algorytau regulacji samonastrajajecej ainlnalnowarian-
cyjnej wg Astroma i Wittenmarke. Algorytm ten zyskat w ostatnia dziesie-
cioleciu bardzo duze popularno$¢ 1 w licznych swoich odmianach Jest Jed-
nya z najbardziej rozpowszechnionych algorytméw regulacji adaptacyjnej .
Mozna go przedstawi¢ w nastepujecy sposo6b: jak wiadomo, dla obiektu opl-
eanego réwnaniem roéznicowym

gdzie
A(z_1) - 1 ecfjz 1 + ... ecenz n
Siz-1) m 4 + p. PNZ"n

C(z"t) - i +”_Z—1 on2sn
algorytm regulacji ainimalnowariancyjnej ma postac

S (z-1)
1 £>(z.1)~Cz'l)

(4.2)
gdzIlt wielomiany

§(z-1) -?0 ¢ ?21z"1 «

2(z_1) - 1 o Fi2"1 & ... e Fk_i27 "D

«? rozwiezanlem réwnania wielomianowego

C(z_1) mA(z-1)?(z“1) + z~k S(z"1) (4.3)
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a bted regulacji minimalnowariancyjnej Jest dany wyrazeniem

oPt. - * (z"1)oi*k [

Wprowadzajac V4.2) i (4.3) do (4.1) mozna obiekt opisa¢ zaleznoscia
yitk - S(z 1)yi -5b(z 1)ui =

eV<**H)el+k ¢ [~ _1) - - yi+d “.5)

Regulacje minimalnowariancyj na samonastrajajeca polega na tym, ze o
biekt (4.5) Jest regulowany za pomoce regulatora

-G (z-1)

" s'\{i"-)FJ_r(z'_'l) Vit > 4.6)

przy czym wielomiany G”~z-1), B~z-1) 1 F”z-1) posiadaje take sase
atrukture. Jak odpowiednio wielomiany §8(z_1), &(z-1) iftz"1)”" ich pa-
rametry se okres$lane rekurencyjnym algorytmem najmniejszych kwadratoéw dli
danych pomiarowych do yt oraz “¢,fc whecznle i btedu identyfikacji o
strukturze zgodnej z lewe strone zaleznos$ci (4.5)

@ “ yi " Gi(z ~yi-k ” Bi®2 1)Fi(z 1)ui_k @.n

Analiza zbieznos$ci algorytmu regulacji aamonastrajajecej polega na wyjas-
nieniu czy, kiedy 1 w Jaki sposéb parametry wielomianéw GNz-1) oraz
BA(z )FM(z ) se zbiezne do parametréow “prawdziwych” wielomianéw regu-
latora 8 (z *) oraz .i(z ")>z(z ™). W tym celu wyznacza sie wyrazenie m
bted globalny, co wymaga wyeliminowania z zaleznos$ci (4.5), (4.6) i 4,7
wyrazen na wejscie i wyjscie obiektu. W efekcie otrzymuje sie:

£i ® Hhiz 1)@z 1)ei< .8)

gdzie (pomijajec w dalszym ciegu operator z-1)

1 Gb<f<
H, (z ) » H, - S P .9)
C8 F - B F 8z“k G .z
Istotne trudnos$cie dalezcj analizy Jest nieatacjonarno$¢ ciegu (por.

(4.8) 1 (4.9)), uniemozliwiajeca stosowanie hipotezy ergodycznej. Sted
rozpatruje sie wytecznie zbieznos$¢ asymptotyczne dla tak duzych wartosci
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1, ze mozna przyje¢ G~w G oraz w BF- Wéwczas

Ht - H . Ar- (4.10)
CBF - BF gz  +3>? Gz

oraz

£+ - H? ex (4.11)

Poniewaz wyrazy wolne licznika i1 mianownika H se roéwno sobie, mozna
przedstawi¢ H w postaci rozwiniecia

H -1+ hjz-1 + ... + hBZ_° + ... (4.12)

Rozwinieciem tym mozna sie postugiwa¢ tylko wtedy, gdy obiekt Jest mini-
tslnofazowy. Wéwczas bowiem (por. (4.10)) H Jest stabilne i hB->0 dla
e->00 . Liniowo$s¢ zaleznosci (4.11) sprawia, ze 6, Jest niezalezne od
kolejnosci wykonywania operacji filtracji iz (z ) oraz H(z ). To znaczy
H(z *) dobrane w spos6b minimalizujecy wariancje wyrazenia H(z 1)e. mini-

malizuje réwniez wariancje wyrazenia S (z Yh (z” Jen Sted poniewaz

E{[H(z"1)ei] } “ 52(i + hl + eee ¥ hm * (4.13)

o minimum tej wariancji wystepl dIB h. « ... » h **___« 0, a wiec
Hke?
9éy licznik H(z 1) bedzie réwny mianownikowi, czyli gdy

BFg -&?6 (4.14)

Swie¢ minimalizacja wariancji bdedow daje parametry wielomianéw BF
«raz G, bedece rozwiezaniem réwnania wielomianowego (4.14). Oeat ono roéw-
nowazne uktadowi 2n+k-1 réwnan liniowych z 2n+k niewiadomymi (wielomiany
réwnania (4.14) zawleraje dwa nieznane sk#adniki wolne bg i gg, lecz
tylko Jedno réwnanie sktadnikéw wolnych bg”g “ Praktycznie ozna-
«a to, ze parametry wielomianéw G i BF nie se dla rozpatrywanego ukdadu
regulacji asymptotycznie zbiezne z p. 1 do odpowiednich parametréw wlelo-
~Unéw § 12)0— . Aby uzyska¢ take zbiezno$¢, nalezy zna¢ ktéry$ ze sktad-
akéw wolnych, np. bg. Wéwczas bowiem rozwiezaniem réwnania (4.14) Jest
8l" i>y oraz G » 8 , a wiec pozostate parametry wielomianéw BF 1 G de-
z p. 1 do odpowiednich parametréw wielomianéw obiektu.
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5. ZAKONCZENIE

Przedstawiony stosunkowo z4ozony przyktad wykazat, ze praktyczne za-
stosowanie optymalizacyjnego kryterium zbieznoéci z p. 1 nie nastrecza
wiekszych trudnoséci, dajec zarazem intereaujecy wgled w mechanizmy, o
ktérych zbiezno$¢ ta zalezy.

Oodatek 1. Zbiezno$¢ z prawdopodobienstwem leden

Definida 1

Cieg zmiennych losowych {x”~ Jest zbiezny z p. 1 do zmiennej losowej
X, €O zapisuje sie w postaci:

p{ lim Xi - x}- 1,
1->«0

Jezeli dla dowolnie matych £ > Oi 5 >0 istniejetakie iQ (£,

p{Ixt - x| < £ ,V i >i0} > i-¢&,

gdzie P {1 oznacza prawdopodobienstwo.

Przyktad: prawo wielkich liczb

Niech { x~ bedzie ciegiem niezaleznych zmiennych losowych o wspélny«
rozktadzie. Oezell A« E{x" , to

u -
in ->o00 1*7 J
czyli $rednie arytmetyczne dezy z p. 1 do wartosci oczekiwanej.

Dodatek 2. Elementy teorii martyngatoéw

Definida 2

Cieg zmiennych losowych Jest nazywany mertyngatem*”~ , Jezeli

E{vn+i i k vnl m yn-
gdzie e{.]|-} Jest warunkowe wartos$cie oczekiwane.
Martingala (d"orlg. araba). Systéme de Jeu qui prétend assurer un biné-

fiee certain par un augmentation progreseive de la niae. (Nouveau P*d!
Larouaee, 1968).
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Przyktad 2

Rozpatruje sie cieg absolutnie fair {x~ zdefiniowany zalezno$ciami

EM m0
E {xn+l 1x0 xrJ - 0
Wtedy cieg jy” , gdzie
yn » xXQ + ... + xn + c, n « 0,1,....1
Jest martyngatem, gdyz
E{vn+11Vo yn) " E{vn+I11x0 xn} “ Vn

Twierdzenia 1 (pr. Feller (1981))

Cieg {y” Jest martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy

dla {x4} bedecego cieglem absolutnie fair.

Twierdzenie 2 o zbiezno$ci martyngatow (Fallar (1981))

Niech {y”~ bedzie martyngatem, dla ktérego E m[y*} ~ M <* , 1-0,1,...

Wéwczas istnieje taka zmienna losowa y<oo , zZe

p{ 11» y+ - y\ -1

Dodatek 3. Twierdzenie Kroneckera
Niech {c"j i Nan betje ciegami liczb rzeczywistych i niech a~ > 0
oraz a”~oo dla [I-»00 . Wtedy
00 i

2 17 <oc ==> Jf" 57 2 ck “ 0
itx~ 1 kei

Dowéd

Z zatozen wynika, ze
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Poniewaz an > an-i N eee > 3N > 0, to zachodzi

z czego wynika twierdzenie.

Dodatek 4. Wyprowadzenie zaleznos$ci (2.n)

N N

VN ® 2 <Y - yMi)2 = 2 (y? - ZYi~fi-a + »JSi-i5
i

2*1 =1

Warunek konieczny 1 wystarczajecy istnienia minimum daje

o™ N

J i-1

Sted wyrazenie na tstymator wg najmniejszych kwadratow

/ N, A | N
N —ir 2 di.dil.ij r 2 N
N i-1 i-i

z réwnania Obiektu (2.4) wynika. ze

2i-lyi - fi-Ifl-1- + fi-1l6!"

co po Stremy« sumowaniu daje:

N N

R 2 ii.lyt - <R 2 ii-iii-1)«* R 2 Fi 10«

i-1 -

a eted

N 1 N

s-Q2«11E1> <R2 fijyi-R 2 file:

i-1 i-1

N

N

1-1

. Nlederllnskl

®
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Uwzgledniaj ec (+) otrzymuje aie
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OHIHMAIM3A!IHOHHUa KPHTKPHj! CXOAHMOCTH C (EPOHTKOCTDbIO GaHH
Lffl HREHTH*MKA4HH AKHAMH4LCKHX OIljtEKTOB

"G3Dn e

noxa3aHo, mo AHcnepcHR rjiodajibHoi+ odhOkh HAeHTHipHKagHH ueioAOM HaHueHt-
t<a KBanpaioB AoCTHraex nHHHuywa ajih oueHKH BeKiopa napajteipoB paBHoi! aeft-
GtBHiezbHOMy BeKiopy napaMeipoB Toma h toziko Tor.ua, Konta oueHKa BeKTopa
napaueipoB cxoahtck c BepoaiHOCibB oahh k AettCTBHieatHOMy BeKiopy napaue-
’POB. Aaa npHMep npuueHeHHH onTHMauiH3aiiHOHHoro KpsnepHH ajix oqgeHKK cxojlh-
*octh ajiropHTMa caMOHacipaHBaDgeSc« peryjiauHH.
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OPTIMIZATION CRITERION FOR THE CONVERGENCE WITH PROBABILITY
ONE FOR IDENTIFICATION OF DYNAMIC PLANTS

Summary

It has bean proved that the global identification error variance in
the LS method achieves minimum for the estimates of parameters equal ©
the true values if and only if the estimates of parameter vector is con-
vergent with probability one to the true parameter vector. The optimizat-
ion criterion has been U3ed to estimate a convergance of a self- tunning

algorithm.



