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Streszczenie. W pracy rozważono proste kompartmentalne modele 
dynamiki cyklu komórkowego komórek białaczki uwzględniające działa
nie cytoatatyków. Przyjmując wskaźnik Jakości charakteryzujący stan 
zdrowia pacjenta oraz negatywne skutki środków farmakologicznych w 
najprostszej postaci, przedstawiono problem wyznaczania protokołów 
chemioterapii jako zagadnienie sterowanie optymalnego. Określono wa
runki konieczne sterowania optymalnego dla modeli drugiego i trze
ciego rzędu oraz podano algorytm numerycznego wyznaczania sterowań.

1. WPROWADZENIE

Celem pracy Jest przedstawienie możliwości określenia optymalnych pro

tokołów chemioterapii białaczki przez wyznaczenie optymalnych sterowań w 

prostych modelach dynamiki cyklu komórkowego. Protokołami leczenia nazywa 

się harmonogramy zastosowania poszczególnych cytoatatyków (środków farma

kologicznych oddziałujących na wzrost nowotworowy). Zadanie wyznaczania 

optymalnego protokołu leczenia Jest w zasadzie problemem sterowania opty- 

»alnego. Wskaźnik jakości w takim problemie sterowania powinien charakte

ryzować stan zdrowia pacjenta, wyrażony np. w funkcji liczebności popula

cji komórek nowotworowych oraz kumulujących się negatywnych skutków sto
sowania cytoatatyków. Sterowanym obiektem Jest populacje komórek nowotwo

rowych opisana równaniami dynamiki wzrostu, uwzględniającymi oddziaływa
nia leczące. Podobne zagadnienia są nadal rzadkością w obszernej litera

turze blomatematycznej. Bywają one Jednak stawiane i rozwiązywane dla pew

nych szczególnych przypadków. Przykładem są prace [3] , [l8] , [19] .
Oak wiadomo, najprostsze modele dynamiki cyklu proliferacyjnego komó

rek otrzymuje się stosując opis w postaci tzw. systemu kompartmentalnego 

[7] . Model t aki ma postać układu tylu równań różniczkowych zwyczajnych, 

ile wyróżnia się faz w cyklu proliferacyjnym komórki (por. [4] , [15] ). De-
lell nie uwzględnia się podziału na fazy, wówczas dynamikę wzrostu można 

opisać Jednym równaniem różniczkowym.

Praca wykonana w ramach problemu węzłowego PW 06-9.
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Ń (tr) - -cąN (t ) + 2u(t) <*N(t) , n (0) > N q , (l.l)

__________________________________________ A. świerniak, M. Klcmel

gdzie N(t) Jest liczbę komórek populacji w chwili t, N - początków? 

liczebnością populacji, c( - odwrotnością przeciętnego czasu pomiędzy ko

lejnymi podziałami komórki, u(t) (sterowanie) Jest prawdopodobieństwo* 

przeżycia komórki po podziale przy zastosowaniu odpowiedniej dawki cyto- 

statyku o działaniu zabijającym (jak np. : vinkrytyna, metotraxat M ) .  

współczynnik 2 reprezentuje natomiast fakt podziału komórki.
Z definicji:

u ( t )  e [0 , l ]  , ( 1 .2 )

przy czym (l-u) Jest w przybliżeniu proporcjonalne do stężenia cytoetaty- 

ku (zależnego z kolei od Jego dewki).

W istocie znaczna część cytostatyków o działaniu zabijającym eliminuj« 

komórki w fazie H (podziału) komórki. W związku z tym dokładniejsze mo

dele powinny uwzględniać dynamikę fazy M co najmniej łącznie z bezpo
średnio poprzedzającą Ją fazą G2.

W tan sposób otrzymuje się model drugiego rzędu opisany równaniami:

Ńjtt) - -oę1N 1 (t) +c<2N2 (t) N ^ O )  n N 10

(1.3)

Ń2 (t) « -c^Ngit) + 2 u (t) c;1N 1 (t) N2 (0) - N2q

gdzie N ^ t ) ,  są odpowiednio liczbą komórek i odwrotnością przecięt

nego czasu pobytu komórki w 1-teJ fazie cyklu.

Podobnie, wyróżniając dodatkowo fazę S (syntezy DNA) otrzymuje «1?

model trzeciego rzędu opisany równaniami:

Ń 1 (t) - -cę1N 1 (t) ♦ oę3N3 (t) N 1 (0) - N 10

Ń2 (t) - - c ^ N ^ t )  + cę1N 1 (t) N2 (0) - N20 (l.*)

Ńj(t) - -cfjN3 (t) + 2u(t)c*2N2 (t) Nj (O) « N3q

Model trzeciego rzędu Jest równocześnie na j prostszym modelem umożli
wiającym opis bardziej złożonych oddziaływań na cykl komórek nowotworo

wych [6], Do takich oddziaływań należy m.in. włączanie drugiego cytosts- 

tyku, np. arabinozydu cytozyny |jQ powodującego czasowe blokowanie ko«ó"

rek w fazie S (tzw. synchronizacja Ql4] ). Mole to spotęgować działanie

leku zabijającego. W uproszczonym modelu typu (l.4) blokada występuje * 

fazie S, co Jest równoważne zmniejszeniu współczynnika 0̂  w modelu (1.4). 

Oznaczając działanie leku zabijającego przez u ^ t )  , a działanie leku blo
kującego przez u2 (t), otrzymujemy:
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Ń1 (t) « -u2 (t)c<1N:1(t) + oijNj(t) N 1 (0) = N 1q

Ń2 (t> » -o^Ngit) + u2 (t)cilN1 (t) N2 (0) - N2 q (1.5)

Ńj(t) = -c^N-jCt) + 2 u 1 (t)oę2N2 (t) N3 (0) - N3q

Sterowanie u^ spełnia ograniczenia (l,2). natomiast u2 - ogranicze
nia :

gdzie uffiinof1 J®et odwrotnościę maksymalnego czasu pobytu w fazie S, ja
ki można uzyskać, stosujęc cytostatyk blokujęcy. Równanie (l.5) nie jest 
dokładnym opisem blokady. Ogólnie, modele kompartmentalne typu (l.l)

(1.6) operuję poważnym uproszczeniem, jakim jest założenie o wykładniczym 

rozkładzie czasu pobytu komórki w danej fazie. Dokładniejsze modele sę 
Jednak znacznie bardziej skomplikowane, wymagaję zastosowania równań cał

kowych będż funkcjonalnych [5) , [lO] , [llj .

Najprostszy formalnie wskaźnik Jakości ma postać:

gdzie T Jest horyzontem sterowania, K - liczbę faz cyklu uwzględnionych 

w modelu, r^ - współczynnikiem wagi. W  przypadku modelu (l.5) należy we 

«zorze (l.7) podstawić u^(t) w miejsce u(t). Minimalizacja wskaźnika I 

orzy ograniczeniu (l.2) i ewentualnie (i.6) oznacza więc taki tryb dozo

wania cytostatyku, przy którym zmniejsza się ostatecznę liczbę komórek no

wotworowych przy jednoczesnej minimalizacji skumulowanych negatywnych e- 

fektów leczenia, wyrażonych całkę z (l-u(t)). Oddziaływanie blokujęce nie 

występuje jawnie we wskaźniku Jakości, gdyż zakładamy, że nie wpływa ono 

negatywnie no zdrowe komórki organizmu.

Okazuje się, że jedynie dla modelu pierwszego rzędu możliwe Jest okre

ślenie analityczne rozwięzania zadania sterowania optymalnego [l2\ .
Dla modeli wyższych rzędów konieczne Jest stosowanie algorytmów nume

rycznych. W niniejszej pracy wykorzystano szczególne postać warunków ko

niecznych dawanych przez zasadę maksimum.

2. WARUNKI KONIECZNE STEROWANIA OPTYMALNEGO DLA MODELU DRUGIEGO RZąDU

u2 (t) 6 K i n '  $  ■ (1.6 )

T K
(1.7)

O 1-1

Rozważajęc problem sterowania optymalnego dla modelu drugiego rzędu

(l.3) należy podkreślić, że mimo prostoty wskaźnika Jakości (l.7) i ogre-
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niczeń na sterowanie (l.2) nie Jest możliwe wyznaczenie sterowania metod? 

bezpośrednią. Należy zatem skorzystać z metod wyznaczania sterowania op

tymalnego dla układów opisanych równaniami różniczkowymi z całkowym wskaź

nikiem Jakości. Najczęściej stosowanym sposobem Jest skorzystanie z zasa
dy maksimum (np. [2] , ¡17̂ ) podsjęcej warunki konieczne sterowania optymal

nego. Warunki te prowadzę do zagadnień dwugranlcznych, których rozwiąza

nie Jest możliwe Jedynie na drodza numerycznej. Dodatkowym problemem Jest 

możliwość wystąpienia sterowania osobliwego (p. [8] ) , a tyra samym koniecz

ność rozpatrzenia łuków osobliwych przy badaniu akstremal. Podamy zatea 

warunki konieczna dla sterowania optymalnego w przypadku modelu drugiego 
rzędu. Ponadto na podstawie warunków koniecznych wyznaczymy ewentuelne 
sterowanie osobliwe.

Zgodnie z zasadą maksimum sterowanie optymalne nieosobliwe musi mini

malizować hamiltonian. W  przypadku gdy hamiltonian nie zależy Jawnie od u 

(współczynnik przy u się zeruje), sterowanio staje się osobliwe, a Jego 

wartość może być wyznaczona poprzez przyrównanie do zera odpowiednich po

chodnych zredukowanego gradientu hamiltonianu. Wprowadźmy zatem hamilto
nian dla zadania (l.3) , (l.7)

H » 1 ■ u + P 1 (-op1N 1 + c?2N2 ) + p2 (-cf2N2 + 2c<1N 1u) , (2.l)

gdzie zmienne sprzężone spełniają równania:

Pj “ t^Pi “ 2 °iLuP2 P1 (T ) ■ (2.2)

P2 * _c<2p i + °?2p2 P2 (l*) “ r2 *2,3*

Sterowanie minimalizujące hamiltonian ma postać:

0 2 o<1N 1P2 >  1

u - 1 2o^N1p2 <  1 (2.*)

osobliwe 2oęLN 1P2 « 1

Funkcja q - 2 o{1N 1p 2-1 Jest tzw. funkcją przełączeń.

Warunki konieczne na sterowanie osobliwe meją postać:

2c<lN lP2 ' 1 

^ C n iPz) - O

(2.5)
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11» $• 1 mamy (przy wykorzystaniu równań stanu i'sprzężonych)

•°^1N 1P2 + °*2N2 P2 • W l  + ^ 2 P2N 1 “ 0

11« i« 2 (po uwzględnieniu (3.5)):

~̂ 2̂ 2P2 + 2ĉ l̂ l̂ 2 P — ̂ 2 2̂P1 + ̂ 2 2̂P2 + +

“ cą2^2Pl ” Ĉ1̂ 1P1 +

etyli

czyli

lub

2(u -c<^N2 p 1) - O,

u -oę2 N2P 1

U ° iŻe^N1 N2 ^ 2  " °*1 + ^ 2

przy warunku

0 < 2 5 ^  N2 (0ł2 “ *1 + * 2  *•

> zatem na trajektorii osobliwej:

N
Nj - - o ? ^  + <*2N2 , N2 - +0*2

Skąd otrzymujemy równanie luku osobliwego:

dNl N 1gjji - jji czyli N x - CNl

Łącząc (2.8) i (2.10) otrzymujemy:

°  ‘  (C + 0 f ł ) ( °  + <* 2>

,r»z warunek

O <  (C + cij) (C + c(2 ) <  2

(2 .6 )

(2.7)

( 2 .8 )

(2.9)

(2 . 10)

(2 .11)
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Wyznaczenia trajektorii optymalnej należy dokonać przez 

problemu dwugranicznego (1.3), (2.2), (2.3) lub równoważnego

+ (cę1 + c ^ ) ^  +oi2ci1N1 - 2cęicf2N 1u 

Ni(0) - N 1q

Ń ^ O )  - -<^N10 + cę2N2Q

P2 - (cf2 + <^1)p z  + o?1o{2 P2 - 2o(1ci2 p2u

p2 (T) -  f 2

P2 (T) - c % ( r 2 - rt )

Można zaproponować następujące postępowanie:
Przyjmując u » 0 dla t 6 [o,t1 /, mamy

-ot, t -cę?t
N 1 - e ć + C2 e

oraz

, ^1 *  / ot2 t p2 - Cj e + C2 e 42

C1 ł C2 * N 10

_c<lC l " °?2C2 “ -cS.N lO * 0i2 N2O 

Ci i C2 wybierzmy dowolne, ale takie, by

2c*lN 10(Cl + c2 ) > i

Wyznaczmy t^ takie, że

2cę1H iP2

rozwięzanie 
m u :

( 2 . 12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Dla t 6 [tj, t2 / przyjmujemy u « 1, traktując ti Jako moment przełą
czenia.
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Wówczas

cójit-t^ oi4 (t-t )
i + C4 e (2.16)

(2.17)

-■ C3 +- C4 - N l (tl?-
: • k • ¡¡Ą ' r ’ ■ • •

°f3 C3 ♦ « 4C4 » ’ Ńjftj-y '•

~°h^3 ~ °^4C4 ‘ ^2^*1^

tj wyzneczamy z warunku' 2ą1N 1P2 <  1 1 6

2cflN lP2 ' 1 * " l2

Jest następnym czasem przełęczenia. Kontynuujęc takie postępowanie do
chodzimy do t ■ T i sprawdzamy czy p1 (t) = r ^ ,  p2 (t) « r2 , Jeśli nie, 

to zmieniamy i powtarzamy proces aż do uzyskania zgodności z wa
runkiem końcowym.

Takie postępowanie, w którym unika się numerycznego całkowania równań. 

Jest możliwe dzięki kawałkami liniowej (przy u ■ 1 1 u » O) postaci rów

nań stenu i sprzężonych. Umożliwia to sprowadzenie zadania do pewnego po- 

“ocniczego problemu optymalizacji statycznej. Po uzyskaniu zgodności wa

runku końcowego należy powtórzyć proces lteracyjny przyjmując poczętkowę 

"artość sterowania u - 1, a następnie porównać uzyskane wartości wskaź
ników.

Oeśll na Jakimś odcinku okaże się, że po przełęczeniu nie następuje 

tslana znaku w nierówności 2c$i n ^ p 2 <■ 1. to należy sprawdzić, czy speł
nione sę warunki łuku osobliwego (2.10), (2.11). Oeśli nie, należy zmie

nić stałe . Cj, i przejść do następnej iteracji. Oeśli natomiast sę 

»pełnione, wówczas trzeba poruszać się po łuku aż do punktu wyjścia. Sta
rość sterowania osobliwego (p. 2.11) oraz fakt, że na łuku osobliwym

(2.18)
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gdzie

N 1 (V
co ‘ N i (to ^  c ' N ^ r r i

a tQ aoaente« wejścia na łuk osobliwy powoduje, ta uwzględniania stero

wań osobliwych w algorytaie nie będzie stanowiło trudności. Nia aozna wy

kluczyć przypadku, w  który« trajektoria N(t) jest na poczętku osobliwa, 

ale sprawdzanie warunków osobliwości łuku Jest wówczas stosunkowo prosta.

Istotny« probleaa« nuaerycznya jaat zatea wyłącznie problea organiza

cji przeszukiwań w przestrzeni warunków początkowych . C^. Rozwlęzuje-

■y go na drodze nuaerycznej.

3. ALGORYTM NUMERYCZNEGO WYZNACZANIA WŁAŚCIWEJ EKSTREMALI

Zadanlea algorytau jest wyznaczenia takich punktów poczętkowych c',

d2 , dla których startujęc za stanu początkowego N 1 Q , n2Q zapewnia się. 

Ze wektor sprzężony trafi do zadanego punktu końcowego. Jest to zaten pro

blea wyznaczania właściwej ekstreaall. W  przeciwieństwie do netod qua- 

sl-linlowego prograaowanla [lć] czy alniaallzacji dyskretnego haailtonla- 

nu [3] nie dokonujeay dyskretyzacj 1 równań różniczkowych ani tez Ich nu- 

aerycznego całkowania Jak w aetodzle gradientowej STVM [l6] . Korzyefesy 

natoalaat z rozwięzań analitycznych (2.14) - (2.17).

Algoryta dzieli alę na trzy fazy:

1) poszukiwanie obszaru leżęcego w pobliZu zadanego punktu końcowego 
(p2 , p2 ) powierzchni zaiennej sprzężonej p2>

2) poszukiwanie zadanych punktów końcowych w wyznaczony« uprzednio ob

szarze ,

3) wyznaczenie wartości p2 , p2 dla analizowanych aktualnie wartości
C ' C /1 * L2'

Podstawowya założenlea algorytau Jest clęgłość powierzchni p2 przy 

znlanach C^ i C2 . W [13] wykazano, że clęgłość ta wynika z:

1. Ciągłości trajektorii stanu 1 sprzężonej w chwili przełęczanla.

2. Cięgłoścl czasu przełęczenla tj Jako funkcji stałych , C2 .

3. Cięgłoścl liczby przełęczeń w przedziale ( o , t ) w  funkcji stałych Cj,

C2*
Co więcej, pokazano, że czas przełęczenla ^  daje się również wyzna

czyć analitycznie. Przykładowo, dla przyjętego pierwszego sterowania u * 0  
w przedziale t e [o, 11 / wynosi on:

(3.1)
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gdzie x Jest Jednym z pierwiastków paraboli

C1C2*2 + [C iC i + C2C2 * + C2C i' (3’2 >

przy czym musi zachodzić O < t^ <  T.

Oeśli oba pierwiastki zapewniają spełnienie tego warunku, należy wy
brać mniejszy z nich.

Fazy 1 i 2 algorytmu realizowane sę za pomocę zmodyfikowanej meto

dy simpleksów [l3j służęcej do wyznaczania minimum globalnego pomocnicze

go wskaźnika Jakości, obrazującego odległość końcowej wartości wektora 

(p2 , p2 ) od zadanego punktu końcowego o współrzędnych r ^ c (2 ^r2 ~ rl^*
Metodo simpleksów poszukiwania obszaru bliskiego rozwiązaniu rozpoczy

na się od doboru poczętkowej serii doświadczeń tworzęcych simpleks wyj

ściowy (w przestrzeni dwuwymiarowej simpleksem Jest trójkęt równoboczny). 

Następnie modyfikuje się najgorszy, w sensie wybranego kryterium Jakości, 

punkt dokonujęc Jego symetrycznego odbicia względem prostej wyznaczonej 

przez pozostałe wierzchołki. Dokonujęc kolejnych modyfikacji dochodzi się 

do wielkości wynikowej bliskiej optymalnej. Krok zmienności dobiera się 

stosunkowo duży, otrzymuje się zatem Jedynie obszar leżęcy w pobliżu roz- 
więzania.

W fazie 2 organizuje się poszukiwanie rozwięzanla w pobliżu punktu zna

lezionego w fazie pierwszej. Buduje się w tym celu wokół danego punktu 

simpleks, a następnie dzieli się go na regularne obszary i eliminuje ob

szary nie dajęce perspektyw na odnalezienie rozwięzenla. Pozostałe podle- 

geję ponownemu podziałowi 1 selekcji. Procedura powtarzana Jest do chwi

li, gdy wartości wynikowe, w którymś z wierzchołków otrzymanych w proce

sie dzielenia simpleksów będę mieściły się w przedziale:

p2 6 Crl " Ar: rl ł At3

P2 e [cę2 (r1-r1) - A r ;  c*2 ^r2~rl^ + A r 3

Wartości A r  eę dopuszczalnymi tolerancjami zmian rA (i ■ 1,2). To

lerancje te sę wykorzystaniem faktu, źe współczynniki r^ sę w zasadzie 

srbitralnie dobleranę ocenę wagi. W algorytmie przyjęto dla r < 10, A r  - 

* 10)6 r dla dla r > 10, A r  « 20% r.
Faza 3 algorytmu realizowana Jest każdorazowo przez wykorzystanie roz- 

"lęzań (2.14) - (2.17) oraz analitycznej poetecl czasu przełęczenia (3.1). 

Oczywiście wykonywana ona Jest w każdym kroku fazy 1 lub 2 dla wszystkich 

Punktów simpleksu. W przypadku gdy uzyskane rozwięzanie końcowe nie aieś-

Pl się w zadanym przedziale, algorytm uruchamia się dla nowych warunków

poczętkowych.
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Oak wspomniano w przeciwieństwie do algorytmów quasi-llnlowego pro

gramowania, minimalizacji dyskretnego hamiltonianu i STVM nie wyklucz« 

się możliwości występienia sterowań osobliwych. W przypadku gdy któryś z 
odcinków trajektorii Jest lukiem osobliwym, należy Jedynie skorzystać z 

innej postaci rozwiązania równań stanu (2.18) i sprzężonych. Dokładne tra

fienie na luk osobliwy Jest w przypadku obliczeń numerycznych niemal nie

możliwo, ale Jogo obecność Jest wykrywana dużę częstotliwości« zmian zna

ku funkcji przełęczeń. W czasie dokonywanych eksperymentów numerycznych 

przy badaniu algorytmu nie natrafiono Jednak na taki przypadek. Sugeruje 

to możliwość wysunięcia hipotezy o braku sterowań osobliwych w problemie.

4. STEROWANIE OPTYMALNE DLA MODELU RZ^DU TRZECIEGO

Zastosowanie modelu trzeciego rzędu (l.4) prowadzi do komplikacji związa

nych z wyznaczaniem sterowania optymalnego. Podobnie Jak w przypadku eo- 

delu drugiego rzędu zastosujemy zasadę maksimum w celu otrzymania warun

ków koniecznych na sterowanie optymalne. Zagadnienie dwugraniczne otrzy

mane w wyniku jej zastosowania będzie szóstego rzędu. Ponadto komplikacji 

ulegnę warunki sterowania osobliwego 1 równania łuków osobliwych.

H - (l-u) + P 1 (-0C1N 1 + cijNj) + p2 (-c<2 N2 ♦ <*1 ^ )  ♦ P3 (^*3 N3 + 2c^N2 u)

Sterowanie H-mlnlmalne ma postać :

(4.1)

2a2 N2P3 <  1

0 2ci2N2 P 3 > 1

osobliwe 2 q(^N2 p 3 - 1

(4.2)

zmienne sprzężone spełnlaję równenia różniczkowe:

P 1 " P1 (T) '

ci2 (p2 -2p,u) p 2 (t )

p3 "°<i3 (p3-pl) p3 (T) ' r3

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Przy założeniu, że sterowanie osobliwo nie Istnieje, można zapropono

wać podobny do przedstawionego w rozdziale poprzednim algorytm numerycz

nego rozwlęzani8 zagadnienie brzegowego, z tym że ze względu na_ wyższy 

rzęd zagadnienia zbieżność algorytmu będzie gorsza.
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Przy tym podobnie, jak w poprzednim rozdziale sprowadzimy układ rdwnan 
Dlerwszego rzędu do dwóch równart rzędu trzeciego:

Ng +  ̂ Ń g  *  2  \  g .̂ N g  U ( 4 , < ^

Ng(O) * Ng0> Ńg(O) ■ _0^2N20 * ,?1N 10

Ng (o) " cę2N20 “ °^1^10 ̂ i +0 2̂ ̂ + °firi3 N3a 

P3 -  ( ^ + 0 ^ + ^ )  p 3 + ( c ^ c ^ + o ig o i j + o ^ a j j )  P 3 -  o i jO ^ c ę jP j  .  - a ^ c ę g t C j P j U  ( 4 , 8 )  

P3 (T) - r3 , p3 (T) - ^ ( r j - r j )

P3 (t ) ■ cł3(r3~r1) - °i30\ ( ri-r2^

Podobnie Jak poprzednio przyjmujemy przykładowo: 

u - O dla t c [o,tj/

i mamy

oraz

Ng ■ Cĵ e * * Cge ♦ CjO

C 1 + C2 * C3 ' N20

~ ai.C l~al2C2"*3C3 " "*2N20*OflN 10 

* 1 C 1 +0f2C2 +Sę3C3 - ^ 2 N20 " W ^ J O

, of.t of2 t / <*3t

33 “ C l® * C2 e * C Je

cj. Cg i Cj wybieramy tak, aby:

2 ^ NZ 0 (C1*C2*C?  > 1
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Wyznaczamy t1 takie, że

2c^N2 p3 - 1

dla t e przyjmujemy u « 1 traktując ^  Jako moment przeli

czenia, a następnie postępujęc podobnie wyznaczamy kolejne momenty prze

łączenia 1 w przypadku niezgodności warunku końcowego powtarzamy z nowymi 

stałymi , C^. Poprawianie wartości stałych , C2 . Cj może się

odbywać zgodnie z algorytmami poszukiwania miejsc zerowych funkcji. War

tości końcowe wektora p(t) sę bowiem funkcjami Jego warunków poczętko-

wych. A zatem znalezienie odpowiednich stełych C^, C2 , C3 może być trak

towane Jako rozwięzonie układu równań:

P3 (ci' C2 ' C3 » T) ■ r3

p3 (ci, C^. c ', T) . ^ 3 (r3 - ri) (4.9)

P3 (C1' C2 ' C3 ' T) ■°?3 (r3 - rl) - <V ęl (rl - r2 )

Oczywiście po uzyskaniu zgodności warunków końcowych należy powtórzyć pro

ces przy innym sterowaniu poczętkowym. Numeryczne rozwiązanie zadania moż

na uzyskać przez zwiększenie wymlarowości simpleksów wykorzystywanych w 

algorytmie z rozdziału 3. Pewnę komplikację stanowi niemożliwość anali

tycznego przedstawienia czasu przełączeń. Można go wyznaczyć przez nuae- 

ryczne znajdowanie pierwiastków wielomianu wyższego rzędu lub obliczając 

wartości p2 i z krokiem A t  i sprawdzając warunek przełączeń.

5. PROBLEM STEROWANIA W PRZYPAOKU MODELU TRZECIEGO RZąOU Z DWOMA STEROWA
NIAMI

Uwzględnienie w modelu trzeciego rzędu (l.5) dwóch rodzajów leków (za

bijających 1 blokujących) w znacznym stopniu komplikuje problem wyznacza

nia optymalnych protokołów traktowanych Jako problem sterowania optymal

nego. Aczkolwiek rząd zagadnienia brzegowego wynikającego z zastosowania 

zasady maksimum nie ulega zmianie przy występowaniu większej liczby ste

rowań, to liczba kombinacji, które muszą być rozważone przy numerycznym 

rozwiązaniu zagadnienia ulega zwiększeniu. Ponadto dalszej komplikacji u- 

laga problem sterowania osobliwego. Łuki osobliwe na trajektoriach opty

malnych mogą się pojawiać. Jeśli którekolwiek ze sterowań staje się oso

bliwym, przy czym określenie tych sterowań napotyka na poważne trudności. 
Ograniczymy aią zatem jedynie do przedstawienia warunków koniecznych. 

Utwórzmy w  tym celu hamiltonian (dla równań stanu (i.5) 1 wskaźnika (l.T)):
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H *  ( l - U 1 )  +  p 1 ( - o ę 1 N 1 u 2 + o ę3 N 3 )  +  p 2 ( - o ę 2 N 2 + o i1 N 1 u 2 )  +  p - j i - o f j N j - t ^ o t j N g U ^

(5.1)

Sterowanie H-mlnlmalne przy ograniczeniach (l.2), (1.6) ma postać:

1
2°f2N2P3 <  1

1

0

[osobliwe

i1

Zct2*2Pl > 1 

2o£N2 p3 - 1

P1 >  P2

(5.2)

U2 umin

osobliwe

P l <  P2> 

P 1 * P2

(5.3)

R y  czya zmienne sprzężone spełnlaję równania różniczkowe:

Px * cę1 (p1-P2 )u2 p l (T) " rl
(5.4)

P2 ■ 0f2 (p2-2p3Ul) P2 (J ) “ r2 (5.5)

P3 -o? P3 (T) - r3 (5.6)

^»nież w tym przypadku można wykorzystać zaproponowany w rozdziale 3 al- 

¡orytm. Proces lteracyjny trzeba Jednak przeprowadzać dla wszystkich kom- 

Hnscji sterowań poczętkowych Uĵ  1 u2> tzn. (i, l) , (l, u|oln) . (o, l) , 

uBln). VVarunkl konieczne sterowania osobliwego dla û , zależę od u2 . 
'•toelast z warunku osobliwości sterowania u2 wynika, że na luku oso- 
ttlwye:

pl “ p2 ■ 2p3 u1 - const (5.7)

u1 « 0 otrzymalibyśmy

Nfł
o. P2 “ °-

o^t
p3 - p3 a

!«. uj * 1 otrzymalibyśmy

P1 - P2 - 2p3 = const, p3 » PjO sprzeczność
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Wyznaczenie sterowania osobliwogo u2 Jost możliwe równocześnie ze 

sterowaniem osobliwym u1 i to majęcyra postać:

Muszę być przy tym spełnione wsrunki osobliwości u ^  z których można 
wyznaczyć u2 Jako

Wydaje się Jednak, że podobnie Jak w poprzednich zagadnieniach można 

postawić hipotezę o braku sterowań osobliwych lub przynajmniej ich unik

nięciu przez niewielkę zmianę wag r^ we wskaźniku.

6. UWAGI KOŃCOWE

Uzyskane wyniki daję ogólny poględ na możliwości zastosowania metod op

tymalizacji do wyznaczania optymalnych protokołów chemioterapii.

Należy podkreślić, że przedstawione w pracy algorytmy numeryczne s?
względnie proste. Ponadto dla niektórych typów nowotworów (jak np. ostre

białaczka limfoblastyczna - ALL) i cytostatyków istnieję dokłsdne będi

szacunkowe dane liczbowe nadajęce się do wstawienia do modeli (por. [l4j , 

[15]). Zachętę do podjęcia takich bsdań Jest studium numeryczne przepro

wadzone przez Wheldona [19) dla zbliżonego problemu radioterapii. Wykaza

ło ono m.in. , że istniejęce protokoły naświetlań sę dalekie od optymal

nych. Brak rozwięzań analitycznych Jest Jednę z cech zagadnień liniowych, 

do których sterowanie wchodzi Jako mnożnik (tzw. problemy bllinlowe). Je

dnakże poniaważ wiele zadań optymalnej chemioterapii daje się sprowadzić

do takich zagadnień (por. [li] ) tym ważniejsze wydaje się badanie naj

prostszych wersji takich. Jak przedstawiono wyżej.

Warto zwrócić uwagę na Jedno z uproszczeń zastosowanych w rozważanych 

modelach. Otóż "skumulowany efekt cytostatyku na komórki zdrowe" Jest w 

dużej mierze fikcję, umożliwiajęcę uproszczenie zadania. W [4] wykazano, 

że odpowiedź układu krwiotwórczego na chemioterapię Jest skomplikowana.

Okazuje się również, że może być ona parametrem diagnostycznym dla che

mioterapii. Uwzględnienie dynamiki układu krwiotwórczego wymagałoby Jed

(5.8)

Przy czym

O < u <  1
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nak rozszerzenia wektora stanu w modelu i moie być przedmiotem dal
szych badać.

Ocena przydatności przedstawionych rozważań do wyznaczania protokołów 

leczenia Jest trudna. Na obecnym etapie nie można bowiem ocenić, na ile 

wyniki zastosowania sterowania optymalnego na podstawie uproszczonego mo

delu byłyby korzystniejsza od tradycyjnego sposobu dozowania cytostaty
ki«.

Problem sterowania optymalnego, Jaki powstaje przy zastosowaniu nawet 

tak uproszczonych modeli wydaje się być interesujęcy, a otrzymane rezul

taty daję przynajmniej Jakościowę orientację o charakterze protokołów op

tymalnych. Szczegółowa dyskusja wpływu uproszczeń modelu na charakter sta

rowania optymalnego oraz możliwości wyznaczania optymalnych protokołów na 

sodstawio bardziej złożonych modeli przekracza ramy niniejszej pracy.
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UPHMEHEHHE TEOPHM H METOÄOB OOTHMAJILHOrO yflPABUBHHH 

ÄJIH OHPSUEJIEHHH HPOTOKOJIOB X.HMMO TEPAIE1H JEYKOMH

P e 3 b  m  e

B pafioTe pacciioipeHH npocxtie KOitnapiMeHiajitHue moacah ahh3mhkh BHyxpeit- 

AeTOHHOrO UHKAa KAeiOK AeyKOMHH, yTIHTUBaBUHe AeSCXBHe UHIOCXaiHKOB. IlpHBE- 

naa, m o  noKa3aieAi> KauecTBa xapaKtepnayex cocxoHHHe 3aopobbb nauHeaxa h 

oipHHaxeABHoe AeficiBHe $ a M a K O A o m e c K H X  cpeACXB b caMou npocioM bhas, do- 
cxaBAeHa saAaia onpeAeAemia npoxoxoAOB xmiHoxepanaH b BHAe oniBuajibHoro 

y n p a B A e H H B ,  H a H H  H e o O x o A a u u e  y c A O B H B  o n x H M a A B H o r o  y n p a B A e H z n  a b b  MOAeieS 

Bxoporo h xpeiiero nopaAxa a xaxxe upeACxaBAea aAropaiM HHcaeHHoro peneHHS 

3aAa^a ynpaBAeHHB.

OPTIMAL CONTROL APPLICATION TO LEUKEMIA CHEMIOTHERAPY PROCOLS DESIGN 

S u m m a r y

Simple coapertnental models of the proliferation cycle of leukeraia 

cells including the cythostatlcs activity are considered. The perforoanca 

index to be minimized takes into account the size of the final popula

tions as well as the excessive use of the drug in the simplest form. With 

use of the maximum principle the necessary conditions for the optimal con

trol for the second and third order model are given. The algorithm fof 
numerical solution of the optimal control problem is given and its use to 

the design of drug schedule is discussed.


