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SYNTEZA REGULATOROW DLA UKLADOW Z NIEPEWNOSCIA -
PODE3SCIE DETERMINISTYCZNE

Streszczenie. W pracy proponuje sie deterministyczne podejscie
do problemu sterowania w warunkach niepewno$ei wynikajacej z niedo-
skonatosci modelu 1 niepodnej informacji o zakddéceniach. Przyjmuje

sie nlerdéwnosciowy model niepewnosci i formutuje sie zwiazany z nie
wtorny cel sterowania. Do syntezy regulatora wykorzystuje sie wkas-
no$¢ punktu stetego w odpowiednio zdefiniowanej przestrzeni wyjsc¢.

1. WPROWAOZENIE

Starowanie obiektami wymaga konstrukcji mniej lub bardziej doktadnych
opis6w matematycznych zwanych modelami. Zawsze sa one Jednak Jedynie apro-
ksymacje rzeczywistych relacji zachodzacych w obiekcie 1 zawieraja zmien-
ne, ktére trzeba uwazaé¢ Jako niepewne. Se nimi parametry obiektu, ktére sa
nieznane badz niedoktadnie znane oraz niektdre wejsScia dziatajace na obiekt
(zakt#6cenia, sygnaty wiodace), o ktdédrych informacja Jest niedokdtadna lub
niepetna. Mimo taj niepewnos$ci cel. Jaki stawia sobie projektant ukdadu
regulacji polega na takim doborze regulatora, aby zapewnié¢ zadane zacho-
wania sie uk#adu. W tym celu musi on uwzgledni¢ istniejgca niepewno$¢ w
modelu na etapie syntezy regulatora badZz przynajmniej zdawa¢ sobie sprawe
z jej skutkoéw, analizujac mozliwe zachowanie sie uk#adu. Moze na przyktad

wybraé¢ podejs$cie stochastyczne (np. : [i], [21), zadowalajac sie (niepre-
cyzyjnie méwiac) przecietny® zachowaniem sie systemu. Inna droga polega
na przyjeciu modeli o rozktadzie ograniczony» lub rozmytych (np. : [,

1 ) i rozwiazaniu zadan sterowanie minimaksowago lub o Zzadanym stopniu
ryzyka (np. : [6] , [6])- Wszystkie te modele daje sie rozpatrzy¢ Jako szcze-
gélne przypadki ogélnego modelu z niepewnoscig £/] . W £7] zaproponowano

podejsécie do syntezy regulatora zapewniajacego zadowalajace zachowanie sie

uktadu operta na specjalnej postaci twierdzenia o punkcie statym w prze-

strzeni Mangara. ROwniez twierdzenie o punkcie statym Jest podstawg syn-

tezy regulatora w przypadku deterministycznego podejs$cia. Jakie bedzie

rozwazane w procy. Zaktada sie tu, ze znane sa mozliwe wielko$ci zmien-

nych niepewnych oraz istnieje dostep do informacji o odpowiedzlsch uk#a-

du, ktoéora wykorzystywana Jest w sterowaniu.
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2. MODEL UKLADU Z NIEPEWNOSCIA

Przyjmowaé¢ bedziemy, ze model podstawowy ukdadu (bez niepewnosci) es
posta¢ wejsSciowo-wyjsciowe, tzn.

y - f(Q), ()

gdzie u oznacza sterowania, y - wyjscie, a f Jest odwzorowanie« z
przestrzeni sterowan w przestrzen wyj$¢. Zaktada¢ bedziemy, ze zaréwno
sterowania, jak 1 wyjscia se elementami odpowiednich przestrzeni metrycz-
nych zupe#nych.

Poniewaz, Jak juz wspomniano, model podstawowy Jest jedynie aproksyaa-
cje rzeczywistej zaleznosSci miedzy zmiennymi obiektu, to przyjmujac, iz
znane Jest ograniczenie normy bdedu tej aproksymacji, nalezatoby raczej
opisa¢ obiekt modelem nieréwnos$ciowym:

Iy - fWwIl « £ @

gdzie fi jest miare btedu aproksymacji [8] , a |l okresla norme w prze-
strzeni wyjsé. Model ten, ktéry nazwiemy modelem rozszerzonym Jest odwzo-
rowaniem sterowania (punktowego) w wyjscie Y (zbiorowe) okreslone Jsko

y -{y iy - full < £} ®

Zatem wyjsécia modelu se domknietymi, ograniczonymi podzbiorami przestrze-
ni metrycznych. Przestrzen wyjs¢ y sktadajeca sie ze zbioréw Y Jest
przestrzenie metryczne z metryke Haussdorffa d(*i*) zdefiniowane jako:

d(y ,Y ) » max-jsup inflly -y,lI], 3up Inf Ily.-yOolll W
vV oyi y26Y2 y2tY2 ~i6Yi J

Yj- Y2 e y.

Model (2) okresla zatem niepewnos$¢ predykcji wyjscia obiektu na podstawie
znajomos$ci sygnatu sterujecego.

Pozostaje do okres$lenia charakteryzacja niepewnos$ci tkwiecej w samy*
operatorze f, np. w postaci niepewnych parametrow tego odwzorowania.
Wp4yw niepewnos$ci w tyra przypadku moze by¢ okreslony przez pewne miare
odlegtosci d(¥y», Y2) dla wyjs¢ Y~, Y2 wywotanych odpowiednio sterowa-
niami  ul# u2. Przyjmowa¢ bedziemy, ze tok scharakteryzowany model z nie-
pewnosécie bedzie spe#niat pewien uogdélniony odpowiednik warunku Lipechi-
tza. W tym celu wprowadzmy funkcje ryzyka WjdiY~, Y2), x] (x zmienna rze-
czywista) o wkasnosciach:

D wW(. ,0) =o0.
2) Desli x14 x2, to w(p, x~ $ w(p, x2) dla kazdego p > O.
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3) w[d(y™, Y2), x] - 1 dla kazdego X > 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy

4) Y/[A(YL, Y2), X1 + x2] >Min(w[d(Y1( Yi) , XJ , w[d(Y3< Y2),X2]}.

5 rim w(. , x) -W( o, X ).

X=>x
[o]

6) lin w( . x) -

X-»00

Uog6lniony odpowiednik warunku Lipschitza bedzie miat postac:

W&(YL1.Y2), IX] >v(X -e(Ul, u2)) )

dla pewnego 1 > 0 1 pewnej nlemalejacej lewostronnie ciagtej funkcji V
takiej, Zze V(0) o O oraz wszystkich sterowan , u2 1 odpowiadajacych
I« wyjsé v, , Y2.

§(. . .) Jest metryka w przestrzeni sterowan.

Funkcja w(. , .) posiadajaca whasnosci 1-6 Jest np. : Tfunkcja skoku Jed-
nostkowego H(,)-
Wéwczas

wld(Y1( Y2), XI - hQ - d(Yr Y2)] ®)

lasli przyjac¢ réwniez v(.) Jako skok Jednostkowy, woéwczas warunek (5)
tydzie réwnowazny warunkowilLipschitza (dla odlegtos$ci wyjs¢é w postaci
»«tryki Heuasdorffa). Przypadek ten dla liniowych stacjonarnych modeli
podstawowych przedyskutowano w [9] . Inng postacia funkcji ryzyka moze byc¢
««stepujeca fFfunkcja w(. , .):

m1(X) (Yj f Y2, W1(Q) -0
(@)

x) Y - Y2

Sdzle W1(.) Jest dowolna funkcja niemalejeca lewostronnieciagla, zbiez-
nd do 1 przyx dazacym do 00 , r6zng od
d(ylt ya2)n Y1 * Y2

w2 <
wld(Y1, Y2) .x] (8)
h(x) yl . y2
Sdzle w2 Jako funkcja X spe#nis te same warunki co w (7), moze

¢ przyjeta Jako funkcja ryzyka.

h(X).
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Zauwazmy np., za warunek 4 Jest opedniony dla W2, gdyz:

w2 @XY7Ty;T) > w2(-dTY2l-; Y3T & dfYjT-yp-~"
©)

>min-jw2 (d(YI™ V3))e w2@Tv7TYpD}

W ten sposdéb niepewno$¢ w obiekcie opisana Jest przez (3), okresSlajacy e-

E

lementy przestrzeni wyjs¢ Y oraz funkcje ryzyka W(-

3. CEL STEROWANIA

Celem sterowania Jest zapewnienie wymaganego zachowania sie sygnatow
wyjsciowych w uktadzie. Wymaganie, aby odpowiedZz uk#adu pokrywata sie z
pewnym pozedanym sygnatem Jest Jednak z reguty nierealizowalne nawet w
przypadku pednej informacji o obiekcie z uwagi na Istniejece ograniczenia
na sterowanie. Zastepowane Jest wiec wymaganiem spednienia ograniczen, mi-
nlmalizacji wskaznika Jakos$ci, nadezania z zadanym bdedem za okreslonag
trajektorie itp. Tym bardziej w przypadku modeli z niepewnos$ciag realiza-
cja celu sterowania jest niemozliwa. Wymagania doktadnej realizacji zada-
nej odpowiedzi uk¥sdu zastepimy zedaniem utrzymania wyjs$cia (okreslonego
przez zbiér Y) w okreslonym otoczeniu pozedanoj odpowiedzi. Otoczenie
to okreslimy przy tym w oparciu o przyjete funkcje ryzyka. Tak wiec cel
sterowania moze by¢ zatem zdefiniowany Jako zawieranie sie wszystkich moz-
liwych wyj$¢ uktadu w zadanym zbiorze z okreslonym stopniem ryzyka.

Zdefiniujmy otoczenie Nyo(x, r) w nastepujecy sposoéb:

Nyo(x, r - ly :zwld(Y, YQ). K > 1 - - 19

Zbiér ten nazwiemy (X, r) - otoczeniem punktu Y°. Oesli wiec pierwotny
cel sterowania polega na osieganiu przez uktad pozedanego wyjscia y°, cel
wtérny (dla modelu z niepewnos$cie) bedzie interpretowany Jako przynalez-
nos¢ wyjscia Y do N (x, r), przy czym wielko$sci x oraz r bede za-
lezaty od £ oraz W(. ,Pf).

Pokazemy, ze przy pewnych zatozeniach cel ten moze by¢ osiegniety przez
zastosowanie regulatora rozumianego Jaka odwzorowanie:

u w g(y) 11"
(z przestrzeni wyjs$¢ er przestrzen sterowan), spedniajace okreslone warun-

ki. Uzyskanie tych warunkéw bedzie mozliwe przez zastosowanie twierdzenia

o punkcie statym dla pewnego typu odwzorowan zwezajacych.
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4. TWIERDZENIE O PUNKCIE STALYM

Definicja otoczenia (I10) umozliwia okresSlenie pewnych poje¢ w prze-
strzeni wyjs$¢ z okreslone funkcje ryzyka. |1 tak:
Cleg {Yn~ Dbedziemy nazywali podstawowym. Jes$li dla kazdego x i kazde-
go r istnieje takie M, ze skoro tylko n, m > M, to

Ym € Ny (x. r) . czyli wld(Yn, Yn), x] » l-r.
n

Cieg {Yn~ bedziemy nazywali zbieznym do punktuY, Jes$li dla kazdego x
1 kazdego r istnieje takie M, ze skoro tylko n > M, to

Yn 6 Ny (x, r).

Te pojecia umozliwiaje zdefiniowanie przestrzeni wyj$¢ zupednej Jako ta-
kiej, w ktorej kazdy cieg podstawowy Jest zbiezny do elementu tej prze-
strzeni.

Z kolei okreslimy odwzorowanie zwezajece. Bedziemy méwili, ze odwzoro-
wanie p(y) przeksztatcajece przestrzen wyjs¢ wsiebie Jest zwezajece.
Jesli istnieje taka stata k 0 < k < 1, ze dla kazdegox>0 i wszyst-
kich Y , Y2 zachodzi relacja:

wrd(yi, y2), x1 < whd(p(Y1), p(2)), kd] 12

Zauwazmy, ze Je$li funkcja ryzyka Jest okreslona przez (6) ,wéwczas zwe-
ianie w sensie okresSlonym powyzej Jest rownowazne "zwyktemu“zweienlu, tzn.
w sensie metryki d(.,.)-

Stuszne Jest nastepujece twierdzenie o punkcie statym:

Twierdzenie 1: Niech przestrzenwyjs¢ z funkcje ryzyka w(. , .) bedzie
przestrzeniezupedne, za$ P(.) odwzorowaniemzwezajecym. Woéwczas ist-
nieje Jedyny punkt staty Y w przestrzeni wyjs¢ taki, ze

P(YO0) » Yo 13)

Co wiecej kazdy cieg iteracji odwzorowania P na dowolnym punkcie Y Jest
zbiezny do punktu statego, czyli Pn(Y) » Y

Powdéd: Przypusémy, ze istnieje Y1 f YO< takie ze PfYj) * Y~, p(y0) “ YQ*
Wtedy istnieje x > 0 takie, ze W[(Y"™, YO), X] < 1i. Ale

wld(Y1l, Yq), x] - w[d(Pn(Y1l), Pn(Yo)), x] >

»wjdiP”~), p(o)>. ipj]] -*+, gdy n-*co ,
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czyli

co prowadzi do sprzecznosci.
Obecnie wezmy x > 0, r> 0, a >n, Yn » Pn(y). Wéwczas mamy

wld(Ym . Yn). x] > Min{w[d(Yn. Yn4l), x - kx] .
wtd(Yn+l-V " kxI}
z kolei

W [d(Vv Yn+1l) " x - kx] >' Wk (Yn-1" Yn)e * k n

>wld(Y, Y?) , x ~nkx]
oraz
wdaw * V* kg > Hinfwd®n+I- Yn+2)- kx "

WHE<YN+2- Ym>~ A
Sked

w[d(Ym. Vvn), X] > Minjmnjw [d(Y, YJ), ],

Wad(Yn+1® ¥n«)* A " k2x]}- A& AYnt27 VT }

Powterzajgec to postepowanie otrzymamy
W a(v v "X > MIn{w[d(Y, Y1), ~-akx] -
Wd(Yn+t2* Vv * k2 X3} >w[d(Y. Y™,

Ale mozemy przyje¢ dla dostatecznie duzego n:

wld(Y. Y ), 2-=~7 > i r,
k

Moska
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czyli
Ym e Ny (X- )
n

Poniewaz zaktadalismy, Ze przestrzen jest zupedna, wiec

Yr c NYO(x< r>
Zatem Yn—>Y ale
»&"(*,,. Y0). £] >w[d(Yn,y0). Xx] >1 - r
Czyli réwniet

p(Yn> c np(yo)(x"”

lecz z pokazanej poprzednio Jednoznaczno$ci punktu statego wynika. Ze

5. SYNTEZA REGULATORA

Wréémy do zadania sterowania podanego w punkcie (3), Polega ono na zna-
lezieniu regulatora:

u - g™
takiego, aby odpowiedZz oktadu rozumiana Jako:
{y lly - fwlj 4 nalezata do (x, r)

otoczenia Zedanej odpowiedzi {y°}*
Zatozmy. Ze

Yo - {y :1lly - f@o)i! <fc} 15
jest elementem przestrzeni wyj$¢ takim. Ze
Y° £ Nr .ol (X" ) il6)
el
iwybierzmy g tak. Ze dla u » u°

gye) - v (17)
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woéwczas Y° jes* punktem statym w tym sensie. Ze:

Yo -{y 1y - f@O°DIl < ¢} (18)

Oesli punkt ten bedzie punktem przycieganla, to wéwczas zadanie syntezy
zostanie wykonana. Zagwarantowane to Jest, Je$li ztoZenie operatora obiek-
tu (8) z operatorem sterowania (li) Jest zweZaJdece w sensie (12).Umozli-

wia to okres$lenie warunkéw w postaci nastepujecego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Niech przestrzen wyjs¢ z funkcje ryzyka w(. , .) bedzie
przestrzenie zupedne. Zatdézmy, Ze obiekt spednia uogélniony odpowiednik
warunku Llpschitza (5) dla pewnej funkcji v(.) i pewnej statej 1 oraz
posiada wtasnos¢ "(x, r) stsrowalnosci™ do punktu y°, tzn. istnieje u°
spetniajece (I15) dla Y° okreslonego przez (16).

Wéwczas istnieje regulator (14), ktéry umozliwia spe#nienie celu regu-
lacji, tzn. zapewnia. Ze wyjscia obiektu leze w (X, r) otoczeniu zedanej
odpowiedzi y°.

Dowd6d: Przyjmijmy, Ze regulator g(Y) aa wkasnos$é¢ (17). Woéwczas zachodzi
(18) i Y° Jest punktem statym.

Niech ponadto regulator ma te wkasnos$c¢,* Ze istnieje taka stata dodat-
nia ¢ < y> }a dI® kazdego w > 0O oraz wszystkich wyjsé¢ Y~, Y~ zachodzi:

view -e(g(Yi), g(Yg)) >wld(Y®, Y*), w] (19)

Przyjmudec 0 < k » Ilc < 1 oraz w » i i teczec (19) z (5) otrzymujemy
(po podstawieniu za u”, u2 odpowiednio g(Y*), g(Y2)):

Weivj; v2), ] » wrd(yr, Yg) ., o£1, (20)
przy czy«
YA - {y *Hv - FL[g(y;)IH< e} (21)

dla i - 1,2.

Zatem odwzorowanie Y* w Y bedece ztozeniem operatora obiektu z opera-
torem sterowania Jest zwezajece. Posiada zatem Jedyny punkt staty, ktérym
Jest Y° i Jest to punkt przycieganla. Cel sterowania Jest wiec w ukta-
dzie realizowany, gdyz VY° nalezy do (x, r)-otoczenia y°.
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6. ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono warunki, przy ktérych mozliwa Jest realizacja
celu sterowania w postaci oslegalnoscl otoczenie zadanej odpowiedzi ukta-
du z okreslonym ryzykiem dla przypadku nieréwnosclowego modelu uk#adu.
Warunki te wynikaja z zastosowania udowodnionego w pracy twierdzenia o
punkcie statym dla specjalnie zdefiniowanej klasy odwzorowan zwezajacych.
Otrzymane w ten spos6b rozwigzanie moze wiec stawia¢ zbyt ostre wymaga-
nia, gdyz ma posta¢ warunkéw wystarczajacych czesto zs silnych. Ponadto
realizacja regulatora dla konkretnej postaci operatora obiektu moze by¢
sprawe trudng i1 wymaga czesto znacznego naktadu pracy. Podejs$cie przed-
stawione w pracy otwiera Jednak mozliwos$ci poszukiwania rozwigzan w kla-
sie regulatoréw o odmiennej interpretacji niz w klasycznych metodach syn-
tezy uktadow sterowania. Regulatory te maja bowiem charakter odwzorowan
zblorowo-punktowych. dostosowane sa wiec niejako do obiektu, ktérego mo-
del z niepewnos$cia ma charakter odwzorowania punktowo-zbiorowego.

LITERATURA

[11 Astrom,K.3. : Introduction to Stochastic Control Theory,bAcademic Press,
New York 1970.

[21 Gessing R. : Zastosowanie zasady minimalizacji 1 us$redniania do wyzna-
czania algorytméw sterowania optymalnego. Archiwum Automatyki 1 Tele-
mechaniki, t. XXI, z. 4, 1976.

Schweppe F. : Uncertain Dynamic Systems, Prentice Hall, Englewood 1973.

3=

Zadeh L.A. : Outline of a new approach to the analysis of complex sys-
tems and decision processes. IEEE Trans, on SMC, SMC-3, 1973, 28-44.

Bertsekas D. P. , Rhodes 1.B. : Sufficiently informative functions and
the rainimax feedback control of uncertain dynamic systems, I1EEE Trans,
on AC, AC-18. 1973, 117-125.

Swiernlak A,: State inequalities approach to control systems with un-
certainty, IEE Proceedings, Pt. D, 129, 1982, 271-275.

Swierniak A. : A unified approach to controllers deslng for uncertain
systems. International 0. Control, 37, 1983, 463-470.

Swiernlak A. : Wptyw bdedu aproksymacji MNK na jakos$¢ sterowania obiek-
tami dynamicznymi. Podstawy Sterowania t. 11, z. 2, 1981, 161-168.

9

g 2 I =

Moska D. : Praca dyplomowa magisterska (niepublikowana) Gliwice 1983.

Recenzent: Doc. dr Krystyna Sienkowska-Liplnska

Wptyneto do Redakcji: czerwiec 1983 r.



286 A. awierniak, D. Moska

CHHIE3 PEryjIHTOPOB jNIH CHCTEM C HEYBEPEHHOCIM) - itETEPMHHHCBHECKIM

nOAXOA

Pesche

B padoxe npeAliaraeicK AeTepMHHHOTHuecKH& doaxoa ajui pemeHH« 3aAai ynpa-
BzeKHH b yojioBnax HeysepeHHOCTH, BuieKajomax H3 HecoBepneHCXBa MOAexn h He-
nojiHofi HHtfopMaiuiH o nowexax. ilpmiHMaetch HepaBeHCiBeHHaa moacab ~ HeysepeH-
hocth h onpeAeliaexca cBfl3aHHaa ¢ aed BiopaaHaa gejiB ynpaBjieHaa. flaa CHHie-
3a paryji&iopa nanoJiB3yeTCH oeoOeHHoexB nocxoaHHoil xohkh b cooxsexcTBeHHo
onpeAeaSHHou npocxpaaciBe bbcxoaobe

CONTROLLERS DESIGN FOR UNCERTAIN SYSTEMS-DETERMINISTIC APPROACH

Summary

Deterministic approach to control problems in the presence of wuncer-
tainty resulting from imperfect model and unknown or imperfectly Kknown
disturbances 13 proposed. Inequality model of uncertainty is used and the
secondary control objective is formulated. Controllers design is based on
the fixed point property for especially defined output spaces.



