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SYNTEZA REGULATORÓW DLA UKŁADÓW Z NIEPEWNOŚCIĄ - 

P0DE3ŚCIE DETERMINISTYCZNE

Streszczenie. W pracy proponuje się deterministyczne podejście 
do problemu sterowania w warunkach niepewnośei wynikającej z niedo
skonałości modelu 1 niepołnej informacji o zakłóceniach. Przyjmuje 
się nlerównościowy model niepewności i formułuje się związany z nię 
wtórny cel sterowania. Do syntezy regulatora wykorzystuje się włas
ność punktu stełego w odpowiednio zdefiniowanej przestrzeni wyjść.

1. WPROWAOZENIE

Starowanie obiektami wymaga konstrukcji mniej lub bardziej dokładnych 

opisów matematycznych zwanych modelami. Zawsze są one Jednak Jedynie apro

ksymację rzeczywistych relacji zachodzących w obiekcie 1 zawierają zmien

ne, które trzeba uważać Jako niepewne. Sę nimi parametry obiektu, które są 

nieznane bądź niedokładnie znane oraz niektóre wejścia działające na obiekt 

(zakłócenia, sygnały wiodące), o których informacja Jest niedokładna lub 

niepełna. Mimo taj niepewności cel. Jaki stawia sobie projektant układu 

regulacji polega na takim doborze regulatora, aby zapewnić żądane zacho

wania się układu. W tym celu musi on uwzględnić istniejącą niepewność w 

modelu na etapie syntezy regulatora bądź przynajmniej zdawać sobie sprawę 

z jej skutków, analizując możliwe zachowanie się układu. Może na przykład 

wybrać podejście stochastyczne (np. : [i] , [2]), zadowalając się (niepre- 

cyzyjnie mówiąc) przeciętny® zachowaniem się systemu. Inna droga polega 

na przyjęciu modeli o rozkładzie ograniczony» lub rozmytych (np. : [3] ,
[4] ) i rozwiązaniu zadań sterowanie minimaksowago lub o żądanym stopniu 

ryzyka (np. : [5] , [6] ). Wszystkie te modele daję się rozpat rzyć Jako szcze

gólne przypadki ogólnego modelu z niepewnością £7] . W  £7j zaproponowano 

podejście do syntezy regulatora zapewniającego zadowalające zachowanie się 

układu operta na specjalnej postaci twierdzenia o punkcie stałym w  prze

strzeni Mangara. Również twierdzenie o punkcie stałym Jest podstawą syn

tezy regulatora w przypadku deterministycznego podejścia. Jakie będzie

rozważane w  procy. Zakłada się tu, że znane są możliwe wielkości zmien

nych niepewnych oraz istnieje dostęp do informacji o odpowiedzlsch ukła

du, która wykorzystywana Jest w  sterowaniu.
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2. MODEL UKŁADU Z NIEPEWNOŚCIĄ

Przyjmować będziemy, że model podstawowy układu (bez niepewności) es 
postać wejściowo-wyjściowę, tzn. :

y - f (u) , (l)

gdzie u oznacza sterowania, y - wyjście, a f Jest odwzorowanie« z 

przestrzeni sterowań w przestrzeń wyjść. Zakładać będziemy, że zarówno 

sterowania, jak 1 wyjścia sę elementami odpowiednich przestrzeni metrycz
nych zupełnych.

Ponieważ, Jak już wspomniano, model podstawowy Jest jedynie aproksyaa- 

cję rzeczywistej zależności między zmiennymi obiektu, to przyjmując, iż 
znane Jest ograniczenie normy błędu tej aproksymacji, należałoby raczej 
opisać obiekt modelem nierównościowym:

||y -  f(u)|| «  £ (2)

gdzie fi jest miarę błędu aproksymacji [8] , a ||*|| określa normę w prze

strzeni wyjść. Model ten, który nazwiemy modelem rozszerzonym Jest odwzo

rowaniem sterowania (punktowego) w wyjście Y (zbiorowe) określone Jsko

y  - { y  : II y -  f(u)|| <  £ }  (3)

Zatem wyjścia modelu sę domkniętymi, ograniczonymi podzbiorami przestrze

ni metrycznych. Przestrzeń wyjść y składajęca się ze zbiorów Y Jest 

przestrzenię metrycznę z metrykę Haussdorffa d(*i*) zdefiniowane jako:

d (y  ,Y ) » max-jsup in f lly  -y„l|, 3up ln f  l ly . -y 0 ll l  W
V y i y26Y2 y2t Y 2 ^i6 Y i J

Yj. Y2 e y.

Model (2) określa zatem niepewność predykcji wyjścia obiektu na podstawie 

znajomości sygnału sterujęcego.

Pozostaje do określenia charakteryzacja niepewności tkwięcej w samy* 

operatorze f , np. w postaci niepewnych parametrów tego odwzorowania. 

Wpływ niepewności w tyra przypadku może być określony przez pewnę miarę 

odległości d(Y^, Y 2 ) dla wyjść Y ^ , Y2 wywołanych odpowiednio sterowa

niami u 1# u2 . Przyjmować będziemy, że tok scharakteryzowany model z nie- 

pewnościę będzie spełniał pewien uogólniony odpowiednik warunku Lipechi- 

tza. W tym celu wprowadźmy funkcję ryzyka WjdiY^, Y2 ) , x] (x zmienna rze

czywista) o własnościach:

1) W(. , O) = O.

2) Deśli x 1 4 x2 , to w(p, x ^  $ w(p, x2 ) dla każdego p >  O.
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3) w[d(y^, Y2 ) , x] - 1 dla każdego X > 0 wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Y « Y 
1 2"

4) Y/[d(Y1 , Y2 ), Xl + x2] > M i n ( w [ d ( Y 1( Yj) , X J  , w[d(Y3< Y2 ),X2]}.

5) lim w(. , x ) - W (, , x ).
X— >x o

6) l i n  w (. , x ) -  l .
X-»oo

Uogólniony odpowiednik warunku Lipschitza będzie miał postać:

W & ( Y 1 . Y2 ), lx] > v ( X - ę ( U l , u2 )) (5)

dla pewnego 1 > 0 1 pewnej nlemalejącej lewostronnie ciągłej funkcji V

takiej, źe V(0) o O oraz wszystkich sterowań , u2 i odpowiadających 
1« wyjść Y, , Y2 .

§(. . .) Jest metryką w przestrzeni sterowań.

Funkcją w(. , .) posiadającą własności 1-6 Jest np. : funkcja skoku Jed

nostkowego H ( , ) .

Wówczas

w[d(Y1( Y2 ), X] - h Q< - d(Yr  Y2 )] (6)

laśli przyjąć również v(.) Jako skok Jednostkowy, wówczas warunek (5)

tydzie równoważny warunkowi Lipschitza (dla odległości wyjść w postaci
»«tryki Heuasdorffa). Przypadek ten dla liniowych stacjonarnych modeli 

podstawowych przedyskutowano w [9] . Inną postacią funkcji ryzyka może być 
««stępujęca funkcja w(. , .):

i
W 1 (X ) ( Yj f Y2 , W 1(0) - O

(7)

H(X ) Y ± - Y2

Sdzle W 1 (.) Jest dowolną funkcją niemalejęcą lewostronnie ciągłą, zbież-

nd do 1 przy x dążącym do 00 , różną od h(X ). Podobnie

w2 <
w[d(Y1 , Y2 ) ,x]

d(Ylt Y2 )  ̂ Y 1 * Y2

( 8 )

h (x ) y 1 . y 2

Sdzle w 2 Jako funkcja X spełnis te same warunki co w (7), może

tyć przyjęta Jako funkcja ryzyka.
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Zauważmy np . , ża warunek 4 Jest opełniony dla W 2 , gdyż: 

w2 (3 X Y 7 T y ; T ) >  w 2 (-dTY’1-; Y 3T  ♦ d f Y j T - y p - ^

(9)

>  m i n -|w2 (d(Yl^ V3 )) • w2 (3 T v 7 T Y p ’)}

W ten sposób niepewność w obiekcie opisana Jest przez (3), określający e- 

lementy przestrzeni wyjść Y oraz funkcję ryzyka W(. , .).

3. CEL STEROWANIA

Celem sterowania Jest zapewnienie wymaganego zachowania się sygnałów 

wyjściowych w układzie. Wymaganie, aby odpowiedź układu pokrywała się z 

pewnym pożędanym sygnałem Jest Jednak z reguły nierealizowalne nawet w 

przypadku pełnej informacji o obiekcie z uwagi na lstniejęce ograniczenia 

na sterowanie. Zastępowane Jest więc wymaganiem spełnienia ograniczeń, mi- 

nlmalizacji wskaźnika Jakości, nadężania z zadanym błędem za określoną 

trajektorię itp. Tym bardziej w przypadku modeli z niepewnością realiza

cja celu sterowania jest niemożliwa. Wymagania dokładnej realizacji zada

nej odpowiedzi ukłsdu zastępimy żędaniem utrzymania wyjścia (określonego 

przez zbiór Y) w określonym otoczeniu pożędanoj odpowiedzi. Otoczenie 

to określimy przy tym w oparciu o przyjętę funkcję ryzyka. Tak więc cel 
sterowania może być zatem zdefiniowany Jako zawieranie się wszystkich moż

liwych wyjść układu w zadanym zbiorze z określonym stopniem ryzyka.

Zdefiniujmy otoczenie Ny o(x, r) w następujęcy sposób:

Ny o(x, r) - |y : w[d(Y, Y Q ) , x] >  1 - rj- (10)

Zbiór ten nazwiemy (x , r) - otoczeniem punktu Y°. Oeśli więc pierwotny 

cel sterowania polega na osięganiu przez układ pożędanego wyjścia y°, cel 

wtórny (dla modelu z niepewnościę) będzie interpretowany Jako przynależ

ność wyjścia Y do N (x, r) , przy czym wielkości x oraz r będę za-

/ Kleżały od £ oraz W(. , .).
Pokażemy, że przy pewnych założeniach cel ten może być osięgnięty przez 

zastosowanie regulatora rozumianego Jaka odwzorowanie:

u w g(Y) i11'

(z przestrzeni wyjść er przestrzeń sterowań), spełniające określone warun

ki. Uzyskanie tych warunków będzie możliwe przez zastosowanie t w i e r d z e n i a  
o punkcie stałym dla pewnego typu odwzorowań zwężających.
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4. TWIERDZENIE O PUNKCIE STAŁYM

Definicja otoczenia (lO) umożliwia określenie pewnych pojęć w prze

strzeni wyjść z określonę funkcję ryzyka. I tak:

Clęg { Yn ^ będziemy nazywali podstawowym. Jeśli dla każdego x i każde

go r istnieje takie M, że skoro tylko n, m > M, to

Ym € Ny (x. r) . czyli w[d(Yn , Yn ) , x] » 1-r.
n

Cięg { Yn^ będziemy nazywali zbieżnym do punktu Y, Jeśli dla każdego x
1 każdego r istnieje takie M, że skoro tylko n > M, to

Yn 6 Ny (x, r).

Te pojęcia umożliwiaję zdefiniowanie przestrzeni wyjść zupełnej Jako ta

kiej, w której każdy cięg podstawowy Jest zbieżny do elementu tej prze

strzeni.
Z kolei określimy odwzorowanie zwężajęce. Będziemy mówili, że odwzoro

wanie p (y ) przekształcajęce przestrzeń wyjść w siebie Jest zwężajęce.

Jeśli istnieje taka stała k O < k <  1, że dla każdego x > 0  i wszyst

kich Y , Y2 zachodzi relacja:

w[d(Y i, y 2 ), x] < w[d(p(Y1), p (y 2 )), kx] (12)

Zauważmy, że Jeśli funkcja ryzyka Jest określona przez (6) , wówczas zwę- 

ianie w sensie określonym powyżej Jest równoważne "zwykłemu“ zwęienlu, tzn. 

w sensie metryki d(.,.).
Słuszne Jest następujęce twierdzenie o punkcie stałym:

Twierdzenie 1 : Niech przestrzeń wyjść z funkcję ryzyka w(. , .) będzie

przestrzenię zupełnę, zaś P(.) odwzorowaniem zwężajęcym. Wówczas ist

nieje Jedyny punkt stały Y w przestrzeni wyjść taki, że

P(Y0 ) » Yo (13)

Co więcej każdy cięg iteracji odwzorowania P na dowolnym punkcie Y Jest 

zbieżny do punktu stałego, czyli Pn (Y) » Y .

Powód: Przypuśćmy, że istnieje Y 1 f Y0 < takie że PfYj) * Y ^ , p (y 0 ) “ YQ* 

Wtedy istnieje x > O takie, że W  [d (Y^, Y 0 ) , x] < i. Ale

w[d(Y1 , Yq) , x] - w[d(Pn (Y1 ), Pn (Yo )), x] >

» w j d i P ^ ) ,  p (y o )> . ipj] -*ł, gdy n - * c o  ,
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czyli

co prowadzi do sprzeczności.

Obecnie weźmy x > 0, r > 0, a > n, Y n » Pn (y). Wówczas mamy 

w[d(Ym . Yn ). x] > Min{w[d(Yn . Y nł l ), x - kx] .

W td(Yn+ 1 - V '  kxl}

Z kolei

W [d(V  Y n+ 1) ' x - kx] > ' W k (Yn-l' Yn ) • * k ^

... > w [ d ( Y ,  Y^) , x ~nkx]

oraz

W td(W *  V '  kx] >  Hin{w td (Y n+ l- Yn + 2 ) - kx " *

W Ed <Yn+ 2 - Ym > ’ ^

Skęd

w [d(Ym . Vn), x] > Minjmnjw [d(Y, YJ) , ■*] ,

W Cd(Yn+ l' ¥n « ) '  ^  " k2x]}- ^ &  ̂ Ynt2 ’ V  ' }

Powterzajęc to postępowanie otrzymamy

W Cd(V  V '  XJ >  Mln{w[d(Y, Y1 ), -~-n kx] .

W td(Yn+2 ' V '  k2 XJ} >w[d(Y. Y ^ ,

Ale możemy przyjęć dla dostatecznie dużego n:

w[d(Y. Y ) , 2- = ~ ]  >  i r, 
k



Synteza regulatorów dla układów. 283

czyli

Ym e Ny (x. r) 
n

Ponieważ zakładaliśmy, źe przestrzeń jest zupełna, więc

Yra c NY ( x < r>O

Zatem Y — > Y , ale n o

»&'(*„. Y 0 ). £] > w [ d ( Y n , y 0 ). x] > 1  - r

Czyli równieł

p(Yn> c n p (y o )(x '

lecz z pokazanej poprzednio Jednoznaczności punktu stałego wynika. Ze

P < V  “ V

5. SYNTEZA REGULATORA

Wróćmy do zadania sterowania podanego w punkcie (3), Polega ono na zna
lezieniu regulatora:

u - g(Y)

takiego, aby odpowiedź okładu rozumiana Jako:

{y : || y - f(u)|j 4  należała do (x, r)

otoczenia źędanej odpowiedzi {y°}*
Załóżmy. Ze

Y° - {y : !|y - f(u°)i! <fc} (l5)

jest elementem przestrzeni wyjść takim. Ze

Y° £ N r oi (x' r) il6)
i Y /

i wybierzmy g tak. Ze dla u » u°

g ( y ° )  -  u °  ( 17)
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wówczas Y° jes* punktem stałym w tym sensie. Ze:

Y° - { y  : ||y - f(g(Y°))|| <  ć}. (1 8 )

Oeśli punkt ten będzie punktem przycięganla, to wówczas zadanie syntezy 

zostanie wykonana. Zagwarantowane to Jest, Jeśli złoZenie operatora obiek

tu (3) z operatorem sterowania (li) Jest zwęZaJęce w sensie (l2). Umożli

wia to określenie warunków w postaci następujęcego twierdzenia.

Twierdzenie 2 . Niech przestrzeń wyjść z funkcję ryzyka w(. , .) będzie

przestrzenię zupełnę. Załóżmy, Ze obiekt spełnia uogólniony odpowiednik 

warunku Llpschitza (5) dla pewnej funkcji v(.) i pewnej stałej 1 oraz 

posiada własność "(x, r) stsrowalności" do punktu y ° , tzn. istnieje u°

spełniajęce (l5) dla Y° określonego przez (l6).

Wówczas istnieje regulator (14), który umożliwia spełnienie celu regu

lacji, tzn. zapewnia. Ze wyjścia obiektu leżę w (x, r) otoczeniu żędanej 
odpowiedzi y°.

D o w ó d : Przyjmijmy, Ze regulator g(Y) aa własność (17). Wówczas zachodzi 
(18) i Y° Jest punktem stałym.

Niech ponadto regulator ma tę własność,* Ze istnieje taka stała dodat

nia c < y> } a dl® każdego w > O oraz wszystkich wyjść Y^, Y^ zachodzi:

v [cw - ę ( g ( Y j ) ,  g(Yg))] > w [ d ( Y ^ ,  Y^), w] (19)

PrzyjmuJęc 0 < k » lc < 1 oraz w » i  i łęczęc (l9) z (5) 

(po podstawieniu za u ^ , u2 odpowiednio g(Y^), g(Y2 )):

W & i Y j ;  Y2 ), 1x] » w[d(Y^, Yg) , ¿£],

przy czy«

Y A - { y  * H v  - f[g(y;)]H< e}

otrzymujemy

( 20 )

( 21 )

dla i - 1,2.

Zatem odwzorowanie Y* w Y będęce złożeniem operatora obiektu z opera

torem sterowania Jest zwężajęce. Posiada zatem Jedyny punkt stały, którym 

Jest Y° i Jest to punkt przycięganla. Cel sterowania Jest więc w ukła

dzie realizowany, gdyż Y° należy do (x, r)-otoczenia y°.
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6. ZAKOŃCZENIE

W pracy przedstawiono warunki, przy których możliwa Jest realizacja 

celu sterowania w postaci oslęgalnoścl otoczenie zadanej odpowiedzi ukła

du z określonym ryzykiem dla przypadku nierównośclowego modelu układu. 

Warunki te wynikają z zastosowania udowodnionego w pracy twierdzenia o 

punkcie stałym dla specjalnie zdefiniowanej klasy odwzorowań zwężających. 

Otrzymane w ten sposób rozwiązanie może więc stawiać zbyt ostre wymaga

nia, gdyż ma postać warunków wystarczających często zs silnych. Ponadto 

realizacja regulatora dla konkretnej postaci operatora obiektu może być 

sprawę trudną i wymaga często znacznego nakładu pracy. Podejście przed

stawione w pracy otwiera Jednak możliwości poszukiwania rozwiązań w kla

sie regulatorów o odmiennej interpretacji niż w klasycznych metodach syn

tezy układów sterowania. Regulatory te mają bowiem charakter odwzorowań 

zblorowo-punktowych. dostosowane są więc niejako do obiektu, którego mo

del z niepewnością ma charakter odwzorowania punktowo-zbiorowego.
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CHHIE3 PEryjIHTOPOB jJJIH CHCTEM C HEYBEPEHHOCIM) -  itETEPMHHHCBHECKlM 
nOAXOÄ

P e 3 c  h  e
B paö o x e  npeA JiaraeicK  ÄeTepMHHHOTHuecKHä doaxoa ajui pemeHH« 3aA ai y n p a -  

BzeKHH b yojioBnax HeysepeHHOCTH, BuieKajomax H3 HecoBepneHCXBa MOAexn h He- 
nojiHofi HHtfopMaiuiH o now exax . ilpmiHMaetch HepaBeHCiBeHHaa moacab H eysepeH - 
hocth h onpeA eJiaexca cBfl3aHHaa c a e ä  B iopaaH aa qejiB ynpaB jieH aa. flaa CHHie- 
3a p a ry ji& io p a  nanoJiB3yeTCH oeoÖeHHoexB nocxoaHHoil xohkh b cooxsexcTBeHHo 
onpeAeaSHHou n p o cx p aa c iB e  bbcxoaob•

CONTROLLERS DESIGN FOR UNCERTAIN SYSTEMS-DETERMINISTIC APPROACH 

S u m m a r y

Deterministic approach to control problems in the presence of uncer

tainty resulting from imperfect model and unknown or imperfectly known 

disturbances 13 proposed. Inequality model of uncertainty is used and the 

secondary control objective is formulated. Controllers design is based on 

the fixed point property for especially defined output spaces.


