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METODY WYROWNYWANIA DANYCH POMIAROWYCH
PRZY NIEPELNEJ INFORMAC31 POMIAROWEO

Streszczenie. Przedstawiono trzy metody wyréwnywania danych po-
miarowych dla przypadkéw, gdy na skutek braku metod pomiarowych lub
awarii przyrzadéw informacja pomiarowa jest niepedna. Kazda z metod
posiada swoje ograniczenia, ktore powoduja, ze przy zmieniajacej sie
liczbie wielkos$Sci niemierzonych powstaje koniecznos¢ budowania do-
datkowego algorytmu. Analiza tych ograniczen ma na celu wytypowanie
metody, dla ktdérej zmiany liczby wielko$ci niemierzonych moga by¢
uwzglednione w najprostszy sposob.

1. PROBLEM WYROWNYWANIA DANYCH PRZY NIEPELNEJ INFORMAC31 POMIAROWEJ]

Dla kazdej instalacji technologicznej sformutowa¢ nozna pewng liczbe
réwnan w oparciu o podstawowe prawa Tfizyczne. Moga to by¢ réwnanie bilan-
su masy lub energii i réwnaniB wigzgce ze sobg r6zne wielkosci fizyczne
(np. zwiazek miedzy gestoscia roztworu 1 stezeniami poszczegélnych sktad-
nikéw). Roéwnania te maje w ogélnym przypadku charakter nieliniowy 1 noge
by¢ zapisane w sposéb nastepujacy:

f(y) » b. (1)

gdzie :
y - wektor wielkosci zmiennych posiadajacy "m" sktadowych,
f - wektor posiadajacy ”p" sk#adowych,
E - wektor staty posiadajacy "p" sktadowych.

W rzeczywistych przypadkach p < m.

Zaktada¢ bedziemy dalej , ze wszystkiefunkcje fj*y) sa klasy C1l. Je-
zeli dokonamy pomiaru sktadowych wektora y, to otrzymamy wektory”, kto-
ry, w og6lnym przypadku, nie bedzie spedniat réwnania (i). Celem obliczen
wyréwnawczych Jest wyznaczenie takiego wektory y*, ktéry spednia réwna-
nie (I) i1 jednoczes$nie warunek:

1 * |JyB - y*]T . P . ¥ - y*J * minimum (2)
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P Jest to macierz wagowa o wymiarach |[mx n] . NajczeSciej przyjmuje sie.
Ze btedy pomiaru poszczegélnych wielkosci se statystycznie niezaleZne i
maje rozk#ad normalny o wartosci Sredniej roéwnej zero i dajacej sie okre-
$li¢ wariancji. Macierz P Jest wtedy macierza diagonalng,a elementy dia-
gonalne sa odwrotnos¢lami wariancji bted6éw pomiarowych.

Warunki konieczne by funkcja 1 osiggata ekstremum w punkcie y*, przy
istnieniu wiezéw (I), sa powszechnie znane Jako tzw. warunki Lagrange’s.

Jezeli wszystkie sktadowe wektora y sg mierzone, to moéwiay.ze dyspo-
nujemy pedng informacja pomiarowg. Zatdézmy teraz. Ze pewne sktadowe wek-
tora y sa niemierzalne, przy czym liczba tych sktadowych moze by¢ rézna
w réznych seriachpomiarowych. Mozemy wtedy rozbié¢ wektor y na dws wek-
tory: x- wektorwielkosci mierzalnych 1 u - wektorwielkosci niemie-
rzalnych.

5 €]

Wektor X posiada (m-n) sktadowych, a wektor u-n skdadowych, przy czym
"n” moze ulega¢ zmianie. Problem wyréwnywania danych sformutujemy w tym
przypadku w sposéb nastepujacy: poszukujemy takiego Jednoznacznego rozwiag-
zania w postaci wektoréw X* i u*, ktore spetniaja réwnanie (1) 1 Jed-
noczesnie minimalizujg funkcje:

Xx T oA>m o - **3T Px[*m - **\ ()]

Px Jest to diagonalna macierz wegows o wymiarach [(m-n)x(m-n)] .Diagonal-
nymi elementami tej macierzy sa odwrotnosci wariancji b#edoéw pomiarowych
sktadowych wektora x . 7 Jest to wektor uzyskany z pomiaréw.

Ponizej przedstawiono metody rozwigzania tak postawionego problemu.

2. METODA ELIMINACJI 2MIENNYCH NIEMIERZONYCH

2.1. Przypadek liniowy

Jesli uktad roéwnan (1) Jest liniowy, to mozna go przedstawi¢ w formie
macierzowej :

Ay » b ®

Macierz A ma wymiary [pxm] 1 z zatozenia Jest rzedu "p- (p<m). Warun-
ki Lagrange®s sa w tym przypadku warunkami koniecznymi 1 wystarczajacynmi
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istnienia minimum funkcji 1. Jes$li dokonamy rozbicia wektora y na wek-
tory x i u wg relacji (3), to réwnanie (5) przyjmie postac:

ALX + A2A " A (6)

Macierz A ma wymiary Qpx(m-n)] i Jest utworzona z pierwszych (m-n) ko-
lumn macierzy A. Pozostate n kolumn tworzy macierz A2, ktéra ma wy-
miary  Q>xn] .

Aby moZna by#o wyeliminowaé¢ wektor u z réwnania (6), a nastepnie po
syznaczeniu wektora x* w spos6b Jednoznaczny okres$li¢ sktadowe wektora
u*, musi by¢ spetniony warunek:

P@2) «n @

tzn. rzad macierzy A,, musi by¢ réwny liczbie jej kolumn. Stad wynika,
ie maksymalna liczba wielkosci niemierzalnych nie mo2e by¢ wieksza od licz-
by réwnan w modelu (5), a wiec n$ p. JesSli warunek (7) Jest spedniony i
Jednocze$nie n<p, to nalezy utworzy¢ macierz A" o wymiarach [nxnj z
liniowo niezaleznych wierszy macierzy A2 oraz macierz A" z wierszy ma-
cierzy A o takich samych numerach Jak te, ktére weszty w skdad macie-
rzy AN, Otrzymamy w ten spos6b roéwnania pomocnicze:

V. F Adu “ B1 ®

.gdzie b~ wektor o n skdadowych.
>Poniewaz A” jest nieosobllwg macierza kwadratowag, to otrzymamy:

(€)}

Z pozostatych wierszy macierzy Al i A2 . tworzymy, macierze A& 1 Ag i
otrzymujemy roéwnanie:

Aj.X"+ AgU » b2 (10)

Macierz Ag ma wymiary [(p-n) x (m-n)] , a macierz Ag - [(p-n) *n] .
po wstawieniu (9) do (10) otrzymamy:
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Wektor x* spedniajacy réwnanie (II) i minimalizujacy funkcje Ix , noze
by¢ wyznaczony ze wzoru [i] :

x* = x - P-1A_[a P-1AT1 lax - b\ (D)
m x"o Eo x70f o’'m oj

Wektor u* wyliczamy ze wzoru (9) wstawiajgc X » X*. Wz6r (14) moze byc
wykorzystany do obliczenia XZ¥, JeSli Jest spedniony warunek:

9(AOp; V) - P-n 5

Oesli liczba roéwnan w modelu (5) jest mniejsza od liczby zmiennych niemie-

rzonych, to Jest mozliwe uzyskanie Jednoznacznego rozwigzania na X“, na-
tomiast nie istnieje jednoznaczne rozwigzanie na u

2.2. Przypadek nieliniowy

Oesli uktad roéwnan (1) jest nieliniowy, to mozemy rozwingé poszczegol-
ne funkcje f~Cy) w szereg Taylora w otoczeniu punktu y . Odrzucajac wy-
razy wyzszych rzedéw otrzymamy roéwnania dla przyrostéow w formie macierzo-
wej :

A*Ay » b* (16)
. 1,2,3,... ,p;  J =1,2 m; an
[-i.1T
ac ! ‘ b* mb- f(yo),; (18)
Ay »y - y0; 9

Wyb6r pierwszego przyblizenia yQ w przypadku pednej informacji po-
miarowej Jest oczywisty. Przyjmujemy mianowicie yQ =y . Natomiast przy
niepednej informacji pomiarowej powazne trudno$ci wigzg sie z wyborem uo.
Na skutek zdego wyboru wuq obliczenia moga by¢ zbiezne do niewkasSciwego
rozwigzania (np. do lokalnego maksimum) lub moze wystgpi¢ brak zbiezno-
Sci. Dlatego istnieje konieczno$¢ tworzenia dodatkowego algorytmu do wy-
znaczenia pierwszej wartosci ugq po przyjeciu = Bm. Oest to zwykle
algorytm rozwigzywania ukdadu n réwnan nieliniowych. W przypadku nume-
rycznego rozwigzywania tego uktadu roéwnan najbardziej wskazana do wyko-
rzystania Jest metoda Newtona, ze wzgledu na to. ze tworzone podczas jej
stosowania macierze sa identyczne z tymi, ktdére wystepujg przy eliminacji
przyrostéw zmiennych niemierzonych z uktadu réwnan (16). Obliczenia wy-
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réwnswcze przebiegaja jak dla przypadku liniowego, z tym Ze obliczone se
przyrosty zmiennych. Bi#ed wywotany Ilnearyzacje moZna dowolnie zmniejszyé
przez iteracyjny dob6r punktu rozwiniecia.

3. METODA WYKORZYSTUJACA P00aCIE UOGOLNIONEJ INWERSJI MACIERZY

3.1. Przypadak liniowy

W pracach [3,4,53 przedstawiono wykorzystanie pojecia uog6lnionej in-
wersji macierzy do estymacji parametrow modeli matematycznych. Obecnie
przedstawimy wykorzystanie szczeg6lnego przypadku uogélnionej inwersji ma-
cierzy, tzw. inwersji Moore"a-Penrose"a (w skréocie M-P inwersji) do wy-
réwnywania danych pomiarowych. Stosujec M-P inwersje [2] , przeksztakcié
mozna réwnanie (5) do postaci:

y * AMB + Cz, (20)

gdzie: AN - M-P inwersja macierzy A, majeca wymiary [m*1n |

Poniewaz zatozylismy, ze rzed macierzy A wynosi p, macierz A moze
by¢ wyliczona ze wzoru [2] :

A+ = AT (AAT)-1 1)

Macierz C ma wymiary [m«(m-p)] i powstaje z (m-p) niezaleznych kolumn
macierzy H.

H = E - A% (22)

E - macierz Jednostkowa o wymiarach [mm] ,

z - dowolny wektor o (m-p) sk#adowych.

Pojawia sietu konieczno$¢ wybierania (m-p) niezaleznych liniowo ko-
lumn z macierzy o wymiarach [ram] . W przypadku duzego m i metej liczby
réwnan p jest to operacja dos¢ kdopotliwa. Trzeba Jednak zsuwazyé, ze
dla danego zestawu roéwnan wykonywana Jest ona tylko raz inie musi by¢
powtarzana, jesli zmieni sie liczba zmiennych niemierzonych.

Zagadnienie wyroénywania danych sprowadzone zostato do poszukiwania jed-
noznacznego rozwigzania w postaci wektorow y* i z*. ktore speiniaje
réwnanio (20) i minimalizuje funkcje 1

2 <« [vm - v(2)] pz&m -v()] 23)



122. 5. Swita leki

Pz Jest diagonalny macierzy wogowe. Elementy diagonalne tej macierzy .od-
powiadajgce zmiennym mierzonym, sg odwrotnoscia«! wariancji bteddéw pomia-
rowych , natomiast elementy odpowiadajgce zmiennym nieoierzonym sg roéwne
zero. Wektory z* i1 y* obliczane se ze wzoréw:

y* = AMb + Cz* (25)
Warunkiem istnienie jednoznacznego rozwigzanie Jest:
9(CTPzC) » rap (26)

Sted wynika roéwniez wniosek, le maksymalne liczba zmiennych nlemierzonych,
przy ktorej istnieje Jeszcze Jednoznaczne rozwigzanie wynosi p.

3.2. Przypadek nieliniowy

Postepujac w sposéb podobny Jak w punkcie 2.2 otrzyma¢ mozna algorytm

iteracyjny, wykorzystujacy zaleznosci (24) i (25) okreslone dla przypadku
liniowego. Elementy wszystkich macierzy bedg w kazdej Itorocji ulegac
zmianie. Wyd#uza to w znacznym stopniu czas obliczan.

4. METODA POLEGA3ACA NA TRAKTOWANIU WIELKOSCI NIEMIERZALNYCH
3AKO PARAMETRY

4.1. Przypadek liniowy

Przeksztatcajac wzoér (6) otrzymamy:

AN = b - AgU @0

Poniewaz wektor u nieJeet mierzony, nasuwa sie mozliwos¢ potraktowa-
nia go Jako wektora parametrow. Wektor u*, minimalizujacy funkcje Ix 1
spedniajacy roéwnanie (27), wyzneczymy z warunkéw Lagrange’a. Otrzymamy na-
stepujace zaleznos$ci:

5* . AG-[v . - 1] 28)
G - AIPXAN ©9)

* 5m - p:IAIG_1[V. - B - V*] GO
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Wzory (28) i (30) moge by¢ stosowano, gdy sa spetniono warunki:

<) » p; <?(A"B_1AZ) - n; 1)

Z warunkéw tych wynika, ze rzad macierzy A” nual by¢ réwny p,natomiast
rzad macierzy a2 musi by¢ réwny n. A zatem maksymalna liczba wialkooécl
niemierzalnych wynosi p.

Nawet jesli-nie Je3t spedniony pierwszy z warunkéw (31), tzn. ?(G) =
» r<p, uzyskanie jednoznacznego rozwigzania jest mozliwe. Mozna mianowi-
cie sprowadzi¢ zagadnienie do problemu estymacji parametréw z uwzglednie-
niem wiezéw roéownosciowych teczecych parametry. Problem tego typu rozpa-
trywany by+ w pracy [/]. Przedstawienie problemu wyrénywonia danych w ta-
ki sposéb, sby mozna byto stosowaé Jedne z metod proponowanych w pracy [7],
Jest prosto tylko w przypadku, gdy wiersze liniowo zalezne macierzy A" sg
wierszami zerowymi. W innym przypadku konieczne Jest tworzenie dodatkowe-
go algorytmu przygotowujecego zadanie do rozwiezanie jedne z nastepuje-
cych metod (7] ;

- metode rugowania p-r parametrow,

- metode modyfikacji funkcji [Ix przez wprowadzenie do niej tzw. Tfunkcji
kary,

- metode dwuetapowe, w ktéraj najpierw wyliczane ee optymalne wartosci pa-
rametrow bez uwzglednienia +tec&ecyoh je wiezéw, a potem wprowadzone se
poprawki .

Wszystkie te metody wymegeje tworzenia dod¢ zdozonych algorytmow.

4.2. Przypadek nieliniowy

W przypadku problemu nieliniowego postepowaé bedziemy tak jak w punk-
cie 2.2 sprowadzajac zagadnienie do problemu liniowego dla przyrostow.

5. WNI0OSKI KONCOWE

W tabeli 1 Babrano wazniejsze ograniczenia i operacje, ktore wptywaje
na uniwersalno$¢ danej metody wyréwnywania danych i czas trwanie obllezon.
Z przodetewionoj analizy wynika, ze metoda najbardziej uniwersalng.a wiec
zapewniajaca rowniez prosty sposob uwzgledniania zmiennosci liczby wiel-
kosci niemlerzonych, Jest metoda wykorzystujaca pojecie M-P inwersji.Me-
toda ta wymaga jodnak duzo miejsca w pamieci komputera.szczeg6lnie w przy-
padku gdy p« m. Istniejag jednak takie szczeg6lne przypadki problemu wy-
réwnywania danych, dla ktérych korzystniejsze Jest stoeew»wle metod przed-
ttawlonych w punktach 2 i 4.
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Metoda

Ograni-
czenia,
operacje
dodatkowe

Maksymalna liczba

wielkosci
rzonych

niemie-

Ograniczenia na
rzedy macierzy

Wybieranie wierszy
lub kolumn liniowo

niezaleznych

Odwracanie macierzy

Operacje zwiezane
ze zmiennoscie
liczby wielkosSci
nlemierzonych

Eliminacja
zmiennych
nlemierzonych

n”™p
Q@2) =n
<@q) = p-n

n wierszy z
macierzy a2

a4 o wymiarach

]

<V x IAN
o wymiarach

L(p-nx (0-m]

Wybieranie n
réwnan do eli-
minacji n
zmiennych

Metoda M-P
inwersji

$(CTPzC)=m-p

(m-p) kolumn
z macierzy H

(CTPZC) o wy-
miarach :

L(m-p)x(m-p)]
(@ Ar) o wy-
miarach [pxp]

Wstawienie
zer w macie-

rzy wagoweld
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Tabela i

Metoda
parametréw

nsP

?2(al) * p
Q@2) = n

r wierszy z ma-
cierzy AR
n wierszy z ma-
cierzy a2

(g) o wymiarach
[o*p]
(A2G_1A2) o wy-

miarach (]

1. oesii ?(alK pl

algorytm sprowa-
dzaj ecy zagadnie-
nie do postaci
klasycznej pro-
blemu estymacji
parametrow

z uwzglednieniem
wiezow.

2. Algorytm esty-
macji parametroéw
z uwzglednieniem

wiezéw
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MaTOah SaPAcHHOAHHr. M3VEPtFiiyibH:£X AAHHUX
ASTH HEEIOJIKOrl H3MI{PHTi¢JbHO/. HHOOPKAUIM

Pe3 Due

B pad0Te npeACiaajieHU 3 MeTOAa bkpubkhBatina HSMepHTeasHta AaHHUx aah He-
noAHoft H3HepiiTejiBHo« HHOopnauHH. BtipaBHKBaHHe npoHcxoAHT «a Sa3e ypaBHeHHM
onHCHBaionmx TexHoxornRecKyx> yciaHOBKy. Hexoiopue BeAHRHHu BticTynamHe b sthx
ypaBHeHHax, HensuepHMue H3-3a oTcycxBHJi MexoAOB H3MepeKHO hah b pe3yxbia-
16 aBapHK H3MepHXeAbHKX npHOOpOB. HKCAO HeH3MepHMHX BeAiWHH K3MeHFeTCa H
310 BU3hEBaeT HeOOXOAHMOCIb 00pa30BaHHH A0OaBOMHbOC axropHTUOB AAA xaxAoro Ue-
TOAa BupaBKKBauxa Aamiux. flpiiBeACHijun b padoxe aHaan3 Aexaex bo3moxhloi bh-
dop nexoAa, b KoxopoM y»iei "H3MeHeHxK «Hcxa Hen3uepHMUx hgjihhhh nozer Ohtb
CAeaaH caMtm iipocx»* o0pa30M.
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THE METHODS OF MEASURING DATA SMOOTHING
FOR INCOMPLETE MEASURING INFORMATION

Summary

Three methods of measuring data smoothing for incomplete measuring in-
formation are presented. The smoothing processofdata 1ia baaed on the
equations describing the technologicalinstallation.Some quantities occu-
ring in these equations are unmeasurable because of the lack of measuring
methods or as a result of measuring devices damage. The number of unmea-
surable quantities varies and it is neccessary to form an additional algo-
rithm for each of presented methods of data smoothing. Presented analysis
enables choosing of the method for which changes of the number of unnee-
surable quantities can be taken into account in the simplest way.



