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METODY WYRÓWNYWANIA DANYCH POMIAROWYCH 
PRZY NIEPEŁNEJ INF0RMAC3I POMIAROWEO

Streszczenie. Przedstawiono trzy metody wyrównywania danych po- 
miarowych dla przypadków, gdy na skutek braku metod pomiarowych lub 
awarii przyrządów informacja pomiarowa jest niepełna. Każda z metod 
posiada swoje ograniczenia, które powodują, że przy zmieniającej się 
liczbie wielkości niemierzonych powstaje konieczność budowania do­
datkowego algorytmu. Analiza tych ograniczeń ma na celu wytypowanie 
metody, dla której zmiany liczby wielkości niemierzonych mogą być 
uwzględnione w najprostszy sposób.

1. PROBLEM WYRÓWNYWANIA DANYCH PRZY NIEPEŁNEJ INF0RMAC3I POMIAROWEJ

Dla każdej instalacji technologicznej sformułować nożna pewną liczbę 
równań w oparciu o podstawowe prawa fizyczne. Mogą to być równanie bilan­
su masy lub energii i równaniB wiążące ze sobą różne wielkości fizycźne 
(np. związek między gęstością roztworu 1 stężeniami poszczególnych skład­
ników). Równania te maję w ogólnym przypadku charakter nieliniowy i nogę 
być zapisane w sposób następujący:

gdzie :

y - wektor wielkości zmiennych posiadający "m" składowych,

f - wektor posiadający ”p" składowych,

E - wektor stały posiadający "p" składowych.

W rzeczywistych przypadkach p < m.
Zakładać będziemy dalej , że wszystkie funkcje fj^y) są klasy C1. Je­

żeli dokonamy pomiaru składowych wektora y, to otrzymamy wektor y ^ , któ­
ry, w ogólnym przypadku, nie będzie spełniał równania (i). Celem obliczeń
wyrównawczych Jest wyznaczenie takiego wektory y *, który spełnia równa­
nie (l) i jednocześnie warunek:

f(y) » b. ( 1)

1 * |yB - y*]T . P . |̂ yB - y*J * minimum ( 2 )
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P Jest to macierz wagowa o wymiarach |[m x ni] . Najczęściej przyjmuje się. 
Ze błędy pomiaru poszczególnych wielkości sę statystycznie niezaleZne i 
maję rozkład normalny o wartości średniej równej zero i dającej się okre­
ślić wariancji. Macierz P Jest wtedy macierzą diagonalną,a elementy dia­
gonalne są odwrotnośćlami wariancji błędów pomiarowych.

Warunki konieczne by funkcja 1 osiągała ekstremum w punkcie y*, przy 
istnieniu więzów (l), są powszechnie znane Jako tzw. warunki Lagrange’s.

Jeżeli wszystkie składowe wektora y są mierzone, to mówiay.że dyspo­
nujemy pełną informacją pomiarową. Załóżmy teraz. Ze pewne składowe wek­
tora y są niemierzalne, przy czym liczba tych składowych może być różna 
w różnych seriach pomiarowych. Możemy wtedy rozbić wektor y na dws wek­
tory: x - wektor wielkości mierzalnych 1 u - wektor wielkości niemie­
rzalnych.

5 ' t]

Wektor X posiada (m-n) składowych, a wektor u-n składowych, przy czym 
"n” może ulegać zmianie. Problem wyrównywania danych sformułujemy w tym 
przypadku w sposób następujący: poszukujemy takiego Jednoznacznego rozwią­
zania w postaci wektorów X* i u*, które spełniają równanie (l) 1 Jed­
nocześnie minimalizują funkcję:

Xx ' l > m  - * * 3 T  P x [ * m  - **\ (4)

Px Jest to diagonalna macierz wegows o wymiarach [(m-n)x(m-n)] .Diagonal­
nymi elementami tej macierzy są odwrotności wariancji błędów pomiarowych 
składowych wektora x . ^  Jest to wektor uzyskany z pomiarów.

Poniżej przedstawiono metody rozwiązania tak postawionego problemu.

2. METODA ELIMINACJI 2MIENNYCH NIEMIERZONYCH

2.1. Przypadek liniowy

Jeśli układ równań (l) Jest liniowy, to można go przedstawić w formie 
macierzowej:

Ay » b (5)

Macierz A ma wymiary [pxm] 1 z założenia Jest rzędu "p- (p<m). Warun­
ki Lagrange's są w tym przypadku warunkami koniecznymi i w y s t a r c z a j ą c y m i
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istnienia minimum funkcji 1. Jeśli dokonamy rozbicia wektora y na wek­
tory x i u wg relacji (3), to równanie (5) przyjmie postać:

Macierz A ma wymiary Qpx(m-n)] i Jest utworzona z pierwszych (m-n) ko­
lumn macierzy A. Pozostałe n kolumn tworzy macierz A2 , która ma wy­
miary Q>xn] .

Aby moZna było wyeliminować wektor u z równania (6), a następnie po 
syznaczeniu wektora x* w sposób Jednoznaczny określić składowe wektora 
u*, musi być spełniony warunek:

tzn. rząd macierzy A,, musi być równy liczbie jej kolumn. Stąd wynika, 
ie maksymalna liczba wielkości niemierzalnych nie mo2e być większa od licz­
by równań w modelu (5), a więc n$ p. Jeśli warunek (7) Jest spełniony i 
Jednocześnie n < p ,  to należy utworzyć macierz A^ o wymiarach [n x nj z 
liniowo niezależnych wierszy macierzy A2 oraz macierz A^ z wierszy ma­
cierzy A o  takich samych numerach Jak te, które weszły w skład macie­
rzy A^. Otrzymamy w ten sposób równania pomocnicze:

.gdzie b^ wektor o n składowych.
>Ponieważ A^ jest nieosobllwą macierzą kwadratową, to otrzymamy:

Z pozostałych wierszy macierzy A 1 i A2 . tworzymy, macierze A & 1 Ag i 
otrzymujemy równanie:

A 1X + A2^ " ^ ( 6 )

<?(a 2) « n (7)

V  ł A4u “ B1 (8)

(9)

Aj.X' + Ag U » b2 (10)

Macierz Ag ma wymiary [(p-n) x (m-n)] , a macierz Ag - [(p-n) .* n] . 

po wstawieniu (9) do (lO) otrzymamy:
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Wektor x* spełniający równanie (ll) i minimalizujący funkcję lx , noże 
być wyznaczony ze wzoru [i] :

x* = x - P-1A [a P-1AT1 |a x - b \ (l4)m x o L o x oj L o ■ oj

Wektor u* wyliczamy ze wzoru (9) wstawiając x » X*. Wzór (14) może być 
wykorzystany do obliczenia X1*, Jeśli Jest spełniony warunek:

9(A0p; V )  - P-n (15)

Oeśli liczba równań w modelu (5) jest mniejsza od liczby zmiennych niemie- 
rzonych, to Jest możliwe uzyskanie Jednoznacznego rozwiązania na x “, na­
tomiast nie istnieje jednoznaczne rozwiązanie na u

2.2. Przypadek nieliniowy

Oeśli układ równań (l) jest nieliniowy, to możemy rozwinąć poszczegól­
ne funkcje f^Cy) w szereg Taylora w otoczeniu punktu y . Odrzucając wy­
razy wyższych rzędów otrzymamy równania dla przyrostów w formie macierzo­
wej :

[•i.]'

A*Ay » b* (l6)

1,2,3,... ,p; j = 1,2 m; (l7)

a«  '  ‘ b* ■ b -  f (y o) ; (18)

Ay » y - y0 ; (l9)

Wybór pierwszego przybliżenia yQ w przypadku pełnej informacji po­
miarowej Jest oczywisty. Przyjmujemy mianowicie yQ = y . Natomiast przy 
niepełnej informacji pomiarowej poważne trudności wiążą się z wyborem uo. 
Na skutek złego wyboru u q obliczenia mogą być zbieżne do niewłaściwego 
rozwiązania (np. do lokalnego maksimum) lub może wystąpić brak zbieżno­
ści. Dlatego istnieje konieczność tworzenia dodatkowego algorytmu do wy­
znaczenia pierwszej wartości u q po przyjęciu = 5?m . Oest to zwykle
algorytm rozwiązywania układu n równań nieliniowych. V/ przypadku nume­
rycznego rozwiązywania tego układu równań najbardziej wskazana do wyko­
rzystania Jest metoda Newtona, ze względu na to. że tworzone podczas jej 
stosowania macierze są identyczne z tymi, które występują przy eliminacji 
przyrostów zmiennych niemierzonych z układu równań (16). Obliczenia wy-
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równswcze przebiegają jak dla przypadku liniowego, z tym Ze obliczone sę 
przyrosty zmiennych. Błęd wywołany llnearyzację moZna dowolnie zmniejszyć 
przez iteracyjny dobór punktu rozwinięcia.

3. METODA WYKORZYSTUJĄCA POOąCIE UOGÓLNIONEJ INWERSJI MACIERZY

3.1. Przypadak liniowy

W pracach [3,4,53 przedstawiono wykorzystanie pojęcia uogólnionej in­
wersji macierzy do estymacji parametrów modeli matematycznych. Obecnie 
przedstawimy wykorzystanie szczególnego przypadku uogólnionej inwersji ma­
cierzy, tzw. inwersji Moore'a-Penrose'a (w skrócie M-P inwersji) do wy­
równywania danych pomiarowych. Stosujęc M-P inwersję [2] , przekształcić 
można równanie (5) do postaci:

y * A^B + C z , (20)

gdzie: A^ - M-P inwersja macierzy A, majęca wymiary [m*!^ .

Ponieważ założyliśmy, że rzęd macierzy A wynosi p, macierz A może 
być wyliczona ze wzoru [2] :

A+ = AT (AAT)-1 (21)

Macierz C ma wymiary [m «(m-p)] i powstaje z (m-p) niezależnych kolumn 
macierzy H.

H = E - A^A (22)

E - macierz Jednostkowa o wymiarach [m*m] ,

ż - dowolny wektor o (m-p) składowych.

Pojawia się tu konieczność wybierania (m-p) niezależnych liniowo ko­
lumn z macierzy o wymiarach [ra*m] . W przypadku dużego m i mełej liczby 
równań p jest to operacja dość kłopotliwa. Trzeba Jednak zsuważyć, że 
dla danego zestawu równań wykonywana Jest ona tylko raz i nie musi być
powtarzana, jeśli zmieni się liczba zmiennych niemierzonych.

Zagadnienie wyrónywania danych sprowadzone zostało do poszukiwania jed­
noznacznego rozwiązania w postaci wektorów y* i z*. które spełniaję 
równanio (20) i minimalizuję funkcję 1

ł2 • [vm - v(z)] pz & m - v(*)] (23)
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Pz Jest diagonalny macierzy wogowę. Elementy diagonalne tej macierzy .od­
powiadające zmiennym mierzonym, są odwrotnością«! wariancji błędów pomia­
rowych , natomiast elementy odpowiadające zmiennym nieoierzonym są równe 
zero. Wektory z* i y* obliczane sę ze wzorów:

y* = A^b + Cż* (25)

Warunkiem istnienie jednoznacznego rozwiązanie Jest:

9(CTPz C) » ra-p (26)

Stęd wynika również wniosek, le maksymalne liczba zmiennych nlemierzonych, 
przy której istnieje Jeszcze Jednoznaczne rozwiązanie wynosi p.

3.2. Przypadek nieliniowy

Postępując w sposób podobny Jak w punkcie 2.2 otrzymać można algorytm 
iteracyjny, wykorzystujący zależności (24) i (25) określone dla przypadku 
liniowego. Elementy wszystkich macierzy będą w każdej ltorocji ulegać 
zmianie. Wydłuża to w znacznym stopniu czas obliczań.

4. METODA P0LEGA3ĄCA NA TRAKTOWANIU WIELKOŚCI NIEMIERZALNYCH 
3AK0 PARAMETRY

4.1. Przypadek liniowy 

Przekształcając wzór (6) otrzymamy:

A^x = b - AgU (27)

Ponieważ wektor u nie Jeet mierzony, nasuwa się możliwość potraktowa­
nia go Jako wektora parametrów. Wektor u*, minimalizujący funkcję lx 1 
spełniający równanie (27), wyzneczymy z warunków Lagrange’a. Otrzymamy na­
stępujące zależności:

5* . A;G- [ v . - b] (28)

G - A iPxA^ (29)

* 5m - p;lAlG _ 1 [ V .  - "b - V * ] (30)
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Wzory (28) i (30) mogę być stosowano, gdy są spełniono warunki:

<?(G) » p; <?(A^B_1AZ ) - n; (31)

Z warunków tych wynika, że rząd macierzy A^ nual być równy p,natomiast 
rząd macierzy a 2 musi być równy n. A zatem maksymalna liczba wialkoócl 
niemierzalnych wynosi p.

Nawet jeśli-nie Je3t spełniony pierwszy z warunków (31), tzn. ?(G) =
» r < p ,  uzyskanie jednoznacznego rozwiązania jest możliwe. Można mianowi­
cie sprowadzić zagadnienie do problemu estymacji parametrów z uwzględnie­
niem więzów równościowych łęczęcych parametry. Problem tego typu rozpa­
trywany był w pracy [7] . Przedstawienie problemu wyrónywonia danych w ta­
ki sposób, sby można było stosować Jednę z metod proponowanych w pracy [7], 
Jest prosto tylko w przypadku, gdy wiersze liniowo zależne macierzy A^ są 
wierszami zerowymi. W innym przypadku konieczne Jest tworzenie dodatkowe­
go algorytmu przygotowujęcego zadanie do rozwięzanie jednę z następuję- 
cych metod (?] ;

- metodę rugowania p-r parametrów,
- metodę modyfikacji funkcji lx przez wprowadzenie do niej tzw. funkcji 

kary,
- metodę dwuetapowę, w któraj najpierw wyliczane eę optymalne wartości pa­

rametrów bez uwzględnienia łęc&ęcyoh je więzów, a potem wprowadzone sę 
poprawki.

Wszystkie te metody wymegeję tworzenia doóć złożonych algorytmów.

4.2. Przypadek nieliniowy

W przypadku problemu nieliniowego postępować będziemy tak jak w punk­
cie 2.2 sprowadzając zagadnienie do problemu liniowego dla przyrostów.

5. WNIOSKI KOŃCOWE

W tabeli 1 Babrano ważniejsze ograniczenia i operacje, które wpływaję 
na uniwersalność danej metody wyrównywania danych i czas trwanie obllezoń. 
Z przodetewionoj analizy wynika, że metodą najbardziej uniwersalną.a więc 
zapewniającą również prosty sposób uwzględniania zmienności liczby wiel­
kości niemlerzonych, Jest metoda wykorzystująca pojęcie M-P inwersji.Me­
toda ta wymaga jodnak dużo miejsca w pamięci komputera.szczególnie w przy­
padku gdy p «  m. Istnieją jednak takie szczególne przypadki problemu wy­
równywania danych, dla których korzystniejsze Jest stoeew»wle metod przed- 
ttawlonych w punktach 2 i 4.
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Tabela i

Metoda

Ograni- 
czenia, 
operacje 
dodatkowe

Eliminacja
zmiennych

nlemierzonych

Metoda M-P 
inwersji

Metoda
parametrów

Maksymalna liczba 
wielkości niemie- 
rzonych

n ^ p n p n s. P

Ograniczenia na 
rzędy macierzy

<?(a 2 ) = n 

<?(a q) = p-n

$(CTPzC)=m-p ?(a 1) * p 

<?(a 2 ) = n

Wybieranie wierszy 
lub kolumn liniowo 
niezależnych

n wierszy z 
macierzy a 2

(m-p) kolumn 
z macierzy H

r wierszy z ma­
cierzy Aĵ  
n wierszy z ma­
cierzy a 2

Odwracanie macierzy a4 o wymiarach 
[nxn]

< V x lA^
o wymiarach 
[(p-n)x (o-n)]

(CTPZC) o wy- 
miarach : 
[(m-p)x(m-p)]

(a Ar) o wy­
miarach [pxp]

(g ) o wymiarach 

[p*p]

(A2G_1A2 ) o wy­

miarach (nxri]

Operacje zwięzane 
ze zmiennościę 
liczby wielkości 
nlemierzonych

Wybieranie n 
równań do eli­
minacji n 
zmiennych

Wstawienie 
zer w macie­
rzy wagoweJ

1. oeśii ?(a 1K p1

algorytm sprowa­
dzaj ęcy zagadnie­
nie do postaci 
klasycznej pro­
blemu estymacji 
parametrów
z uwzględnieniem

więzów.

2. Algorytm esty­
macji parametrów 
z uwzględnieniem

więzów
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Ma TOa h  SaPAcHHoAHHr. M3MEPtfíiyibH:£X ÁAHHüX 
ÁiíH HEtlOJiKOrl H3MI¡PHTi¿J!bH0/. HHOOPKAUiM

P e 3 10 u e

B  paóOTe npeACiaajieHU 3  MeTOAa b k p u b k h Batina HSMepHTeasHta AaHHüx a a h  He- 
noAHoft H3HepiiTejiBHo« HHOopnauHH. BtipaBHKBaHHe npoHcxoAHT «a Sa3e ypaBHeHHñ 
onHCHBaionmx TexHoxornRecKyx> yciaHOBKy. Hexoiopue BeAHRHHu BticTynamHe b  s t h x  
ypaBHeHHax, HensuepHMue H3-3a oTcycxBHJi MexoAOB H3MepeKH0 h a h  b  pe3yxbia- 
16 aBapHK H3MepHXeAbHKX npHÓOpOB. H k C A O  HeH3MepHMHX BeAiWHH K3MeH5íeTCa H 
310 BU3hEBaeT HeOÖXOAHMOCIb 0Öpa30BaHHH AOÓaBOMHbOC axropHTUOB AAA xaxAoro u e -  
TOAa BupaBKKBauxa Aamiux. ílpiiBeACHíjun b  paóoxe aHaan3 Aexaex b o 3 m o x h l o í  b h -  
öop nexoAa, b  KoxopoM y>iei 'H3MeHeHxK «Hcxa Hen3uepHMUx b q j i h h h h  n o z e r  Ó h t b  
CAeaaH caMtm iipocx»* oöpa30M.
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THE METHODS OF MEASURING DATA SMOOTHING 
FOR INCOMPLETE MEASURING INFORMATION

S u m m a r y

Three methods of measuring data smoothing for incomplete measuring in­
formation are presented. The smoothing process of data ia baaed on the
equations describing the technological installation.Some quantities occu-
ring in these equations are unmeasurable because of the lack of measuring 
methods or as a result of measuring devices damage. The number of unmea­
surable quantities varies and it is neccessary to form an additional algo­
rithm for each of presented methods of data smoothing. Presented analysis 
enables choosing of the method for which changes of the number of unnee- 
surable quantities can be taken into account in the simplest way.


