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S ta b i ln o ś ć  c ią g ły c h  (o  s t a ły c h  r o z ło ż o n y c h ) układów dynam icznych, jako  
d z ia ł  ja k o śc io w e j t e o r i i  układów dynam icznych, j e s t  nowym i  mało ro zw i
n ię ty m  k ieru n k iem  badan naukowych* T ru d n ości ja k ie  sp otyk a s i ę  w a n a l i z ie ,  
spowodowane są  m iędzy innym i brakami ja k o śc io w e j t e o r i i  równań r ó ż n ic z k o 
wych o pochodnych cząstk ow ych , będących c z ę s t o  matematycznym modelem u k ła 
dów dynam icznych. Tak w ięc  do d n ia  d z i s ie j s z e g o  n ie  ma tw ie r d z e ń  o i s t 
n ie n iu  i  je d n o z n a c z n o śc i rozw iązań  n ie l in io w y c h  równań cząstk ow ych  (naw et 
zd eterm in ow an ych ), ta k ic h  jak  na p rzy k ła d  równania NAVIERa -  STOKESa dy
nam ik i c ie c z y .  Podstawy s t a b i l n o ś c i  zdeterm inow anych układów c ią g ły c h  zbu- 
.dował MÓWCZA." [2 6 ] , u o g ó ln ia ją c  id e e  b e z p o śr e d n ie j  m etody LAPUNOWa. Tema
ty k ę  s to c h a s ty c z n y c h  równań operatorow ych  p o d j ę l i  BENS0USSA1T [3] , BHARU- 
CHA-REID [ 4 ] ,  SOBCZYK [21]  oraz  KAMPE de FERIET [10, 2 5 ] ,  k tó r y  sw oje ba
dan ia  o g r a n ic z y ł do s to c h a s ty c z n y c h  równań o pochodnych cząstk ow ych  o p i
su ją c y c h  dynamikę ośrodków c ią g ły c h .  Próbę zbudowania t e o r i i  s t o c h a s ty c z 
nych  równań cząstkow ych  typu  ITO u c z y n i ł  KUSHNER [13 , 1 4 ] .

P ierw sze  p o d e jś c ia  do a n a l iz y  s t a b i l n o ś c i  rozw iązań  stoch astyczn ych  rów
nań cząstk ow ych  b y ły  p oczyn ion e  w pracach  ARIARATNAMA [1] , LEPORE i  SHAHa 
[1 5 ] , NIKOŁAJEHKO i  SZTOLa [2 7 ] ,  SKAŁMIERSKIego i  au tora  n i n i e j s z e j  r o z 

prawy [2 0 ] .  P race t e  zw iązane b y ły  g łó w n ie  ze stoch astyczn ym  w ariantem  dy
nam iczn ej u tr a t y  s t a b i l n o ś c i  c ią g ły c h  układów m echanicznych (problem  EU- 
LERa oraz drgań p a ra m etry czn y ch ), o p ie r a ły  s i ę  na p r z y b liż o n e j  m etod zie  
d y s k r e t y z a c j i  i  w yk orzystyw ały  znane tw ie r d z e n ia  o s t a b i l n o ś c i  rozw iązań  
układów dynam icznych o sk oń czon ej l i c z b i e  s to p n i swobody [29] . ś c i s ł ą  me
to d ę  a n a l iz y  s t a b i l n o ś c i  rozw iązań  pewnej o g r a n ic z o n e j k la s y  s t o c h a s ty c z 
n ych  równań lin io w y c h  cząstk ow ych  zaproponow ał WANG [23] , p o s łu g u ją c  s i ę  
w ła sn o śc ia m i półgrupowym i rozw iązań  [9 ] ,  n ie r ó w n o śc ią  GRONWALLa-BELLMANa 
P I  o ra z  za ło że n iem  e r g o d y c z n o śc i i  s t a c j o n a m o s c i  procesów . Metodę b ez

p o śr e d n ią , jednak pozbaw ioną p e łn eg o  u z a sa d n ie n ia  m atem atycznego, op artą  
na w yk orzystan iu  w ła s n o ś c i  fu n k cjon a łów  i  ic h  pochodnych, u m o ż liw ia ją cą  
a n a l iz ę  s t a b i l n o ś c i  ruchu s z e r o k ie j  k la s y  lin io w y c h  s to c h a s ty c z n y c h  u k ła 
dów dynam icznych zap rop on ow ali PLAUT o ra z  IKPAJJTE [18] . Metodę za p o czą t
kowaną p rzez  WANGa r o z s z e r z y ł  a u to r  [2 2 , 19] na u k ład y  s t o c h a s ty c z n ie  n ie 
s ta c jo n a r n e .

D e f in ic j e  s t a b i l n o ś c i  p rzy to czo n e  w r o z d z ia le  1 są  a n a lo g ic z n e  do ty ch , 
ja k ie  form u łu je  s i ę  d la  d y sk retn y ch  s to c h a s ty c z n y c h  układów dynam icznych: 
CHAŚMINSKIJ [2 9 ] , BOGUSZ [ 5 } .  Omówiono t e  r o d za je  s t a b i l n o ś c i ,  k tó r e  w 
d a ls z y c h  r o z d z ia ła c h  będą e fe k ty w n ie  badane. Praca zaw iera  za sa d n iczo  ory
g in a ln e  w y n ik i a u to r a , tr a k tu ją c e  o s t a b i ln o s c i  s to c h a s ty c z n y c h  układów
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c ią g ły c h  z d e term in is ty czn y m i warunkami brzegow ym i. Prezentow ane tw ie r 
d zen ia  są  u o g ó ln ien iem  metody zapoczątkow anej p rzez  WANGa [23] , p r z e n ie 
s ie n ie m  na gru n t t e o r i i  s to c h a s ty c z n e j  i d e i  MOWCZANa -  LAPUHOWa s t a b i l 
n o ś c i  względem  dwu norm, ro z sz e r z e n ie m  p o ję c ia  i  metody badania te c h n ic z 
n e j  s t a b i l n o ś c i  s to c h a s ty c z n e j  na u k ład y  c ią g ł e  za pomocą fu n k cjon a łów , 
skonstruow anych m iędzy innym i m etodą PEYSERa -  PARKSa -  PRITCHARDa [17, 
1 6 ] .  T w ierd zen ia  t e  b y ły  ju ż  c z ę śc io w o  w c z e śn ie j  referow an e [22] i  p u b li
kowane [1 9 , 20] .
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1 . D e f in ic j e

Przedm iotem  n a szy ch  rozw ażań będą pewne ja k o śc io w e  w ła s n o ś c i układów  
dynam icznych o p isa n y ch  s to c h a s ty c z n y m i równaniam i różn iczkow ym i o pochod
nych cząstk ow ych  z d e te r m in is ty c z n y m i warunkami brzegow ym i.

Zakładamy, że  u k ład  dynam iczny p o sia d a  n a s tę p u ją c e  w ła s n o ś c i:
( i )  Układ zajm uje pew ien  o b sza r  DH c  RH (N-wym iarowej p r z e s t r z e n i  Eu

k l id e s a )  z b rzeg iem   ̂ s  ©D , x = £ x , . . . , x J 6 R .  ^
( i i )  U kład o p isa n y  j e s t  zb iorem  M fu n k c j i  u ( x , t )  = £u ( x , t ) , . . . , u  ( x , t ) J ,  

n a le ż ą c y c h  do pewnej p r z e s t r z e n i  fu n k cy jn e j U(T5N) ( p r z e s t r z e n i  fa 
zo w e), t e { t :0  < t  < t }  ■ A , s p e łn ia ją c y c h  u k ład  s to c h a s ty c z n y c h  
równań różn iczk ow ych  cząstk ow ych

= Pi (aj, u 1 ................uM, X 1 .................. xN, t )  ( 1 )

w o b sza rze  CN+1 -  DN x A c  RN+1, g d z ie  P1 j e s t  operatorem  r ó ż 
niczkowym  względem  w sp ó łrzęd n ych  p r z e s tr z e n n y c h  x  , t*> j e s t  e l e 
mentem p r z e s t r z e n i  p r o b a b i l is ty c z n e j  (Q, P ) .  P r z e s tr z e n ią  U fu n 
k c j i  u ( x , t )  może być z b ió r  ró żn o ra k ich  parametrów ch a r a k te r y z u ją 
cych  s ta n  uk ładu  m a te r ia ln e g o  (m ech an iczn ego , e le k tr y c z n e g o , che

m icznego i t p . ) .
( i i i )  P ro cesy  zach od zące w u k ła d z ie  przyjm ują zadane (d e te r m in is ty c z n e )  

w a r to ś c i

uQ = u Q( x ,0 )  e U0 (T5H) = U ( # )  (2 )

w p ła s z c z y ź n ie  D N  x  { t  = o} c  RK+1 (w arunki p o czą tk o w e),

u ,  = u . , ( x , t )  e  U.,(T3N) s U t f )  ( 3 )

na b rzegu  B15- 1 x A c  r h + 1  (w arunki b rzegow e).

( i v )  I s t n i e j e  i  j e s t  jed n ozn aczn e r o z w ią z a n ie  za g a d n ien ia  o p isa n e 

go równaniem (1 )  o raz  warunkami ( 2 ) ,  (3 )  rep rezentow an e t r a j e k t o r ią  
fazow ą u = u ( x , t )  w p r z e s t r z e n i  U. Krzywa t a  w ychodzi w c h w i l i  
t  = 0 z  punktu u 0 i  j e s t  o k reś lo n a  d la  k a żd ej w a r to ś c i  t  6 4 .  
Warto p o d k r e ś l ić ,  że  (1 )  n ie  j e s t  pojedynczym  układem równań, l e c z  
ic h  zb iorem  generowanym p rzez  o p era to ry  prawych s tr o n  F ,  n a le ź ą -
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cych  do zadanej p r z e s t r z e n i  fu n k c y jn e j ,  na k tó r e j  p od zb iorach  okres- 
la n e  J e s t  praw dopodobieństw o.

Cceny rozw iązań  będziem y dokonywać w o p a rc iu  o p o je c ie  n o m y  fg , 2 4 ] .  
Ze w zględu na t c ,  że  p r z e s tr z e ń  fasow a procesów  zachodzących  w c ią g ły c h  
uk ład ach  dynam icznych n ie  noże  ju ż  być podzbiorem  sk o ń czen ie  wymiarowej 
p r z e s t r z e n i  E u k lid e sa , l e c z  J e s t  podzbiorem  p r z e s t r z e n i  .funkcyjnej U wy
b ór normy n ie  j e s t  o b o ję tn y  i  rausi ty ć  podyktowany s tr o n ą  f iz y c z n ą  zagad
n ie n i a .  t! o d ró żn ien iu  od p r z e s t r z e n i  sk o ń c z e n ie  wymiarowych, zb ie ż n o ść  
w zglsdess je d n e j noray n ie  j e s t  tu  równoważna z b ie ż n o ś c i  w zględem  in n e j .  
C zęsto  będziem y k o r z y s ta ć  z normy w p r z e s t r z e n i  'n~ o budow ie:

M 2 \
BU,1 = (E  J luJ(x»t>J dx) • (4)

j=1 DK

k tó r e j  pierwowzorem j e s t  p ie r w ia s te k  z e n e r g i i  układu ( podobnie jak  w u -  
k ła ća ch  d ysk retn ych  [20] ) .  Inne p o s t a c ie  n o m y  k o n stru u je  s i ę  k o r z y s ta ją c  
z pochodnych fu n k c j i  u ( x , t ) ;  na p rzy k ła d

= < £  E  )  u‘ ( x , t ) ] 2dx) *
1 = 1  j = i  a r L , c , x  1

1

c?)

H Ii
( 6 )««i 3 = sug E  E  t ó u l ( x - ł )

U i=1 j*1 l v x

Oprócz n o ra , k tó ry ch  p rzyk ład y  podano wzorami ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  (6 )  możne wprowa
d z ić  o g ó ln ie j s z e  p o j ę c ie  normy będące jawną fu n k c ją  cza su  | u , t | .  Ze w zglą
du na w y k o rzy sta n ie  w d e f in ic j a c h  s t a b i ln o ś c i  rozw iązań  wprowadźmy d la
pary  ( u , t )  dwie normy |u ,  t | 0 oraz | u , t | |  o n a s tęp u ją cy ch  w ła sn o śc ia ch :

( i )  | u , t |  o raz  | u , t |  są  nieujertnym i lic z b a m i r z e c z y w is t y n i , przy  czym
za ch o d z i

| 0 , t | o = o , II 0 , t  I = 0 ,  teń,  (? )

. s l z i e  O = [O, . . . ,  0] j e s t  zerowym elem entem  p r z e s t r z e n i  U.
H i )  § u , t |  j e s t  s t o c h a s ty c z n ie  c ią g ła  w zględem  g u , t |  v; punkcie  t  -  0 ,  

t c  .•jiaezy

A  A  V l u(**0)* vlo< {ws °5 >£)<<5
* > 0  a > C  r>L:

(8)



R ozważania n a sz e  ograniczym y d o-p rzypad ku , gdy w arunki brzegow e ( 3 ) Są  
u s t a lo n e ,  a je d y n ie  będziem y b a d a li  e f e k t y  zmian warunków początkow ych . 
Wie z m n ie jsz a ją c  o g ó ln o ś c i  a n a l i z y ,  będziem y z a k ła d a l i ,  że  f1 )  z
warunkami (2 )  oraz  ( J )  p o sia d a  r o z w ią z a n ie  tr y w ia ln e  u (x ,t - ;  *  j (podob
n ie  jak  w uicł,idach d y sk re tn y ch  [2 0 , 2 9 ] ) .  -Wprowadzanie dwu nor;-; [ 2 f ]  do 
badania s t a b i l n o ś c i  zw iązane j e s t  z różnym i ch a ra k tery sty k a m i procesów  
zachod zących  w u k ład ach  dynam icznych na p oczą tk u  i  w c z a s i e  trw an ia  ruchu. 
7 a r to  p o d k r e ś l ić ,  że  t a k ie  p o d e j ś c ie  j e s t  b l i ż s z a  pierw otnym  ideow  LAHI- 
IfO.‘/a .

D e f in ic j a  1
R ozw iązan ie tr y w ia ln e  u ( x , t )  •» 0 rów nania ( 1 )  j e s t  lo k a ln ie  s t a b i ln e  

s t o c h a s ty c z n ie  względem  dwu norm | . f . | ,  j e ż e l i  prawdziwe j e s t
zd a n ie  lo g ic z n e

A  A  V |n(x*0)* ° | o  < r “*- / \  p { w : | u ( x , t ) ,  t|>£}<«5 (9)
e > o  <$>o r>0 t  > 0

D e f in ic j a  2
R ozw iązan ie u ( x , t )  a  0 j e s t  a sy m p to ty czn ie  lo k a ln ie  s t a b i ln e  s t o c b e -  

s t y c z n ie ,  j e ż e l i  op rócz  ( 9 )  za ch o d z i

A  A  lll(x»0)* ° « o <  r “*' lin ! 8U(X**). t| } = 0. (10)
£ > 0  r> 0  t — °’

D e f in ic j a  3
R ozw iązan ie  u ( x , t )  ■ 0 j e s t  śr e d n io  s t a b i ln e  z p - t ą  p o tę g ą  wzglądem

dwu norm, j e ż e l i

A  V  lu ( x *0 ) * ° l o  <  r  / \  3  k * t ł ) .  t | p <  e (1 1 )
£ > 0  r>0  t >  0

Przypadek p = 1 nazywać będziem y s t a b i ln o ś c ią  w edług ś r e d n ie j .

D e f in ic ja  4
R ozw iązan ie u ( x , t )  a 0 j e s t  a sy m p to ty czn ie  s t a b i ln e  z p - t ą  p o tg g ą ,

j e ż e l i  za ch o d z i (1 1 )  oraz

\  J  u ( x ,0 ) ,  C l <  r  =*> lim  2 | u ( x , t ) ,  t l ? = 0 . (1 ? )
r  > 0 * —

D e f in ic ja  5
R ozw iązan ie u ( x , t )  *  0 j e s t  z u p e łn ie  s t a b i ln e  s to c h a s ty c z n ie .K d y  z e —

c h o d z i ( 9 ) ,  a ponadto

A  A  A  V  A  p{ " ' : ^ ><5h  H 3 )
u ( x ,0 )  s > o <5> 0 T>0 +>I



A n a lo g ic z n ie  o k r e ś la  s i ę  zu p ełn ą  s t a b i ln o ś ć  z p - t ą  p o tę g ą , asym ptotyczną  
s t a b i ln o ś ć  s to c h a s ty c z n ą  oraz asym ptotyczną  s t a b i ln o ś ć  z p - tą  p o tęg ą .

D e f in ic j a  6
R ozw iązan ie u ( x , t )  s  0 j e s t  s t a b i ln e  z prawdopodobieństwem  1 (p raw ie  

na pewno s t a b i ln e )  w tym lub  innym s e n s i e ,  j e ż e l i  w sz y s tk ie  t r a j e k t o r ie ,  
być może z w yjątk iem  zd arzeń  o p raw d opodobieństw ie równym 0 , są  s t a b i ln e  
w odpowiednim s e n s i e .

Oprócz rów nania (1 )  będziem y r o z p a tr y w a li uk ład y  dynam iczne o p isan e  
rów naniam i

= u1 uM» *1» xN» t)  +  X1.........A  *')»
(1 4 )

g d z ie  R̂" j e s t  sk ładow ą zab u rza jącą  rów nanie ( 1 ) .  Można an a lizo w a ć  s t a 
b i ln o ś ć  r o zw ią za n ia  u ( x , t )  » 0 rów nania (1 )  p rzy  s t a l e  d z ia ła ją c y c h , za
b u rzen ia ch  R o p isa n y ch  równaniem (1 4 )  z tym , że u ( x , t )  ■ 0 może n ie

1 Nbyc rozw iązan iem  (1 4 )  R(w* 0 , . . . ,  0 ,  x  , . . . ,  x  , t )  £ 0 .

D e f in ic j a  7
R ozw iązan ie tr y w ia ln e  u ( x , t )  s  0 rów nania (1 )  j e s t  s t a b i ln e  s to c h a 

s t y c z n ie  przy  s t a l e  d z ia ła ją c y c h  za b u rzen ia ch  lo sow ych  R (^, u , x ,  t ) ,  j e 
ż e l i  s łu s z n e  j e s t  zd a n ie  lo g ic z n e

A A V  °|o+ sup fE»R»i+ cdiiri..)̂ l
£ > 0 Ć > 0  r>0 y t ^°

/\ p ] w s  | u ( x , t ) ,  t{><5
t >  0 '

<  r

< «  (1 5 )

g d z ie  D ( .)  j e s t  w a r ia n c ją , £ • ||-| pewną normą zab u rzeń .
Mając na uwadze r z e c z y w is t e  o k o l ic z n o ś c i  w ja k ic h  p ra cu ją  uk ład y  dyna

m iczn e , k tó r y c h  poprawne funk cjon ow anie uwarunkowane j e s t  ograniczonym  
od ch ylen iem  od punktu p racy  w p r z e d z ia le  c za su  A (skończonym  lub  n i e ) ,  
będącym w ynikiem  zadanych z góry  warunków początkow ych , jak i  o g ra n iczo 
nych  zab u rzeń , wprowadzimy nowe o k r e ś le n ie :  te c h n ic z n e j  s t a b i ln o ś c i  s t o 
c h a s ty c z n e j  wprowadzone do układów d ysk retn ych  p rzez  BOGUSZa f5] .

D e f in ic j a  8
R ozw iązan ie u ( x , t )  * 0 j e s t  t e c h n ic z n ie  s t a b i ln e  w edług prawdopodo

b ień stw a  1 -  £ q względem  obszarów

D,; ■ |u ( x , 0 )  : | j u ( x ,0 ) ,  0 g0 < 6 1 (warunków p oczątk ow ych ),

|R  s |R(<*>, u , x ,  t)J  <  h} (m ożliw ych  za b u rzeń ),Dh i
Dg s  j u ( x , t )  : | u ( x , t ) ,  t | < f j  (d o p u szcza ln y ch  r o z w ią z a ń ),
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j e ż e l i

ą  / \  p{uj i u(x,t) e d£} > 1  - e0. (16)
u ( x , 0 ) € Dj R e

J e ż e l i  w d e f in ic j a c h  1 -8  p rzy jm ie  s i ę  | * » * |0 = | -»«■ | » 1:0 można 
o s t a b i l n o ś c i  względem  je d n e j normy. M iędzy w ym ienionym i rod zajam i s t a b i l 
n o ś c i  zachodzą z w ią z k i a n a lo g ic z n e  do ty c h ,  ja k ie  i s t n i e j ą  pom iędzy d e f i 
n ic ja m i s t a b i l n o ś c i  w u k ład ach  d y sk re tn y ch  [29]..
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2 . Metody badania s t a b i ln o ś c i

2 .1 .  Sprow adzenie do za g a d n ien ia  d ysk retn ego  [ i , 15 , 27 , 20]

J e ż e l i  u k ład  dynam iczny o p isa n y  j e s t  lin iow ym  równaniem różniczkowym  
cząstkowym  p r z e s t r z e n ią  fazow ą U może być p r z e s t r z e ń  Banacha [9 , 24] . 
Co w ię c e j ,  c z ę s t o  można p r z y ją ć , że  p r z e s t r z e ń  ta  j e s t  ośrodkowa. Takie  
u k ład y  c ią g łe  są  n a jp r o s tsz y m i u o g ó ln ien ia m i układów dynam icznych o skoń
czo n ej l i c z b i e  s to p n i swobody -  p o s ia d a ją  p r z e l i c z a ln ą  ic h  l i c z b ę  (a n ie  
kontinuum , jak w przypadku p r z e s t r z e n i  n ieo śro d n o w y ch ). Ośrodkowośó sp ra
w ia , że  i s t n i e j e  wzajemna jed n ozn aczn ość  m iędzy p r z e s t r z e n ią  U(T3xI) a pe
wnym podzbiorem  p r z e s t r z e n i  R " ,  17 te n  sposób  w y jśc iow e rów nanie (1 )  l i 
n iow e j e s t  równoważne nieskończonem u u kładow i równań różn iczkow ych  zwy
cza jn y ch  (na p rzyk ład  metoda szeregów  F ou riera  [6, 1 2 ] ) .  O gran iczając  s i ę  
w p ra k ty ce  do ic h  sk oń czon ej l i c z b y ,  sprowadzamy problem  do badania s t a -  
b i l n o s c i  ro zw ią za n ia  u ( x , t )  « 0  do a n a liz y  s t a b i l n o ś c i  rozwiązania f  ( t )  s 
= . . . = f ( t ) = 0  układu s to c h a s ty c z n y c h  równań zw yczajnych .

K on stru k cje  uk ładu  równań różn iczkow ych  zw yczajn ych , równoważnego w 
pewnym s to p n iu  równaniu cząstkowemu (1 )  (b yć może n ie l in io w e m u ), można prze
prow adzić za pomocą rietod p r z y b liż o n y c h . v7 s z c z e g ó ln o ś c i  ważną r o lę  odgry
wa metoda G a lerk in a , żąd ająca  m in im a liz a c j i  b łęd u  kwadratowego spowodowa
nego tą  aproksym acją.

2 .2 .  Metoda p o śred n ia  oparta  n s w yk orzystan iu  w ła s n o ś c i  
półgrupowycJi rozw iązań  [2 3 , 22 , 20]

Rozpatrzmy k la s ę  lin io w y c h  s to c h a s ty c z n y c h  równań cząstk ow ych  p o s t a c i

g a z ie  i. i  B są  op eratoram i różniczkow ym i w zględem  zm iennych p r z e -

(1 7 )

t  i  O, >r € D",

s d eterm in isty czn y m  warunkiem brzegowym

3 [u ( z , t )] = 0 , x C D Sf‘, (1 8 )



u (x ( u,u$ j e s t  i:aoic-r;ją, k tó r e j  n iezer o w e  e lem en ty  są  'procesam i s to c h a -  
s ty c z n y  n i  c d o s t a te c z n ie  g ła d k ic h  r e a l i z a c j a c h ,  aby i s t n i a ł o  i  b y ło  je d 
noznaczno r o z w ią z a n ie  rów nania ( 1 7 ) .

Z w ła s n o ś c i  o p era to ra  <p w yn ik a , a s  rów nanie (1 7 )  j e s t  równoważne fo r -  
ir.ule ca łk ow ej

u ( x , t )  = 4 > ( t ,0 )  u ( x ,0 )  + |< |> ( t , s )  G (x,s,u>) L !(x ,s )d s , ( 1 9 )

bgdącej punktem w yjściow ym  oceny normy r o z w ią z a n ia . W yprowadzenie e fe k 
tywnych k r y te r ió w  s t a b i ln o s c i  s t a j e  s i ę  m ożliw e po p r z y ję c iu  z a ło ż e ń  od
n o szą cy ch  s i ę  do normy o p era to ra  $> oraz w a r to ś c i ś r e d n ie j  normy m acie
rzy  G.

Zapow iedzianą tu  m etod? można sto sow ać  do a n a liz y  s t a b i ln o ś c i  ro zw ią 
za n ia  rów nania n ie l in io w e g o

= [ Lo + 3 ( x ,t ,w ) J  u ( x , t )  + i l ( x ,u , t ,w ) . ( 20)

w którym  1,Q i  G są  o k r e ś lo n e  tak  aur.o jak  w równaniu (1 7 )  a ii (x ,n ,t ,u ) )  
j e s t  n ie l in io w ą  fu n k cją  u , p rzy  czym i s t n i e j e  p ro ces  B (t ,w ) s p e łn ia ją c y  
warunek

supr  sup -  < * * * .“*. (2D
x e I) u c 11(1?')

2 .? .  Metoda b ezp o śred n ia  (fu n k cjo n a łó w  LAFJHOY/a)

.Metoda ta  j e s t  p r z e n ie s ie n ie m  na c ią g ł e  u k ład y  s to c h a s ty c z n e  tw ierd zeń  
LIO.YCK/JJa [26] o s t a b i ln o ś c i  względem  dwu n o ra , żąd a jących  i s t n i e n i a  do- 
d a tn io  o k r e ś lo n e g o  n ie r o sn ą c e g o  w zdłuż t r a j e k t o r i i  fa zow ej fu n k c jo n a łu  V.

A n a iiza  s t a b i ln o ś c i  układów sto c h a s ty c z n y c h  o p ie r a ć  3 i ę  b ęd z ie  na n ie 
rów n ości

T T  v « (2 2 )

.•rocos *  (t,u>) 'lośr.a w yznaczyć za pomocą rachunku w a r ia cy jn eg o  [ i a j .  Kry
t e r i a  s t a b i l n o ś c i  sprow adzają s i ę  do o g ra n icze ń  ś r e d n ie j  c a łk i  p rocesu

Omówimy t a r a s  e fek tyw n ą  k o n str u k c je  s to c h a s ty c z n y c h  fu n k cjo n a łó w , mo
gących s łu ż y ć  do badania  s t a b i ln o ś c i  t e c h n ic z n e j  rćwueń lin io w y c h , sa p r o -  
pcnow&ną do d etr!.vr iin lstyczn y  ch układów dynanicznych  przez 'fAłiKSa i PHI*
. Lii/w,. x-'a [ i G] « o p a rtą  na n e t  od z i e  FEYSISRa [1 J buciowy c a łe k  sner^e tyczn y  et:



h ip e r b o lic z n y c h  równań cząstkow ych  [6 , 12] .  Metodę t ę  można fo r m a ln ie  r o z 

s z e r z y ć  na równania p a r a b o lic z n e . W tym c e lu  sprowadźmy lin io w y  u k ład  rów
nań ( 1 ) do p o s t a c i

I Ł(u ) = 0 , ( 2 3 )

g d z ie  L ( . )  j e s t  operatorem  różn iczk ow an ia  cząstk ow ego  względem  t  oraz  
X1 , zaw ierającym  pochodne względem  cza su  do rzędu  r .  N iech  u ( x , t )  bę
d z ie  rozw iązan iem  równania (2 3 )  w o b sza rze  C^+"*. Wprowadźmy różn iczkow y  
o p e r a to r  N („) r -1  rzędu  względem  c z a su , otrzym any z L p op rzez f o r 
malne zró żn iczk o w a n ie  względem  7̂ .
O czyw iśc ie

f  Ni (u )L i (u)dC N+1 = 0 ,  (2 4 )
~N+1
Gt

g d z ie  C* * 1 = DK x.

C ałkując (2 4 )  p rzez  
(2 4 )  w fo rm ie  sumy

1 1  : 0 <  r  <  t }  c  CN+1.

c z ę ś c i  i  w y k o rzy stu ją c  w arunki brzegowe przedstaw iam y

I q (u) 

«c?+1
d(«CN+1)

* /_ Q(u) dc:,N+1 = 0, (2 5 )
c?+ 1

g d z ie  q (u ) oraz  Q(u) są  formami kwadratowymi względem  pochodnych u; 
w tym pochodnych czasow ych rzędu n iż s z e g o  n iż  r .  Zauważmy, że  n ak ład a
ją c  w arunki o k r e ś lo n o ś c i  możemy wybrać w ch a ra k terze  fu n k c jo n a łu  V p ie r 
w szy sk ła d n ik  le w e j s tr o n y  (2 5 )

1
V = I q (u ) d<«ClI+1) ,  (2 6 )

ec t

Pochodną fu n k c jo n a łu  V w zdłuż t r a j e k t o r i i  rów nania (2 3 )  wyznacza s i ę  
b ezp o śred n io  z ( 2 5 ) .
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3» Lokalna s ta b iln o ść ^

T w ierd zen ie  1 [22]

J e ż e l i

( i )  V  V  | * < * 2 » V |  < C  exp [ - f ( t 2- t 1>]> (27)0 0  />0

( i i )  p ro ces  |G (x ,t ,u > )§  s p e łn ia  s ła b e  prawo w ie lk ic h  l i c z b  [29J f 
( i i i )  za ch o d z i n ieró w n o ść

sup E | o ( i , t |W) | < | ,  (2 8 )
t  ^  0 J

t o  r o z w ią z a n ie  tr y w ia ln e  u ( x , t )  «  0 równnnia (1 7 )  j e e t  z u p e łn ie  
s t a b i ln e  s t o c h a s ty c z n ie  (w m yśl d e f i n i c j i  5 ) względem  |  . | .

Dowód

K o r z y s ta ją c  z w ła s n o ś c i normy oraz z a ło ż e n ia  ( i )  na p o d sta w ie  ( 1 9 ) .na
p iszem y  d la  t  >  0

J u ( x , t ) |  <  C e x p ( - J t ) g u ( x ,0 )  j( + C j e x p [ - f ( t - s ) ] |G ( x f e ,a O | |u ( x , s ) |  da .

0 (2 9 )

Z n ie r ó w n o śc i GRONWALLa-BELLMANa [ 2] w yn ik a , że  norma ro zw ią za n ia  p o sia d a  
m ajoran te  d la  t  >  0

J u ( x , t ) J  <  c |u ( x ,0 )  |  e x p (-^ t  + |"j| G (x ,s ,« u )J d a ). (3 0 )

Na p o d sta w ie  z a ło ż e n ia  ( i i )  d la  dow olnych d od atn ich  l i c z b  £ oraz  <5
i s t n i e j e  d o d a tn i c z a s  T t a k i ,  że  d la  t  >  T za ch o d z i

e > >  p-{ Ws T |  I ®(x *s , " )j ds -  |  |  EjG(x,a,<u) |  da j> &
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te a n te ie j  prawdziwy j e s t  c ią g  n ie r ó w n o śc i

|g>: £  |  |G ( z , s ,o . ) |  ds >  $  |  E |G (x ,s ,< o )| da + c?1£ >  P

\i A
>  P I » *  J  |  |G (x , s ,(u) |  ds >  ^supo E || G (x ,s,u > )| + ó -jj. (3 1 )

Sa m o c j  w a^nku  ogran iczoności ( i i i )  i s t n i e j e  t a k ie  d ,  >  0 , że praw dzi

w ość (3 1 )  p o c ią g a  za sobą warunek:

£ >  P |a>: ^  |  S G (x ,s,u ))|| ds >  | j .  

t a k ie  T >  0 ,  d la  k tó reg o  za ch o d z i

e >  p {w  : C |  |  G (x ,s ,a ) ) | ds >  j  t | .  (3 3 )
0

i. ozzLsczzngr %  ^ =
Zatem

Z = e x p ( )  T ) , g d z ie  Z >  1 .

H ec* . | t i ( x t0 ) |  s p e łn ia  warunek;

C | |u ( x ,0 ) | |  Z <  3

Ea p*odstswie ( 3 0 ) ,  ( 3 4 ) ,  ( 3 2 ) ,  (3 3 )  mamy

(3 4 )

P |w s ||  u ( x , t ) |  >  ó } <

<?{*>-.  8  |  u ( x ,0 )  l  e x p [ c 4  |  | 0 ( * , s , c o ) |  ds -  | ) t |  >  C | u ( x ,0 ) |  z )

= C(^ j s  G(X,S,U))| ds -  | ) t  > ln  z j  =

16



= p

£ d la  t  >  T.

I '-08 4 1I G(;s*s »w) |  d B > ^ P  + ^ } <

< p (<*> : ■£ |  |G (x ,s ,u > ) | ds >  <

! (3 5 )

|G ( x ,s  ,w )j ds >  ln  Z + f  t  j  <

<  p|<*> i C ^ |G (x ,s ,u > ) | da >  In  z j  <  £ d la  O <  t  <  T.

Więc d la  dow olnych £ > 0  i  <5>o i s t n i e j e  tak a  l i c z b a  r  > 0

<r  <  4  = expf f T rg)>

ż e  za ch o d z i

J u ( x ,0 ) |  <  r  -►  / \  P { u ) t  | u ( x , t ) | > i j < £ ,  
t  >  O

co końcay dowód lo k a ln e j  s t a b i l n o ś c i  s t o c h a s ty c z n e j .
K o r z y s ta ją c  z  n ie r ó w n o śc i (3 0 )  d la  dow olnych <5> O i  u ( x ,0 )  można 

n a p isa ć

p jc o s  j |u ( x , t ) |  >

<  p { w * ^  |  |G (x ,s,u>)J d s > |  + ^  ^ ( f l l iu ^ T Ó ir ^ '  t3 6 )

Na mocy z a ło ż e n ia  ( i i i )  i s t n i e j e  t a k a  s ^ a ł a  <?1 >  O, że  (3 6 )  można o g ra 
n ic z y ć  z g ó ry  p raw dopodob ieństw em

p {w  : ^  |  | G ( x ,s ,w ) | ds >  ^sup^ E |G (x ,t ,w )J  + < » ,). (3 7 )
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P o słu g u ją c  s i ę  (3 1 )  na p od staw ie  (3 6 )  i  (3 7 )  za ch o d z i n ierów n ość

(3 8 )

Ponieważ p ro ces  |G (x ,t ,a > ) | s p e łn ia  prawo w ie lk ic h  l i c z b ,  t o  d la  dowol
nych d o d a tn ich  l i c z b  oraz  e i s t n i e j e  t a k i  c z a s  T >  0 , że dla t  >  T

co dow odzi t e z y  tw ie r d z e n ia .

T w ierd zen ie  2

J e ż e l i  s p e łn io n e  są  z a ło ż e n ia  ( i )  oraz ( i i i )  tw ie r d z e n ia  1 , a ponadto  
( i i * )  p ro ces  |G (x ,t ,w ) || s p e łn ia  s i l n e  prawo w ie lk ic h  l i c z b ,  t o  rozw ią 
z a n ie  tr y w ia ln e  rów nania (1 7 )  j e s t  a sy m p to ty czn ie  s t o c h a s ty c z n ie  s t a b i ln e  
z prawdopodobieństwem  1.

Dowód

P ierw sza  c z e ś ć  dowodu j e s t  id en ty czn a  z dowodem tw ie r d z e n ia  1 ,g d y ż  s i l 
ne prawo w ie lk ic h  l i c z b  p o c iąga  za sobą s ła b e .  W ystarczy zatem w yk azać,że

P {w  : lim  | |u ( x ,t ) | |  = o] = 1.
"fc 1 » ««■

K o rzy sta ją c  z n ie r ó w n o śc i (3 0 )  napiszem y

zach od zi

H “* ! | T J lG(x»s »“')|l ds -  4
0 1

E |G ( x ,s ,« ) 5  d s | >  <  £>

lu b  k o r z y s ta ją c  z (3 8 )

(3 9 )

Zatem na p od staw ie  ( i i * )
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n ie r ó w n o śc i (3 9 )  oraz  (2 8 )  za ch o d z i

Wobec czeg o  z prawdopodobieństwem  1 otrzym ujem y rów ność

kończącą  dowód.

Uwaga
T w ierd zen ia  1 1 2  mogą być r o z sz e r z o n e  na n ie l in io w e  u k ład y  dynam iczne 

o p isa n e  równaniem (2 0 )  s p e łn ia j ą c e  warunek ( 2 1 ) ,  w tym c e lu  w odpowied
n ic h  z a ło ż e n ia c h  |G (x ,t ,'w ) | n a le ż y  z a s t ą p ić  p rzez  |G ( x ,t ,w ) |  + B (t,co ) .

P rzyk ład  1
Rozpatrzmy s t a b i ln o ś ć  r o zw ią za n ia  tr y w ia ln e g o  cząstk ow ego  równania róż

n iczk ow ego  p o s t a c i

Równanie (a )  op isyw ać może małe d rgan ia  p op rzeczn e (prob lem  geom etry czn ie  
i  f i z y c z n ie  l in io w y )  membrany jed n orod n ej o g ę s t o ś c i  ę  , g r u b o śc i h pod
d an ej sta łem u  n a c ią g o w i NQ na je d n o s tk ę  d łu g o ś c i  b rzeg u , w ośrodku o 
przypadkowych param etrach: w sp ó łczyn n ik u  t łu m ie n ia  (ł (w ,r )  oraz s p r ę ż y s to 
ś c i  k ^ , * ) .  z j e s t  p rzem ieszczen iem  poprzecznym , T  czasem , i  układem  
w sp ółrzęd n ych  p ro sto k ą tn y ch  ( r y s .  1 ) .

(a )

R ys. 1
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Przyjm ijm y ponadto w arunki brzegowe

z(0,y,T)  = z ( l 1 , |7 , t )  = z ( 4 , 0 , t )  = z ( 4 , l 2 , r )  = 0 .

Wprowadzając w sp ó łrzęd n e bezwymiarowe

£ £ z + _ 't ,"o>
T-* y = r;*  u = T7 > * -  17  w

p r z e k sz ta łc im y  (a )  do p o s t a c i  

4>u _ ,r
m  v*

g d z ie

S s  = + f  -  2n v -« .( < d ,t )u  -  2 n (c o ,t )v ,
Ąs. © y

1 1■j 5
n 1 = n 0 + n ( w ,t )  = e > ( w ,t l1 ( | £ )  .

<X (« ,t) = k 

Układ (d )  p o sia d a  budowę (1 7 )  z

+ f  -  2n
©y*

0 0 

-* (a> ,t) -  2n(u>,t)

O perator półgrupow y <t> r o zw ią za n ia  równania

©w

G<t,o>)

te = V
• * = [ : ] •

(ł>)

(o)

(d)

<*)

(f)

(g )
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w yznaczyć można k la s y c z n ą  m etodą F o u r ie r a . Przy z a ło ż e n iu  m ałego t łu m ie 
n ia  (Jt2 (1 + f )  >  n 2 ) ip p o sia d a  budowę

w ( x ,y , t )  = $ ( t ,0 )  w ( x ,y ,0 )  = 0  ( t )  w ( x ,y ,0 )  

1. X
e x p ( -  n Qt )  I . ]  s i n ( iS x )  s i n ( i * x 0 ) s i n ( j * y )  s in (jJ ty 0 )

i , j = 1  O 0

—i— s i n  to. . t  + co s  w. .t
a)i j  U  iJ

_  s in  WjLjt

2 r,2
^ i.i  + n o s in co s  j t

i j
s in

w(xo'yo*0)(b!:odyo*

00

g d z ie

" ij  = (w2 ( i 2 + f  j 2 ) -  n 2~)

U z u p e łn ia ją c  w ek tor w składowym i tworzymy nowy
w ektor

( x , y , t )

U

V

Q\1
Vx
<9u

(i)

a r o z w ią z a n ie  będziem y o c e n ia ć  za pomocą normy z d e fin io w a n e j jak  n a stęp u 

je

[V ( X , y , t ) |  = j |  |  [u 2 ( x , y , t )  + V2 ( x , y , t )  + ( M o s u l i ) '

ff lu ( x .y .t ) >
'  ©y ;

2] te
J dx dyI . ( j )

O znaczając p rzez  SSi j ( u ) ,  CSi ; . ( u ) t S C ^ fu )  w sp ó łc z y n n ik i r o z w in ię c ia  
fo u r ie r o w s k ie g o  f u n k c j i  u ( x ,y )  ( l i t e r a  S r e p r e z e n tu je  rozw iniecie w zg lę
dem sin u só w , C względem  co sin u só w , na pierw szym  m ie jsc u  zaznaczony j e s t
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ro d z a j  r o z w in ię c ia  w zglądem  zm ien n e j x ,  n a  d rug im  w zględem  zm ien n e j y ) 
o r a z  w y k o rz y s tu ją c  tw ie r d z e n ie  P a r s e v a la  n a  p o d s ta w ie  ( i )  n ap iszem y

e x p ( - n 0t )

E j
i . d -1

SSi j ( u > + SSi j < v )  + c s i j ^ >  + SCi j ^ j y

O-»

n  l ( ^
iT P i L «

i n  w ^ t  + c o s  .,(u n )+
sinc*  ̂̂ t

Wij
■SSi j < v o>

f u>?1+»o n 2
+ L" -SIJ- 8±a"iJt SSld(«0)+(cos«i;)t - ̂ 2- 8in«i;Jt)SSi;)(v0)J +

[ n  s i n « ,  . t  2
! * ( _ _  s i n * i ; j t  + c o s o ^ ^ S S ^ ( u 0 ) + i r — ^ L . SS1 ;J( v 0 )J +

r  n o s ino ), t  -|2l  i
+r (zTi + °OB,iijt)ssij<wo ) + ssij^vo>Jj* •
W ykonując d z i a ł a n i a  można s t w i e r d z i ć ,  że  z a c h o d z i c i ą g  n ie ró w n o ś c i

I ( x , y , t ) | « f  e x p ( - n  t ) j  2 E [ « %i , j = 1 L Ł3

2 2s in a ^ t + co sa^ t)  SS^(uQ) +

2s i n  a;. , t
i i *  2  ' “ M i

ssTh(v«) +
“i  3

# 2  , 2%2(lu-l -i + n0) 2 2
 s i n ^ i j t  SS‘ j ( u 0 ) +

i j

( c o s ^ t  -  sin«*^ j t  ) 2 S S ^ Y , , )  + «-2 ( i 2 + 32 ) ( ( ~  « i n ^ j t  +

,2  „ 2  SS2+  O O S ^ j t )  S S J j C U j , )  +  ----------

ł̂)
i> 0 » ]

<  e x p ( - n c t )  f  2 + D 2 S S ^ C u ^ + t - ^ -  + ( J Ł -  + 1 ) 2)S S 2 ( v 0 ) +
l i ,  j «1 13 “ i j  13

+ * 2( i 2+ j 2) ( 2 ( ^ § -  s i n ^ t  + c o s 2« i 3t )  SS2j ( u 0 ) + B-l n  g l -1t SS2J ( v 0 ) ) j  ?- 
id “i j  ^|k)

P rz y jm u ją c  o z n a c z e n ia

£ »  max 

<? = m in
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otrzym ujem y w arunki: 

2

‘" ’■t ;  ° ° ) .  *2 a 2 * f s2)«  *2* d 2 * i 2) .
i j

x*(i‘ +  f  j * )  -  n;

i 2 ■+ Jg

iJ i *  + f j *  ( i *  + j ‘ ) J

na p o d sta w ie  k tó r y c h  norma ( j )  ro zw ią za n ia  s p e łn ia  o szacow an ie

X ’ r n_ 2
|T f ( x , y , t ) | <  e x p (-n 0t )

i , j -1 L i;)
) SSjj(u0) +

+ ( " 4 "  + 7  + (ZT7 + 1) > s s i j < V  + “ J 2 SSi j ( u o ) +
2n

id "id

+ (2  + O  3T2 ( i 2 + j 2 ) s s |3(u0)j
' i

<  C e x p (-n 0t ) E K ^ o K * + ssh<Sri*•
i . j - i  *

g d z ie

{ 2 f e  +  1 ) 2  +  i r ] ’ 2 [ ( 4 t  +  1 )  +  i +  * ] *  2 < 2  +  e > } *
C = m ax|2

Zatem norma r o zw ią za n ia  na p o d sta w ie  tw ie r d z e n ia  P a rsev a la  p o sia d a  ma
jo r a n te  o budowie

|ptf(xty , t ) j  <  C e x p ( -  n Qt )  f W ( x ,y ,0 ) | ,

c z y l i  s p e łn io n e  j e s t  z a ło ż e n ie  ( i )  tw ie r d z e n ia  1 .
J e ż e l i  p r o c e sy  n (a> ,t) i  <A (<o,t) s p e łn ia j ą  s ła b e  prawo w ie lk ic h  U czb  

oraz

( 1 )

t o  r o z w ią z a n ie  tr y w ia ln e  rów nania (a )  j e s t  z u p e łn ie  s t a b i ln e  s to c h a s ty c z 
n ie  ( d e f in i c j a  5 ) w zględem  normy ( i ) ,  a warunek s t a b i l n o ś c i  ( 1 )  p rz y b ie r a  
o s t a t e c z n ie  p o s ta ć
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BUP
t  >  O

no
TT (m)

Innym i (jednowym iarowym i) układam i dynam icznym i, k tó ry ch  m odele matema
ty c z n e  są  podobne do rów nania (a )  są :  l i n i a  d ługa o przypadkow ej oporno

ś c i  i  u p ły w n o śc i oraz  stru n a  (a n a lo g  m echan iczny) [20] .

T w ierd zen ie  3 
J e ż e l i

( i )  i s t n i e j e  fu n k c jo n a ł V (u ,t )  d o d a tn io  o k reś lo n y  w zględem  normy 

|ju, tH , t o  znaczy

V ( u ,t )  i  0 A / \  \ /  / \  lu »t I > f = =*- V ( u , t ) > f
£ > 0  j > 0  t  > 0

( i i )  V (u ,t )  j e s t  c ią g ł y  w zględem  | u , t | 0 w punkcie t  = 0 ,  t o  znaczy

A  V  lu*°«o <r ^ n*,ox&
e »  o r > o

( i i i )  V  A  V ( u , t ) < X ( t , w )  V ( u , t ) f (4 0 )
^ (t,o>) t > 0

t

( i v ) [ e x p ( |x  ( s ,  ) d s)] < 1 ,  (4 1 )

t o  r o zw ią za n ie  tr y w ia ln e  równania ( 1 ) j e s t  lo k a ln ie  s t a b i ln e  s t o 
c h a s ty c z n ie  względem  dwu norm ( d e f in ic j a  1 ) .

Dowód
Z z a ło ż e n ia  ( i i i )  w ynika, że

E [V (u ,t ) ]  <  V (uo ,0 )  fcj[exp(j * (s ,u> )ds)] . (4 2 )

Przyjm ując d la  dow olnych £ > 0 ,  <5>0

(ł= <5 i n f  V (u ,t )  ( 4 3 )
( u , t ) e | u j | u , t | > e |  x { t ; t  >  o}
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d o d a tn ie  na p o d sta w ie  warunku ( i ) ,  z z a ło ż e n ia  c i ą g ł o ś c i  ( i i )  w idzim y, że

V  | u , 0 | o < r  = * - V ( u , 0 ) « ł  
r  > 0

co  p rzy  w y k o rzy sta n iu  n ie r ó w n o śc i (4 2 )  o raz  z a ło ż e n ia  ( i v )  p o c ią g a  za s o - '  

bą warunek

P o s łu g u ją c  s i ę  n ie r ó w n o śc ią  CZEBYSZEWa [8 , 29] o raz  (4 4 )  nap iszem y

Widzimy zatem , że  d la  dow olnych •£>  0 , i >  0 i s t n i e j e  na mocy warunku 
c i ą g ł o ś c i  fu n k c jo n a łu  V (u ,0 ) względem  ju ,0 |jo t a k ie  r > 0 ,  że  | u o , 0 | o< r  
im p lik u je  (4 5 )  d la  t  >  0 . U w zg lęd n ien ie  warunku s to c h a s ty c z n e j  c i ą g ł o ś c i  
( 8 )  k oń czy  dowód.

T w ierd zen ie  4
J e ż e l i  s p e łn io n e  są  z a ło ż e n ia , tw ie r d z e n ia  3 , a ponadto

Jio r o z w ią z a n ie  u ( x , t )  ■ 0 j e s t  a sy m p to ty czn ie  lo k a ln ie  s t a b i ln e  ( d e f i 

n ic j a  2 ) .
Teza tw ie r d z e n ia  w ynika b e z p o śr e d n io  z ( 4 2 ) ,  (4 5 )  i  ( 4 6 ) .

(4 4 )

(4 5 )

(v) (4 6 )

Uwaga
W przypadku procesów  norm alnych SZUR [29] w y k a za ł, że  za ch o d z i o sza co 

w anie

g d z ie
2 c2 k = c 0 + Ci + ■£-,

Je X ( t ,w ) |  <  c 0 ,
(4 8 )

o
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J e ś l i  zatem

* (t,«*>) = -  K 0 + J<1 ( t , w ) ,  (4 9 )

g d z ie  pt .j(t,c«>) j e s t  procesem  normalnym, t o  z a ło ż e n ia  ( i v )  tw ie r d z e n ia  3 
o raz  (v )  tw ie r d z e n ia  4 red ukują  s i ę  do n ie r ó w n o śc i

" *o + °o  + c?  + TT < 0 - ( 4 1 ’ >

P rzyk ład  2
Rozpatrzmy za g a d n ie n ie  s t a b i ln o ś c i  drgań p ła t a  n ośn ego  (p a n e lu ) przy  

ponaddźwiękowym o p ływ ie  aerodynamicznym z p r ę d k o śc ią  w będącą procesem  
losowym (problem  f l a t e r u ) .  Z ak ła d a ją c , że  p ła t  o sz ty w n o śc i zg in a n ia  

Eh3 *D = 1 1 1 ą  , g r u b o śc i h , g ę s t o ś c i  m a te r ia łu  e  , module Younga E, l i c z -  
12(1—y )

b ie  P o isso n a  yJ j e s t  m a łow yn iosłą  pow łoką c y lin d r y c z n ą  r o zc ią g a n ą  równo
leżn ik o w o  losow ym i s i ła m i  o in te n sy w n o śc i q ro z ło żo n y m i w zdłuż kraw ędzi,

problem  można trak tow ać  jednowymiarowo ( r y s .  2 ) .  P rzyjm u jąc, ż e  s i ł a  aero
dynam iczna s p e łn ia  h ip o t e z ę  ILJUG Z lila  £28] ( t e o r ia  tło k o w a ) rów nanie drgań 
p op rzeczn ych  ma n a s tę p u ją c ą  budowę:

g d z ie  j e s t  g ę s t o ś c ią  p o w ie tr z a ,' p r ę d k o śc ią  dźw ięku.
P onadto przyjm ujemy przegubowe zamocowanie brzegów , t o  j e s t  w arunki 

brzegowe
y ( o , r )  = y ( l , r )  = O,

(b)

d= o
o.

4=1
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Y/prowadzając w sp ó łrzęd n e  bezwymiarowe

- i .  « =  j . t  = (o)

rów nanie (a )  sprowadzamy do uk ładu  równań p ierw szeg o  rzędu względem  czasu  
t

= vW v»

g  + k 2 (t,a>) iL §  + k 3 + k 4v ,
(d )

g d z ie

k 2 (t,o>) = ~ J   q(o>,t | — ) ,
* a i  h.Q a~

(e)

k3
D

1 hę

ffarunki brzegow e red u k u ją  s i e  do p o s t a c i

„ 2.
u ( 0 , t )  = u ( 1 , t )

t o x=0 <9x x=1
(f).

Zajmiemy s i e  w yznaczeniem  k r y te r ió w  lo k a ln e j  s t a b i ln o ś c i  s t o c h a s ty c z 
n e j  ro zw ią za n ia  u = v = 0 uk ładu  ( d ) .  XI tym c e lu  przyjm iem y za PLAUTem 
i  IlWAUTEm [18] n a s tę p u ją c ą  budowę fu n k c jo n a łu

- U '

2 "i
k ,(-2 -* )  + v 2 + buv + cu 2 dx,

J <0x 1 (g )

g d z ie  d o d a tn ie  s t a ł e  b oraz  c bedą w yznaczone d a le j .  K o rzy s ta ją c  z 
ek strem aln ych  w łasn  
gowe ( f )  nap iszem y
ek strem aln ych  w ła s n o ś c i  m in im alnej w a r to ś c i  w ła sn e j Xn za g a d n ien ia  brze-

■ik3(^ ) dx *  -  *m
}  2I k^ u dx, ( -  k , >  0 ) . ( h )

2-7



Zatem fu n k c jo n a ł V j e s t  i s t o t n i e  d o d a tn io  o k r e ś lo n y  j e ż e l i

4 ( -  k j  X4 + c )  > b4 . ( i )

A n a liz ę  s t a b i ln o ś c i  będziem y prow adzić w op a rc iu  o dwie n a stę p u ją c o  
zd efin io w a n e  normys

1

|uln = V5.

1■5
|U| = ( I  (U 2 + Y2 )d x ) ( j )

Dla d o d a tn ieg o  <X s p e łn ia ją c e g o  n ierów n ość

<X(u2 + v 2 ) ^  ( -  k ^ K 4 + c )u 2 + buv + v 2 , (k )

za ch o d zi

| u | 2 = V >  rt Kuj2 ,

to  znaczy s p e łn io n e  są  z a ło ż e n ia  ( i )  oraz ( i i )  tw ie r d z e n ia  3 . 
ct w yznaczone na p od staw ie  n ie r ó w n o śc i (k ) j e s t  równe

<ti= min
. . . 4  . - k 3 X 4 + c+1 -  [ ( - k , X 4+c+ 1) - 4 ( - k 3 ^ +c ) +b2]

3 m + “>• -------------------------  2--------- ---------- ----------  ------- ---------- ----------(1)
Ze zw iązku (g )  pochodna fu n k cjo n a łu  w yraz i s i ę  wzorem

*  = 1  2k3 §  + 2 v + b u ^  + b v ^  + 2 c u W  dx* (m)

a j e j  w a rto ść  w zdłuż t r a j e k t o r i i  ruchu równania ( d ) ,  uzyskana p rzez  pod
s ta w ie n ie  (d )  do (m) oraz  ca łk ow an ie p rzez  c z ę ś c i  j e s t  równa

28



u ^ “T + (2 v  + bu) (-k .. ( t  ,a>) jjr- -  k 2 ( t ,a ) )  ■2-iy) + 
J <9x4 1 wx * №

+ (-2k ^  -  b )v 2 + (-bk ^  -  2 c)u  v j  d x . (m1)

Tworzymy nowy fu n k c jo n a ł

1‘ „2 2
V -  X(t, u ) V  = -  |  [ - k 3 (b  + + v 2 ( - 2 k 4 -  b + * )  +

2
+ u v ( - b k , -  2c + * b ) + n c u 2 -  k 2 ( t , “ ) ( 2  v + b u ) +

<8x

-  2 k ^ (t ,w )  v |ł± j  dx (n )

i  o b liczam y  je g o  w a r ia c je  odpow iadającą  w ariacjom  <5u = < 5 u (x ,t) oraz  cfv = 
= < !v (x ,t)

<3(V -  * (t ,u ))V ) = -  j f - 2 k , ( b  + t ) + 2vcf v ( - 2 k .  -  b + ><) +
£  J e x *  <dxd 4

2.
ł ( u i  v  + v c f u ) ( - b k 4 - 2 c  + ?<b) + 2c )< u <J u -  k g ( t  f u>) (2<fv + b<fu)

©X

- k 2 ( t ,o . ) ( 2 v  + bu) -  2k1(t ,w )(r fv  $ £  + v ^ H )J  dx. (o )

Funkcje d u  i  d v  s p e łn ia j ą  w arunki brzegow e t e j  sam ej p o s t a c i  co  fu n 
k c je  u i  v .  C ałkując p rzez  c z ę ś c i  i  w y k o rzy stu ją c  w arunki brzegow e ( f )  
otrzym ujem y

V -  t (t ,u ))V  = -  J [<p(u,v,t,<o)<!u + V (u ,v ,t ,i* ))J v ]  dx,
0

(P )



g d z ie

$ ( u ,v , t ,w )  = -  2 k ,(b  + p ) -2 -j + v ( -  bk. - 2 c  +  ̂ b) + 2c H u+
J <dxą ą

+ 2k1( t , u )  f i  -  2k2 ( t , « ) ( Ą  + b Ą ) ,  (p1)

V (u ,v ,t ,u ) )  = 2 v (-2 k 4 -b  + f ) + u (-b k 4 -2 o  + ?< b) +

2
-2k2(t,w) A “ _ 2k.C t.co) "Jg. ( P2)

 ̂ ox

Kładąc <5 ( V -  ?t ( t ,« )  V) = 0 ze w zględu na n ie z a le ż n o ś ć  i5u i  S v  o tr z y 
mujemy

9 ( u ,v , t , t o )  = 0 ,

(Q)
V (u ,V ,t,a> ) = 0 .

O b lic z a ją c  v z d ru g ieg o  równania (q )

v = ■7 [ -  U (-  bk4 - 2c + 2k2 ^ ' “ ) + 2k1 ^ * “ > S i ]

i  p o d sta w ia ją c  do p ierw szeg o  dostajem y jedno rów nanie różn iczkow e w zg lę 
dem u s

Ą 2
2-% [-k3(b + *)(-2k4 -b + X ) -  k2(t,a))J + J-k2(t,w)(2c-bk4 -b2) +

+ k 2 (t,u i)J  + ujjcc ( -  2k4 -b  + K ) -  ( -  — ^  - c  + —*5)^] = 0 . ( r )

Ze w zględu  na w arunki brzegowe ( f )  fu n k cja  u p o sia d a  budowę

u = A s in  n * x ,
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d la  k tó r e j  rów nanie ( r )  m usi być tożsam ościow o  s p e łn io n e ,  co o k r e ś la  fu n 
k c ję

= k4 +
n4Jt4k g(t,a> ) + acnk 2 ( t ,a ) )  + (*n + n 2* 2k 2 (t,o>)

-k^  n 4 sr4 + c -
(S )

g d z ie

* n = n 2 *  2 ( 2 c  -  bk4 -  b2 ) ,

= ~ k3 n4*4(k4 + b>2 + k4(k4 + b)° + °2’

W ch a r a k te r z e  f u n k c j i  7t ( t , w )  w y s tę p u ją c e j  w z a ło ż e n iu  ( i i i )  tw ie r 
d zen ia  3 przyjmujemy

?i= max ?<n ( t ,c o ) .  
n

Ze w zględ u  na dow olność s t a ły c h  b i  c w y stęp u ją cy ch  w fu n k c jo n a le  
V, załóżm y <*n = 0 ,  t o  j e s t

b (k , + b)
o  2“ • (t)

Ponadto będziem y p rzy jm o w a li, że  b zm ien ia  s i ę  w p r z e d z ia le  ( 0 , - 2 k 4 ), 
co powoduje

c -  •£- < 0 .

D z ie lą c  l i c z n i k  i  mianownik w yrażen ia  p od p ierw iastk ow ego  ( s )  p rzez  ( n r ) 4 
zauważamy, że  Xn przyjm uje sw oje maksimum d la  n = 1 , t o  zn aczy:

*(t,u>) = k 4 +
g4 k 2 (t,o>) + ft, 4  X 2  k 2 (t,<o)

4 bk4 , b2
T "  + T
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lu b

jc4 k 2( t ,o . )  + x2 k2 (t,cu)

+ T
+ (b  + k4 ) ‘ (B i)

Z w iększając prawą s tr o n g  ( s 1 )  napiszem y

y  k 2(t,u>) + x2 k2 (t,<*0

, A bk4
— k^ Jfy + ' ■ b2

+ 'T-

?>(t,M) <  k 4 + |b + k4 | +

Wprowadzając w ektor losow y o składow ych

? ( t , io )  S  ( 7 1 ( t ,« ) ) t ? 2 (t ,< o ))

= (-
x k 2 (t,<o)

nr*
Sk^t.o i)

T>.

[- ^  ^  [- “Z  * ^  <■ r ] *

( s 2 )  p r z y b ie rz e  p o s ta ć

* (t ,u > )  <  k4 + |b + k 4j + ! ? ( t ,  U))|| .

Z ałożen ie  ( i i i )  tw ie rd z e n ia  3 wymaga ażeby

exp(k4 + jb  + k4| ) E Jexp |  Jf>(s,w)|j d s j  <  1.

( s 2 )

(u )

(S 3)

(v)

P rzyjm ując, że  p ro cesy  o b c ią ż e n ia  q oraz  p r ę d k o śc i opływu w p o s ia 
d a ją  ro zk ła d y  norm alne oraz s t o s u ją c  tw ie r d z e n ie  SZURa (4 7 ) ,  warunkiem do
sta teczn y m  s t a b i ln o ś c i  lo k a ln e j  j e s t  s p e łn ie n ie  n ie r ó w n o śc i:

•X Cp
k 4  + lb + k4 l + °o + °1 + 7"  < 0 * (w)
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g d z ie

o .
0 t  >  O

sup E f 5>?(t,«u) + '? f(t ,u > )V  ,
»  O L

•i = sup Fk C"t, "t) + Kr, „ ,
1 t  >  O L ?1 ?1 2 '2  J

° 2 ~ t S> P0 /  tK?1 ?1 f t ’U> + K?2?2 ( t ’ U) + 2 K?1?2
du.
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4 . S ta b i ln o ś ć  śred n ia  z p - t a  p o tęgą  

T w ierd zen ie  5 [22]
J e ż e l i

( i )  \ /  \ J  1« ( t 2 . t - | ) |  <  c s x p [ - i ( t 2 -  t . , ) ]  ,
C > 0  1 >  0

( i i )  V  V  A  E exp J |G (x ,s ,« o ) | ds <  ex p (k 2t ) ,  (5 0 )
k 1 >  0 k 2 > 0  t > 0  0

*k1
( i i i )  - 7 T > k 2* (5 1 )

t o  r o zw ią za n ie  tr y w ia ln e  równania (1 7 )  j e s t  śr e d n io  s t a b i ln e  z p - tą  p o tę -  
k 1gą d la  p <  ■£- względem  je d n e j normy ( d e f in i c j a  3 ) .

Dowód
k1Podnosząc o b ie  s tr o n y  (3 0 )  do p o tę g i  jr-, u śr e d n ia ją c  i  w yk orzystu jąc  

z a ło ż e n ie  ( i i )  otrzym ujemy

kl ki f t  ł k 1
E |u (x ,t ) |^ " "  <• |^C ju(x,0)|J  E explk^ J |G (x ,s,u > ) d s  jr- t j <

k 1

<  [ c j u ( x ,0 ) | ]  e x p j(k 2  j r ) * ] .  (5 2 )

k 1Z aten d la  p <  za ch o d z i n ierów n ość

E | u ( x , t ) | p <  J^ C ju(x,0)|

k ończąca dowód.

k 1
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Uwaga
Z astęp u jąc  warunek ( i i i )  tw ie r d z e n ia  5 n ie r ó w n o śc i ( i i i ’ )

^ r > k 2 (5 3 )

można d o w ie ść , że  i s t n i e j ą  d o d a tn ie  s t a ł e  a oraz  b t a k i e ,  że

E j u ( x , t ) |p <  a | u ( x , 0 ) | p e x p ( -  b t ) .  (5 4 )

N ierów ność (5 4 )  zapew nia m iedzy innym i asym p totyczn ą  s t a b i ln o ś ć  z p - ta

p o tęg ą  ( d e f in i c j a  4 ) .
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5 . S ta b i ln o ś ć  p rz y  s t a l e  d z i a ł a ją c y c h  z a b u rz e n ia c h  lo sow ych

T w ie rd z e n ie  6 
J e ż e l i

( i )  i s t n i e j e  f u n k c jo n a ł  s p e ł n i a j ą c y  w a ru n k i ( i )  -  ( i i i )  tw ie r d z e n ia  3 ,
( i i )  pochodna v  fu n k c jo n a łu  V s p e ł n i a  w arunek*

V  | v <u * $ £ ’ ***) | <
k 1 >  0 1

g d z ie  norm a |  .  może n p . p o s ia d a ć  budowę

( i i i )  \ /  E (ex p  j  ji (a,u>) d s ) <  e x p ( -  k g t ) ,
k 2> 0  0

( i v ) - p r o c e s  J>(t,<o) ■ |H | 1 p o s ia d a  sk o ń czo n ą  w a r to ś ć  o czek iw an ą  i  wa
r i a n c j e ,

t o  ro z w ią z a n ie  t r y w ia ln e  u ( x , t )  *  0 j e s t  s t a b i l n e  p rz y  s t a l e  d z i a ł a j ą 
cy ch  z a b u rz e n ia c h  lo so w y ch  o p is a n y c h  rów naniem  (1 4 )  ( d e f i n i c j a  7 ) .

Dowód
Pochodna fu n k c jo n a łu  w zd łu ż  t r a j e k t o r i i  ró w n an ia  zab u rzo n eg o  (1 4 )  s p e ł 

n i a  na  p o d s ta w ie  z a ło ż e ń  ( i ) ,  ( i i )  o r a z  ( i v )  c i ą g  n ie r ó w n o ś c i :

H  - V ( u ,  P + R, g g ,  . . . )  =

- V ( u ,  F . f £ .  . . . )  + V ( u ,  R, . . . ) *

<  + V ( u ,  R, f £ ,  . . . ) <  * ( * , “ ) V + v ( u ,  R, § § ,  . . . ) <

<  fi ( t ,M )  V + k 1? ( t ,u > ) .  ( 55)
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Mnożąc o b u s t r o n n ie  (5 5 )  p r z e z

| * ( s ,w ) d s ) ,exp (-

o ra z  w łą c z a ją c  t e n  c z y n n ik  pod znak p o c h o d n e j o trzym ujem ys

d [V e x p ( -  |  * ( s , w ) d s ) ] <  k 1 f> (t,«*>) e x p ( -  |  J t ( s ,w ) d s ) .  ( 5 6 )

C ałkow an ie  n ie r ó w n o ś c i  ró ż n ic z k o w e j (5 6 )  p ro w a d z i do w y ra ż e n ie :

V ( u , t )  <  V (uo ,0 )  ex p ( |  # (s ,u > )d s )  + k., |  {»(s.w ) e x p ( |  C (u ,w )d u )d 8. (5 7 )

U ś r e d n ia ją c  (5 7 )  d o s ta je m y

E [ v ( u , t ) ]  <  V (uo ,0 )  E [ e x p ( |  * (s ,u > )d s ) ]  +

+ k 1 |  E f ? ( 8 » “ ) J i(u f ai)du )j d e . (5 8 )

K o r z y s ta ją c  z n ie r ó w n o ś c i  H o łd e ra

E (?(u,)d(<*>))< [ e ( ? (w) -  E?(« ,)2]  .  [e(4(o>) -  E t(u> ))2]  +

+ E? («o) . E4 (u .) , ( 5 9 )

n ap iszem y

E [ v ( u , t ) ]  <  V (uo ,0 )  E [ e x p ( |* ( s , « . ) d s ) ]  +

+ k 1 |  |d ^ y ( s .« > )  • | E [exp (2  |  l< (u ,«> )du)] -  [E e x p ( |  * (u ,w )d u )]  ‘

+ E(y(s,< i>)) E [ e x p ( |  1 ( u ,u ) d u ) ]  j d s .  (6 0 )
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O puszczając w w yrażen iu  podpierw iastkow ym  w (6 0 )  kwadrat w a r to ś c i śred 
n ie j  i  w y k o rzy stu ją c  z a ło ż e n ie  ( i i i ) ,  na p od staw ie  k tó r e g o  i s t n i e j e  t a 
k ie  k 2' >  0 , zap ew n ia jące  n ierów n ość

E (exp 2 |  * ( s ,w ) d s )  <  e x p (-  kg t ) ,

otrzym ujemy

E [ v (u ,t ) ]  <  V(uQ,0 )  e x p ( -  k 2 t )  +

+ k 1 j |d^^(s,oj) e x p [-  \  k'2( t  -  s ) ]  + E?(s,uj) e x p [ -  k 2 ( t  -  s)]| d s . (6 1 )  

Przyjm ując o zn a czen ie

k = min jlsg» "5 № 2 )

1
sz a c u ją c  D ^ ? ( t ,u i)  i  Er»(t,aO p rzez  ic h  suprema oraz c a łk u ją c  po s 
b ę d z ie  sp e łn io n a  n ieró w n o ść :

1
E [V (u ,t ) ]  £  V(uo ,0 )  e x p (-k 2t )  + k 1 sup [ d5 7 ( t ,w )  + E?(t,o»)j 1“e3CP |.“i t l ,

t  > 0

lu b

E [ v ( u , t ) ]  <  V(uQ,0 )  + sup [ d5 ? (t,«>) + E? ( t , « ) ]  . (6 3 )
t  ^ 0

Przyjm ując d la  dow olnych £ >  0 i  ^ > 0

(4= <5 in f  . Y ( u , t )  (6 4 )
( u , t ) e  j u s i u . t l  > £}  x | t : t  >  0 j

d o d a tn ie  ze w zględu  na d o d a tn ią  o k r e ś lo n o ść  fu n k c jo n a łu  V (u ,t )  względem  
normy || u , t  |  o raz  tr a k tu ją c  P jak o  sumę d o d a tn ich  l i c z b  0 .,, P2 z wa
runku c i ą g ł o ś c i  fu n k c jo n a łu  V w zględem  normy | . , . | Q w punk cie  t  = 0 w i

dzim y, że

V K*°lo <ri ^  1̂- (6 5 )
r 1 >  0
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Ponadto p rzyjm u jąc:

sup ( t ,w )  + E j? ( t ,w ) | a£ P2 | j -  (6 6 )
t  >  0

j a s t

E [ v ( u , t ) ]  <  S  l u f  V ( u , t ) (6 7 )
( u , t  )e j u : l^tt, t ] >  e J W 1 1  *ł  >  0 |

Ze w zględu  na n ieró w n o ść  Czebyszewa za c h o d z i r e la c j a

p|u> i | u , t |  > e |  <  <f (6 8 )

kończąca  dowód tw ie r d z e n ia .

Uwaga
Z ak ład ając  dodatkow o, że  p r o c e sy  i (t,c*>) o raz  {> (t,(*>) są  w zajem nie  

n ie s k o r e lo w a n e , co  j e s t  równoważne tem u, że  oraz  są  t e ż  n ie s k o -
re lo w a n e , można udowodnić praw dziw ość tw ie r d z e n ia  6 przy  n iezm ien io n y ch  
p o z o s ta ły c h  z a ło ż e n ia c h , z tym że d e f i n i c j e  7 s t a b i l n o ś c i  s to c h a s ty c z n e j  
p rzy  s t a l e  d z ia ła ją c y c h  za b u rzen ia ch  losow ych  można w zm ocnić, żąd a jąc

A  A V [lu(x»°)*°lo + 8up E ~ |R | 1] <  r  =s>-
£ >  0 <j > 0  r >  0 t  >  0

/ \  p |u : |u ( x ,t ) H  > £ } <  >5.
t  >  0



6 . T ech n iczna  s t a b i ln o ś ć  s to c h a s ty c z n a

T w ierd zen ie  7 
J e ż e l i

( i )  i s t n i e j e  i s t o t n i e  d o d a tn io  o k r e ś lo n y  fu n k c jo n a ł V s p e łn ia ją c y  n ie 
rów n ości

\ /  / \  <* |jut O§2 >  V (u ,0 )
o! >  0 u ( x ,0 )

(6 9 )

y  / \  V (u ,t )
0 ( u ( x , t ) , t )

(7 0 )

( i i )  i s t n i e j e  s to c h a s ty c z n y  p ro ces  x (t,u>) o w ła sn o ś c ia c h :

a  i0 <  t  T o
E ?! (s» w )d s  *£ 0 , (7 1 )

E |* (s ,u > )j 2 ds (7 2 )

V ( u ,t ) C  ?t ( t , oj) V ( u , t ) ,

K ?< * (a1 ,s 2) ds, ds2
sup 

0 <  t  <  T
li
lll(Ś ) " |  E* (s*“,)ds]

(7 3 )

(7 4 )

t o  r o zw ią za n ie  u ( x , t )  ■ 0 j e s t  t e c h n ic z n ie  s t a b i ln e  względem norm | Q, 
obszarów  Df i  Dj w edług praw dopodobieństw a 1 -  S Q w p r z e d z ia 

l e  cza su  [0 ,T ] .

Dowód
Na mocy warunku (7 0 )  praw dopodobieństw o z d a r z e n ia , że norma rozw iąza 

n ia  rów nania (1 )  j e s t  ogran iczon a  l i c z b ą  & , s p e łn ia  n ierów n ość

p L s | u ( x , t ) , t |  <£} > p | u)s V ( u , t ) < £ 2( ł |
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Z z a ło ż e n ia  (7 3 )  w yn ik a , że

' i
1 |w; V (u ,t )« c £  2ęj >  p |c j :  V (uq ,0 )  exp ( j  * ( s , o>) ds) <  £ 2(łj.

P r z e d sta w ia ją c  p r o c e s  ;* (t» w ) w p o s t a c i  sumy ś r e d n ie j  «  ( t )  oraz  odchy
le n ia  od ś r e d n ie j  ot (t ,co ) mamy

p | “>s V(uQ,0 )  ex p (^  ^ ( s ,!o )d s )  <  £ 2p| =

s j oC ( s ,w )d s  <  m ( iĄ-nfr'0 ) ) -  | ^ ( s ) d s j  >

[ ^ 2 /1“ : j J ri (s,a>) ds | <  ln  (y L J L ^ y ) -  |  5  ( s ) d s  .
' 0  ° ’ O ■

= P

> P

Ha p o d sta w ie  z a ło ż e n ia  (6 9 )  nap iszem y

a zatem

w : |u ( x , t ) , t |J < £ j  >  pjw : | |  oC ( s ,w )d s  | <  l n ( ^ ^ )  -  |  aC ( s ) d s

Na sk u tek  n ie r ó w n o śc i Czebyszewa za ch o d z i



K o r z y s ta ją c  z tw ie r d z e n ia  F u b in ie g o  dochodzim y do n ie r ó w n o ś c i

P j o > » |u ( x , t ) , t | |<  f  J- >  1 -

ł lJ I K?ci<(s1is2)ds1 ds2

k o ń c z ą c e j  n a  p o d s ta w ie  z a ło ż e n ia  ( 74 ) dowód.
Ż ąd an ie  (7 4 )  można o s ł a b i ć ,  gdyby b y ły  po d staw y  do p r z y j ę c i a  że  r o z -

t
k ła d  g ę s t o ś c i  p raw d o p o d o b ień s tw a  p ro c e s u  |x ( s » t> ) )d s  j e s t  u n im o d a ln y .

Wówczas k o r z y s t a j ą c  z n ie r ó w n o ś c i  G aussa p raw ą s t r o n ę  n ie r ó w n o ś c i  (7 4 ) 
można p rzem nożyć p rz e z

T w ie rd z e n ie  8 
J e ż e l i

( i )  i s t n i e j e  s to c h a s ty c z n y  f u n k c jo n a ł  V (u ,t ,o » ) ,  p ro c e s  losow y  *.j(t,<*0 
o r a z  * 2(t,» > ) s p e ł n i a j ą c e  d la  t  * l p , T j  n ie r ó w n o ś c i :  

z p raw dopodob ieństw em  1

V (uo , 0 t « ) 4j , * l  u o , 0 | 2 , ( * > 0 )  (7 5 )

wg p raw d o p o d o b ień s tw a  d o d a tn ie g o

V ( u , t , * > ) » V ,  (t,< *) J u , t | 2 , ( 76 )

(7 8 )( i i )  pj<*>* >.1(t,<-)> * n >-2( t ,u . )  >  oj -  1 -  SQ

t o  ro z w ią z a n ie  t r y w ia ln e  ró w n an ia  ( 1 ) j e s t  t e c h n i c z n ie  s t a b i l n e  w zględem  
dwu norm , w zględem  obszarów  De i  Dj w p r z e d z i a l e  c z a s u  £ o ,T j  w ed ług  
p raw d o p o d o b ień s tw a  “  £0 *

Dowód
C a łk u ją c  n ie ró w n o ś ć  (7 7 )  mamy



Według praw dopodobieństw a P |“ : ^ ( t . o j )  >  0 n X2 ( t ,w )  >  0 |  f u n k c jo n a ł  V 
j e s t  i s t o t n i e  d o d a tn io  o k r e ś lo n y  i  n ie r o s n ą c y  w zdłuż t r a j e k t o r i i  ru c h u  u -  
k ładu  ( 1 ) .
Według praw dopodobieństw a

Aby r o z w ią z a n ie  u ( x , t )  a  o b y ło  s t o c h a s ty c z n ie  s t a b i l n e  t e c h n i c z n i e ,  
w ed łu g  p raw d o p o d o b ień s tw a  1 -  SQ m u s i z a c h o d z ić  f l u , t | <  £ A  i uo »0 ł j <  
c z y l i  n a  p o d s ta w ie  (8 0 )

Z z a ło ż e n ia  ( i i )  w ynika t e z a  tw ie r d z e n ia .
P rz y  efek tyw nym  w y k o rzy sty w an iu  k r y te r iu m  (7 8 )  można p o s łu g iw a ć  a l e  

b e z in e rc y jn y m i p r z e k s z ta ł c e n ia m i  p ro cesó w  s to c h a s ty c z n y c h .

P rz y k ła d  3

P rz e d y s k u tu jm y  z a g a d n ie n ie  t e c h n i c z n e j  s t a b i l n o ś c i  n ie o d k s z ta ł c o n e j  
p o w ie rz c h n i s p r ę ż y s t e j  p ł y t y  p r o s to k ą tn e j  p o d d a n e j d z i a ł a n i u  s t o c h a s ty c z 
nym s i ło m  ś c is k a ją c y m  ( r y s .  3 ) .  Rów nanie m ałych  d rg a ń  p o p rz e c z n y c h  p ł y t y  
ma budowę«

n a  p o d s ta w ie  w arunku ( 76 ) z a c h o d z i

(7 9 )

K o r z y s ta ją c  z (7 5 )  i  (7 9 )  n ap iszem y

(80)

lu b

(a)
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g d z ie :
D -  sz ty w n o ść  z g in a n ia ,
ę -  g ę s t o ś ć  m a te r ia łu  p ły t y ,
h -  g ru b o ść ,
£ -  w sp ó łczyn n ik  t łu m ie n ia  w isk o ty c z n e g o ,
u -  p r z e m ie sz c z e n ie  pop rzeczn e p o w ierzch n i środ k ow ej,
t  -  c z a s ,
xy -  p ro sto k ą tn y  u k ład  w sp ó łrzęd n ych ,
S ,T  -  s to c h a s ty c z n e  s i ł y  d z ia ła j ą c e  w p ła s z c z y ź n ie  środ k ow ej.

Przyjmujemy przegubowe zamocowanie brzegów  p ły t y ,  g en eru ją ce  n a stęp u 
ją c e  w arunki brzegow e:

R ys. 3

u ( 0 , y , t )  = u ( a , y , t )  = u ( x , 0 , t )  = u ( x , b , t )  = 0
(b)

= 0

W c e lu  zbudowania fu n k c jo n a łu  posłużym y s i ę  metodą PEYSERa-PARKSa-PRI- 
TCHARDa omówioną w r o z d z ia le  2 .3 .
O perator Ł odpow iadający równaniu (a )  ma budowę



N atom iast o p e r a to r  N ma p o s ta ć

N s  2 + 2£. ( e )

C ałkując L(u) N (u) po c y l in d r z e  C a  3 % A a  j ( x , y ) :0 * x  < a ,  0 « y * b j  y 
X j s  : 0 «  s *: t }  otrzym ujem y w y ra żen ie

c

+ 2 d <74 u + 24 d V4 u u + 2£b ( w ,t )  | |  +
©x

2
+ 24 ( ł ( w ,t )  ^-4j u + 2 )  (<o,t) |ar + 21 t ( w ,t )  ujdC = 0 .  ( f )

Cx ’'y  y  J

P o s łu g u ją c  s i ę  z a le ż n o ś c ia m i:

b (uj>s) ń u dC = " <lf>2 dc*
C x C

otrzym anym i za pomocą ca łk ow an ia  p r z e z  c z ę ś c i  i  w y k o rzy sta n ia  warunków 
brzegow ych ( b ) ,  rów ność ( f )  red u k u je  s i ę  do p o s t a c i:
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i s= t

ls=0

+
'C
^ { 2  Ś ( § | ) 2 + 2  Śd [ ( ^ ) 2 + 2 ( ^ ) 2 + ( ^ | ) 2J  +

+ j flM g j.Bj .  2ig.(<ofs)J ( ^ ) Ł + [ g . t t W )  _ 2§f(co,8)J (g )2JdC = O.
(g )

Jako fu n k c jo n a ł ( s to c h a s ty c z n y )  wybieramy p ierw szy  sk ła d n ik  w yrażen ia  (g )  
w p u n k cie  s  = t ,  t o  j e s t

v  = / { (^  + ś u ) 2  + ś2  u2 + d [ (Ś )2  + 2 (& 2 + (^ )2 ]  +

-  e>0»,t) ( § | ) 2 -  <5(00,1:) (§H)2JdB. (h)

Zatem na p o d sta w ie  (g )  o ra z  (h ) pochodna fu n k c jo n a łu  p rzed sta w ia  s i ę  wzo
rem

8  -  * 2 S l  [ < Ś ) J  1 2 ( f e 2 * < $ > 2] ł

+ (« h } 2 [ a ^ i i i .  2 i^ > (c o ,t ) ]  + (§ h /  [ s % i i  -  2 ś < j (c o ,t ) ]} d B . ( i )

P o s łu g u ją c  s i ę  rachunkiem  w ariacyjnym , można w ykazać, że

/ t e ? } + 2(^5y} + (^ 7 ) ] dB >  k4 ^ f e )2 + >  k1 f"2 dB>
( j )

y " (§ H )2 dB >  k 2 y u 2 dB,
B B

/  (§ ^ )2 d B > k 3 / u 2 dB, 
B ’ B
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gd z ie

k 4 = ^  ("T + “ 2> * k1 = k 4 'a b

00
k 2 = ( f )  , k3 -  <§>

Wprowadzając zd a rzen ia  

A.1 =  |  w s d k 4 -  ę> ( w ,t )  => o |

A2 =  j  oj s d k 4 -  >  o j ,

na p o d sta w ie  ocen  ( j )  w edług  praw dopodobieństw a P ( f i  A2 ) za ch o d z i

VS= ^ ( ^ . t )  j  u 2 dB,

(1)

(m)

g d z ie

V “ ,t>  -  * 2 + k 2 ( ^ 4  -  * ( » .* > ]  + k 3 [ dk4 - ł h t ) ] .

Ponadto fu n k c jo n a ł V z prawdopodobieństwem  1 s p e łn ia  c ią g  n ie r ó w n o śc i  
(Pi i >0)

( $ £ ) 2 + 2d2 u 2 + 2*  u  $  + d [ ( ^ ) 2 + 2 ( ^ H _ ) £

+ 1) u +

, s ! l
+ <^2>lJdB ^  / { o  + +ć (2Ć

+ d[ (Ś )2 + 2(^ f )2 + (^ 1

</{(1+ł)(ft)a +[d+i^][(^>2 ♦ *<&>* ♦ <̂ >2]

s u p | ^ |  + 3u p J ^ |  + 2 | | ^ |

d B <

, # 2u
+ ! ? 7

(a)
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g d z ie

A m  oaz |  1 +1 ,  + d j  a  b . (o)

Pochodna fu n k c jo n a łu  V w ed łu g  p raw d o p o d o b ień s tw a  P(A3 n  A ^ ) ,  g d z ie

Ł3 .  j  u, i 2 t[dk4 -  P (« .t)] + > o j ,

A4 » |  «  * 2 t  [dk4 -  i ( « , t ) ] + St Ss j p  >

(P )

s p e ł n i a  o szaco w an ie

dV -
- / | 2 i  ( ^ 2 * ( M ) 2 [ 2 4  (dk4 - ( » ( « , t ) )  +

^ ) 2 [ 2 4  <**4 - # < " .* > >  + d B <

[  2<!(dk4 + k 3 [  2i ( d k 4 - J ( « , t ) )  +<  - i k

u 2 dB (q )

W prow adzając norm y

M /  u2 dB*

fl2uMo * ? i * | + ■§* j $ |  + 2f e |  + \tp

( r 1 )

( r 2 )

w id z im y , że  s p e łn io n e  j e s t  z a ło ż e n ie  ( i )  tw ie r d z e n ia  8 .  
K ry te r iu m  te c h n i c z n e j  s t a b i l n o ś c i  w ed łu g  p raw d o p o d o b leń t 
dowę

1 -  0 A2 fi A3 n A4 0 A5 ) , (■ )
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g d z ie  z d a r z e n ie  A^ j e s t  z d e f in io w a n e  w n a s t ę p u ją c y  sp o só b

A5 -  |<*> j 4 2 + k 2 [d k 4 -  0 (U, t ) ]  + k 3 [dk4 -  f  ( w , t ) ]  >  ( # m J .  ( t )

W arunek ( s )  z n a c z n ie  s i e  u p r a s z c z a ,  j e ż e l i  s i ł y  ś c i s k a j ą c e  p ł y t ę  *  oba
k ie r u n k a c h  s ą  ró w n e , t o  z n a c z y  S ( w , t )  ■ T (u > ,t) . W tedy

A-j = Ag, A  ̂ = A^,

n a to m ia s t  z d a r z e n ia  A  ̂ i  p o s i a d a j ą  c z ę ś ć  w sp ó ln ą

Ag * A1 0 A5 = |<*i s d k 4 -  ( i ( « o , t ) >  oco j ,

g d z ie

( | ) * - 4 2
<t0 = max | 0 ,  g---- — ( a )

J e ż e l i  zn an a  J e s t  ł ą c z n a  dwuwymiarowa g ę s t o ś ć  p raw d o p o d o b ień s tw a  p ro cesó w  
P ( u , t )  o r a z  g ( x 1 f x 2 ) n ie ró w n o ś ć  ( s )  p r z y b i e r a  p o s ta ć

1 - f i 0 <

oe ao

I I
o cto

g (d k 4- y 1 f y 2-24  y 1 )d y 1 dy 2.  (▼)

W arunek ( a ) lu b  w s z c z e g ó ln o ś c i  ( v )  n a k ła d a  n a  p a ra m e try  r o z k ła d u  g ę 
s t o ś c i  p raw d o p o d o b ień s tw a  p ro ce só w  S ( w , t ) ,  T (a> ,t) o r a z  i c h  pochodnych
o g r a n ic z e n ia .

J e ż e l i  w ielow ym iarow e g ę s t o ś c i  p raw d o p o d o b ień s tw a  p ro cesó w  z a b u r z a ją 
cy ch  s ą  n ie z n a n e ,  można p o s łu ż y ć  s i e  i c h  momentami p ie rw s z e g o  i  d ru g ie g o  
r z ę d u  o r a z  n ie ró w n o ś c ia m i C zebyszew a. N a le ż y  je d n a k  p a m ię ta ć ,  ż e  k r y t e r i a  
w t e n  sp o só b  o trzy m an e  b ęd ą  b a rd z o  o s t r e .
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7 . Uwagi końcowe

Zam ieszczone w p racy  tw ie r d z e n ia  fo rm u łu ją  d o s ta te c z n e  w arunki s t a b i l 
n o ś c i  s t o c h a s ty c z n e j ,  p o m ija ją c  z u p e łn ie  k w e s t ie  warunków k o n ieczn y ch , 
'.'/eryfikacja  otrzym anych wyników j e s t  m ożliw a zarówno d o św ia d c z a ln ie  jak  i  
num erycznie (sym ulow anie c y fr o w e ) . W p racy  s ta r a n o  s i ę  p r z e d sta w ić  m o ż li
w ie o g ó ln e  m etody obejm ujące szero k ą  k la s ę  s to c h a s ty c z n y c h  ob iektów  dyna
m iczn ych . N iem niej jednak i s t n i e j ą  in n e  s z c z e g ó ln e  metody n a d a ją ce  s i ę  do 
badania s t a b i ln o ś c i  układów op isan ych  rów naniam i pewnej p o s t a c i  W -

Z naczen ie dyskutow anych w rozp raw ie  problemów w ynika z ic h  b ezp ośred 
n ie j  s to s o w a ln o ś c i w różnych  g a łę z ia c h  t e c h n ik i .  Do ta k ic h  zagad n ień  na
l e ż y  z a l i c z y ć  problem  d łu g ic h  w iru ją cy ch  elem entów  u rząd zeń  w ie r tn ic z y c h ,  
dynam iczne z a g a d n ie n ie  E u le r a , za g a d n ien ie  s t a b i l n o ś c i  k o n s tr u k c j i  l o t n i 
c z y c h , s t a b i ln o ś ć  p racy  reaktorów  jądrow ych i  chem iczn ych  oraz problem y  
s tero w a n ia  wym ienionym i o b iek ta m i.

V/ p racy  og ra n iczo n o  s i ę  do a n a liz y  k la s y  układów dynam icznych o p is a 
nych s to c h a sty c z n y m i cząstkow ym i równaniam i różn iczkow ym i z d e te r m in i
styczn ym i warunkami brzegow ym i. W zw iązku z tym w arto  w ym ienić zarysow u
ją c e  s i ę  k ie r u n k i d a ls z y c h  badań.

1 . S ta b i ln o ś ć  c ią g ły c h  układów dynam icznych, k tó r y c h  m odele m atem atycz
ne są  różn e od p r z y ję te g o  w p ra cy , na p rzy k ła d  u k ład y  o p isa n e  równaniam i 
całkow ym i.

2 . U w zg lęd n ien ie  s to c h a s ty c z n y c h  warunków brzegow ych.

3 . U kłady c ią g ło - d y s k r e t n e , t o  zn aczy  sk ła d a ją c e  s i ę  z podukładów o p i
sanych  rów naniam i cząstkow ym i i  zw yczajnym i.

4 . Zbudowanie s to c h a s ty c z n e g o  an alogonu  metod c z ę s to t l iw o ś c io w y c h .
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