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Stabilno$¢ ciggtych (o statych roztozonych) ukiadéw dynamicznych, jako
dziat jakosSciowej teorii ukiadéw dynamicznych, jest nowym i malo rozwi-
nietym kierunkiem badan naukowych* Trudnos$ci jakie spotyka sie w analizie,
spowodowane sga miedzy innymi brakami jako$ciowej teorii réwnan rézniczko-
wych o pochodnych czastkowych, bedacych czesto matematycznym modelem ukta-
déw dynamicznych. Tak wiec do dnia dzisiejszego nie ma twierdzen o ist-
nieniu i jednoznacznos$ci rozwiazan nieliniowych réwnan czastkowych (nawet
zdeterminowanych), takich jak na przyktad réwnania NAVIERa - STOKESa dy-
namiki cieczy. Podstawy stabilnos$ci zdeterminowanych ukitadéw ciagtych zbu-
.dowat MOACZA™ [26], uogdlniajac idee bezposredniej metody LAPUNOWa. Tema-
tyke stochastycznych roéwnahn operatorowych podjeli BENSOUSSALT [3], BHARU-
CHA-REID [4], SOBCZYK [21] oraz KAMPE de FERIET [10, 25], ktéry swoje ba-
dania ograniczyt do stochastycznych réwnan o pochodnych czastkowych opi-
sujacych dynamike osrodkéw ciggtych. Prdbe zbudowania teorii stochastycz-
nych réwnan czastkowych typu ITO uczynit KUSHNER [13, 14].

Pierwsze podejscia do analizy stabilnos$ci rozwiazan stochastycznych réw-
nan czastkowych byty poczynione w pracach ARIARATNAMA [1], LEPORE i SHAHa
[15], NIKOLAJEHKO i SZTOLa [27], SKALMIERSKIlego i autora niniejszej roz-
prawy [20]. Prace te zwigzane byty gtdwnie ze stochastycznym wariantem dy-
namicznej utraty stabilnos$ci ciggtych ukladéw mechanicznych (problem EU-
LERa oraz drgan parametrycznych), opieraty sie na przyblizonej metodzie
dyskretyzacji i wykorzystywaty znane twierdzenia o stabilnoséci rozwigzan
uktadéw dynamicznych o skonczonej liczbie stopni swobody [29]. $cistg me-
tode analizy stabilnos$ci rozwiazah pewnej ograniczonej klasy stochastycz-
nych réwnan liniowych czastkowych zaproponowat WANG [23], postugujac sie
witasnosciami pétgrupowymi rozwigzan [9], nieréwnoscia GRONWALLa-BELLMANa
Pl oraz zatozeniem ergodycznos$ci i stacjonamosci proceséow. Metode bez-
posredniag, jednak pozbawiong pelnego uzasadnienia matematycznego, oparta
na wykorzystaniu wtasnos$ci funkcjonatéw i ich pochodnych, umozliwiajgca
analize stabilnos$ci ruchu szerokiej klasy liniowych stochastycznych ukta-
déw dynamicznych zaproponowali PLAUT oraz IKPAJJTE [18]. Metode zapoczat-
kowang przez WANGa rozszerzyt autor [22, 19] na uklady stochastycznie nie-
stacjonarne.

Definicje stabilno$ci przytoczone w rozdziale 1 sga analogiczne do tych,
jakie formutuje sie dla dyskretnych stochastycznych uktadéw dynamicznych:
CHASMINSKIJ [29], BOGUSZ [5}. Oméwiono te rodzaje stabilnoéci, ktére w
dalszych rozdziatach bedg efektywnie badane. Praca zawiera zasadniczo ory-
ginalne wyniki autora, traktujace o stabilnosci stochastycznych uktadéw



ciggtych z deterministycznymi warunkami brzegowymi. Prezentowane twier-
dzenia sg uogo6lnieniem metody zapoczatkowanej przez WANGa [23], przenie-
sieniem na grunt teorii stochastycznej idei MOWCZANa - LAPUHOWA stabil-
nos$ci wzgledem dwu norm, rozszerzeniem pojecia i metody badania technicz-
nej stabilnos$ci stochastycznej na uktady ciagte za pomoca funkcjonatéw,
skonstruowanych miedzy innymi metodg PEYSERa - PARKSa - PRITCHARDa [17,
16]. Twierdzenia te byty juz cze$ciowo wczes$niej referowane [22] i publi-
kowane [19, 20].



1. Definicje

Przedmiotem naszych rozwazan beda pewne jakosciowe wtasnos$ci uktadow
dynamicznych opisanych stochastycznymi réwnaniami rézniczkowymi o pochod-
nych czastkowych z deterministycznymi warunkami brzegowymi.

Zaktadamy, ze uktad dynamiczny posiada nastepujgce wtasnosci:

(i)
(i)
(iii)
(iv)

Uktad zajmuje pewien obszar DHc RH (N-wymiarowej przestrzeni Eu-
klidesa) z brzegiem Ns @, xX=£Xx,...,%xJ6 R. n
Uktad opisany jest zbiorem M funkcji u(x,t) = £u (x,t),...,u (x,t)J,
nalezagcych do pewnej przestrzeni funkcyjnej U(5N) (przestrzeni fa-
zowe), te{t:0 <t <t} mA 6 spetniajgcych uktad stochastycznych
réwnan rézniczkowych czastkowych

= Pi(aj, ul.... UM X1 i, xN, t) (1)
w obszarze ON+1 - DNx A ¢ RN+1, gdzie Pl jest operatorem réz-
niczkowym wzgledem wsp6trzednych przestrzennych x, t> jest ele-
mentem przestrzeni probabilistycznej (Q, P). Przestrzenig U fun-

kcji u(x,t) moze by¢ zbiér réznorakich parametréow charakteryzuja-
cych stan ukitadu materialnego (mechanicznego, elektrycznego, che-
micznego itp.).

Procesy zachodzace w uktadzie przyjmujag zadane (deterministyczne)
wartosci

uQ = uQ(x,0) e UO(TH) = U (#) (2)
w ptaszczyznie bN x {t =0} ¢ RK+l (warunkipoczatkowe),
u, =u.(x,t) e U(T3N) sU tf) (3)

na brzegu BB 1x A ¢ rh+1  (warunki brzegowe).
Istnieje i jest jednoznaczne rozwiazanie zagadnienia opisane-

go réwnaniem (1) oraz warunkami (2), (3) reprezentowane trajektorig
fazowg u = u(x,t) w przestrzeni U. Krzywa ta wychodzi w chwili
t =0 z punktu u0 i jest okreSlona dla kazdej wartos$ci t 64.

Warto podkresli¢, ze (1) nie jest pojedynczym uktadem réwnan, lecz
ich zbiorem generowanym przez operatory prawych stron F , nalezg-



cych do zadanej przestrzeni funkcyjnej, na ktérej podzbiorach okres-
lane Jest prawdopodobiefAstwo.

Cceny rozwigzah bedziemy dokonywaé¢ w oparciu o pojecie nomy fg, 24].
ze wzgledu na tc, ze przestrzen fasowa proceséw zachodzacych w ciaggtych
uktadach dynamicznych nie noze juz byé¢ podzbiorem skonczenie wymiarowej
przestrzeni Euklidesa, lecz Jest podzbiorem przestrzeni .funkcyjnej U wy-
b6r normy nie jest obojetny i rausi ty¢ podyktowany strona fizyczng zagad-
nienia. # odrdznieniu od przestrzeni skonczenie wymiarowych, zbieznos$¢
wzglsdess jednej noray nie jest tu réwnowazna zbiezno$ci wzgledem innej.
Czesto bedziemy korzysta¢ z normy w przestrzeni ™~ o budowie:

B! =(J§“f ) Ikt ok)\- 0

ktorej pierwowzorem jest pierwiastek z energii uktadu (podobnie jak w u-
kta¢ach dyskretnych [20] ). Inne postacie nomy konstruuje sie korzystajac
z pochodnych funkcji u(x,t); na przykifad

1

=<t E ) U] 2 - ¢?)

i a r L,c,x

H

«wis=SWE E toul(x4 (6)
UY i=1 j*1 Ivx

Oproécz nora, ktérych przyktady podano wzorami (4), (5), (6) mozne wprowa-
dzi¢ ogdblniejsze pojecie normy bedace jawnag funkcjg czasu |u ,t|. Ze wzgla-
du na wykorzystanie w definicjach stabilnos$ci rozwigzan wprowadZzmy dla

pary (u,t) dwie normy |u,t|0 oraz |u,t|| onastepujacych wtasnosciach:
(i) |u,t| orazju,t| sag nieujertnymi liczbami rzeczywistyni,przy czym
zachodzi
|0 ,t]o = o, o,t1 =0, ten, (?)
.slzie O = [O, ..., 0] jest zerowym elementem przestrzeni U.
H i) 8u,t|] jest stochastycznie ciagta wzgledem gu,t| V; punkcie t - 0,
tc .ejiaezy

A A VIUPO*vio<  {vs G <5 ®)

*>0 a>C r>L:



Rozwazania nasze ograniczymy do-przypadku, gdy warunki brzegowe (3) Sa
ustalone, a jedynie bedziemy badali efekty zmian warunkéw poczatkowych.
Wie zmniejszajac ogo6lnosci analizy, bedziemy zaktadali, ze fl) z
warunkami (2) oraz (J) posiada rozwigzanie trywialne u(x,t-; * j (podob-
nie jak w uictidach dyskretnych [20, 29]). -Wprowadzanie dwu nor;-; [2f] do
badania stabilnosci zwigzane jest z réznymi charakterystykami procesow
zachodzacych w uktadach dynamicznych na poczatku i w czasie trwania ruchu.
7arto podkresli¢, ze takie podejscie jest blizsza pierwotnym ideow LAHI-
IfOfa.

Definicja 1
Rozwigzanie trywialne wu(x,t) »» 0 réwnania (1) jest lokalnie stabilne
stochastycznie wzgledem dwu norm |.f.], jezeli prawdziwe jest

zdanie logiczne

A A V X"O*°|o <r /' \ _ p{w: Ju(x,t), t>£}<«5 [©))
e>o $0 I’>0|r( ) t>0

Definicja 2
Rozwigzanie u(x,t) a 0 jest asymptotycznie lokalnie stabilne stocbe-
stycznie, jezeli oprécz (9) zachodzi

A a GO cos r*lin 18069 1] }=0. (0

£>0 r>0 t

Definicja 3
Rozwigzanie u(x,t) m 0 jest $rednio stabilne z p-ta potegg wzgladem
dwu norm, jezeli

A V lu(x*0)* °lo<r I\ 3 k*tt). tlp< e (11)
£>0 r>0 t> 0

Przypadek p = 1 nazywa¢ bedziemy stabilnos$cig wedtug S$redniej.
Definicja 4
Rozwigzanie u(x,t) a 0 jest asymptotycznie stabilne z p-tag potgga,
jezeli zachodzi (11) oraz

vJ ou(x,0), Cl <r =>lim 2 |u(x,t), tI?= 0. (1?)

*

r>0 —
Definicja 5

Rozwigzanie u(x,t) * 0 jest zupetnie stabilne stochastycznie.Kdy ze—
chodzi (9), a ponadto

A A AV A " % H3)

u(x,0) s>0<50 T>0 +>I



Analogicznie okres$la sie zupeing stabilno$¢ z p-tg potega, asymptotyczng
stabilno$¢ stochastyczng oraz asymptotyczng stabilno$¢ z p-ta potega.

Definicja 6

Rozwigzanie u(x,t) s 0 jest stabilne z prawdopodobienstwem 1 (prawie
na pewno stabilne) w tym lub innym sensie, jezeli wszystkie trajektorie,
by¢ moze z wyjatkiem zdarzen o prawdopodobiefstwie réwnym 0, sg stabilne
w odpowiednim sensie.

Opro6cz réwnania (1) bedziemy rozpatrywali ukiady dynamiczne opisane
réwnaniami

= ul UMb *1» XN» t) + Xl......... A *»

gdzie RY jest skladowg zaburzajacg rownanie (1). Mozna analizowaé¢ sta-
bilno$§¢ rozwigzania u(x,t) » 0 roéwnania (1) przy stale dziatajacych, za-
burzeniach R opisanych réwnaniem (14) z tym, ze u(x,t) m 0 moze nie
byc rozwigzaniem (14) R(w* 0, ..., 0, x7, ., X, t)y £ 0.

Definicja 7

Rozwigzanie trywialne u(x,t) s 0 rdéwnania (1) jest stabilne stocha-
stycznie przy stale dziatajgcych zaburzeniach losowych R(®, u, x, t), je-
zeli stuszne jest zdanie logiczne

AAV °|o+ap FBRI+ain)yy <

£>0¢>0 r>0 vy tne
/\ plws |u(x,t), t{><5 <« (15)
t> 0
gdzie D(.) jest wariancjg, £<|{ pewng normg zaburzen.

Majac na uwadze rzeczywiste okolicznoséci w jakich pracujg uktady dyna-
miczne, ktérych poprawne funkcjonowanie uwarunkowane jest ograniczonym
odchyleniem od punktu pracy w przedziale czasu A (skonczonym lub nie),
bedacym wynikiem zadanych z géry warunkéw poczatkowych, jak i ograniczo-
nych zaburzen, wprowadzimy nowe okres$lenie: technicznej stabilno$ci sto-
chastycznej wprowadzone do ukitadéw dyskretnych przez BOGUSZa f5] .

Definicja 8

Rozwigzanie u(x,t) * 0 jest technicznie stabilne wedlug prawdopodo-
bienstwa 1 - £q wzgledem obszaréw

D;m |u(x,0) :]ju(x,0), 0g0<61 (warunkéw poczatkowych),
Dhi IR s |R(<*> u, x, t)J < h} (mozliwych zaburzen),
Dg s ju(x,t) : Ju(x,t), t|<fj (dopuszczalnych rozwigzan),

10



jezeli

a I\ p{uj i u(x,t) edt >1 - el (16)
u(x,0)€ Dj Re

Jezeli w definicjach 1-8 przyjmie sie [|*»*|0 = |-xa|» 1:0 mozna
o stabilno$ci wzgledem jednej normy. Miedzy wymienionymi rodzajami stabil-
nosci zachodza zwiazki analogiczne do tych, jakie istnieja pomiedzy defi-
nicjami stabilnos$ci w uktadach dyskretnych [29]..

11



2. Metody badania stabilnos$ci

2.1. Sprowadzenie do zagadnienia dyskretnego [i, 15, 27, 20]

Jezeli uktad dynamiczny opisany jest liniowym réwnaniem rézniczkowym
czastkowym przestrzenig fazowag U moze by¢ przestrzen Banacha [9, 24].
Co wiecej, czesto mozna przyjaé, ze przestrzen ta jest osrodkowa. Takie
uktady ciggte sa najprostszymi uogélnieniami uktadéw dynamicznych o skoni-
czonej liczbie stopni swobody - posiadajg przeliczalna ich liczbe (a nie
kontinuum, jak w przypadku przestrzeni nieoSrodnowych). Os$rodkowo$dé spra-
wia, ze istnieje wzajemna jednoznaczno$¢ miedzy przestrzenig UT3xl) a pe-
wnym podzbiorem przestrzeni R™, I ten sposéb wyjsciowe réwnanie (1) li-
niowe jest réwnowazne nieskonczonemu uktadowi réwnan rézniczkowych  zwy-
czajnych (na przyklad metoda szeregéw Fouriera [6, 12]). Ograniczajac sie
w praktyce do ich skonczonej liczby, sprowadzamy problem do badania sta-
bilnosci rozwigzania u(x,t) «0 do analizy stabilnos$ci rozwigzania f (t) s
=...=f(t)=0 uktadu stochastycznych réwnan zwyczajnych.

Konstrukcje uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych, réwnowaznego w
pewnym stopniu réwnaniu czastkowemu (1) (by¢é moze nieliniowemu), mozna prze-
prowadzi¢ za pomocag rietod przyblizonych. W szczegé6lnos$ci wazng role odgry-
wa metoda Galerkina, zadajgca minimalizacji btedu kwadratowego spowodowa-
nego ta aproksymacja.

2.2. Metoda posSrednia oparta ns wykorzystaniu wtasnosci
potgrupowycli rozwigzan [23, 22, 20]

Rozpatrzmy klase liniowych stochastycznych réwnan czastkowych postaci

(17)
ti O X €D",
s deterministycznym warunkiem brzegowym
3 [u(z.,t)] =0, X CD Sf«, (18)

gazie i i B sa operatorami ré6zniczkowymi wzgledem zmiennych prze-



u(x(uu$ jest i:aoic-r;ja, ktérej niezerowe elementy sa ‘procesami stocha-
stycznyni ¢ dostatecznie gtadkich realizacjach, aby istniato i byto jed-
noznaczno rozwigzanie réwnania (17).

z wiasnoséci operatora < wynika, as rownanie (17) jest réwnowazne for-
irule catkowej

u(x,t) =4>(t,0) u(x,0) + |<|>(t,s) G(x,s,u>) LI!(x,s)ds, (19)

bgdacej punktem wyjsciowym oceny normy rozwigzania. Wyprowadzenie efek-
tywnych kryteriow stabilnosci staje sie mozliwe po przyjeciu zatozen od-
noszacych sie do normy operatora $ oraz warto$ci $redniej normy macie-
rzy G

Zapowiedziang tu metod? mozna stosowa¢ do analizy stabilno$ci rozwiag-
zania réwnania nieliniowego

= [Lo + 3(x,t,w)J u(x,t) + il(x,u,t,w). (20)

w ktorym 1Q i G sg okre$lone tak aur.o jak w réwnaniu (17) a ii(x,n,t,u))
jest nieliniowa funkcja u, przy czym istnieje proces B(t,w) spetniajacy
warunek

supr Scdaint (2D
el) uc 11(1’?)

2.?. Metoda bezposrednia (funkcjonatéw LAFIHOY/a)

.Metoda ta jest przeniesieniem na ciggte uktady stochastyczne twierdzen
LIOYCK/JJa [26] o stabilno$ci wzgledem dwu nora, zadajacych istnienia do-
datnio okre$lonego nierosngcego wzdiuz trajektorii fazowej funkcjonatu V.

Anaiiza stabilno$ci uktadéw stochastycznych opieraé 3ie bedzie na nie-
réwnosci

TT V « (22)

.erocos * (t,u>) ‘'lodr.a wyznaczy¢ za pomocg rachunku wariacyjnego [iaj. Kry-
teria stabilno$ci sprowadzajg sie do ograniczen $redniej catki procesu

Oméwimy taras efektywng konstrukcje stochastycznych funkcjonatéw, mo-
gacych stuzy¢ do badania stabilno$ci technicznej réwuen liniowych, sapro-
pcnow&ng do detr!.vriinlstycznych ukfadéw dynanicznych przez ~fakikSa i PHI*
.Liilw,xa [iGl« opartag na netodzie FEYSISRa [1 J buciowy catek sner”etyczny et:



hiperbolicznych réwnah czgstkowych [6, 12]. Metode te mozna formalnie roz-
szerzy¢ na réwnania paraboliczne. Wtym celu sprowadZmy liniowy uktad réw-
nan (1) do postaci

lt(u) =0, (23)

gdzie L (.) jest operatorem rézniczkowania czastkowego wzgledem t oraz
X1, zawierajacym pochodne wzgledem czasu do rzedu r. Niech u(x,t) be-
dzie rozwigzaniem rdéwnania (23) w obszarze C™'™  Wprowadzmy rézniczkowy
operator N¢(,) r-1 rzedu wzgledem czasu, otrzymany z L poprzez for-
malne zrézniczkowanie wzgledem 7.

Oczywiscie

f Ni (u)Li (u)dCN+1 = 0, (24)

~NHL
a

gdzie C**1 = DKx. 11 : 0< r < t} c CN+1.

Catkujac (24) przez czeSci i wykorzystujagc warunki brzegowe przedstawiamy
(24) w formie sumy

N

1 q(u) d(«CN+1) Q(u) dc! =0, (25)

«C?+Hl

*/

c?+1

gdzie q(u) oraz Q(u) sa formami kwadratowymi wzgledem pochodnych u;
w tym pochodnych czasowych rzedu nizszego niz r. Zauwazmy, ze naktada-
jac warunki okreslonosci mozemy wybra¢ w charakterze funkcjonatu V pier-
wszy sktadnik lewej strony (25)

V= g(u) d<«ClI+1), (26)
ect 1

Pochodng funkcjonatu V wzdtuz trajektorii réwnania (23) wyznacza sie
bezposérednio z (25).
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3» Lokalna stabilno$é”

Twierdzenie 1 [22]
Jezeli

(), N [FeDV]<Cepl-f(t4Db) )

00

(ii) proces |G(x,t,u>)§8 speinia stabe prawo wielkich liczb [29Jf
(iii) zachodzi nier6wnos$¢

tstOE|o(i,t|W)|< lJ (28)

to rozwigzanie trywialne u(x,t) « 0 réwnnnia (17) jeet zupeinie
stabilne stochastycznie (w mys$l definicji 5) wzgledem | ..

Dowéd
Korzystajagc z wtasnos$ci normy oraz zatozenia (i) na podstawie (19).na-
piszemy dla t > 0

Ju(x,t)] < Cexp(-Jt)gu(x,0) j( + CJ exp[-f(t-s)]|G (xfe,aO |lu(x,s)| da.
0 (29)

Z nieré6wnoséci GRONWALLa-BELLMANa [2] wynika, ze norma rozwigzania posiada
majorante dla t > 0

Ju(x,t)d < clu(x,0) | exp(-~t + |"jIG(x,s,«u)Ida). (30)

Na podstawie zatozenia (ii) dla dowolnych dodatnich liczb £ oraz
istnieje dodatni czas T taki, ze dla t > Tzachodzi

€22 Prws T 1ex*s,M)jds - | | EjG(a<u)| daj> &



teanteiej prawdziwy jest cigg nieréwnosci

£> plo>r £ ] |G(z,5,0.)] ds > s | E|G(x,5,<0)] da +c?1

. \
S Pf»* ﬁ| |G(x,s,(u)] ds > ~supo E| G(x,s,u>)| + 6-jj. (31)

Sa mocj wa”nku ograniczonos$ci (iii) istnieje takie d4, > 0, Zze prawdzi-

wos$¢ (31) pocigga za soba warunek:
£>Pla> ~| SG(x,5,u))| ds> |j.
takie T > 0, dla ktérego zachodzi

e > p{w : C| | G(x,s,a))| ds >j t]. (33)
0

i. ozzlLsczzngr % ™ =

Zatem
Z =exp() T), gdzie Z > 1.
Hec*. |ti(xt0)| spetnia warunek;
Cllu(x.0)]] z< 3 (34)

Ea p*odstswie (30), (34), (32), (33) mamy

P lws]| u(x,t)|] >06}<

<2{*>-. 8| u(x,0) 1 exp[c4 | |0(*,s,co)| ds - [)t]| > C| u(x,0)| z)

= C(™js G(X,SU))| ds - )t > In zj =

16



- o [BALIGSm)| (B>MP +1)<

<pE>: ®E| |G(X,5,u>) ds > <& dla t>T.

(35)
= |[G(x,s,w)j ds >1In Z+ft] <
<p<>i C”™ |G(x,s,u>)] da> In zj <£ dla O< t < T.
Wiec dla dowolnych £>0 i <5>0 istnieje taka liczbha r >0
<r < 4 = expffT rg)>
ze zachodzi
Ju(x,0)] < r-» /\ P{u)t |u(x,t)|>ij< £,
t >0
co koncay dowdd lokalnej stabilnosci stochastycznej.
Korzystajagc z nieréwnosci (30) dla dowolnych <5> O i u(x,0) mozna
napisac
pjcos jlu(x,t)| >
< p{w*”" | |G(x,5u>)d ds> | + A~ A(flliurTOIr™’ t36)

Na mocy zatozenia (iii) istnieje taka s”ata <1> O, ze (36) mozna ogra-
niczy¢ z géry prawdopodobieAstwem

p{w : | |G(x,s,w)| ds > ~sup™ E |G (x,t,w)J + <»)). (37)

17



Postugujac sie (31) na podstawie (36) i (37) zachodzi nieréwnos$¢

(38)

Poniewaz proces |G (x,t,a>)] spetnia prawo wielkich liczb, to dla dowol-
nych dodatnich liczb oraz e istnieje taki czas T> 0, zedla t> T
zachodzi

H “*1 |T%1Iqx»s»‘")|l ds - 4 E|G(x,5,«)5 ds|> < £

lub korzystajac z (38)

co dowodzi tezy twierdzenia.

Twierdzenie 2

Jezeli spetnione sg zatozenia (i) oraz (iii) twierdzenia 1, a ponadto
(ii*) proces |G(x,t,w)|| speitnia silne prawo wielkich liczb, to rozwia-
zanie trywialne réwnania (17) jest asymptotycznie stochastycznie stabilne
z prawdopodobienstwem 1.

Dowdd
Pierwsza cze$¢ dowodu jest identyczna z dowodem twierdzenia 1,9dyz sil-
ne prawo wielkich liczb pocigga za sobg stabe. Wystarczy zatem wykazaé,ze

P i 't = 0| = 1.
fw s Jim lu (8] ]

Korzystajac z nieré6wnos$ci (30) napiszemy
(39)

Zatem na podstawie (ii*)

18



nieré6wnosci (39) oraz (28) zachodzi

Wobec czego z prawdopodobienstwem 1 otrzymujemy réwnosc

konczacg dowdd.

Uwaga

Twierdzenia 112 mogg by¢ rozszerzone na nieliniowe uktady dynamiczne
opisane roéwnaniem (20) spetniajgce warunek (21), w tym celu w odpowied-
nich zatozeniach |G(x,t,'w)| nalezy zastgpi¢ przez |G(x,t,w)| + B(t,co).

Przyktad 1

Rozpatrzmy stabilno$¢ rozwigzania trywialnego czgstkowego réwnania réz-
niczckowego postaci

(a)

Réwnanie (a) opisywa¢ moze mate drgania poprzeczne (problem geometrycznie
i fizycznie liniowy) membrany jednorodnej o gesto$ci e , grubos$ci h pod-
danej statemu naciggowi NQ na jednostke diugoséci brzegu, w os$rodku o
przypadkowych parametrach: wspétczynniku ttlumienia (t (w,r) oraz sprezysto-
§ci k~,*). z jest przemieszczeniem poprzecznym, T czasem, i uktadem
wspoétrzednych prostokatnych (rys. 1).

Rys. 1

19



Przyjmijmy ponadto warunki brzegowe

z(0,y,T) = z(11,]7,t) = z(4,0,t)

Wprowadzajac wspétrzedne bezwymiarowe

£ £ 7 + _ 't o>
T* y=r* u=T/> *=-17 w
przeksztatcimy (a) do postaci
Ly I
m ~v*
Ss = + f - 2n v -«.(<d,t)u - 2n(co,t)v,
s C

gdzie

i d

nl =n0 + n(w,t) =e>(w,tll (|£)

<X(«,t) =k

Uktad (d) posiada budowe (17) z

+ f - 2n
Cy*
0 0
G<t,0>)
-*(a>,t) - 2n(u>,t)

Operator péilgrupowy <« rozwigzania réwnania

B
R B

20
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(d)
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wyznaczy¢ mozna klasyczng metodg Fouriera. Przy zatozeniu malego ttumie-
nia @t2 (1 + f) > n2) p posiada budowe

w(x,y,t) =$(t,0) w(x,y,0) = o (t) w(x,y,0)

1X
exp(- n@) I . ] sin(iSx) sin(i*x0) sin(j*y) sin(jJty0)
i,j=1 00
—— sin to. .t + cos w. .t _ sin WjLjt
a)ij U iJ
wW(x0'yo*0)(b!:odyo*
r2
~i o+ o sin cos jt sin
ij 00
gdzie
"ij = (w2 (i2 +f j2) - n2y
Uzupetniajgc wektor w sktadowymi tworzymy nowy
wektor

(x,y,t)

é>§9<c
C

a rozwigzanie bedziemy ocenia¢ za pomocg normy zdefiniowanej jak nastepu-

je

[V Xyl =il | [u2(x,y,t) + V2(x,y,t) + (M osuli)’

2' te
fflu(x.y.t)> dx d -
' . yl .
Cy w

1

Oznaczajac przez SSij(u), CSi;.(u)t SC~fu) wspoétczynniki rozwiniecia
fourierowskiego funkcji wu(x,y) (litera S reprezentuje rozwiniecie wzgle-
dem sinuséw, C wzgledem cosinuséw, na pierwszym miejscu zaznaczony jest

21



rodzaj rozwiniecia wzglagdem zmiennej x, na drugim wzgledem zmiennej )
oraz wykorzystujac twierdzenie Parsevala na podstawie (i) napiszemy

.E

J SSij(u> + SSij<v) + csijr > + SCij*jy

Qd-
O» .
exp(-n0) | | ( A ¢ (un) smc*/\/\t.SS
- in w"t + cos L(un)+ . -
iTPi L « Wj Hsve

f w?l+»o n 2
+L" -S1J- 8+xa"iJt SSId(«0)+(cos«it - ~2- 8in«iJX)SSi;)(V0) +

n sin«, .t 2
Il *(__ sin*ij;jt + coso”~""SS”(u0) + ir— ~L. SS1;)v0) +

r no sino), t 12 i
H (ZTi + °B,iijt)ssij<wo ) + ssijvosJj* -

Wykonujac dziatania mozna stwierdzi¢, ze zachodzi ciag nieréwnosci

| GoynlefexpCn i 2 p o g sinalt + cosart) 2 SSAuQ +
i jif(L 0 3

.2 . @
sin “a;. ,t
Tix Lﬁﬂ +n80 2 2
: sszl'r(v«) +ﬁ { sin”™ijt SS"j(u0) +
“i 3 |J
(cos™t - sink*Njt)2 SSAY,,) +«2(i2 + 32)((~ «in™jt +
+ 0057jtp2 $DLIjCUj,) + e SS|2> 0»]
")
< exp(-nct) f2 + D2 SSACun+t-N- + (Jb- + 1)2)SS2 (vO0) +
i, j«l 13 “ij 13

+*2(i2+j2)(2("8- sin ~t + cosZi3dt) SS2j(u0) + Bln gl-1tSS21(v0))j ?-
id “ij NK)

Przyjmujac oznaczenia

£» max

<= min

22



otrzymujemy warunki:

2
“”‘; oo) . ) *Zaz*fSZ)« *2x d2* |2)
. x*Cic + f j*) - n
1
i2m Jg
iJ e fjr (i o+ )0))
na podstawie ktérych norma (j) rozwigzania spetnia oszacowanie
X rn_ 2 ..
IT f(x,y,t)]< exp(-n0t) ) SSjj(u0) +
i,ji-1L i)
2n
+ (4" + 7 + (ZTT + 1) >ssij<V o+ “J2 SSij(uo) +
|d 1d

|
+(2+0 3R (i2+j2) ss|3(u0)j

< C exp(-n0t) E . K A 0 K * +§’]<S“*'
ij-i *
gdzie

C = max|2
{2 f e + 1)2 + i r 1 2[4 t + 1) + i + *]* 2<2 + e >}*

Zatem norma rozwigzania na podstawie twierdzenia Parsevala posiada ma-
jorante o budowie

Iptf(xty ,t)j < Cexp(- nQ) fw (x,y,0)],

czyli speinione jest zatozenie (i) twierdzenia 1.
Jezeli procesy n(a>,t) i <A(<o,t) spetniaja stabe prawo wielkich Uczb
oraz

(1)

to rozwigzanie trywialne réwnania (a) jest zupetnie stabilne stochastycz-
nie (definicja 5) wzgledem normy (i), a warunek stabilnos$ci (1) przybiera
ostatecznie postac

23



o (m)
BUP
t >0 T

Innymi (jednowymiarowymi) uktadami dynamicznymi, ktdrych modele matema-
tyczne sg podobne do réwnania (a) sg: linia diuga o przypadkowej oporno-
§ci i uptywnos$ci oraz struna (analog mechaniczny) [20].

Twierdzenie 3

Jezeli

(i) istnieje funkcjonat V(u,t) dodatnio okreslony wzgledem normy

ju,tH, to znaczy

V(u,t) i 0 A\ \/ ]\ lustl>f=2 V (u,t)>f
£>0 j>o0 t>0

(ii) V(u,t) jest ciggty wzgledem |u,t|0 w punkcie t =0, to znaczy

AV o <r ™ n*0x&

e»0r>0
(iii) \Y; AV (u,)<X(t,w) V(u,t)f (40)
N (t,o>) t>0
t
(iv) [exp(]x (s, ) ds)] <1, (41)

to rozwigzanie trywialne réwnania (1) jest lokalnie stabilne sto-
chastycznie wzgledem dwu norm (definicja 1).

Dowdd
Z zatozenia (iii) wynika, ze

E[V(u,1)] < V(uo,0) Tg[eqa(* (s.u>)ds)] . (42)
Przyjmujac dla dowolnych £>0, <5>0
(= Sinf V(u,t) (43)

(u,t)elujlu,t|>e| x{t;t > 0}

24



dodatnie na podstawie warunku (i), z zatozenia ciggtos$ci (ii) widzimy, ze

\ lu,0lo <r =*-V (u,0)«t
r >0

co przy wykorzystaniu nier6wnosci (42) oraz zatozenia (iv) pocigga za so-'
ba warunek

(44)
Postugujac sie nieré6wnos$cig CZEBYSZEWa [8, 29] oraz (44) napiszemy

(45)
Widzimy zatem, ze dla dowolnych <£> 0, i> 0 istnieje na mocy warunku

ciggtosci funkcjonatu V(u,0) wzgledem ju,0|jo takie r>0, ze |uo,0|o<r
implikuje (45) dla t > 0. Uwzglednienie warunku stochastycznej ciggtosci
(8) konczy dowdd.

Twierdzenie 4

Jezeli spetnione sa zatozenia, twierdzenia 3, a ponadto

(v) (46)

Jio rozwigzanie wu(x,t) m 0 jest asymptotycznie lokalnie stabilne (defi-
nicja 2).

Teza twierdzenia wynika bezposrednio z (42), (45) i (46).

Uwaga

Wprzypadku proces6w normalnych SZUR [29] wykazat, ze zachodzi oszaco-
wanie

gdzie

K =co+ A+ e

Je X(t,w)| < cO,
(48)
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Jesli zatem
*(t«*>) = - Ko + K (tw), (49)

gdzie p.j(tc«>) jest procesem normalnym, to zatozenia (iv) twierdzenia 3
oraz (v) twierdzenia 4 redukujag sie do nieréwnosci

'*0 + °0 + ¢c? +TT <0- (41’ >

Przyktad 2

Rozpatrzmy zagadnienie stabilno$ci drgan ptata nosnego (panelu) przy
ponaddzwiekowym optywie aerodynamicznym z predkoscia w bedacg procesem
losowym (problem flateru). Zaktadajac, ze ptat o sztywnos$ci zginania

*
D = 11|§h3 , grubosci h, gestos$ci materiatu e , module Younga E, licz-
12(1—y)
bie Poissona y jest matowyniosta powtoka cylindryczng rozciagang réwno-

leznikowo losowymi sitami o intensywnos$ci g roztozonymi wzdtuz krawedzi,

problem mozna traktowaé¢ jednowymiarowo (rys. 2). Przyjmujac, ze sita aero-
dynamiczna spetnia hipoteze ILJUGZlila £28] (teoria ttokowa) réwnanie drgan
poprzecznych ma nastepujacag budowe:

gdzie jest gestos$cig powietrza,' predkos$cia dzwieku.
Ponadto przyjmujemy przegubowe zamocowanie brzegéw, to jest warunki
brzegowe
y(o,r) =y(lr) =0,
®

d=o 4=1



Y/prowadzajac wspdtrzedne bezwymiarowe

-1 «= J t = (0)
réwnanie (a) sprowadzamy do uktadu réwnan pierwszego rzedu wzgledem czasu
t
W = ¥»
(d)
g + k2(t,a>) iL§ + k3 + kdv,
gdzie
k2(t,0>) = -3 q(>t | —), e
* al hQ a~ )
D

ffarunki brzegowe redukujg sie do postaci

.2
u(0,t) =u(l,t)

.
0 x=0 ¥ xa1

Zajmiemy sie wyznaczeniem kryteriow
nej rozwigzania
i

lokalnej stabilnosci
u=v =0 ukfadu (d). x tym celu
IIWAUTEm [18] nastepujgcg budowe funkcjonatu

stochastycz-
przyjmiemy za PLAUTem

2 |

k,(-2-*) + v2 + buv + cu2 dx,
U 0 I

gdzie dodatnie state b

(9)

oraz ¢ bedg wyznaczone dalej. Korzystajac z
ekstremalnych wlasmos$ci minimalnej wartos$ci wtasnej

Xn zagadnienia brze-
gowe (f) napiszemy

W ) oo mltlowta Cke o (h)



Zatem funkcjonat V jest istotnie dodatnio okre$lony jezeli

4(- kj X4 + ¢c) >b4.

Analize stabilnos$ci bedziemy prowadzi¢ w oparciu o dwie

zdefiniowane normys

1
luln =\5.

%

Ul = (I (U2 + Y2)dx)

Dla dodatniego <X spetniajgcego nieréwnos$¢

<Xu2 + v2) N (- kK"K4 + c)u2 + buv + v2,

zachodzi

lul2 = V> rt Kuj2,

to znaczy speitnione sa zatozenia (i) oraz (ii) twierdzenia 3.

ct wyznaczone na podstawie nieréwnosci (k) jest réwne

4 . -k3X4 + c+1 - [(-k,X 4+c+1l) -4(-k3 ™ +c)+b2]

<= min 3 m+ e 2

(1)

nastepujaco

()

(k)

Ze zwigzku (g) pochodna funkcjonatu wyrazi sie wzorem

* =1 2k3 § + 2 v +bu” +bv”™r +2cuWwW

a jej warto$¢ wzdtuz trajektorii ruchu réwnania (d), uzyskana przez
stawienie (d) do (m) oraz catkowanie przez czes$ci jest réwna

28
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u T + (2v + bu) (-k.. (t @) jir- - k2(t,a)) m2-y) +
J <94 1 WX * e

+ (-2k™ - b)v2 + (-bk™ - 2c)u vj dx. (m1)

Tworzymy nowy funkcjonat

)
V- x(t,u)v = - | [-k3(b + + v2(-2k4 - b +*) +

+ U v(-bk, - 2c +*b) + ncu2 - k2(t,“)(2 v + b u) a

- 2 k™M(t,w) v ) dx (n)

i obliczamy jego wariacje odpowiadajgcg wariacjom <tu = <5u(x,t) oraz cfv =
= <lv(x,t)

BV - *(t,u)V) =- j f-2k,(b + t) + 2vef v(-2k. - b + =) +
£ J ex* <dxd 4

2.
t(uiv + vecfu)(-bk4 -2c +?<b) + 2c xu Ju - kg(tfw)(2<fv + b<fu) ex

-k2(t,0.)(2v + bu) - 2ki(t,w)(rfv $£ + v ~H)J dx. (0)
Funkcje du i dv speiniajg warunki brzegowe tej samej postaci co fun-
kcje u i v. Catkujac przez czeséci i wykorzystujagc warunki brzegowe (f)
otrzymujemy

V- t(tu)Vv = - J [<p(u,v,t,<o)<!u +V (u,v,t,i*))Jv] dx, (P)

0



gdzie

$(u,v,t,w) =- 2k, (b +p) -2-j+ v(- bk.-2c+”"Db) + 2cH u+
J <dxa a
+ 2ki(t,u) fi - 2k2(t,«)(A + bA ), (p1)
V(u,v,t,u)) = 2v(-2k4 -b + f) + u(-bk4 -20 +%b) +
2
-2k2(t,w) A“ _ 2k.Ct.co) "Jg. P2
2Atw) A ) "Jg (P2)
Ktadac $(V - %(t,«) V) =0 ze wzgledu na niezaleznos$¢ i5u i sSv otrzy-
mujemy
9(u,v,t,to) =0,
Q
V(u,V,ta>) =0.
Obliczajac v z drugiego réwnania (q)
v = w7/ [- U(- bk4 -2c + 2k2 1~ ) + 2k1N*“> Si]

i podstawiajac do pierwszego dostajemy jedno réwnanie rézniczkowe wzgle-

dem us

2% [-k3(b +*)(-2k4 -b +X) - K2(ta)) + ~ I-k2(tw)(2c-bk4 -b2) +

+ k2(t,ui)d + ujjcc (- 2k4 -b + K) - (- =~ -c + —%H)A] = 0.

Ze wzgledu na warunki brzegowe (f) funkcja u posiada budowe

u = Asin n¥*x,

30
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dla ktérej réwnanie (r) musi byé¢ tozsamos$ciowo speitnione, co okresla fun-
kcje

ndJtdkg(t,a>) + acnk2(t,a)) + (*n + n2*2k2(t,0>)
=k4 + (S)

-k~ n4sd + ¢ -

gdzie
*Nn =n2* 2(2c - bk4 - b2),
=~ k3 n4*4(k4 + b>2 + k4(k4 + b)O + 09

Wcharakterze funkcji #(t,w) wystepujacej w zatozeniu (iii) twier-
dzenia 3 przyjmujemy

?i= max xn(t,co).

n
Ze wzgledu na dowolnos$¢ statych b i ¢ wystepujagcych w funkcjonale
V, zaldzmy <n =0, to jest
b(k, + b)
0 ¢ . (1)

Ponadto bedziemy przyjmowali, ze b zmienia sie w przedziale (0,-2k4),
co powoduje

c - *£- <0.

Dzielac licznik i mianownik wyrazenia podpierwiastkowego (s) przez (nr)4
zauwazamy, ze Xn przyjmuje swoje maksimum dla n = 1, to znaczy:

g4 k2(t,o>) + ft, 4 x2 k2(t,<0)
*(tu>) = k4 +
4 bk4 , b2
T" +T
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lub

jc4 k2(t,0.) + x2 k2(t,cu)
+ (b + k4)* (B)
+T

Zwiekszajac prawg strong (sl) napiszemy

y  k2(t,u>) + X2 k2(t,<*0
?>(tM) < k4 + |b + k4] + (s2)

R bkd b2
—n )+ O B2

Wprowadzajgc wektor losowy o sktadowych

2(tiio) s (71 (t,«))t 22 (t,<0))

x  k2(t,<0) Sk t.oi)
= (- n* T>. (u)

-~ [-“Z *A ar]*
(s2) przybierze postac

*(t,u>) < k4 + |b + k4j + 12(t, U . (S3)

Zatozenie (iii) twierdzenia 3 wymaga azeby
exp(k4 + jb + k4|) Elexp | JIf>(s,w)|j dsj < 1. (v)

Przyjmujac, ze procesy obcigzenia q oraz predkosci optywu w posia-
dajg rozktady normalne oraz stosujgac twierdzenie SZURa (47), warunkiem do-
statecznym stabilno$ci lokalnej jest speinienie nieréwnosci:

X Cp
ka + Ib + Kkal + °0 +°1 +7" <0~ (w)
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gdzie
0. sup Ef5>? t«u) +'?2f(t,u>)V ,
t» 0 L (tew (tu>)

i = sup Fk Ct')+ K, ,,
1 t>O0OL 771 2'2

°2 ~tSP0/ tK?21 7?71 ft'U> + K?2?2 (t’ U) + 2 K?1?2

du.
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4. Stabilno$¢ $rednia z p-ta potega

Twierdzenie 5 [22]
Jezeli

(i) N7/ N3 le(t2.t-])] < c sxp [-i(t2 - t.)],

C>0 1>0

iy V. V A Eexp  JI|G(x,;5,«0) ds < exp(k2t), (50)
k1> 0 k2>0 t>0 0
*k1

(iii) 7T > k2* (51)

to rozwigzanie trywialne rdédwnania (17) jest Srednio stabilne z p-ta pote-

gg dla p< [ wzgledem jednej normy (definicja 3).
Dowdd
Podnoszac obie strony (30) do potegi _l].<r]—_, usredniajgc 1 wykorzystujac
zatozenie (ii) otrzymujemy
ki Ki ot tk 1

Elu(x,t)|[2"" <o |MCju(x,0)|J E explk™ J |G(x,s,u>) ds jr- tj<

k1l

< [eju(x,0)[] expj(k2 ir)*]. (52)

Zaten dla p< k1 zachodzi nieréwnos¢

k1
E |u(x,t)[p< JINCju(x,0)]

koniczgca dowdd.
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Uwaga
Zastepujac warunek (iii) twierdzenia 5 nieréwnosci (iii”)

Ar o> k2 (53)

mozna dowie$é, ze istniejg dodatnie state a oraz b takie, ze

Eju(x.t)[p<alu(x,0)|p exp(- b t). (54)

Nieréwnos$¢ (54) zapewnia miedzy innymi asymptotyczng stabilnos$¢
potega (definicja 4).
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5. Stabilno$é przy stale dziatajacych zaburzeniach losowych

Twierdzenie 6

Jezeli

(i) istnieje funkcjonat spetniajacy warunki (i) - (iii) twierdzenia 3,
(ii) pochodna v funkcjonatu V speinia warunek*

\Y [v<u* $£° *xF)| <
k1> 0 1
gdzie norma | . moze np. posiadaé¢ budowe
(iii) \/ E(exp j ji (au>) ds)< exp(- kgt),
k2>0 0
(iv)-proces J>(t<o) m |H|1l posiada skohczong warto$¢ oczekiwanag i wa-

riancje,
to rozwigzanie trywialne u(x,t) * O jest stabilne przy stale dziataja-
cych zaburzeniach losowych opisanych réwnaniem (14) (definicja 7).

Dowdd
Pochodna funkcjonatu wzdtuz trajektorii réwnania zaburzonego (14) spet-

nia na podstawie zatozen (i), (ii) oraz (iv) cigg nieréwnosci:

H -V(u, P+R,gg, ...) =
-V (u, F. f£. ...) +V(u, R, )
< +V(u, R, f£, ...)< *(*,“) V+v(u, R, 8§, ...)<
< fi (M) V + k12(t,u>). (55)
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Mnozac obustronnie (55) przez

exp (- | *(s,w)ds),

oraz wtgczajagc ten czynnik pod znak pochodnej otrzymujemys

d

[V exp(- | *(s,w)ds)]< kl1f (t«*>) exp(- | Jt(s,w)ds).

Catkowanie nier6wnosci rézniczkowej (56) prowadzi do wyrazenie:

V (u,t) < V(uo,0) exp(]| #(s,u>)ds) + k., | {»(s.w) exp(] C(u,w)du)d8.

Usdredniajgc (57) dostajemy

E[v(u,t)] < V(uo,0) E[exp(] *(s,u>)ds)] +

+ k1| Ef2(8»") Ji(ufai)du)j de.

Korzystajac z nieréwnosci Hotdera

E(?(u)d(<*>))< [e(?(w) - E?(«,)2] . [e(4(0>) - Et(u>))2]
+ E?(«0) . E4(u.),
napiszemy

E[v(u,t)] < V(uo,0) E[exp(|*(s,«.)ds)] +

+ k1] [dhy(s.«>) « | E[exp(2 | K(u«>)du)] - [E exp(]*(uw)du)]®

+ E(y(s,<i>)) E[exp(|] 1(u,u)du)] jds.

+

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)
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Opuszczajagc w wyrazeniu podpierwiastkowym w (60) kwadrat wartoséci $red-
niej i wykorzystujac zatozenie (iii), na podstawie Kktdrego istnieje ta-
kie k2'> 0, zapewniajace nier6wnosé

E(exp 2| *(s,w)ds) < exp(- kg t),

otrzymujemy

E[v(u,t)] < V(@uQO0) exp(- k2 t) +

+ klj |dA(s,0j) exp[- \ K2(t - s)] + E?(s,uj) exp[- k2(t - s)]| ds. (61)

Przyjmujac oznaczenie

k = min jlsg» 'S N2)

1
szacujac D~”?(t,ui) i Er»(t,aO0 przez ich suprema oraz catkujac po s
bedzie spetniona nieréwnosé:

1
E[V(u,)] £ V(uo,0) exp(-k2t) + k1 sup_ [d5 [ (t,w) + E2(t,o»)j ked|it 1,

t>0
lub
E[v(u,t)] < V(@uQo0) + tS’L{pO [d5 ? (t,«>) + E?(t,«)] . (63)
Przyjmujgc dla dowolnych £> 0 i ~>0
4=% inf . Y (u,t) (64)

(u,t)e jusiu.tl >£} x |t:t > 0j

dodatnie ze wzgledu na dodatnig okreslono$¢ funkcjonatu V (u,t) wzgledem
normy |u,t| oraz traktujac P jako sume dodatnich liczb 0.,, P2 z wa-
runku ciggtos$ci funkcjonatu V wzgledem normy |.,.|Q w punkcie t = 0 wi-
dzimy, ze

vV K*®lo<rn " - (65)

ri> 0
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Ponadto przyjmujac:

sup (t,w) + E j?2(t,w)| e P2 |j-
t >0
jast
E[v(u,t)] < s luf V (u,t)

(u,t)eju:iMtt]>ed W11 % > 0]

ze wzgledu na nier6wnos$¢ Czebyszewa zachodzi relacja

plu>i |u,t] >e|< <«

konczaca dowod twierdzenia.

Uwaga
Zaktadajgc dodatkowo,

pozostatych zatozeniach,

przy stale dziatajagcych zaburzeniach

A AV

£>0 §>0 r> 0

ze procesy i (tc*>) oraz £ (t,(*>)
nieskorelowane, co jest réwnowazne temu, ze oraz

relowane, mozna udowodni¢ prawdziwo$¢ twierdzenia 6 przy
z tym ze definicje 7 stabilnosci

(66)

(67)

(68)

sg Wwzajemnie
sg tez niesko-
niezmienionych
stochastycznej

losowych mozna wzmocni¢, zadajac

[IU(X))O)*Olo + sup E~|R|]] < 1 =
t >0

I\
t

>

0

plu:ju(x,t)H >£}< =5



6. Techniczna stabilno$¢ stochastyczna

Twierdzenie 7

Jezeli
(i) istnieje istotnie dodatnio okres$lony funkcjonat V spetniajgcy nie-
rownosci

\/ I\ < |jutO82 > V(u,0) (69)
o> 0 u(x,0)
y I\ V (u,t) (70)
0 (u(x,t),t)

(ii) istnieje stochastyczny proces x (t,u>) o wtasnosciach:

+ E2(s»w)ds *£0, (71)

o<ad T
E |*(s,u>)j 2 ds (72)
V(u,t)C (t,d) V(u,t), (73)

Ii Kx*(al,s2) ds, ds2
sup (74)

0<t<T
MES ) ™| E*(s™)d]
to rozwigzanie u(x,t) m 0 jest technicznie stabilne wzgledem norm | Q
obszaré6w DOf i Dj wedlug prawdopodobienstwa 1 - sQ w przedzia-

le czasu [0,T].

Dowod
Na mocy warunku (70) prawdopodobienstwo zdarzenia, Ze norma rozwigza-
nia réwnania (1) jest ograniczona liczbg & , spetnia nieréwnos$¢

pLs|u(x,t),t] <€} > plus V (u,t)<£2(}|
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Z zatozenia (73) wynika, ze
Iw; V(u,t)«cE 20j > plcj: V(ug,0) exp(} * (s, o)ds) < £2(}.
I

Przedstawiajgc proces ;* (t»w) w postaci sumy $redniej « (t) oraz odchy-
lenia od $redniej a (t,co) mamy
p|“>s V(uQO0) exp(”™ ~(s,Jo)ds) < £ 2p| =

=P s j @C(s,w)ds < m (iAnfro)) - [M(s)dsj >

>Pp L js\ri (s,a>) ds| < In (nglL"y) - (5 (s)ds

0 (0] n
Ha podstawie zatozenia (69) napiszemy
a zatem
wlu(x,t),t|lJ<£j > pjw: || €(s,w)ds | < In(™™) - | &£(s)ds

Na skutek nieréwnos$ci Czebyszewa zachodzi



Korzystajac z twierdzenia Fubiniego dochodzimy do nier6wnosci

J || Ki<(slis2)ds1 ds2
Pjo>»|u(x,t),t]|l< fJ > 1 -

konczacej na podstawie zatozenia (74) dowdd.
Zadanie (74) mozna ostabié, gdyby byty {)odstawy do przyjecia ze roz-

ktad gestos$ci prawdopodobieAstwa procesu |x(s»t>))ds jest unimodalny.

Woéwczas korzystajgc z nier6wnos$ci Gaussa prawg strone nieréwnosci (74)
mozna przemnozy¢ przez

Twierdzenie 8

Jezeli
(i) istnieje stochastyczny funkcjonat V (u,t,o»), proces losowy *j(t,<*0
oraz *2(t,»>) spetniajgce dla t *Ip,Tj nierownosci:

z prawdopodobienstwem 1

V(uo,0t«)4,*1 uo, 0] 2, (*>0) (75)
wg prawdopodobieristwa dodatniego

V(u,t,*>)»V, (t,<*) Ju, t|2, (76)

(ii) B >21(t<-)>  *n>2(tu) > 0j- 1- sQ (78)

to rozwigzanie trywialne réwnania (1) jest technicznie stabilne wzgledem

dwu norm, wzgledem obszaré6w De i Dj w przedziale czasu £0,Tj wedtug
prawdopodobienistwa “EO*
Dowod

Catkujac nierébwnos$¢ (77) mamy



Wedtug prawdopodobienstwa P|“: ~(t.0j) > 0 n X2(t,w) > 0| funkcjonat V
jest istotnie dodatnio okre$lony i nierosngcy wzdtuz trajektorii ruchu u-
ktadu (1).

Wedtug prawdopodobienstwa

na podstawie warunku (76) zachodzi

(79)

Korzystajac z (75) i (79) napiszemy
(80)

Aby rozwigzanie u(x,t) a O byto stochastycznie stabilne technicznie,
wedtug prawdopodobieAstwa 1 - SQ musi zachodzié flu,t|< £ A iuo»0tj<
czyli na podstawie (80)

lub

Z zatozenia (ii) wynika teza twierdzenia.
Przy efektywnym wykorzystywaniu kryterium (78) mozna postugiwac ale
bezinercyjnymi przeksztatceniami proceséw stochastycznych.

Przyktad 3

Przedyskutujmy zagadnienie technicznej stabilnos$ci nieodksztatconej
powierzchni sprezystej ptyty prostokatnej poddanej dziataniu stochastycz-
nym sitom $ciskajagcym (rys. 3). Réwnanie matych drgan poprzecznych ptyty
ma budowe«

(a)
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D - sztywno$¢ zginania,

e - gesto$¢ materiatu ptyty,

h - grubosg,

£ - wspotczynnik ttlumienia wiskotycznego,

u - przemieszczenie poprzeczne powierzchni Srodkowej,
t

- czas,
Xy - prostokatny uktad wspéirzednych,
S, T - stochastyczne sity dziatajagce w ptaszczyznie $Srodkowej.

Rys. 3

Przyjmujemy przegubowe zamocowanie brzegéw ptyty, generujace nastepu-
jace warunki brzegowe:

u(0,y,t) =u(a,y,t) =u(x,0,t) =u(x,b,t) =0

(b)

Wcelu zbudowania funkcjonatu postuzymy sie metodg PEYSERa-PARKSa-PRI-

TCHARDa omoéwiong w rozdziale 2.3.
Operator t odpowiadajacy réwnaniu (a) ma budowe



Natomiast operator N ma posta¢

N s 2 + 2£. (e)

Catkujac L(u) N(u) po cylindrze Ca 3 A a j(x,y):0*x<a, O«y*bj y
X js : 0« s*t} otrzymujemy wyrazenie

c
+2d<4u + 24 dV4 uu + 2b (w,t) ||+
©x
2
+ 24 (K(w,t) M4j u + 2) (<o,t) lar + 21 ¢ (w,t) ujdC = 0. (f)
Cx Ty y J

Postugujac sie zaleznoS$ciami:

Dy uac=" <lf>2 de*

C X C
otrzymanymi za pomoca catkowania przez cze$ci i wykorzystania warunkdéw

brzegowych (b), réwno$¢ (f) redukuje sie do postaci:
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is=t

Is=0

+A{2 S(8N2+2S8d[(~)2+2(™ )2+ (~])2 +
'C

+jfimgjgj . 2ig(<ofS) (e +[g.tew ) 28F(co,80 (g)Dgc = o.
(9)

Jako funkcjonat (stochastyczny) wybieramy pierwszy sktadnik wyrazenia (g)
w punkcie s =1t, to jest

v =/ { (™ +$u)2 + 82 u2+d[(S )2+ 2(& 2+ (0 )2] +

- e>0»,t) (§])2 - <5(001) (§H)2JdB. (h)

Zatem na podstawie (g) oraz (h) pochodna funkcjonatu przedstawia sie wzo-
rem

g - FASI[<S)12(Fe 2% <$>] |

+ («h}2[a ™ iii. 2i*>(co,t)] + (8n/ [s% ii - 2$<j(co,t)]}dB. (i)
Postugujac sie rachunkiem wariacyjnym, mozna wykazaé, ze
f''2
/te?} +2(~5y} +(7)]B > kd " fe)2+ > kil 2>

(1)

y"(§H)2 dB> k2y u 2 dB,
B B

/ (87)2 dB>k3 /u2 dB,
B . B
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gdzie

k4 =~ (3T g “2>* Kkl = k4
k2 = (f) y k3 - <§>
Wprowadzajagc zdarzenia
Al = |ws dké4 - e(w,t) = o
@
A2 =j o s dk4 - > 0],
na podstawie ocen (j) wediug prawdopodobienstwa P (fi A2) zachodzi
Vs= A (A.t) | u2 dB, (m)

gdzie

vV “t> - *2 + k2("4 - *(».*>] + k3 [dk4 -th t)].
Ponadto funkcjonat V z prawdopodobiefistwem 1 speinia ciag nieré6wnosci

(Pi i>0)

||($£)2+2d2u2+2*u$ +d[ (7~ )2+ 2("H)E
S
+<n2>1IB AN /{0 + +(2Cr DU

+d[ (S 2+2 f)2+ (™ 1

A ([a+{d+iN] [(>2058* 4 5] -

| , #2u
+ 12?27

suplr] +3up I~ o+ 2N

(a)
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gdzie

Am oaz| 1 +1 , + djab. (0)

Pochodna funkcjonatu V wedlug prawdopodobienstwa P(A3 n A”), gdzie

£3.j u i 2t[dk4d - P(«.t)] + > 0j,
(P)
M>»| « *2t [dkd - i(«,t)]+ StSsjp >
spetnia oszacowanie
dv - .
-l l2i (N 2* (M)2[24 (dkd -(» («,t)) +
N )2 [ 24 <FFA -H<T RS>+ dB<
< ik [2<!(dk4 + K3[ 2i(dk4 -3 («,t)) T
u2 dB (q)
W prowadzajgc normy
N (r1)
Mo *2 i* |+mjs| +2fe | +\IP (r2)
widzimy, ze spetnione jest zatozenie (i) twierdzenia 8.
Kryterium technicznej stabilno$ci wedtug prawdopodoblent
dowe
1 - 0 A2 fi A3Sn A0 A5), (m)
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gdzie zdarzenie AN jest zdefiniowane w nastepujacy sposéb

A5 - <> 42 + k2 [dk4 - O(U,t)] + k3[dk4 - f(w,)] > (#m J. (1)

Warunek (s) znacznie sie upraszcza, jezeli sity $ciskajgceptyte * oba
kierunkach sg réowne, to znaczy S(w,t) m T(u>t). Wtedy

Aj = Ag, A™ = AN

natomiast zdarzenia AN i posiadajg cze$¢ wspdlng
Ag* ALO A5 = |<tis d k4 - (i(«0,t)> aoj,

gdzie

<0 = max | O, g-—— (a)

Jezeli znana Jest tgczna dwuwymiarowa gesto$¢ prawdopodobiennistwa proceséw
P(u,t) oraz g(x1fx2) niero6wnos$é (s) przybiera postac

oe a
1-fio< I I g(dk4-y1f y2-24 y1l)dyl dy2. (v)

0 d,

Warunek (a) lub w szczegédlnos$ci (v) naktada na parametry rozktadu ge-
sto$ci prawdopodobienstwa proceséw S(w,t), T(a>,t) oraz ich pochodnych
ograniczenia.

Jezeli wielowymiarowe gestos$ci prawdopodobienstwa proceséw zaburzaja-
cych sg nieznane, mozna postuzyé sie ich momentami pierwszego i drugiego
rzedu oraz nier6wnosciami Czebyszewa. Nalezy jednak pamieta¢, ze kryteria
w ten sposéb otrzymane bedg bardzo ostre.
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7. Uwagi koncowe

Zamieszczone w pracy twierdzenia formutujg dostateczne warunki stabil-
noséci stochastycznej, pomijajac zupetnie kwestie warunkéw koniecznych,
‘'leryfikacja otrzymanych wynikéw jest mozliwa zardwno doSwiadczalnie jak i
numerycznie (symulowanie cyfrowe). Wpracy starano sie przedstawi¢ mozli-
wie og6lne metody obejmujgce szeroka klase stochastycznych obiektéw dyna-
micznych. Niemniej jednak istniejg inne szczeg6lne metody nadajace sie do
badania stabilno$ci uktadéw opisanych réwnaniami pewnej postaci W -

Znaczenie dyskutowanych w rozprawie probleméw wynika z ich bezposred-
niej stosowalno$ci w réznych gateziach techniki. Do takich zagadnieri na-
lezy zaliczy¢ problem diugich wirujgcych elementéw urzadzen wiertniczych,
dynamiczne zagadnienie Eulera, zagadnienie stabilnos$ci konstrukcji lotni-
czych, stabilno$¢ pracy reaktoréow jadrowych i chemicznych oraz problemy
sterowania wymienionymi obiektami.

M pracy ograniczono sie do analizy klasy uktadéw dynamicznych opisa-
nych stochastycznymi czastkowymi réwnaniami rdézniczkowymi z determini-
stycznymi warunkami brzegowymi. W zwigzku z tym warto wymieni¢ zarysowu-
jace sie kierunki dalszych badan.

1. Stabilnos$¢ ciagtych uktadéw dynamicznych, ktérych modele matematycz-
ne sg roézne od przyjetego w pracy, na przykiad uktady opisane réwnaniami
catkowymi.

2. Uwzglednienie stochastycznych warunkéw brzegowych.

3. Uktady ciggto-dyskretne, to znaczy sktadajgce sie z podukiadéw opi-
sanych réwnaniami czastkowymi i zwyczajnymi.

4. Zbudowanie stochastycznego analogonu metod czestotliwos$ciowych.
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