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wsTep

Problemy przewodzenia ciepta wciatach statych o wspétczynniku prze-
wodzenia %sprowadzaja sie do poszukiwania rozktadu temperatur w po-
staci funkcji # (PJ, P€ispe’miajqcej réGwnanie:

V'%v#+ % (rj’y |f - ci;

w obszarze £2 ograniczonym konturem f > przy zadanym warunku poczatko-
wym:

(2)
uT

oraz warunku brsegowym:

+ b#p;, =Cj Per (3)
3n P
Dla przypadkow Aol NeO; AB#0 przyjeto w literaturze nazwy warunkow
brzegowych pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju.
Roéwnanie przewodzenia ciepta sprowadza sie w przypadku szczeg6lnym (dla
stanu ustalonego przy 0/0"idem) do réwnania Poissona:

V2# e =0 U)
Dla « O otrzymuje sie z kolei réwnanie Laplace’a:
v2sg$ =20 ®



Za$ dla stanu niestacjonarnego klasyczne réwnanie paraboliczne Fourie-
ra:

(6)

gdzie:
a - jest wspodtczynnikiem przewodzenia temperatury.

Sciste rozwiazanie zadania przewodzenia jest mozliwe tylko dla nielicz-
nej klasy problem6éw stanowigcych czesto zbyt duze uproszczenie warun-
kdw rzeczywistych [4.6,8,9.13*%14.22,23]« Wzwigzku z tym w odniesie-
niu do wiekszosci zagadnien inzynierskich otrzymane tg drogg wyniki nie
moga stanowi¢ podstawy iloSciowej analizy procesu, moga stuzy¢ jedynie
do oceny jakosciowej.

Whpierwszej potowie XX wieku, obok znacznego rozwoju metod anali-
tycznych opartych na rachunku infinitezymalnym, rozpoczagt sie inten-
sywny rozw0j badan w dziedzinie probleméw przewodzenia ciepta za pomo-
ca metod numerycznych.

Pierwsza grupa metod numerycznych stosowanych dotychczas w zagad-
nieniach cieplnych bazuje ogdlnie rzecz biorgc na zastgpieniu procesu
ciggtego, procesem zmian skokowych, przy czym podstawowym narzedziem
tej transformacji jest roznica skonczona, przeksztalcajaca rébwnanie
rézniczkowe na rdznicowe, dzieki czemu zadanie sprowadza sie do poszu-
kiwania tablicy przyblizonych wartosci funkcji w pewnym zbiorze punk-
tow izolowanych zwanych siatkg.

Metody réznicowe rOznig sie miedzy sobg zasadami doboru siatek i
budowania odpowiednich réwnan réznicowych.

Wpraktyce obliczen cieplnych spotyka sie szereg odmian [i.9,15,16,18,
19,29,31»32] metod ro6znicowych, zdeterminowanych przyjeciem jednego z
nizej wymienionych operatoréw:

10 Boznica przednia

Af(x) » f(x + h> - f(xz (7)

2° Robznica wsteczna:

Vi) *f(x) - f(x - h) ®)



3° Boznica centralisa
tii(x) *f(x + ~1)-fIx - h) 9)
4° Roznica Srednia
<«f(x) * ~-jf(x+h)- f(x - h)J do;
Analogicznie definiuje sie réznice rzedow wyiezych. Przykiadowo:
A2 f(x) *A[Af(X)]« f(x+2h) - 2f(x+h) + f(x) 1)

Szczeg6Ing popularno$¢ zyskatly sobie »etody oparte na ilorazie rézni-
cowy® przednia i wstecznym [i»9.16,19.29*31.32] oraz metoda Cranka-
Nicolsona bazujgca na operatorach p} i A. Bardzo dogodng do rozwig-
zywania szeregu probleméw przewodzenia ciepta jest metoda bilanséw ele-
mentarnych (Waniczewe) [26,27.30] stanowigca uogO6lnienie metod, w kto-
rych korzysta sie z transformacji typu A . Metoda bilansow  dopuszcza
wystepowanie wewnetrznych Zrodet ciepta, zmiang wiasciwos$oi fizycznych
obszaru (np. pod wptywem temperatury;, reprezentujg wiec uniwersalnos¢
trudno osiggalng w innych syetemach modelowanie* Otrzyaanie podstawowe-
go réwnania wymaga zastosowania dla elementu siatki rdwnania  bilansu
energii. J. Madejski w pracy [iO0] przedstawia pewng odmiang omowionych
wyzej metod numerycznych, polegajacych aa zastgpieniu pochodnych prze-
strzennych operatorami A  przy zachowaniu pochodnej czasowej. Metoda
wymaga uprzedniego okreSlenia przyblizonego przebiegu powierzchni izo-
termicznych w rozpatrywanym os$rodtau Wnajprostszych przypadkach prze-
wodzenia ciepta metody réznicowe prowadza do rozwigza¢, ktdre mozna wy-
znaczac graficznie (metoda Blndera-Schmidta [14]). «ymieniona wyzej me-
tody prowadzg w zaleznos$ci od przyjetego operatora do otwartych lub
zamknietych schematéw réznicowych (nazywanych tez schematami jawnymi i
niejawnymi) [31J. Ukkad réwner! réznicowych nazywamy otwartym, jezeli w
kazdym z rowaaz wystepuje tylko jedna poszukiwana warto$¢ funkcji, za$
zamtoiietym gdy wartosci tyoh jest wiecej.



Metoda Waniczewa i inne metody roznicowe, w ktorych korzysta sie z
przeksztatcenia typu A nie sg bezwzglednie zbiezne. Zakres stabilno-
§ci tych metod ograniczony jest zwigzkiem miedzy krokiem siatki prze-
strzennej a tzw. krytycznym iaterwatem czasu (maksymalnym dopuszczal-
nym krokiem w kierunku zmiennej T /¢ Pozostate metody sg dla przypad-
kow okreslonych réwnaniami (1), (4-1, (5)>(6) zbiezne - sprowadzajg za-
gadnienie do oznaczonego uktadu réwnan liniowych.

Podstawy metody r6znic skonczonych w odniesieniu do zagadnien prze-

wodzenia ciepta podat w 1908 roku C. Hucge.
Wciggu pierwszych czterdziestu lat zastosowanie tych metod byto znacze-
nie ograniczone> ze wzgledu na trudnodci natury rachunkowej. Bozwdj e-
lektronicznej techniki obliczeniowej spowodowat w ostatnim dwudziesto-
leciu szybki rozwdj metod numerycznych i coraz powszechniejsze wykorzy-
stanie ich w praktyce.

Elektroniczne maszyny cyfrowe wptynety nie tylko na intensywny roz-
woj istniejacyoh metod obliczeniowych, ale spowodowaly powstanie no-
wych metod. Jednag z nich jest znajdujgca zastosowanie w dziedzinie za-
gadnien cieplnych metoda Monte - Carlo. Modelowanie pola temperatur po-
dtug tej metody polega na realizacji pewnego eksperymentu statystycz-
nego, jest to wiec metoda jakoSciowo r6zna od wcze$niej opisanych* *y~
korzystuje sie bowiem podobienstwo miedzy formg rdznicowg pewnych klas
rownan rézniczkowych a modelami probabilistycznymi proceséw losowych
typu btgdzenia. Symulowanie takich proceséw na elektronicznej maszynie
cyfrowej i statystyka rezultatow prowadzi do znalezienia warto$ci ocze-
kiwanych funkcji w weztach siatki réznicowej [2,3,12,20,21,24,25]¢

Obok metod numerycznych opartych na zasadzie aproksymacji réznica-
mi skoriczonymi, istniejg liczne metody przyblizonego rozwigzywania réw-
nan rézniczkowych czastkowych, nazywane metodami minimalizacji [1,5,7,
16,17,31]» Zasada ta polega na aproksymacji szukanego rozwigzania pew-
nego zagadnienia granicznego za pomocg n parametrowej funkcji.

Wzaleznos$ci od okreSlonego kryterium minimalizacji otrzynujeray jed-

ng ze znanych metod omawianej grupy.



Jezeli warunki graniczne danego zagadnienia brzegowego opisane sg row

naniami:
(12)
gdzie:
- operatory warunkéw biegowych
- funkcje zadane na brzegu P obszaru 52
za$ funkcje aproksymujacag zapiszemy w postaci:
(13)

to podstawiajac ja w miejsce $ do réwnania rézniczkowego otrzymuje sie
po prawej stronie pewng rézng od zera wielko$¢ g- residuum:

) *E£(tN...Xjc, al.«.an) (14)

Wzaleznos$ci od sposobu minimalizacji residuum dochodzi sie do  metod
nazywanych w literaturze metodami kollokacji (zerowanie sie residuum w
wybranych punktach), najmniejszych kwadratéw, rzutéw ortogonalnych o-
raz metoda podobszardw.

Metody minimalizacji znalazty zastosowanie przy rozwigzywaniu pew-
nych klas zagadnienn brzegowych, w szczegdlno$ci w dziedzinie taorii
eprezystosci (metoda Bubnowa - Galerkina) oraz hydromechanice.

Analiza doboru postaci funkcji aproksymujacej misi, ze wzgledu na
praktycznie nieograniczong ilo$6 wariantéw, i$6 po linii ograniczania
i zawezania do pewnych specjalnych problemow.

Wnaukach technicznych metody minimalizacji stosowano zazwyczaj bez
uzasadnienia zbieznos$ci, uzyskujac catkiem zadowalajace wyniki. Pozy-
tywne rozwigzanie zagadnienia zbiezno$ci metod minimalizacji dla nie-
ktorych zagadnien przedstawiono w pracach [5,7]*



Nbracy niniejszej przedstawiono nomy sposob numerycznego rozwigzy-
wania probleméw przewodzenia ciepta Nciatach statyoh. Metoda ta. dla
ktérej proponuje sie nazwe metody doboru wspotczynnikow wielomianéw in-
terpolujagcych pole temperatur moze by¢ stosowana dla wszystkich przy-
padkéw przewodzenia w osrodkach o statej przewodnosci V bez  wzgledu
na warunki brzegowe i geometryczne zadaniax Metode doboru  wspoiczyn-
nikbw mozna stosowaé réwniez w przypadku probleméw z IV werunkiem brze-
gowymi

* drugiej cze$ci praoy omdéwiono metode numerycznego rozwigzywania
réwnania:

V*79- 0 (153

opisujgcego stacjonarne pole temperatur w osrodku O zmiennej  prze-
wodnosci.

Aproksymacja rozwigzania zadania granicznego funkcjg zalezng od pa-
rametrow przybliza w jakim$ sensie metode doboru wspotczynnikéw wielo-

mianéw do grupy metod minimalizacyjnych» Zaréwno jednak sposéb aproksy
macji, jak i procedura obliczeniowa tak istotnie rdznig metode od wy-
zej opisanych, ze nie mozna jej zaliczy¢ do zadnej z grup metod nume-
rycznych omowionych w niniejszym rozdziale.

Liczbowe przykiady rozwigzah podano w przypisach.
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1. Oc0MY OPIS METODY DOBORU WSPOECZYNNIKOW WELOMIAKOW
INTERPOLUJAPYCH POI£ TEMPERATUR

1.1. Roéwnania przewodnictwa cieplnego w osrodkach o statej przewod-
nosci nalezg do tej klasy réwnan rézniczkowych o pochodnych czast-
kowych, ktdére mozna zapisa¢ w postaci ogolnej:

Lfl- O (16)

gdzie:

L - jestoperatorem rozniczkowym dziatajagcym na funkcjeid>
Woprzypadku zagadnienia ptaskiego zorientowanego wprostokagtnym ukta-
dzie wspotrzednych:

;IJTA_ 3d2# + to 2 +C + d m 0 \</J77l\

9xZ 9y Oi

Metodadoboruwspétczynnikdw zostanie wozdziale niniejszym opisana
dlazadaniadwuwymiarowego. Opis procedurydla zagadnienia ptaskiego
jest wystarczajgco doktadny, a rozszerzenie metody na problemy prze-
strzenne nie zmienia Istoty rzeczy*)

"Metode doboru wspdtczynnikéw mozna stosowa¢ dla rownan rézniczkowych
czastkowych typu:

I 1 - M « vy
i=1 J-1 i

ktorych szczegolnym przypacklets jest rozpatrywane réwnanie (1*0e



Zatézmy» ze w kazdym punkcie brzegu Fobszaru ptaskiego 3 zadany
jest warunek brzegowy I, Il lub Ill rodzaju, przy czym na poszczegdl-
nych wycinkach konturu F warunki brzegowe mogg by¢ réznorodne.

\? przypadku przewodzenia niestacjonarnego znany jest rOéwniez waru-
nek poczatkowy w postaci réwnania (2). Wspotczynniki a,b,c,d majg war-
tos¢ statg, lub tez, co zostanie wyjasnione wdalszej czes$ci pracy,mo-
ga byo jawnymi funkcjami wspo6trzednych punktow obszaruf ,okre$lonymi w
kazdym punkcie tego obszaru.

Dopuszcza sie rowniez mozliwos$¢ zadaii z obszarami niejednorodnymi.
Na styku obszaru przeptyw ciepta determinuje wowczas warunek brzegowy
IV rodzaju.

1.2. Rozpatrywany obszar ptaski onkrywamy siatkg prostokatng o do-
wolnym skoku (rys. 1;:

(18)

Rya. 1. Podziat siatkowy obszaru ,2.
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gdzie:

i,j - indeksy kolejnych weztéw siatki.
Jak wynika ze wzoru 118), skok siatki w obu kierunkach moze sie zmie-
nia¢ na poszczegélnych wycinkach obszaru, wielko$s¢ skoku determinujg
warunki geometryczne zadania oraz zgdana doktadnos$¢ obliczen.

Dwie rodziny linii, wzajemnie prostopadtych tworzacych siatke,trak-
towa¢ bedziemy jako $lady ptaszczyzn prostopadiych do ptaszczyzny {x»y}
o réwnaniach:

X « X™ » idem

(19)
j o» * idem
Poszukiwane rozwigzanie $(x,y,30dwzoromije sie geometrycznie jako
rodzina izoparametrycznych powierzchni Tk idem, okres$lonych i ciggtych
nad obszarem 9, za$ w przypadku ” 0» 3ako jedna powierzchnia o-
kreslona i ciggta nad rozpatrywanym obszarem.
Z nieskonczonej iloSci powierzchni 4 mozna wybra¢ skoriczong  ilo$¢
przyjmujac dowolny skok argumentu T:
ATk =Tkt * Tk k= 0,1..p o3
gdzie:
k - indeksy wybranych warto$ci argumentéw zmiennej V.
Zauwazmy, ze dla k m 0:
Hx» TO) - V xi'yj (213

TmT.

otrzymuje sie warunek poozatkowy zadania.

Zdeterminowane przyjeciem podziatu siatkowego piaszczyzny (19) wy-
rézniajg na powierzchniach = idem warstwice krzywoliniowe (rys. 2;,
réwnolegte do osi x lub y. Otrzymane w ten sposéb krzywe sg funkcja-
mi tylko jednej zmiennej:

$ mj?(x/
$ (y)

[22)



2. Warstwie« krzywoliniowe pola temperatur

Ha wycinku krzywej t» $(X) lub $=3% (yj lezacym nad odpowiednim odeia-
kiem obszaru J » wyrézniono uprzednio pewng ilo$¢ punktéw weztowych
(rys. 3).
Wykorzystujgo warunek interpolacji (zerowe wartosci odchytek wielomia-
néw od warto$ci funkcji w wybranych punktach), réwnania warstwie mozna
zapisac wpostaci:*)

$() y-y3 (23)

t«r,.

*
)Rozwazania w tym miejscu nozna uogdlni¢, wprowadzajgc w miejsce wie-

lomianéw algebraicznych, wielomiany funkcyjne w postaci:
n
2 af.(x)
0 1
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gdzie:

xi,yj,Tk ” ustalone dla danej warstwie? dwie z trzech wsp6trzednych

n, m - liczone od zera ilo$ci weztdbw w kierunkach osi ziy w
przekrojach y » vy, i x =i".

cd notki ze strony 14

Takie przyblizenie, moze w niektorych przypadkach byd nawet
(doktadniejsze), ale ze wzgledu na nieograniczong praktycznie ilos¢
mozliwosci doboru funkcji f.(x> nalezatoby problem ich wyboru roz-
patrywaé¢ dla konkretnie rozwigzywanych zadan.

lepsze



W ogdlnym przypadku liczba weztdw nim jest dla kazdego przekroju in-
na, tzn. n - n(y.j,rk) oraz “ - m(xi,tk).

Zmienno$¢ funkcji $ nad wybranymi weztami obszaru  mozna opisa¢ a-
nalogicznie (rys. 4):

twT) +

x=xi k=o' ul (25)

Warstwicowy opis pola temperatur znacznie upraszcza sie¢ dla przypadku

JUL  «
~dr a °*
Wowczas mamy:
$(x, afyx (26)
isryn i-0 !
(27)

16



1.3* Istotg nowej metody obliczeniowej jest znalezienie wartosci
wspotczynnikow aiji[*"ijk'cijk v,ieloml an<B» interpolacyjnych.

Wpierwszej kolejnos$ci przedstawiony zostanie warunek wynikajacy z
ciggtoséci funkcji $. Na powierzchniachT= wyréznione sa punkty
P(x.jy.Tk/, ktérych potozenie zdeterminowane jest przyjetym podziatem
siatkowym obszaru 2. Wkazdym z tych punktéw przecinajg sie trzy wie-
lomiany interpolacyjne, wiec wartos$ci funkcji obliczone z kazdego z

tych wielomianéw imiszg by¢ jednakowe.

#(xi,yj.Tk) =12(x1) = A(yN) = (28)
y=yj x=xi XX

r=rk = .
r=Tk Y=V

O statni warunek mozna zapisa¢ w postaci:

(29)

gdzie:
A j Bij,Cij ” wspo6tczynniki liczbowe réwnan warunkowych (kolejne na-
turalne potegi wspotrzednych xzyjtk rozpatrywanego

punktu przeciecia wielomianéw interpolacyjnych).

Tak wiec dla kazdego punktu » w ktorym przecinajg sie trzy
wielomiany otrzymuje sie dwa réwnania liniowe wigzace wartos$ci parame-

trow odpowiednich warstwie.

Dla = 0 mamy:

$UxyJ =2P(xi) (30)
y-y. X=x4

czyli

aij Aij " bij Bij = ° (31)
i=0 j»O



Kolejng grupe réwnan warunkowych dla wyznaczenia wartosci wspdtczyn-
nikéw Cij]JE» otrzymuje sie wykorzystujagc réwnanie roznicz-
kowe opisujgce pole temperatur.

Aproksymujac pochodne czastkowe funkcji $ pochodnymi odpowiednich wie-
lomianéw otrzymujemy:

Hoj ix +b: #Yy )  scdrak; %dv0
XN IXZX 02)
=3 §

Zalezno$¢ (32) jest réwnaniem algebraicznym liniowym wzgledem  wspét-
czynnikow a’k» 00 »yll« bezposSrednio ze struktury ope-
ratora L.

Nalezy zauwazyé.ze rzad pochodnych w réwnaniu rozniczkowym okresla
minim«ling ilo$§¢ weztdbw w danym kierunku, a wiec najmniejszy dopuszczal-
ny stopien wielomiandw interpolujgcych warstwice.

Ostatnig grupe réwnan tworzg warunki brzegowe i warunek poczatkowy
zadania.

Ha brzegu f obszaru 52 nalezy odr6zni¢ dwa rodzaje weztdbw brzegowych.
V pierwszym przypadku (pkt Ana rys. 1) na brzegu stykajg sie dwie li-
nie podziatu siatkowego: x = idem oraz y = idem. Wezly tego typu na-
zywane bedg w dalszym ciggu weztami brzegowymi podwojnymi. Hie wnika-
jac wtej chwili w szczego6ty ich lokalizacji nalezy stwierdzi¢, ze:

1° Wwezle brzegowym podwdjnym nusi by¢ speinione réwnanie (28)
2°  Womawianym wezle musi by¢ spetniony odpowiedni warunuk brzegowy.

Tak wiec dla kazdego wezta podwdjnego istniejg trzy rownania liniowe,
ktére muszg spetnia¢ wspotczynniki wielomiandw przechodzacych przez ten
punkt.

Rownoczesnie na brzegu T mogg wystepowa¢ wezly powstate w  wyniku
przecigcia konturu obszaru Qlinia zwidem lub y=*idem (pkt. B na rys.1l).
V kazdym wezle tego typu (pojedynczym) atisi by¢ spetniony warunek brze-
gowy zadany na wycinku konturu do ktdrego rozpatrywany punkt nalezy.
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Przy ustalaniu siatki dla danego obszaru nalezy dazy¢ do tego,
aby wezty brzegowe podwojne znalazty sie przede wszystkim w punktach,
gdzie kierunek wektora normalnego do konturu znacznie odbiega od Kie-
runkdw osi wspotrzednych x lub vy.

Na tych wycinkach brzegu, gdzie wektor normalny jest w przyblizeniu pro-
stopadty do jednej z osi - rodzaj wezta nie odgrywa wiekszej roli. Do

wolno$¢ wyboru weztdw istnieje réwniez na brzegu z zadanym  warunkiem

I rodzaju.

Dla siatki skonstruowanej w oparciu o podane wyzej postulaty waru-
nek brzegowy (3) mozna zapisa¢ w postaci:

cos«, k = "(x%) + coso2 N yjn ® BS$(x")
y-vi X-xz y*y.

T*Tk r“T T=rk (33)

gdzie:
cos ji cosalg - cosinusy kierunkowe wektora normalnego do konturu
ograniczajgcego rozpatrywany obszar w punkcie brze-
gowym Pp U 7).
Pierwszy czton po lewej stronie réwnania (33- jest pochodng w kierunku
wektora normalnego do brzegu w punkcie ~(x”~y”). Jezeli wycinek kon-
turu zadany jest rownaniem:

y>(xy) * 0 (34)

to:

cos ()g &= (35)

Mozna udowodnié, ze dla dowolnego jednorodnego obszaru istnieje nie-
skoniczenie wiele dowolnie gestych siatek sktadajacych sie Z  wezidw
wewnetrznych i podwdjnych oraz dwdch wezidw pojedynczych.
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Wartosci cosinuséw kierunkowych mozna obliczy¢ réwniez bezposrednio me
todg graficzng (rys. 1).

Wweztach brzegowych pojedynczych warunki brzegowe znacznie upraszcza-
ja sie, gdyz jeden z cosinusow kierunkowych jest bliski zera.

Mamy woweczas:

+ M (x1%) (37)

y=Yij y-Yi
r=r, r=r.

Ad 1A (xij

zas dla X&p

A g;- W +B& (y") (38)

**XI

T=T. T-r

Ostatnig grupe réwnan otrzymuje sie z zadanego przebiegu funkcji $ dla
r-v
Wykorzystujgc bowiem warunek poczatkowy mozna bezpos$rednio obliczy¢ wy-

p
razy wolne wielomianbw V c

Zaktadajagc TQm O mamy:

Cijo - iHo) (39)

Bownania wynikajace z ciggtosci funkcji $, Z postaci réwnania réznicz-
kowego, z warunkéw brzegowych i poczatkowych tworzg oznaczony i linio-
wy uktad wzgledem wspotczynnikdw wielomianéw interpolacyjnych. Po roz-
20



wigzaniu otrzymanego uktadu mozna bezpos$rednio z zaleznos$ci (23)# (24)

(25) obliczy¢ wartosci funkcji w punktach weztowych.

1.4. Nalezy jeszcze wykazac¢, ze bez wzgledu na przyjetg siatke ilos¢
warunkéw jest wystarczajgca do jednoznacznego obliczenia warto$ci wspot-
czynnikéw aijk, bxjk, cm
Oznaczmy przez W liczbe wszystkich weztéw w obszarze 0., za$ indeksa-

mi 0,1,2 ich przynalezno$¢ do wnetrza obszaru lub brzegu (wezty poje-

dyncze i podwojne), czyli:
W* W+ W+ Vg (40)

Slady ptaszczyzn x <« idem, y - idem, wyznaczaja na powierzchni t=idem
W punktéw odpowiadajgcych weztom utworzonym praez natozenie siatki na

obszar 2. Wykorzystanie zbioru tych punktéw daje?

R« 2WQ+ W) + W (41)

rownan do wyznaczenia wspdiczynnikéw funkcji interpolujagcych powierz-
chnie T = idem»

Sume weztéw wewnetrznych i podwojnych nalezy pomnozy¢ przez dwa,po-
niewaz w punkcie lezacym na powierzchni T= idem nad weziem wewnetrz-
nym spetniony jest warunek ciggtos$ci tej powierzchni oraz odpowiednie
rownanie rézniczkowe, za$ w punkcie odpowiadajgcym weztowi podwdjne-
mu - warunek brzegowy i rdwnanie ciggtosci.

Obliczmy z kolei ilo$¢ niewiadomych wspoétczynnikéw wielomianéw in-
terpolujacych powierzchnie T* idem.

Gdyby obszar £ pokry¢ siatkg sktadajgca sie wytacznie z weztdbw wew-
netrznych i brzegowych podwdjnych, to ilo$§¢ wspotczynnikow a ~, b »

bytaby dwukrotnie wieksza od ilosci weztow:

Na 2Wqy+ W) (42)
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Przez kazdy punkt takiej siatki przechodzg bowiem dwa wielomiany, za$
ilos¢ wspoétczynnikbw wielomianu interpolacyjnego jest rowna ilosci pun-
ktow, przez ktore prowadzi sie wielomian (np. przez trzy punkty prze-
chodzi jedna i tylko jedna parabola y = aQ+ a.x + a"pi-

Wezet brzegowy pojedynczy lezacy w punkcie przeciecia konturu linig
o kierunku x lub y zwieksza o jeden element zbior punktdw lezgcych
na danej warstwicy (rys. 5/» wiec stopien wielomianu interpolujacego
rozpatrywang krzywag wzros$nie o jednos$¢. Tak wiec kazdy wezet brzegowy

pojedynczy zwieksza o 1 ilo§¢ niewiadomych wspoétczynnikow.

Rys. 5. Wplyw weztéow pojedynczych na stopien wielomianu interpolacyjne-

go
Dla dowolnej siatki ilos¢ wspoétczynnik6w wielomianéw interpolujg-

cych powierzchnie T m idem wynosi:
N=2 WQ+ W,; + W (43)

Wykazano wiec, ze wobec R = N, interpolacja powierzchniT= idem prowa-
dzi zawsze do oznaczonego uktadu réwnan. Réwnocze$nie udowodniono jed-
noznaczno$¢ .rozwigzania zadania dla = 0. Odrzucenie pozostatych
przypadkéw uktadéw typu R>N, wynika bezposrednio z geometrycznej Inter-
pretacji modelu warstwicowego.

Rozpatrujac z kolei zagadnienie niestacjonarne nalezy zauwazy¢,ze obok

dostatecznie uwarunkowanych wielomiandw aproksymujacych powierzchnie
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zmienno$¢ temperatury nad weztami wewnetrznymi i podwojnymi obszarub52.

Kazda z tych funkcji jest wielomianem tego samego stopnia, wyrazy
wolne tych wielomianéw okres$lone sa jednoznacznie warunkiem poczatko-
wym zadania.

Jezeli przez oznaczymy ilo$¢ wspdtczynnikéw tych wielomianéw tos

N3 « (WO + V) (p + 1) (44)

gdzies$
p - jest stopniem wielomianéw $(T).

Z warunku poczatkowego mozna obliczy¢:

(45)

parametrow (wyrazéw wolnych), za$ z warunku ciggtosci funkcji

r” = W + Wg)p (46)

otrzymujemy takag ilos¢ rownan, ile jest punktow przez ktdre przechodza
trzy warstwice #(x), $(y), $(T).

Wobec Problem numerycznego rozwigzania zadania przewo-
dzenia w osrodku o statej przewodnoS$ci sprowadza sie zawsze do oznaczo-
nego liniowego uktadu réwnan algebraicznych.

Przedstawiona w rozdziale niniejszym metoda przyblizonego rozwigzy-
wania réwnan przewodnictwa cieplnego jest szczegOlnie przydatna do o-
bliczen proceséw stacjonarnych. Dla zagadnien z dziedziny nieustalo-
nego przewodzenia ciepta znacznie wzrasta rzagd macierzy uktadu réwnan.
Aczkolwiek nie jest to istotng przeszkoda wrealizacji obliczeA na no-
woczesnych maszynach cyfrowych, to jednak do rozwigzywania tych proble-
moéw mozna stosowaé uproszczony wariant przedstawionej metody,ktéry zo-
stanie omowiony w dalszej cze$ci pracy (metoda interpolacji z wedrujg-

cym warunkiem poczatkowym).

23



2. SZCZEGOHFE PRZYPADKI RIWHANIA PRZEWOENICTWA CIEPLNEGO

2.1. Ustalone przewodzenie ciepta w ciatach statych bez Zrédet wew-

netrznych

W omawianym przypadku réwnanie przewodnictwa sprowadza sie do réw-

nania Laplace’a
2
\Y% 0 (47)

Szukana funkcja $ speiniajaca réwnanie (43) oraz warunki brzegowe na
brzegu I' obszaru 52 odwzorowuje sie geometrycznie w przypadku zadania
ptaskiego w prostokatnym uktadzie wspotrzednych, jako powierzchnia krzy-
woliniowa $ (x,y).

Ra dowolnej czesci konturuF moze zachodzi¢ jeden z nastepujacych

warunkow:

1° Okres$lony rozktad temperatur na brzegu:

#(X,y; » t(x,y)i P(x,y)eT (48)

gdzie:
t(x,y) - funkcja okre$lajgca temperature ptynu otaczajgcego cia-
to state.

2° Okre$lony rozktad strumienia cieplnego na brzegu:

-% =qu.y) (49)

gdzie:
q(x,y) - funkcja okreslajgca wielko$s¢ strumienia cieplnego na

brzegu obszaru.
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3° Okreslony zwiagzek miedzy temperaturg i jej gradientem ma powierz-

chni:

-feff -cc[*(x.y) - t(x,y)] (50)

gdzie:
- wspoétczynnik wnikania ciepta

n - kierunek normalny do konturu w danym punkcie P(x,y)

Zgodnie z opisang w rozdziale poprzednim procedurg na obszar ptaski 5?
nanosimy siatke prostokatng (18)»
Z kolei nalezy rozwigza¢ uktad rdwnan:

- $(y) (51)

y: i X»X.

@4 ") 2% .)
y-yi xox" -
52;

dx dy

Dla odcinka konturu z zadanym 1 warunkiem:

tui, y) 153)
Y=Yy-

t(Xi, y3) (54)

X=X.

W przypadku wystgpienia warunku brzegowego | rodzaju w wezle podwdjnym
spetnione sg w tym punkcie trzy réwnania - warunek ciggtosci (51) oraz
wynikajgc« z | warunku rownania (53) i (54) czyli:

$¢v-§) (55)

y-y.. XX t(xi*V

Oczywiscie tylko dwa z tych réwnan sa do siebie liniowo niezalezne.
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Dla wycinka konturu z zadanym warunkiem brzegowym Il rodzaju

-d$(x") d#(y } i
X=Xi
-%| dx " dy cosd?] gnxiyj'L nG)
Przy warunku Il1 rodzaju:
d#(y )
% y-y, 3 X=Xy
| dx 1 dy 2J
(57)
=a,[t(xiy.) -

Woprzypadku wezta brzegowego podwdjnego po prawej stronie rownania (57)
mozna zgodnie z réwnaniem (51) ktasé roéwniez $(y|:l . Dla  weziow
X=

X.

pojedynczych mamy:

y=y*
% i (58;
y=yj
lub
d (y.)
q [t(xjLy;) - iXy.j)] (59)

Wzaleznosci od kierunku warstwicy przechodzgcej przez ten wezet.

Jak wykazano w poprzednim rozdziale, rownania (51) * (59) tworzg u-
ktad oznaczony, z ktérego mozna jednoznacznie obliczy¢ wartosci wspot-
czynnikow ang” tlJ a wdalszej kolejnos$ci wartosci funkcji $ w wybra-
nych weztach P(x™ y.).
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Rozktad temperatur w obszarze przestrzennym zorientowanym w  ukia-
dzie wsplirzednych xyz opisuje réwnanie;

0 0'+92#

ax2 + ay?2 822

(60)

Funkcja $ spetnia na brzegu warunki analogiczne do réwnan (46;, (49)>
(50). Metoda obliczen zadania przestrzennego jest bezposrednim uogol-
nieniem przedstawionej wyzej procedury.

Halezy wprowadzi¢ dodatkowo zbidr wielomianéw interpolacyjnych wkie-

runku osi z:

#(2) (61)
X=X.
Yi
W omawianym przypadku obok weztdw brzegowych pojedynczych i podwdjnych
definiowanych jako punkty przebicia powierzchni ograniczajagcej obszar
przestrzenny 52 jedng, lub dwoma wzajemnie prostopadtymi liniami podzia-
tu siatkowego, na brzegu obszaru mogg réwniez wystapié wezty potrdjne.
Nalezy umieszcza¢, na tych elementach powierzchni brzegowej,gdzie wek-
tor normalny do konturu nie pokrywa sie kierunkiem z zadng osig wspot-
rzednych. Na brzegu, gdzie jeden z cosinusdw kierunkowych jest w przy-
blizeniu réwny zero, winny znalez¢ sie wezly podwdjne, za$ w przypadku
gdy tylko jeden z cosinuséw kierunkowych jest rozny od zera, mozna u-
miesci¢ na brzegu wezet pojedynczy.
Warunek ciggtosci funkcji $ w obszarzegprowadzi dla weztdbw wewnetrz-
nych i potréjnych do dwdch liniowo niezaleznych rownan wynikajgcych z
zaleznoS$ci:

y«y, X=X X=x"
YAV l=Z,. y"(yi
Pozostate zalezno$ci sg analogig réwnan (52) * (59; rozszerzong na u-

ktad przestrzenny.



2*2_ Obszary niejednorodne

Zagadnienie ustalonego przewodzenia ciepta w przypadku ptaskiego ob-
szaru £2, skladajgcego sie z dwu réznych podobszarow AT 2 spro-
wadza sie do poszukiwania dwu funkcji (x,y) i $2(x,y) spetniaja-
cych réwnanie:

Lim a2flm
+ - 2 *°l m-1,2 (63)
9x 9y
Na styku podobszaréw 52* i 52% funkcje $m(x,y) muszg speiniaéd waru-
nek w postaci:
TrULY) = $2(x,y) (64)

Al 9n CA)Z on * Sﬁi'

gdzie:
p(x,y)erit2.

Na pozostatym wycinku brzegu zadane sg rownania (48) —~ (50).
Rozpatrywany niejednorodny obszar ptaski pokrywamy siatkg prosto-
katng o dowolnym skoku AXi‘,W\ (rys. 6). Pochodne kierunkowe na wspdl-
nym brzegu wystepujagcew warunku (65) detemdnujgtakipodziat obszaru

52~ 2» aby nastykupodobszarow 52 1 Sf\znalaziy siewezty brzegowe
podwojne (za wyjatkiem wycinkéw konturu, na ktorym kieruask pochodnej
pokrywa sie z kierunkiem osi x lub ).

Pole temperatur w podobszarach in interpolujemy dwoma rodzi-

nami wielomiandéw:
|

oo s @)

y*yij i-0
” (673
is tI”

gdzie:
b * 1»2«
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Rys. 6. Obszar niejednorodny

Dla obu podobszaréw rozpisuje sie jak poprzednio réwnania warunko-
we wynikajgce z ciggtosci funkcji #m(x,y), postaci rédwnania roznicz-
kowego i warunkéw brzegowych. Zamykajacg grupe réwnan stanowig:

1° Warunek ciggtosci pola temperatur na wsp6lnym brzegu:

* A (68)
W #1 Cy

m ¥2t3'j)
Vi X=x"
Y y-yl

gdzie:
p(x,y)er, 2'

2° Warunek ciggtosci strumienia ciepinego:



Dla weztéw brzegowych pojedynczych lezacych na kierunku osi x:

W W (70)

y=yi yeys

d_
K *VXi} ax VV (1)
y=yd y:y3

Dla weztéw pojedynczych lezacych na kierunku osi y IV warunek brze-
gowy sprowadza sie do réwnan analogicznych z zaleznos$ciami (70), (71).
Otrzymany uktad réwnan jest ukltadem oznaczonym, liczba rownah jest

. . . - . o 1 2 2 .
rowna liczbie niewiadomych wspdtczynnikéw aAJ’ ]b aA]’ bXJ' Kazdy

1j’
wezet lezgcy na styku dwoéch podobszardw zwieksza bowiem o jednosci w
stosunku do identycznego obszaru jednorodnego liczbe wspotczynnikow

wielomianéw interpolujgcych danag warstwice (w miejsce jednego wielomia-
nu interpolujgcego, mamy teraz dwa wielomiany dla dwo6ch podobszardow).
Rownocze$nie jednak zwieksza sie ilos6 réwnan warunkowych - o jedno w
przypadku wezta brzegowego pojedynczego i o dwa dla wezta podwdjnego,
tak ze rownowaga miedzy ilo$cig réwnan i niewiadonych zostaje zachowa-
na.

Omowiony wyzej przypadek zadania z IV warunkiem brzegowym na grani-
cy osrodkoéw wystepuje przy idealnym styku dwdch podobszarow. Wprakty-
ce mamy czesto do czynienia z zagadnieniami przewodzenia ciepta w o-
Srodku niejednorodnym, przy czym na wspolnym brzegu wystepuje dodatko-
wy opor cieplny styku R(x,y).

W takim przypadku pole temperatur na brzegu charakteryzuje sie nie-
ciggtoscia typu skokowego tzn. ~(x,y) # i*(x,y)j P(x,y)e® 2* Pozo-

staje wiec warunek brzegowy w postacis

(72)

wynikajacy z ciggtosci strumienia cieplnego na wspolnym brzegu.
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Metoda obliczeniowa dla zagadnienia kontaktowego z oporem cieplnym
polega na rozpisaniu wielomiandw interpolujacych pole temperatur w oby-
dwu podobszarach i utozeniu réwnan warunkowych. Zwigzki miedzy wspot-
czynnikami wielomianéw interpolacyjnych dla punktéw brzegowych przyj-
mg postac:

1° Dla weztow podwdjnych:

Ve X

oraz

WK vy o ag vyp <@
v & Vyj

xx4 J
(74)
y=y. y=y. _
RUAYT) bom= 12
2 Dla weztébw pojedynczych:
$21) - M(x1)
y=y, y=y3
dx M~"N ) RV j)
y=y. y=y< (75)
lub ) Abj
X=x" X=xt
N *V v mS d7 W " (R(xiyi)
X=X X=x" (76)

Rownanie (75) odnosi sie do weztéw lezacych na Kkierunku osi X,
rébwnanie (76) do weztdw lezgcych na kierunku osi .
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Poniewaz ilos¢ dodatkowych warunkéw wynikajacych z réownania (72)
jest taka sama jak w przypadku styku idealnego, otrzymany uktad réwnan
jest oznaczony wzgledem wspotczynnikow wielomiandéw interpolujgcych po-

le temperatur.

2.3* Wewnetrzne zrodta ciepta

Stacjonarne pole temperatur w osrodku z wewnetrznymi zrodtami cie-

pta opisane jest w przypadku statej przewodnos$ci réwnaniem Poisona:

2
VoA =0 (77)

i warunkami brzegowymi (48) r (50).
Ola obszaréw ptaskich zorientowanych przy pomocy prostokatnego ukta-

du wspotrzednych mamy:

d x dy

Wprzypadku rownomiernie roztozonych zrodet funkcija:
AU .y) = Oy = idem (79)

Zatézmy, ze funkcja qg~(x,y) jest ciggta i okre$lona w kazdym punkcie
obszaru52.

Ola takiego przypadku przedstawiona w pracy metoda obliczania pola
temperatur sprowadza sie do rozwigzania uktadu réwnan (51) (59),przy

czym réwnanie (52) przyjmie postac:

$(x.) + ~-Z (80)
dx dy 3

y-yj
Wmiejsce réwnania laplace*a nalezy bowiem przyjgé réwnanie Poisso-
na. Po znalezieniu warto$ci wspotczynnikow , b~, na podstawie o-
trzymanych réwnan interpolujgcych narstwice, znajdujemy wielkos$ci tem-
peratur w weztach przyjetej siatki.
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2.4» Nieustalone przewodzenie ciepta wciatach statych bez  Zrddet
wewnetrznych

Omawiany problem sprowadza sie do znalezienia funkcji tHP.r), P£S2,
0 spetniajgcej w obszarze 52 rdwnanie Fouriera:

(81)
przy warunku poczatkowym:
iHP,0) V p) (82;

i warunkach brzegowych (48) T (50).
Wréwnaniu (80) oznaczono:
0~ - wtasciwa pojemnos$¢ cieplna o$rodka
y - gesto$é masy

T - czas.

Rozwigzanie zadania metodg wielomianéw polega na rozpisaniu wielo-
mianéw interpolujgcych pole temperatur i wykorzystaniu warunkéw cig-
gtosci funkcji $, rownania rozniczkowego, warunku poczatkowego i warun-
kéow brzegowych.

Dla obszaru ptaskiego zorientowanego w uktadzie xy mamy:

i 2fl
V 9* su I It a (83)
dT dx2 0y2
Po przyjeciu siatki przestrzenno-czasowej rozpisujemy rownanie warstwie
w postaci (22) (23) (25).
Z warunku ciggtosci otrzymujemy dla weztow wewnetrznych i brzegowych

podwoéjnych dwa liniowo niezalezne rdwnania:

IHx2) & $(y.j) (84)
VY= X=X. X=X.
r-ti y-y3
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Roéwnanie Fouriera mozna zapisa¢ w postaci:

1 d
a (85)
i
k
Wykorzystujac warunek poczatkowy mamy:
iHO) = A(x.y.) (86)

X=%i 0

Za$ ostatnig grupe réwnan tworzg wynikajagce z zadanych warunkéw brzego-
wych zaleznosci (53) 4 (59).
Jak wykazano wrozdziale 1 otrzymany zbidr warunkéw tworzy oznaczony

uktad rownan liniowych wzgledem °ijk*

2.5« Roéwnanie Kirchoffa - Fouriera

Problem ten w zasadzie nie mieSci sie w ramach wyznaczonych dla ni-
niejszej pracy; ktorej tematem sg problemy przewodnictwa cieplnego w
ciatach statych, ale stosowane w wiekszos$ci przypadkéw o znaczeniu prak-
tycznym rownanie energii dla przeptywu ptynu, ktdre sprowadza sie  do
postaci znanej pod nazwg rownania Kirchoffa - Fouriera:

(87)

nalezy do klasy réwnan czgstkowych typu (17), ktére w sposob przyblizo-
ny mozna rozwigzywac¢ metodg warstwie.

Wrownaniu (87) symbolem oznaczono pochodng substancjalng tempe-
ratury.

Dla obszaru ptaskiego zorientowanego w prostokatnym uktadzie wspdirzed-
nych:

Si.
ar (88)
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gdzie:
V)y, V\){ - skladowe predkosci ptynu.
Wszczegbélnym przypadku ustalonego przeptywu dwuwymiarowego i ustalo-

nej wymiany ciepta mamy:

> M . . # az2# 926 (89:
X dx y 9y 3x By
Jezeli skitadowe sg w obszarze<S2zadanymi jawnymi funkcjami
wspotrzednych:
X = W(x.y)

(90)

Wy = WyU,y)

lub maja Wrozpatrywanym obszarze warto$¢ statg» to rownanie energii
i jego szczegO6lne przypadki mozna w sposob przyblizony rozwigzaé¢ sto-
sujagc procedure podobng do opisanej w punkcie 2.4., z tym5 ze warunek
wynikajagcy z postaci rownania rozniczkowego sprowadza sie do zalezno-

Sci:
+ .
Sr«V V V j} dx +V V j>fc*V

X*Xi y*y X=X
y.y] T-t 74Tk

2 Mxi} tSKy (91)
¥-J, dy A X»X.
-T! t17Z
Rownanie (93) jest liniowe wzgledem wspotczynnikéw interpolujgcych war-
stwice pola temperatur.
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3. METCDA WARSTWIQONA Z WHDKIIACYM WARUNKIEM POCZATKOAYM

Przedstawiona w rozdziale niniejszym metoda obliczania niestacjo-
narnego pola temperatur jest uproszczonym wariantem metody interpola-
cji warstwie. Kosztem niewielkiego pogorszenia doktadnosci uzyskuje
sie znacznie zmniejszenie rzedu macierzy wspoétczynnikéw uktadu rownan,
chociaz z drugiej strony podobnie jak w metodach réznicowych opartych
na operatorach V , lub ,u uktad réwnan nalezy rozwiazywa¢ wielokrotnie.
Metoda doboru wspdtczynnikow z wedrujacym warunkiem poczatkowym moze
by¢ stosowana do przyblizonego rozwigzywania réwnan rozniczkowych czgst-
kowych opisanych zaleznos$cig (17).

Szczegbty dotyczace nowej metody zostang nizej wyjasnione na przy-
ktadzie rozwigzywania problemu nieustalonego przewodzenia ciepta w pta-
skim obszarze 52« bez wewnetrznych zrodet ciepta, zorientowanego w u-

ktadzie prostokatnym:

i £t JEiI. £} m
dx oy

przy dowolnych warunkach brzegowych i warunku poczatkowym:

$(rOtx,yj * #QU>y) (94)

3.1. Liniowa interpolacja zmiennos$ci temperatury w czasie

Warunek poczatkowy zadania odwzorowuje sie w uktadzie xy $ jako
izoparametryczna powierzchnia T- TQ>Przyjmujac pewien interwat czasu
AT otrzymuje sie dla wartoéci r, = TO +ATO nowag powierzchnig be-

daca obrazem pola temperatur w rozpatrywanym obszarze w chwili

(rys. 7).
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Rys. 7« Liniowa interpolacja zmiennoS$ci temperatury

Linie przenikania powierzchni T, * idem z ptaszczyznymi podziatu
siatkowego x, = idem oraz y\} = idem interpolowaé¢ bedziemy jak poprzed-
nio wielomianami, ktérych 3topienA zdeterminowany jest ilo$cig weztdbw w

danym przekroju ozyli:

n
$(x) (95)
y=y, i=
T=T"
iHy) (96)
X=X J
T=T7
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Poniewaz rozpatrujemy tylko dmie powierzchnie TQ* idem oraz T.= idem,
wiec zmienno$¢ temperatury w punktach weztowych nalezy interpolowac li-

niowo:
iKT) won A+ V 97)
y?Y 4
Wykorzystujagc warunek poczatkowy mamy:
Aj -V xiV (98)
czyli
>(T) V xiyj} + Bijr (99)
yy-i
Na powierzchni T, = idem musi by¢é spetniony warunek ciggtosci funkcji
= ift){]j + BijTi (100;
y=y, X=X.
T=T:
Warunek wynikajacy z réwnania Fouriera przyjmuje postac:
a Bii = Y + - 7 #(yJ (101)
! - dy I x=x.
y=y
T=2 r==
za$ ostatnig grupe rownan otrzymuje sie z warunkéw brzegowych zadania
- (53) t (57).
Otrzymany, liniowy wzgledem wspdtczynnikow » bAN, BN ukiad réwnan

posiada jednoznaczne rozwigzanie.
Ilo$¢ niewiadomych wspo6iczynnikow a”, b” wynosi bowiem (por.wz.43):

N = 2Wg + WJ + W (102)
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Poniewaz parametrow jest tyle, ile weztdbw wewnetrznych i podwdj-

nych w obszarzeS2, wiec:

N=3UQ+ W, + *1 (103)

Z warunku ciggtosci funkcji otrzymujemy:

R=2(Wo +W2) (104)

za$ z rownania Fouriera:

r'= W [105)

rownan warunkowych.

Wweztach brzegowych siatki otrzymuje sie:

B =*2+ W (1°6)

zaleznos$ci wynikajacych z zadanych warunkéw brzegowych.

Po dodaniu stronami réownan (104) ? (106) mamy N « R, co dowodzi ozna-
czonos$ci uktadu réwnan.

Obliczone z wielomianéw interpolacyjnych wartosci iKrty.) ! stano-

J rori
wig nowy warunek poczatkowy zadania» na podstawie ktérego mozna zZna-

lez¢ warto$¢ funkcji wchwili T» r2« Powtarzanie przedstawionej wyzej
procedury okreslong ilo$¢ razy daje przyblizone rozwigzanie réwnania
nieustalonego przewodzenia ciepta.

liniowa aproksymacja zmiennosci funkcji punktach P(xy ) stanowi
w pewnym stopniu analogie licznych metod numerycznego rozwigzywania
rownan rozniczkowych zwyczajnych (j ], polegajacych na aproksymacji cat-
ki réwnania linig tamang. We wszystkich metodach tego typu btagd przy-
blizenia ro$nie ze wzrostem argumentu funkcji (w rozpatrywanym przypad-
ku zmiennej T). Przyjecie w obliczeniach statej warto$ci interwatu cza-
su AT= znacznie upraszcza algorytm modelowania.Poprzez eli-

minacje z réwnan ciagtosci i warunkéw (101) parametréw B ., otrzymu-
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je sie liniowy uktael réwnan, w ktorym wartosci elementéw macierzy
wspotczynnikéw nie zmieniajg sie w czasie. Dotgczenie do standartowego
programu odwracania macierzy prostego podprogramu obliczen wektora wy-

razow wolnych pozwala wydatnie skrdci¢ czas pracy maszyny cyfrowej.

3.2. Interpolacja paraboliczna

Powierzchnia T = ‘]O (warunek poczatkowy) oraz T= T\,»T» TC tworzg

zbidr, ktdry mozna opisa¢ nastepujagcymi réwnaniami:

n
AX) (107)
y“yj i-0
r=r
#(y) 1 (108)
X=X. W *
$(x) (109)
i»0
Y-y,
r*T"
ny) q (110)
X=X.
T=T,,

. . - (111)
X=X Alj +BijT+ cij T
y=y
oraz rownanie (94)»
W arto$ci wspotczynnikéw a”, bijj, a2., b2., B", obliczamy z u-
ktadu rownan
* 112
$(xA) $Y.,) w i1*Buri™*°urt (112)
y:yj X=X.
T-T. T=T,
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oraz warunkéw (53) -r (.57).

Na podstawie otrzymanych warstwie znajdujemy temperatury tHx.y.
i \
T-T,

r-Tn
w nastepnym kroku przyjmujemy nowy interwat czasuATg. Warstwie«  po-
wierzchni Ty T2 +AI2 opisujemy wielomianami:

tWX/ (116)
Y=Yy,
r-T* -0
117
x=xt j-0 (117)
r-T.

za$ zmienno$¢ temperatury w przedziale czasu Tl 4 Tj parabols:

M (118)

X-X.
J-Jj

Niewiadome wartosci wspotczynnikow a_lJ., bf., A.., B, c!. obliczamy
1 1 1 1 1
z uktadu réwnan: ) T ]



+—2 @20,

. .. .. . (1213
*V j}r r m Aj + Bij Tl + clj T12
1
. . ) N (122)
*UiV rr = A3 + BIj T2 + °ij T2
2
i warunkow brzegowych»
Rzad N macierzy uktadu réwnan liniowych«
N - 2(w0 + w2; + W + 3(W0 + w2) (123)

przy czym pierwsze dwa sktadniki sumy sg iloscig niewiadomych wspot-
czynnikéw aj,.t bj za$ trzeci wyraz okre$la ilo$§¢ parametrow A*,
Bij* °ij*

Z warunku ciggtosci otrzymuje sie:

R = 2(W0 + W) (124)
z rownania Fouriera:
B = W. (125)
za$ z warunkéw brzegowych:
R« WL + W (126)

rownan liniowych.
Zhior obliczonych uprzednio *8rtosci funkcji # ( x ~ y oraz Xiyj*?

dostarcza:

R = 2(WQ+ W) (127)

43



warunkéw, poniewaz H = 2 R> «i?0 wartosci mozna jedno-
znacznie okreslié. ! =T
Kontynuacja przedstawionej wyzej procedury okre$long ilo$¢ razy daje
przyblizone rozwigzanie problemu.

Uzaleznienie zbioru warto$ci funkcji xXMyN) od wartosci funkcji
-r-r,
na powierzchniach T=T2 i T= jest rzecz jasna zatozeniem mocniej-

szym niz Interpolacja liniowa omoéwiong w punckie 3.1.

3.3« Interpolacja wielomianem stopnia K

Rozpatrywaé bedziemy zbiér powierzchni X}( , idem, Kk * 0,1« K.
Stosujac metode opisang w punkcie 2.4 znajdujemy warto$ci temperatur
w weztach danego obszaru dla f=rkt k = 1,2...K. Przyjecie kolejnego

interwatu czasu A determinuje w uktadzie {xyt?j. powierzchnie T=rK+

*rK - w7

Réwnanie warstwie tej powierzchni interpolujemy wielomianami:

n .
K+1
#(x) .7 G (128)
y=y. i=o0 2l
i
T Ty
k+1
tHy) L b (129)
d=o '
X=X+
T=TK+1
;a8 zmienno$¢ temperatury w interwale f o funkcja:
1 K+
K k
iHT)
X-xt" S AxikT (130)
y=yA
Zbidr warunkow:
i(x =) -My.)) 131
. 37 x=x. TEWosex (131)
y=Y]
r-rce T_r’K+l y=y.
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+ 132/
dx

K+1

(133)

oraz rownan wynikajacych z warunkéw brzegowych, tworzy liniowy i ozna-
czony uktad réwnan, z ktorego po obliczeniu wspotczynnikow wielomia-
néw interpolujgcych powierzchnie T=T mozna wyznaczy¢ temperatury
w punktach weztowych na tej powierzchni. Wprowadzajac z kolei*powierz-
chnie TK+2s za$ rozktad temperatur na powierzchni T2 = idem 'Taktu-
jac jako nowy warunek poczatkowy powtarzamy obliczenia, postepujac w
ten sam sposéb az rozwigzanie zadania w zatozonym interwale czasu. Do-
wod jednoznacznos$ci uktadu réwnan jest analogiczny jak w przypadku in-
terpolacji parabolicznej.

Przedstawiona wyzej metoda interpolacji wielomianem stopnia K spro-
wadza sie w granicznym przypadku do metody oméwionej w rozdziatach 1i 2
niniejszej pracy. Dzieki zastosowaniu tej metody mozna w pewnych gra-
nicach ingerowa¢ w rzad rozwigzywanego uktadu réwnan, kosztem wielo-
krotnego powtdrzenia opisanej procedury. RdAdwnocze$nie metoda umozli-
wia gestszy podziat siatkowy zaréwno rozpatrywanego obszaru, jak i osi
czasu, przy zachowaniu rzedu uktadu rozwigzywalnego na konkretnej ma-
szynie cyfrowej.

Metode interpolacji z wedrujgcym warunkiem poczatkowym przedstawio-
no na przyktadzie réwnania Fouriesa. Mozna jg, zmieniajagc odpowiednio
warunki wynikajace z postaci rdwnania rozniczkowego stosowac rowniez
do innych przypadkéw przewodzenia niestacjonarnego. Wpewnych szczegd6l-
nych przypadkach (o$rodki pdinieskonczone) mozna uzywaé metody do roz-

wigzywania zadan z dziedziny ustalonego przewodzenia ciepta.
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4. MODELOANANIE FOLA TEMPERATUR
PRZY ZMIENNE) WARTOSCI WSPI&CZYNNIKA PRZEWODZENIA CIEPEA

Zagadnienie ustalonego przewodzenia ciepta w jednorodnym os$rodku SI
charakteryzujacym sie zmienng warto$cig wspotczynnika %, sprowadza sie
do poszukiwania funkcji spetniajgcej rownanie (15), przy warunkach brze-
gowych opisanych réwnaniami (48 r (§0).

Dla osrodka ptaskiego, zorientowanego w uktadzie wspétrzednych pro-

stokagtnych rownanie (15) przyjmuje postac:

OX [0):¢ oy AT dy ® 0 il

Omawiajagc metode warstwicowg w odniesieniu, do zagadnien tego typu na-
lezy wdalszej kolejnos$ci rozpatrywa¢ dwa przypadki aproksymacji rze-

czywistej zmiennos$ci wspotczynnika %e

1°. Jezeli wspdiczynnik przewodzenia ciepta jest jawng funkcjg wspot-
rzednych punktow obszaru52, jednoznacznie okre$long w kazdym punk-
cie rozpatrywanego obszaru, to rozwigzanie zadania metodg warstwi-
cowa nie nastrecza wiekszych trudnosci*

Zapisujac ostatnie réwnanie w postaci:

d ds$ dfa d$
L. M—J+ —F) « 0 (135}
dx dx dy ey dx dy
otrzymuje sie dla kazdego wezta wewnetrznego liniowy zwigzek miedzy
czastkowymi pochodnymi funkcji $, w ktérym wartoéci®, m£ | s

wspoétczynnikami liczbowymi.

Mamy bowiem:



gdzie:

p(x jf.) - zbiér weztdw wewnetrznych obszaru,52.

Tak wiec problem sprowadza sie w omawianym przypadku do rozwigzania u-
ktadu utworzonego z réwnan (51), (53) t (59; oraz wprowadzonych w miej-

sce zaleznos$ci (52) warunkéw w postaci:

av + _JA#(y )
dx y=y3 dj X*X.
(137)
+ df_
\"~2 IHx.) $(yJ
] @y
'—dX y:yj dy2 X7 X1
skad po znalezieniu wartos$ci wspdtczynnikbw a.b”.., mozna bezpo-

Srednio obliczy6 rozktad temperatur w weztach obszarub52.
Rozwigzanie problemu nieustalonego przeptywu ciepta jest bezpos$red-
nim uogélnieniem przedstawionego wyzej algorytmu (przy zatozeniu, ze

iloczyn c”y ma warto$¢ staty).

2°. Zagadnienia z przeptywu ciepta, dla ktérych zmiennos$¢ wspotczyn-
nika zamozna aproksymowac¢ jawng funkcjg wspotrzednych, stanowia jednak
bardzo waska grupe zagadnien, rzadko spotykanych w praktyce. Najcze-
§ciej rozwigzuje sie problemy gdzie zadana jest zalezno$¢ h od tempe-

ratury:

(138;

Bezposrednie zastosowanie dla takiego przypadku metody warstwie prowa-
dzi woéwczas do trudno rozwiagzywalnych uktadéw réwnan algebraicznych nie-
liniowych. Mozna jednak wprowadzi¢ pewne przeksztatcenie, ktore spro-

wadza réwnanie (134) do postaci rowna 3 Laplace'a.
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Funkcje transfonnujacag okre$lamy jako:
M$)d $ (139)

gdzie:
tQ - warto$¢ temperatury stanowigca poziom odniesienia dla funkcji.
F* F(tQ = 0. Zaktadarey oczywiscie, ze w przedziale tempera-
*ur funkcja M$) jest ciggta i nie zmienia znaku*

Z ostatniego réwnania wynika zalezno$¢:

X -dE (140)

czyli réwnanie (134) mozna zapisa¢ w postaci:

92F
(141)

dx 3y2
Zastosowanie metody warstwicowej dla rozpatrywanego przypadku sprowa-
dza sie wiec do interpolacji powierzchni F » F(x,yJ okre$lonej i cig-
gtej nad obszarem 52 i obliczenia z rownan warunkowych wartosci wspoét-

czynnikéw a”.. oraz b". wielomiandw:

F(x) ) (142)
yoy. ai J X

F(yd P D (143)

wykorzystaé nalezy warunek ciggtosci funkcji F w postaci:

F(Xi) Sy « C (144)
y»yd X=X.

Réwnanie rézniczkowe:

~-F(x]J 2 2<yjn (145)
dy -
X=X.

y=yd
oraz rownania wynikajace z zadanych warunkéw brzegowych.
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w przypadku warunku brzegowego | rodzaju mamy:

P(x+) SV V) (146)
Y-y,

; (247)
x=x. PtV i)
w zaleznos$ci od kierunku na jakiin lezy rozpatrywany wezet.

Wartos¢ funkcji PA~(x~y”) obliczamy z zaleznosci:

tcv jJ
Pt (xiyj) - / (148)
t_

gdzie:

t(x,y) - funkcja okres$lajgca rozktad temperatury na brzegu obszaru.
Warunek brzegowy Il rodzaju przyjmuje postac:

i2¢v _ Lo 9# P )
AERL TR (I (149

czyli:

dP(xz; dP(y
Yyl *u _

dx *mcos oCl + dy cos G q(xzyj) (150)

Otrzymanie liniowego i jednorodnego wzgledem funkcji P réwnania wynika-
jacego z M1 warunku brzegowego nie jest mozliwe bez przyjecia pewnych

uproszczen.

Mamy bowiem:
9fl dP
(151)
Przeksztatcajgc prawg strone réwnania do postaci:
Y) iMx,y)
j M#)d$- j ds$ (152)
0 0
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gdzie:
A - jest Srednig warto$cig catki P wprzedziale$e[t(x,yj} tHx,y;J

(rys. 8).
b+ad przyblizenia
t/ITHV
Rys. 8. Srednia warto$¢ wspétczynnika przewodzenia ciepta dla 111 wa-

runku brzegowego
Otrzynsijemy jednorodny wzgledem F liniowy zwigzek:
(153)
bedacy transformacjag |11 warunku.
Zadanie mozna rozwigza¢ jedynie w sposéb przyblizony, przyjmujac wmiej-
sce Sredniej catkowej wartos¢ funkcji w dolnym  krancu przedziatu lub

jeszcze lepiej oszacowa¢ w sposéb przyblizony $rednig temperature™ $.
Odpowiednie réwnanie warunkowe przyjmuje wiec postac:

lub w przypadku weztéw pojedynczych forme analogiczng z (58;, (59J.
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Jezeli zmienno$¢ wspotczynnika przewodzenia w zakresie $s[t, nie
jest duza, btad wynikajgcy z takiego przyblizenia jest znikomy. W po-
zostatych przypadkach proces modelowania pola temperatur mozna popra-

wié¢ poprzez zastosowanie algorytmu iteracyjnego.
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5. ZAGADNIENIE BtEDU METODY,
PROBLEMY WELASCIWE] INTERPOLACII

Oszacowanie wielkosci btedu oraz wykazanie zbieznos$ci opisanej w
pracy metody jest problemem niezwykle skomplikowanym. Na wielko$¢ bite-
du wptywa bowiem zaréwno sposéb interpolacji (w sensie stopnia wielo-
mianéw;, jak i rozmieszczenie weztow w rozpatrywanym obszarze. Istotng
role odgrywa réwniez niejednorodno$¢ warunkéw na brzegu obszaru i nie-
jednorodno$¢é pola ~dla stanéw nieustalonych;.

Spotykane w literaturze oszacowanie btedu metod typu minimalizacyj-
nego, do ktérych w pewnym stopniu zblizona jest metoda warstwicowa ba-
zZujg na aparacie analizy funkcjonalnej i dotyczg prostych przypadkéw
warunkéw brzegowych i geometrycznych zadah opisanych réwnaniami réz-
niczkowymi o pochodnych czgstkowych.

Wykazanie zhieznoséci metody wymaga udowodnienia, ze norma defektu
rozwigzania przyblizonego ||$-#]||, gdzie $ jest rozwigzaniem przyblizo-
nym, zas$ rozwigzaniem doktadnym jest ograniczona i nie rosnie ze
wzrostem ilo$ci weztow w obszarze.

Skonczona warto$¢ normy wynika w omawianym przypadku z istoty samej
metody. Wielomiany interpolacyjne sg bowiem funkcjami ciggtymi, ogra-
niczonymi od goéry i od dotu wartosSciami wynikajagcymi z warunkéw brze-
gowych rozpatrywanego zadania, czyli réznica miedzy wartoécig 6 obli-
czong dla kazdego wezta, a rzeczywistg wartoscia musi by¢ ograniczo-
na. Zmniejszanie sie btedu metody ze wzrostem ilosci weztow jest trud-
ne do udowodnienia, aczkolwiek praktyka kazdorazowo potwierdza te ten-
dencje. Stosunkowo tatwo mozna wykazaé, ze w przypadku zagadnieA jedno-
wymiarowych metoda warstwicowa jest zbiezna, jednak dowodem tego nie
mozna uogo6lnia¢ na zadania wielowymiarowe, dlatego rozwazania dotycza-

ce tego przypadku zostaty pominiete.
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Rozwigzanie problemu przewodzenia ciepta metodg warstwieowg wymaga
rozwigzania uktadu réwnan utworzonego z warunku ciggtos$ci,rownania roz-
niczkowego i warunkéw brzegowych, przy czym zada sie, aby funkcja spet-
niata wszystkie zadane warunki* jest to wiec metoda deterministyczna.
Nalezy zauwazy¢ jednak, ze nie wszystkie one sg jednakowo mocne. Naj-
stabiej uwarunkowany jest brzeg z zadanymi warunkami Il rodzaju, gdzie
odpowiednie rownania dotyczg tylko kierunku pochodnej, a warto$s¢ funk-
cji nie jest jednoznacznie okre$lona. Dos$¢ staby jest rowniez warunek
brzegowy U | typu - szczegdlnie dla weztéw pojedynczych.

Tak wiec w metodzie warstwicowej najwieksze btedy lokalizujg sie w
poblizu brzegu obszaru Ua wyjatkiem oczywiscie warunkéw | rodzaju;.A-
naliza omawianego zjawiska, prowadzi do wniosku, ze korzystne jest za-
geszczanie warstwie interpolujgcych w podobszarach graniczacych bezpo-
Srednio z brzegiem. Stanowi to pewng analogie z rozmieszczeniem punk-
tow kollokacji w metodach minimalizacyjnych grupy 1 (funkcja aproksymu-
jaca spetnia rdwnanie rézniczkowe, a nie spetnia warunkéw brzegowych)
N

Stosujac metode warstwicowg nalezy z jednej strony dazy¢ do uzyska-
nia niskiego rzedu uktadu réwnan warunkowych, z drugiej za$ do otrzy-
mania mozliwie doktadnych wynikéw. Aby model uczynit zado$¢ obu tym wa-
runkom, konieczne jest przeprowadzenie przyblizonej analizy jakosSciowej
rozpatrywanego problemu. llo$¢ weztow w danym przekroju determinuje
bowiem stopien wielomianu, a co za tym idzie ilo$¢ niewiadomych wspoét-
czynnikéw uktadu réwnan. Przyjecie konkretnej siatki decyduje za$ wpew-
nych granicach o obrazie funkcji, ktédra bedzie aproksymacja funkcji
rzeczywistej. Tak wiec prawidtowy opis wielomianowy pola temperatur ma
decydujgce znaczenie dla wielko$ci btedow metody. Przykiadowo! inter-
polacja paraboliczna jest niewystarczajgca do opisu funkcji charakte-
ryzujacej sie punktami przegiecia.

Z problemem zmniejszania nieuniknionego btedu wadliwej aproksyma-
cji wigze sie rowniez sposob interpolacji warstwie w obszarach niere-
gularnych, gdzie ptaszczyzny wyr6zniajgce warstwice mogg lokalnie sty-
ka¢ sie z brzegiem (zatgcznik 6.2). Poniewaz w punkcie styku prawo i

lewostronna pochodna wielomianu interpolacyjnego nie powinna byé cig-
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gta, gdyz odpowiednia warstwica nie jest wrzeczywistosci krzywg gtad-
ka, lepsze wyniki daje interpolacja dwoma wielomianami stopni nizseych.

Przy obliczeniach dotyczgcych stanow nieustalonych, zwiekszenie do-
ktadnos$ci uzyskuje sie poprzez przyjecie matych interwatéw czasu na po-
czatku procesu, gdy za$ niejednorodnos$¢ pola zmniejsza sie, interwat
czasu mozna znacznie powiekszyé.
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6. PRZYPISY

Wprzypisach przedstawione zostang przyktady liczbowe ilustrujace
praktyczne zastosowanie metody warstwicowej do modelowania stacjonar-
nego i niestacjonarnego pola temperatur w obszarach ciata statego.

Wiekszo$¢ zadan rozwigzano przy réznych siatkach, aby uzyskac in-
formacje dotyczace wplywu rozmieszczenia weztdw i sposobu interpola-
cji na uzyskane rezultaty. Rozwigzania zadan poréwnywane byty kazdora-
zowo z wynikami uzyskiwanymi metodami typu r6znicowego, korzystano tu
z rozwigzan przedstawionych przez rdznych autoréw [20» 23]» badz zprac
wiasnych.

Obliczanie prowadzone byty na EMC ZAM 41, przy pomocy standartowych pro-

gramow.

6.1» Ustalone przewodzenie ciepta w ciatach statych bez zrédet wew-

netrznych

Opisang w pracy metode zastosowano do wyznaczenia rozktadu tempera-
tur w betonowej ptycie grzejnej pokazanej na rys. 9« Temperatury czyn-
nika grzejnego wynosi tg, temperatura otoczenia t0. Zatozono,ze tem-
peratura na granicy obszaru ptyty jest rowna temperaturze ptynu grzej-

nego (I warunek brzegowy).

Przeptyw ciepta do otoczenia okres$lony jest warunkiem |1l rodzaju,zas$
w ptaszczyznach symetrii ptyty many “0* Wspotczynnik wnikania o£=11,6
Wim2deg, wspdtczynnik przewodzenia 0,8 w/m deg, tg = 100°C,t0=20 C.

Wielomiany interpolacyjne dla przyjetych przekrojow pola temperatur:



iMx) = a02 + al2x + a22x2 + a"*3
y=0»2

#ly)

${y) < b20 + b2ly + b22y

=0,2

200
, 4« 36 1
1
JI.U tt 61
[AO too n
X (00
04

Rys. 9. Rozktad temperatur w ptycie grzejnej przy 14 weztach

Nizej podano przyktady réwnan warunkowych.

a) rownania ciagtos$ci pola temperatur:
dla x = 0,1 y =01

b10 + 0,1 b1l + 0,01 bl2 + 0,001 b13 " a0l " °'1l an " °»01 a2l- O

bj réwnanie laplace’a:
dla x =0,1 y * 0,1

2 bl12 + bi3 *“ 2 a21 =0

c) 1l warunek brzegowy:

dla x = 0,0 y *0,1
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d) 11l warunek brzegowy:

dla

11,6 b1Q + 4,28 b~

x = 0]1

y = 0,3

ej | warunek brzegowy

dla

x = 0,2

y =0,1

b20 + 0,1 b21 + 0,01 b22 E 100

Rozwigzanie uktadu réwnan:

a0l

a02 ~

b10

20

75,7
56,6

90,8

=135,5

ann - 90

al2 =00
)

b1l

bsy =-372.0

a2l

a23

b12

b22

6

4

+ 1,524 bl1l2 + 0,5292

08,0

98,0

-1051,0

1

66,0

b13 =0

a32 = -1107,0

b13 = 1474,0

W arto$ci temperatur w weztach przedstawiono na rysunku 9«

Ten sam przyktad obliczono powtoérnie przyjmujac dodatkowo dwie war-

twice wpoblizu brzegu obszaru (rys.

10).

Rozwigzanie uktadu réwnan warunkowych dla zbioru wielomianéw w po-

staci:

tHx)

iMXx)

#(.yj

iKy)

$(y)

a0l ¢ a,x

dgp + agex

a03 + al3Xx

b10+bliy

b20 + b21ly

b30 + V

+

+

+ a2lx2 +

a X2
37

a23x2

b12y?2

b22y 2

b32y

+

32

a33x3

b13y3

b23y3

b33y

a”™3

+

4
N

arx

ad3x4

bldy4

b23y4



aol © 785 4 0.0 app » 5072 5 @ 1502

a02 & 605 aq9 00 .5 - 2550 . & 166,0 a42-

ooz © 492 a3 00 o _ 1738 . -68,0

bio & 87.7 bl 0.0 4, « -9340 bi3 © 15480 b=

b20 m 93,0 b21 0,0 boo " -1147,7 b23 a 2381,6 Db24* 19845
bao © 1337 o - 3548 ... 1934 .. -180,6

Fole temperatur przedstawiono na rysunku 10*

Najwieksze réznice miedzy

warto$ciami funkcji obliczo-

9% SES nymi wg wariantu 1 i 2 wyste-
suU H3 W S puja na brzegu obszaru, przy
czym maksymalna odchytka wy-
nz DA *io ( nosi ~ 4%.
Wprowadzenie dodatkowych

warstwie zwiekszyto blisko
400 w g i n* dwukrotnie rzad rozwigzywane-
go uktadu réwnan, za$ roznice
miedzy warto$ciami funkcji we
i ioo s\o  $17 | wspblnych dla obu obszaréw we-

I I ztach sa niewielkie*
Rys. 10. Rozkitad temperatur w ptycie Prawidtowosé taka wystapi-

podziat zaggszczony ta rowniez przy rozwigzywa-

niu innych zadan ze stacjonar-

nego przeptywu ciepta, skad mozna wnioskowaé, ze wystarczajgcg doktad-

no$¢ uzyskuje sie juz przy stosunkowo rzadkim podziale siatkowym (in-
terpolacja wielomianami stopnia U lub 111).

Rozwigzanie omawianego zadania metodg roznicowg przy skoku Ax = Ay*

« 0,05 m (40 weztéw) dato rozktad temperatury zgodny z rozwigzaniem

przedstawionym na rysunku 10 z doktadnos$cig do ok. 1%.
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6.2. Ustalone przewodzenie ciepta s warunkiem brzegowym XV rodzaju

llustracjg tego wariantu metody warstwicowej jest obliczenie rozkia-
du temperatur w ptycie grzejnej zabudowanej w zewnetrznej $cianie bu-
dynku (np. 11).
Do obliczen przyjeto:
wspotczynnik przewodzenia ciepta supremy » 0,105 deg
0,704 Wm deg
wspoOtczynnik przewodzenia ciepta betonu ~ = 0,756 ff/m deg

wspotczynnik przewodzenia ciepta muru

wspotczynnik wnikania ciepta na wew- 2
netrznej powierzchni ptyty @ » 11,63 wi®@ deg
wspoétczynnik wnikania ciepta na zew- 2
netrznej powierzchni $ciany o& “ 23,26 Wm deg
temperatura wnetrza \ m20c¢
temperatura na zewnatrz t,*-20C

Obszarem siatkowym pokryto symetryczny wycinek ptyty przedstawiony
na rysunku 11» Ha tym sanym rysunku naniesiono $lady ptaszczyzn wyrdz-

niajgcych odpowiednie warstwice.

wezty wewnetrzne
w potowie grubos—-

ci supremy.

Rys. 11. Plyta grzejna i podziat réznicowy obszaru niejednorodnego
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Zatozono,

ie w obszarze muru izotermy sga réwnolegte do zewnetrznej

powierzchni $ciany i tg cze$¢ uktadu potraktowano jako dodatkowy opor

na drodze strumienia cieplnego.

cieplny
[0 o1
(10 10,7
80,0 131 110.2
I>DEl
80,0 ,15,0
110
11,3 118
MO Kij 109
L 15,2 173
No,9j (-05
Rys. 12.

Rozktad temperatur w obszarze pty-

J 68,1
1-ud

(12,6
M,1)

12,9
(0.9

10,8
1+0,4)

ty betonowej

£8,61
1-2£1

12.31

i-mj

i4
9|

W artosci wspétczynni-
kow wielomianéw interpo-
lacyjnych (w obszarze pty-
ty betonowej) zebrano w
tablicy 1.

Na rysunku 12 przedsta-
wiono otrzymane wyniki.
Liczby w nawiasach ozna-
czajg r6znice miedzy obli-
czonymi wartos$ciami funk-
cji, a rozwigzaniem réz-
nicowym (.50 weztéw) przed-
stawionym w pracy [23].
Rozwigzanie tego samego
przyktadu metodg Monte -
Carlo, przedstawiono w[l 5].
Dla poréwnania temperatu-
ry wpunktach Ai B obli-
czone metodg M-C wynoszg
odpowiednio 73,8°Ci 69,0°C.

Omawiany problem roz-

wigzano dwukrotnie,przyj-

mujac w pierwszej wersji interpolacje warstwicy WW wielomianem stop-

nia piatego za$ w drugiej

dwoma wielomianami drugiego stopnia. Zdecy-

dowanie lepsze rezultaty osiggnieto w drugim przypadku. Taka aproksyma-

cja jest bowiem bardziej zblizona do rzeczywistego przebiegu interpo-

lowanej warstwicy,

ciggtej |1

pochodnej.

ktéra w punkcie styku

obu wielomianéw nie ma

Rozwigzanie z zastosowaniem wielomianu stopnia

piatego charakteryzowato sie zanizonymi warto$ciami funkcji na brzegu

w punktach W. Wplyw tego zaburzenia zanikat do$¢ szybko; w przekrojach

x ~ 3,5 wartosci temperatur niewiele roznity sie od rozwigzania przed-

stawionego na rysunku 12«
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Tablica 1

Warto$ci wspoétczynnikow wielomianéw dla obszaru betonu w ptycie niejed-

norodnej
wsDOtczvnniki i-ray kole.in.vch potegach
0 1 2 4

X =1,5¢g 75,2 1,17 0,044

x - 1,5d 85,7 -0,39 -0,510

X - 2,5 73,3 -0,41 1,077 -0,576 0,042
X * 3»5 70,8 1,62 0,033 -0,160 0,011
X * 15 80,0 -0,40 -1,420 0,357 -0,024
x = 3,0 93,8 -12,20 2,230 -0,134

y - 45 80,0 -3,29 -1,310 0,555 -0,054

6.3» Nieustalone przewodzenie ciepta w ciatach bez zrdédet wewnetrz-

nych

Przedstawione nizej rozwigzanie dotyczy nagrzewania betonowej ptyty
z przyktadu 6.1. spowodowanego skokowg zmiang temperatury czynnika
grzejnego At = 30 deg. Warunek poczatkowy zadania wynika z rozkiadu
temperatur obliczonego w punkcie 6.1. Parametry tenaofizyczne procesu
sg takie same jak w6.1.

Wopierwszej kolejnosci zadanie rozwigzano metodg warstwicowg z we-
drujagcym warunkiem poczatkowym. Przyjecie statej wartosci interwatu
czasuAT» 1800s znacznie uproscito procedure obliczen, gdyz macierz
wspotczynnikéw uktadu réwnan nie zmieniata sie w czasie.

Warto$ci wspdtczynnikéw wielomianéw interpolujgcych zebrano w tablicy
2, za$ pole temperatur przedstawiono na rysunku 13*

Podjeto réwniez probe rozwigzania tego samego zadania dla siatki
kwadratowej o skoku Ax =A- = 0,1 m (por. 6.1/. Obliczenia przepro-
wadzone dla wezta T- 1800 3, wskazujg na przyjecie zbyt niskich stop-
ni wielomianéw interpolujgcych. Pole temperatur, ktore przedstawiono
na rysunku 14, niewiele odbiega wewngtrz obszaru od rozwigzania dla

(1



y=0,10
y=0,20
y=0,25
x=0,05
x"0,10
x=0,20

y=0,10
y=0,20
y=0,25
x=0,05
x»0,10
x=0,20

W artosci wspdtczynnikéw wielomianéw dla metody z wedrujgcym warunkiem poczatkowym

80,0
61,7
49,8
88,9
98,7
241,6

84,1
63,0
50,5
96,4
106,4
205,9

r-
1 2
210,0

58,1

76,9

- 874,0

-1491,0

-1491,7 4253,0

661,4

269,0

213,9

-1299,5

-1768,5

-908,7 1646,4

0.5

5194.0
2408,0
891,2
1026,0
3895,0
- 50478

1734,3
375,9
2940,0
4862,1
-1466,3

-6342
-2655
- 58
-3890,0

-5830
-2128

-2554
-4876

81,7
62,1
50,1
92,7
103,1
219,8

86,7
63,9
51,2
99,7
108,2
197,6

T=1.0
1 2

548,1

184,1

130,9

H123.9

-1665,0

-1134 2632,3

2 2.0
1 2

629,3

400,5

240,0

-1433,8

-1654,5

-781,9 1140,6

3
3295,4
2059,0

782,2
2225,3
4526,5

-2801,0

2267,2
913,5
352,7

3462,6

3968,2

-800,0

Tablica 2

-6170
-2683
-1705
-4551

-4509
-2215
-3171
-3330



siatki zageszczonej, natomiast btedy na brzegu sg znaczne (temperatura
zamiast rosnagé maleje). Taki rozktad btedu wynika z jakoSciowego prze-
biegu funkcji kwadratowej. Przyktadowo w przekroju WA W2 potozenie punk-
tu byto zdeterminowane warunkiem | rodzaju, punkt W byt mocno u-

warunkowany, za$ w punkcie VW2 zadana byta jedynie zerowa warto$¢ po-

r =00 T- 05 z- 10

39.3 313 31,0 40,6 387 31, | 40.9 38,5 319
593 5517 € H2 FIT X |-
805 131 _TTT? =\ T6.0 654 W"62,1

- o |
130 813 w;/” 130 90,5 *83,
- j_._.
93X BIJ .J 20 g s#-A T Hoe 130 ' T33'

1-1,5 r- 1
419 39, 1 34 385
413
517
641 m 631 518 511 55 1648 60.2 1s3,8 518
5 63.9
184 66,8 639 630 801 165.C
I 130
130 130 ®1 %0 81 130 fo,3 *836 *861
R Ee— . N4
— 130 1064 96" 130

Rys. 13. Nieustalone pole temperatur w ptycie grzejnej

chodnej (wierzchotek paraboli), w zwigzku z czym wobec matego przyro-
stu temperatury w punkcie W, warto$¢ funkcji w wezle W2 musiata sie
zmniejszy¢. Otrzymany wynik byt wiec bezposSrednim potwierdzeniem tezy
o koniecznos$ci zageszczania weztdbw w poblizu brzegu, w celu zmniejsze-
nia btedéw wynikajacych z niejednorodnosci pola temperatur przy obli-

czeniach stanéw niestacjonarnych#
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Rozktad temperatur w betonowej ptycie grzejnej przy skokowej zmia-
nie temperatury czynnika obliczono réwniez metodg warstwieowg dla row-
nania Fouriera. Zmienno$¢ temperatury nad poszczegdlnymi punktami ob-

szaru 52 interpolowano wielomianami stopnia trzeciego:

iKT) X .
= CijkT

t 0,5
38 i
| 3
76, )
| !
SR T
130 85
| ] .
130 97

Rvs. 14. Rozktad temperatur w chwili Ta 0,5h, przy zanizonej interpo-
lacji

Wyrazy wolne wielomianéw obliczono z warunku poczatkowego zadania (roz-
wigzanie 6 .1 :

cijo =" 1] )T: o
Dc interpolacji wielomianami $(.?; przyjeto wezty o wartosciach = 0
T, = 1800 r2 = 3600 T = 5400 sekund.
Vtablicy 3 zebrano wartos$ci wspotczynnikéw interpolujgcych pole tem-

peratur dla weztéw = 3600s i Tj = 5400s. Wartosci funkcji dla Tj =

- 18007 nieznacznie r6znity sie od obliczonych poprzednio.



y = 0,10
y - 0,20
y - 0,25
x - 0,05
x - 0,10
X = 0,20

y

0,00
0,05
0,10
0,20
0,30

0

80.7
61,9
50,0
91.7
103,5
2143

0,00

91,7
103,5
130,0

-1,0
+0,4
+0,0

Warto¢ci wspétczynnikéw i pole temperatur dla ogdlnej metody warstwicosej

1 2
7498

2175
188,0

-1057,4

-1716,6

-1036,6 214.6
0,10 0,2
80,7 -1,0 61,9
62,9 -0,6 626
90,6 +01 65.4
130.0 +0,0 76.4
130.0 +0,0 84,7

[+

0

-0,2
-0,3
+0,0
+0,4
+0,3

3

2412,5
1923.0
3315
1915.0
4826,7
-2055,0

0,25

50,0
50,4
52,0
57,2
60,6

-0,1
-0,1
+0,0
+0,1
-0,7

-6017
-1873
-1291
-5019

0,30

37,7
38,6
40,9

82,1
62.3
50,1
94.4
,106,4
184,9

0,00

02 944
+0,1 106,4
+0,0 130,0

-535,0

0,10

82,1

-2,0 84,8
+0,0 93,2
+0,0 130,0

130,0

-2,0
-1,2
+0,1
+0,0
+0,0

r- 15
2

1027,6
371.0
320.0

-1181,5
-1733,8
- 2934

0,20

62.3
63.3
66,6
28,5
86,8

-0,7
-0,6
-0,2
+0,1
+0,0

3

849,4
1183,0
-742,0
2401.6
4566,0
1557.6

0,25

50,1
50,8
52,7
58,2
65,1

-0,4
-0,3
0,1
-0,6
+0,4

Tablica 3

-5019

772
-1845
-4301

38,0
38.9
41.9

-0,1
-0,1
+0,0



Wtej samej tablicy przedstawiono wartosci temperatur dla weztow T2
i Tj oraz rédznice miedzy wartoSciami obliczonymi ogdlng metodg inter-
polacji i metodg z wedrujgcym warunkiem poczatkowym.

Zgodnie z przewidywaniami réznice miedzy wartosciami funkcji obli-
czonymi przy pomocy obu metod zwiekszajg sie Iw sensie normy) ze wzro-
stem czasu« Wydaje sie jednak, ze metoda z wedrujgcym warunkiem poczat-
kowym jest wystarczajaco doktadna, za$ ze wzgledu na znaczne obnizenie
rzedu macierzy wspotczynnikow bardziej przydatna do obliczen p6l nie-

stacjonarnych.

6.4. Nieustalony przeptyw ciepta w nieskonczonej ptycie

Zadanie dotyczace nieustalonego przeptywu ciepta w nieskonczonej
ptycie, rozwigzano interpolujgc wartosci temperatur w przekroju ptyty

wielomianami stopnia 3:

$(x)
1=tk

V + aik * + "k *2 + a3k x3

za$ zmienno$é temperatury w weztach wielomianami stopnia 4:
Ur) «c +c T+c T2+c T3

Do obliczen przyjeto ptyte o grubos$ci 1/2 « 1, wezty wzdtuz ptyty roz-
mieszczono w odlegtosciach Ax = 1/3.

Wezty dla zmiennej T odpowiadaty wartosciom liczb Fouriera 0, 1, 3, 5,
7* Warunek brzegowy IH rodzaju determinowatl wartos¢ liczby Biota - Bi
* 1

Rozwigzanie zadania pordwnano z rozwigzaniem analitycznym przedstawio-
nym w postaci wykresu dotyczagcego zmiennosci zredukowanej temperatury
w osi ptyty [18]. Rozwigzanie analityczne i rozwigzanie przyblizone

przedstawiono na rysunku 15,
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Rys. 15. Rozwigzanie analityczne i numeryczne nieustalonego przeptywu
ciepta wnieskofAczonej ptycie
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HOBbI METOf, UMC/IEHHOMO MOAE/IMPOBAHWA TELLIEPAXYPHOIO Mo/A
B TBEPAbIX TE/IAX

Pe3Hble

M3naratoTca obuiMe TeopeTMUecKuWe OCHOBbI HOBOFO MeTofa, Ha3BaHHOro MeTo-
LOM MHTepnonsAuunM cevyeHuWit TemnepaTypHoro nonk. lpuBefeHbl cnocobbl MCNONb30-
BaHWsi MeTofa ANA NPUBAUXKEHHOro peleHWs 3afjay CTalMOHApPHOro W HecTauuoHap-
HOFO PpeXwuma TenaoMnpOoBOAHOCTM, NPU PasNMYHbIX KpaeBbiX YCMOBMAX. PaccMoTpeHbl
CUCTEMbl C BHYTPEHHbIMW WUCTOYHMKaMK Tenna. WccnefoBaHbl TBEPAble Tena oT/u-
yawuwnmecs nNepeMeHHON BeNUYMHON KoO3a(pULuMeHTa TENNONPOBOLHOCTU, a TakKXe He-
04VPOAHOW CTPYKTYpPOW.

MpepcTtaBneH BapuaHT o6wWwero mMetrofa —OCO6EHHO MNPUFOAHBLIA K  BbIYUCNEHUSM
HecTaluMOHapPHbIX PEXMWMOB, Ha3BaHHbIA MeTOLOM C ABMXYLLMMCS HayaslbHbIM YC/OBUEM.

OTMeYeHbl MOJIOXUTeNbHbIE O0COGEHHOCTU U HEAOCTATKU  MPUNOXKEHUS MeToda K
paccmaTpuBaeMblM BOMpocaM W MNpuBeAeHbl YUCNEHHble NPUMepbl OnNpefeneHUs Temne-

paTypHbIX Nonein B TennOTeEXHUYECKUX yCTpolicTBax.
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A NEW NUMERICAL METHOD OP MODELING
OP TEMPERATURE PIEID IN SOLID BODIES

Summary

Paper presents theoretical base of the new numerical method, called
interpolation method for temperatur field section« There are pressn-»
ted the examples of utilization of the method in approximate solution
of steady and unsteady heat transfer problems, when arbitrary bounda-
ry and initial conditions are given. There are considered the areas
with internal heat sources, not unifonn areas and the bodies with va-
riable values of physical properties.

Also is presented the variant of general method, particulary useful
for computations of unsteady processes, called the method with wande-
ring initial condition.

At the end, advantages and defects of method are discussed, advices
for practical application of the method are given and some Inumerical

examples are solved.
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Zeszyty naukowe politechniki $laskiej
ukazuja sie w nastepujacych seriach:

A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO
Ch. CHEMIA
E. ELEKTRYKA
En. ENERGETYKA
G. GORNICTWO
IS. INZYNIERIA SANITARNA
JO. JEZYKI OBCE
MF. MATEMATYKA-FIZYKA
M. MECHANIKA
NS. NAUKI SPOLECZNE

Dotychczas ukazaty sie nastepujace zeszyty

z serii En.:
1956 r., s. 174, zt 26,— Energetyka z. 21. 1966 r
1957 r., s. 118, zt 24— Energetyka z. 22. 1966 r
1959 r., s. 62,z 7,- Energetyka z. 23, 1966 r
1960 r., s. 113, zt 22,80 Energetyka z. 24, 1967 r
1961 r., s. 103, zt 16,25 Energetyka z. 25, 1967 r
1961 r., s. 55. zI 4,15 Energetyka z. 26, 1967 r
1961 r, s. 60, zt 5.50 Energetyka z. 27, 1967 r
1961 r., s. 50, zt 3,70 Energetyka z. 28, 1968 r
1962 r., s. 127, zt 9,55 Energetyka z. 29, 1968 r
1962 r., s. 73, zt 5,50 Energetyka z. 30, 1969 r
1963 r., s. 178, zt 9,30 Energetyka z. 31, 1969 r
1964 r,, s. 89, zt 4,65 Energetyka z. 32, 1969 r.
1964 r., s. 109, zt 8,10 Energetyka z. 33, 1969 r
1964 r., s. 104, zt 8,15 Energetyka z. 34, 1970 r
1964 r., s. 69, zt 4,65 Energetyka z. 35 1970 r
1964 r., s. 149, z+ 7,50 Energetyka z. 36, 1970 r
1964 r., s. 152, zt 7,10 Energetyka z. 37, 1970 r
1965 r., s. 128, zt 6,40 Energetyka z. 38, 1971 r
1965 r., s. 92, zt 66— Energetyka z. 39, 1971 r
1965 r., s. 90, zt 4,70 Energetyka z. 40, 1971 r
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