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Problemy przewodzenia c ie p ła  w c ia ła c h  s ta ły c h  o współczynniku prze
wodzenia % sprowadzają s ię  do poszukiwania rozkładu tem peratu r w po
s t a c i  fu n k c ji  #  (PJ, P€ SZ s p e łn ia ją c e j równanie:

v ' % v # +  % ( r j ’  y | f -  c i ;

w obszarze £2 ograniczonym konturem f  > przy zadanym warunku początko
wym:

U T
(2)

oraz warunku brsegowym:

+ b # p ; = Cj P e r
3n P

(3)

Dla przypadków A*0i № 0; A,B#0 p rz y ję to  w l i t e r a tu r z e  nazwy warunków 
brzegowych pierw szego, drugiego i  trz e c ie g o  ro d za ju .
Równanie przewodzenia c ie p ła  sprowadza s ię  w przypadku szczególnym (dla 
s tan u  ustalonego  przy % *idem) do równania Poissona:

V 2 #  ♦ = O

Dla « O otrzym uje s ię  z k o le i  równanie L aplace’a:

V  2  $  =  o

U)

(5)
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Zaś d la  stanu  n ies tac jo n a rn eg o  klasyczne równanie parabo liczne F ourie
r a  :

(6 )

g d z ie :

a -  j e s t  współczynnikiem przewodzenia tem peratury .

Ś c is łe  rozw iązanie zadania przewodzenia j e s t  możliwe ty lk o  d la  n ie l ic z 
n e j k lasy  problemów stanowiących częs to  zbyt duże uproszczenie warun
ków rzeczyw istych [4 .6 ,8 ,9 .13*14 .22 ,23 ]«  W związku z tym w o dn iesie
n iu  do w iększości zagadnień in ży n ie rsk ic h  otrzymane t ą  drogą wyniki nie 
mogą stanowić podstawy ilo śc iow ej an a lizy  p rocesu , mogą służyć jedynie 
do oceny jakościow ej.

W pierw szej połowie XX wieku, obok znacznego rozwoju metod a n a li
tycznych opartych na rachunku infinitezym alnym , rozpoczął s ię  in te n 
sywny rozwój badań w d z ied z in ie  problemów przewodzenia c ie p ła  za pomo
cą metod numerycznych.

Pierwsza grupa metod numerycznych stosowanych dotychczas w zagad
n ien iac h  ciep lnych  bazuje ogólnie rzecz b io rąc  na z a s tą p ie n iu  procesu 
c ią g łe g o , procesem zmian skokowych, przy czym podstawowym narzędziem 
t e j  tra n s fo rm a c ji j e s t  ró żn ica  skończona, p rz ek sz ta łc a ją c a  równanie 
różniczkowe na różnicowe, d z ięk i czemu zadanie sprowadza s ię  do poszu
kiwania ta b l ic y  przybliżonych w artośc i fu n k c ji  w pewnym zb io rze  punk
tów izolowanych zwanych s ia tk ą .

Metody różnicowe ró żn ią  s ię  między sobą zasadami doboru s ia te k  i  
budowania odpowiednich równań różnicowych.
W praktyce ob liczeń  c iep lnych  spotyka s ię  szereg  odmian [i .9 ,1 5 ,1 6 ,1 8 , 
1 9 , 29 , 3 1 »32]  metod różnicowych, zdeterminowanych przyjęciem  jednego z 
n iż e j  wymienionych operatorów:

10 Bóżnica przednia

A f (x )  » f ( x  + h> -  f(xż (7)

2° Różnica w steczna:

V f (x) * f ( x )  -  f ( x  -  h) (8 )
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3° Bóżnica centralisa

tff(x ) * f ( x  + ~ ii)- f l x  -  h) (9)

4 °  R óżn ica  ś r e d n ia

< « f(x )  * ^ - j f ( x + h ) -  f ( x  -  h)J d o ;

A nalogicznie d e f in iu je  s ię  ró żn ice  rzędów wyiezych. Przykładowo:

Szczególną popularność zyskały  sobie »etody oparte  na i lo r a z ie  ró żn i
cowy® p rzed n ia  i  wstecznym [ i »9.16,19.29*31.32] oraz metoda Cranka- 
N icolsona bazująca na operato rach  p} i  A .  Bardzo dogodną do rozwią
zywania szeregu problemów przewodzenia c ie p ła  j e s t  metoda bilansów e le 
mentarnych (Waniczewe) [26 ,2 7 .3 0 ] stanow iąca u o gó ln ien ie  metod, w k tó 
rych k o rzysta  s ię  z tra n sfo rm ac ji typu A . Metoda bilansów dopuszcza 
występowanie wewnętrznych ź ró d e ł c ie p ła ,  zmianą w łaściw ośoi fizycznych  
obszaru  (np. pod wpływem tem p era tu ry ;, rep rez en tu ją  więc uniw ersalność 
trudno  o s iąg a ln ą  w innych syetemach modelowanie* O trzyaanie podstawowe
go równania wymaga zastosow ania d la  elementu s i a t k i  równania b ilansu  
e n e rg i i .  J .  M adejski w pracy [ i  0 ] przedstaw ia pewną odmianę omówionych 
wyżej metod numerycznych, po legających  aa z a s tą p ie n iu  pochodnych p rze- 
strzennych  operatoram i A przy zachowaniu pochodnej czasow ej. Metoda 
wymaga uprzedniego o k re ś le n ia  przybliżonego przebiegu powierzchni iz o -  
term icznych w rozpatrywanym ośrodtau W n a jp ro stszy ch  przypadkach p rze
wodzenia c ie p ła  metody różnicowe prowadzą do rozw iązać, k tó re  można wy
znaczać g ra f ic z n ie  (metoda B lndera-Schm idta [1 4 ] ) .  «ÿmieniona wyżej me
tody prowadzą w z a le żn o śc i od p rzy ję teg o  o p era to ra  do otw artych lub 
zamkniętych schematów różnicowych (nazywanych te ż  schematami jawnymi i  
niejawnymi) [31J . Układ równer! różnicowych nazywamy otwartym, j e ż e l i  w 
każdym z rówaaź w ystępuje ty lk o  jedna poszukiwana wartość fu n k c ji ,  zaś 
zamtoiiętym gdy w arto śc i tyoh  j e s t  w ięce j.

A 2 f ( x )  *A[Af(x)]« f(x+2h) -  2f(x+h) + f (x ) (11)



M etoda Waniczewa i  in n e  m etody ró ż n ic o w e , w k tó r y c h  k o r z y s ta  s i ę  z 

p r z e k s z t a ł c e n i a  ty p u  A n i e  są  b e z w zg lę d n ie  z b ie ż n e .  Z a k re s  s t a b i l n o 

ś c i  ty c h  metod o g ran ic zo n y  j e s t  zw iązk iem  m iędzy k rok iem  s i a t k i  p r z e 

s t r z e n n e j  a  tzw . k ry tycznym  ia te rw a łe m  c z a s u  (maksymalnym d o p u s z c z a l

nym krok iem  w k ie ru n k u  zm ien n e j T / •  P o z o s ta łe  m etody s ą  d la  p rzy p a d 

ków o k re ś lo n y c h  rów nan iam i ( 1 ) ,  (4-1, ( 5 )> (6 )  z b ie ż n e  -  sp ro w a d z a ją  z a 

g a d n ie n ie  do oznaczonego  u k ła d u  rów nań l in io w y c h .

P odstaw y m etody r ó ż n ic  skończonych  w o d n ie s ie n iu  do z a g a d n ie ń  p rz e 

w odzen ia c i e p ł a  p o d a ł w 1908 ro k u  C. Hucge.

W c ią g u  p ie rw sz y c h  c z t e r d z i e s t u  l a t  z a s to s o w a n ie  ty c h  metod b y ło  znacze

n ie  og ran iczo n e>  ze  w zględu n a  t r u d n o ś c i  n a tu ry  ra c h u n k o w e j. Bozwój e -  

l e k t r o n ic z n e j  t e c h n i k i  o b lic z e n io w e j spowodował w o s ta tn im  d w u d z ie s to 

l e c i u  s z y b k i rozw ó j metod num erycznych i  c o ra z  p o w sz e c h n ie js z e  w ykorzy

s t a n i e  i c h  w p r a k ty c e .
E le k t ro n ic z n e  maszyny cyfrow e w p ły n ę ły  n ie  ty lk o  na in ten sy w n y  ro z 

wój i s t n i e j ą c y o h  metod o b lic z e n io w y c h , a l e  spowodowały p o w s ta n ie  no

wych m etod . Je d n ą  z n ic h  j e s t  z n a jd u ją c a  z a s to s o w a n ie  w d z i e d z in ie  z a 

g a d n ie ń  c ie p ln y c h  m etoda Monte -  C a r lo .  M odelow anie p o la  te m p e r a tu r  po

d łu g  t e j  m etody p o le g a  n a  r e a l i z a c j i  pewnego ek sp e ry m en tu  s t a t y s t y c z 

n e g o , j e s t  t o  w ięc m etoda ja k o śc io w o  ró ż n a  od w c z e ś n ie j  o p isa n y c h *  *y~ 

k o r z y s tu j e  s i ę  bowiem p o d o b ie ń stw o  m iędzy fo rm ą ró żn ic o w ą  pewnych k l a s  

rów nań ró żn iczk o w y ch  a m odelam i p r o b a b i l i s ty c z n y m i p rocesów  losow ych 

ty p u  b łą d z e n ia .  Sym ulowanie t a k i c h  procesów  n a  e l e k t r o n ic z n e j  m aszyn ie  

c y f ro w e j i  s t a ty s ty k a  r e z u l ta tó w  p ro w ad zi do z n a le z ie n ia  w a r to ś c i  ocze

k iw anych  f u n k c j i  w w ęz łac h  s i a t k i  ró ż n ic o w e j [ 2 ,3 ,1 2 ,2 0 ,2 1 ,2 4 ,2 5 ] •

Obok m etod num erycznych  o p a r ty c h  n a  z a s a d z ie  a p ro k sy m a c ji r ó ż n ic a 

m i skończonym i, i s t n i e j ą  l i c z n e  m etody p rz y b liż o n e g o  ro zw iązy w an ia  rów

n ań  ró żn iczk o w y ch  c z ąs tk o w y ch , nazywane m etodam i m in im a l iz a c j i  [ 1 ,5 ,7 ,  

1 6 ,1 7 ,3 1 ]»  Z asada  t a  p o le g a  n a  a p ro k sy m a c ji szu k an eg o  ro z w ią z a n ia  pew

nego  z a g a d n ie n ia  g ra n ic z n e g o  z a  pomocą n p a ra m e tro w e j f u n k c j i .

W z a le ż n o ś c i  od o k re ś lo n e g o  k ry te r iu m  m in im a l iz a c j i  o trzynu jeray  je d 

n ą  z e  zn an y ch  metod om awianej g ru p y .
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J e ż e l i  warunki g ran iczne danego zagadn ien ia brzegowego opisane są rów 

naniam i:

( 12)

g d z ie :
-  operato ry  warunków biegow ych
-  fu n k c je  zadane na brzegu P obszaru 52*

zaś  fu n k c ję  aproksymującą zapiszemy w p o s ta c i:

(13)

to  podstaw iając ją  w m iejsce $  do równania różniczkowego otrzym uje s ię  
po prawej s tro n ie  pewną różną od ze ra  w ielkość g -  residuum:

W za le ż n o śc i od sposobu m in im alizac ji residuum dochodzi s ię  do metod 
nazywanych w l i t e r a tu r z e  metodami k o llo k a c ji  (zerowanie s ię  residuum w 
wybranych punktach), najm niejszych  kwadratów, rzutów ortogonalnych o-

ra z  metodą podobszarów.
Metody m in im alizac ji zn a la z ły  zastosow anie przy rozwiązywaniu pew

nych k la s  zagadnień brzegowych, w szczegó lności w d z ied z in ie  t a o r i i  
e p rę ż y s to śc i (metoda Bubnowa -  G alerk ina) oraz hydromechanice.

A naliza doboru p o s ta c i  fu n k c ji  aproksymującej m is i, ze względu na 
p rak ty czn ie  n ieogran iczoną i lo ś ó  wariantów, iś ó  po l i n i i  ogran iczan ia 

i  zawężania do pewnych spec ja lnych  problemów.
W naukach technicznych metody m in im alizac ji stosowano zazwyczaj bez 

u zasad n ien ia  z b ież n o śc i, uzyskując całkiem  zadow alające w yniki. Pozy
tywne rozw iązanie zagadn ien ia  zb ieżn o śc i metod m in im alizac ji d la  n ie 

k tó rych  zagadnień przedstaw iono w pracach [5 ,7 ]*

) * £ ( t ^ . . . X jc, a | . « . a n ) (14)



M pracy n in ie js z e j  przedstaw iono пому sposób numerycznego rozwiązy
wania problemów przewodzenia c ie p ła  n c ia ła c h  s ta ły o h . Metoda t a .  d la  
k tó re j  proponuje s ię  nazwę metody doboru współczynników wielomianów in 
te rp o lu jąc y ch  pole tem peratu r może być stosowana d la  w szystkich przy
padków przewodzenia w ośrodkach o s t a ł e j  przewodności V  bez względu 
na warunki brzegowe i  geometryczne zadania« Metodę doboru współczyn
ników można stosować również w przypadku problemów z IV werunkiem brze
gowym«

* d ru g ie j c z ę śc i praoy omówiono metodę numerycznego rozwiązywania 
równania:

V *79- 0 (15J

opisu jącego  s tac jo n a rn e  pole tem peratur w ośrodku O zmiennej p rze
wodności.

Aproksymacja rozw iązania zadania granicznego fu n k c ją  za leżną od pa
rametrów p rzy b liża  w jakim ś sensie  metodę doboru współczynników wielo
mianów do grupy metod minimaliżącyjnych» Zarówno jednak sposób aproksy
m ac ji, ja k  i  procedura obliczeniow a ta k  i s to tn ie  ró żn ią  metodę od wy
ż e j  opisanych, że n ie  można j e j  z a lic zy ć  do żadnej z grup metod nume
rycznych omówionych w nin iejszym  ro z d z ia le .

Liczbowe przykłady rozwiązań podano w p rzyp isach .
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1 . OGÓIMY OPIS METODY DOBORU WSPÓŁCZYNNIKÓW WIELOMIAKÓW 
INTERPOLUJApYCH POI£ TEMPERATUR

1 .1 . Równania przewodnictwa c iep lnego  w ośrodkach o s t a ł e j  przewod
n o śc i n a leż ą  do t e j  k lasy  równań różniczkowych o pochodnych c z ą s t
kowych, k tó re  można zap isać  w p o s ta c i  ogólnej:

L f l -  O (1 6 )

g d zie :
L -  j e s t  operatorem  różniczkowym działa jącym  na funkcję i3>.

W przypadku zagadn ien ia  p łask ieg o  zorientowanego w prostokątnym  u k ła 

d z ie  współrzędnych:

T A -  d2 #  . <17\
I j  3  -  +  to 2  +  C +  d  ■  0  V ' 7 /

9xZ 9y 0 i

Metoda doboru współczynników zo s tan ie  w ro z d z ia le  n in iejszym  opisana
d la  zadania dwuwymiarowego. Opis procedury d la  zagadnienia p łask iego
j e s t  w ystarczająco  dokładny, a ro zszerzen ie  metody na problemy p rze-

*)strzen n e  nie zm ienia I s to ty  rzeczy

^Metodę doboru współczynników można stosować d la  równań różniczkowych 
cząstkowych typu:

Ż Ż - ^ « v v .
i= !  J -1  i

k tó r y c h  szczegó lnym  p rz y p a ć k le ts  j e s t  ro z p a try w a n e  rów nan ie  (1*0•



Załóżmy» że w każdym punkcie brzegu F obszaru p łask iego  SŁ zadany 
j e s t  warunek brzegowy I ,  I I  lub I I I  ro d zaju , przy czym na poszczegól
nych wycinkach konturu F  warunki brzegowe mogą być różnorodne.

V? przypadku przewodzenia n ies tac jo n a rn eg o  znany j e s t  również waru
nek początkowy w p o s ta c i  równania (2 ) .  Współczynniki a ,b ,c ,d  mają war
to ść  s t a ł ą ,  lub  te ż ,  co zo s tan ie  wyjaśnione w d a lsz e j c z ę śc i pracy,mo
gą byó jawnymi funkcjam i współrzędnych punktów obszaru<2 , określonymi w 
każdym punkcie tego  obszaru.

Dopuszcza s ię  również możliwość zadaii z obszarami niejednorodnym i. 
Na styku obszaru przepływ c ie p ła  determ inuje wówczas warunek brzegowy 
IV ro d za ju .

1 .2 . Rozpatrywany obszar p ła s k i  S2 pokrywamy s ia tk ą  p ro sto k ą tn ą  o do
wolnym skoku ( ry s .  1 ; :

A a xi+1 -  x^ł 1 = 0 , 1 . . . n
(18)

A  y ±  »  y  -  y ^ ł  j  =  0 , 1 . . . m

Rya. 1 .  P o d z ia ł  s ia tk o w y  o b sz a ru  ,2 .
12



g d z ie :

i , j  -  indeksy kolejnych  węzłów s i a t k i .
Jak  wynika ze wzoru 118), skok s i a t k i  w obu kierunkach może s ię  zmie
n iać  na poszczególnych wycinkach obszaru , w ielkość skoku determ inują 
warunki geometryczne zadan ia  oraz żądana dokładność o b liczeń .

Dwie rodziny l i n i i ,  wzajemnie prostopad łych  tworzących s i a tk ę , t r a k 
tować będziemy jako ślady  płaszczyzn  p rostopad łych  do płaszczyzny {x»y} 
o równaniach:

x « x^ » idem

j  »  •  idem

(19)

Poszukiwane rozw iązanie $ (x ,y ,?) odwzoromije s ię  geom etrycznie jako
rodzina izoparam etrycznych pow ierzchni TT» idem, określonych i  ciągłych 
nad obszarem S2, zaś w przypadku ” 0 » 3ako jedna pow ierzchnia o-
k reślona  i  c ią g ła  nad rozpatrywanym obszarem.

Z nieskończonej i l o ś c i  pow ierzchni 4 można wybrać skończoną i lo ś ć  
przyjm ując dowolny skok argumentu T :

A Tk = Tk+1 '  Tk k = 0 , 1 . . . p (20;

g d z ie :
k -  indeksy wybranych w arto śc i argumentów zmiennej V. 

Zauważmy, że d la  k ■ 0:

H x ^  T 0 ) -  V x i ' yj (21J

Tm T.

otrzym uje s ię  warunek poozątkowy zadan ia .
Zdeterminowane przyjęciem  podzia łu  siatkowego płaszczyzny (19) wy

ró ż n ia ją  na pow ierzchniach T =  idem warstwice krzywoliniowe ( ry s . 2 ; ,  

równoległe do o s i x lub y . Otrzymane w ten  sposób krzywe są funkcja

mi ty lk o  jednej zm iennej:
$  ■ j? (x /

$  (y )
[22)



2 . Warstwie« krzywoliniowe pola tem peratur

Ha wycinku krzywej t1̂» $(x) lub $ = $ (yj leżącym nad odpowiednim odeia- 
kiem obszaru SI » wyróżniono uprzednio pewną i lo ś ć  punktów węzłowych 
( ry s .  3) .

Wykorzystująo warunek in te rp o la c j i  (zerowe w arto śc i odchyłek wielomia
nów od w arto śc i fu n k c ji  w wybranych punktach), równania warstwie można
za p isa ć  w p o s ta c i: *)

$(x)
y - y 3

t«r,.

(23)

*) Rozważania w tym m iejscu nożna u o g ó ln ić , wprowadzając w m iejsce wie
lomianów algebraicznych , wielomiany funkcyjne w p o s ta c i:

n
2  a f  .(x )  
i -0  1
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xi ,y j ,Tk ” u s ta lo n e  d la  danej w arstw ie? dwie z trzech  współrzędnych 
n , m -  liczo n e  od zera i l o ś c i  węzłów w kierunkach o s i  z i y  w 

p rzek ro jach  y » y., i  x  = i ^ .

gdzie:

cd n o tk i ze s tro n y  14
Takie p rz y b liż e n ie , może w n iek tó ry ch  przypadkach byó nawet lepsze 
(d o k ła d n ie jsz e ) , a le  ze względu na n ieogran iczoną p rak tyczn ie  i lo ś ć  
m ożliwości doboru fu n k c ji  f . (x> należałoby  problem ic h  wyboru ro z
patrywać d la  konkretn ie  rozwiązywanych zadań.



W ogólnym  p rzy p ad k u  l i c z b a  węzłów n i m  j e s t  d l a  każdego  p r z e k r o ju  i n 

n a ,  t z n .  n -  n ( y . j , r k ) oraz  “  -  m(xi , t k ) .

Zmienność fu n k c ji $  nad wybranymi węzłami obszaru można opisać a -  
n a lo g icz n ie  ( r y s .  4 ) :

tWT) ±x=xi  k=0 • u / (25)

W arstw icowy o p is  p o la  te m p e r a tu r  z n a c z n ie  u p ra s z c z a  s i ę  d la  p rzypadku
JU L «
~dr a °*
Wówczas mamy:

$ (x ,
isr*y^ i - 0

a “ xid (26)

(27)
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1 .3 *  I s t o t ą  now ej m etody o b lic z e n io w e j j e s t  z n a l e z i e n i e  w a r to ś c i  

w spółczynników  a i j i [ * ^ i j k 'c i j k  v ,ie l oml an<5v» in te r p o la c y jn y c h .
W p ie rw s z e j  k o l e jn o ś c i  p rz e d s ta w io n y  z o s t a n i e  w arunek w y n ik a jąc y  z 

c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  $ .  Na p o w ie rz c h n ia c h T =  w y ró żn io n e  s ą  p u n k ty  

P (x .jy .T k / ,  k tó ry c h  p o ło ż e n ie  zd e te rm in o w an e  j e s t  p rz y ję ty m  p o d z ia łe m  

sia tkow ym  o b sz a ru  2 .  W każdym z ty c h  punktów  p r z e c i n a j ą  s i ę  t r z y  w ie

lom iany  in t e r p o la c y jn e ,  w ięc w a r to ś c i  f u n k c j i  o b lic z o n e  z każdego  z 

ty c h  w ielom ianów  imiszą być jednakow e.

# ( xi , y j . T k )  = 1?(xl ) = ^(y^j) II (28)

y = y j x=xi
X*X^

r = r k r= T k y=yj

O s ta tn i  w arunek  można z a p is a ć  w p o s t a c i :

n m 0

X !  Aid k  “  b ^ k = X !  Cl j k  ° i j k
j= 0  j= 0  k=0

(29)

g d z ie :

Ai j ,Bi j ,Ci j  ”  w s p ó łc z y n n ik i  lic zb o w e  równań warunkowych ( k o le jn e  n a 

t u r a l n e  p o tę g i  w sp ó łrzę d n y ch  x ±y j t k  ro zp a try w a n e g o  

p u n k tu  p r z e c i ę c i a  w ielom ianów  in t e r p o la c y jn y c h ) .

T ak w ięc  d la  każdego  p u n k tu  » w k tó rym  p r z e c in a j ą  s i ę  t r z y

w ie lo m ian y  o trz y m u je  s i ę  dwa ró w n an ia  l in io w e  w iąż ąc e  w a r to ś c i  param e

tró w  o d pow iedn ich  w a rs tw ie .

D la = 0 mamy:

$ U ±y J  = 1? ( x i )

y - y .

(30)

X=x4

c z y l i
n  m

ai j  Ai j  ”  bi j  Bi j  = °
( 3 1 )

i = 0 j»0
r



Kolejną grupę równań warunkowych d la  wyznaczenia w arto śc i współczyn
ników cij]£» otrzym uje s ię  wykorzystując równanie ró żn icz
kowe op isu jące  pole tem peratu r.
Aproksymując pochodne cząstkowe fu n k c ji  $  pochodnymi odpowiednich wie
lomianów otrzymujemy:

H j . dx
+ b ~  #(y ) 

*
+ c dT ^ k ;

X=*Xj X

II
W ■ xs

~

■f d*0

x=x. 0 2 )

' J

Zależność (32) j e s t  równaniem algebraicznym  liniowym względem współ
czynników a ^ k »  00 »y1111«  bezpośrednio ze s tru k tu ry  ope
r a to r a  L.

Należy zauważyć.że rząd pochodnych w równaniu różniczkowym o k reśla  
mi nim«lną i lo ś ć  węzłów w danym kierunku, a więc najm niejszy dopuszczal
ny s to p ień  wielomianów in te rp o lu jący ch  w arstw ice.

O s ta tn ią  grupę równań tworzą warunki brzegowe i  warunek początkowy 

za d an ia .
Ha brzegu f  obszaru 52 należy  odróżnić dwa rodzaje  węzłów brzegowych.
V pierwszym przypadku (pkt A na ry s .  1) na brzegu s ty k a ją  s ię  dwie l i 
n ie  podzia łu  siatkowego: x = idem oraz y = idem. Węzły tego typu na
zywane będą w dalszym ciągu  węzłami brzegowymi podwójnymi. Hie wnika
ją c  w t e j  ch w ili w szczegóły ich  lo k a l iz a c j i  należy s tw ie rd z ić , że:

1° W węźle brzegowym podwójnym n u s i być spełn ione równanie (28)
2° W omawianym węźle musi być spełniony odpowiedni warunuk brzegowy.

Tak więc d la  każdego węzła podwójnego i s t n i e j ą  trz y  równania lin iow e, 
k tó re  muszą sp e łn iać  w spółczynniki wielomianów przechodzących przez ten 
punkt.

Równocześnie na brzegu T  mogą występować węzły pow stałe w wyniku 
p rz e c ię c ia  konturu obszaru S2 l i n i ą  zwidem lub y=*idem (p k t. B na r y s . 1 ).
V każdym węźle tego typu (pojedynczym) a tis i być spełniony warunek b rze
gowy zadany na wycinku konturu do którego rozpatrywany punkt należy .
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Przy u s ta la n iu  s i a tk i  d la  danego obszaru należy dążyć do tego , 
aby węzły brzegowe podwójne zn a laz ły  s ię  przede wszystkim w punktach, 
gdzie k ierunek  wektora normalnego do konturu znacznie odbiega od k ie
runków o s i współrzędnych x lub y .
Na ty ch  wycinkach brzegu , gdzie  wektor normalny j e s t  w p rz y b liż en iu  pro
s topad ły  do jednej z o s i  -  rodzaj węzła n ie  odgrywa w iększej r o l i .  Do
wolność wyboru węzłów i s t n i e j e  również na brzegu z zadanym warunkiem 

I  ro d za ju .
Dla s i a t k i  skonstruowanej w oparciu  o podane wyżej p o s tu la ty  waru

nek brzegowy ( 3 ) można zap isać  w p o s ta c i:

cos«, k ^ (x ±) + cos cć2 ^ yj^ ■9- B $ ( x ^ )

y-yj x - x ±

T * Tk r “ T*

y*y.

T=rk (33)

gdzie:
cos j i cos alg -  cosinusy kierunkowe wektora normalnego do konturu 

ogran iczającego  rozpatrywany obszar w punkcie brze

gowym P p U ^ ) .

Pierwszy człon po lew ej s tro n ie  równania (33- j e s t  pochodną w kierunku 
wektora normalnego do brzegu w punkcie ^ ( x ^ y ^ ) .  J e ż e l i  wycinek kon

tu ru  zadany j e s t  równaniem:

y>(x,y) * 0 (34)

to :
cos (X1

& = (35)

Można udowodnić, że d la  dowolnego jednorodnego obszaru i s t n i e j e  n ie 
skończenie w iele dowolnie gęsty ch  s ia te k  sk ładających  s ię  z węzłów 
wewnętrznych i  podwójnych oraz dwóch węzłów pojedynczych.
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W artości cosinusów kierunkowych można ob liczyć również bezpośrednio me
to d ą  g ra fic z n ą  ( ry s .  1 ) .

W węzłach brzegowych pojedynczych warunki brzegowe znacznie upraszcza
j ą  s i ę ,  gdyż jeden z cosinusów kierunkowych j e s t  b l i s k i  z e ra .
Mamy wówczas:

Zaś d la  <X̂ & p

A d l ^ (x i j + M ( x ±)

y=yj
r=r,_

y - y j
r=r.

(37)

<Ł.
dy uyjyA f r  iH y J + B& (y^)

5 E * I .

T=T.
**x l
T - r

(38)

O sta tn ią  grupę równań otrzymuje s ię  z zadanego przebiegu  fu n k c ji $  d la

r - v
Wykorzystując bowiem warunek początkowy można bezpośrednio obliczyć wy-

P
razy  wolne wielomianów V  c

Zakładając TQ ■ 0 mamy:

C i j o  -  iH o) (39)
x=x.

y=y i

Bównania wynikające z c ią g ło ś c i  fu n k c ji  $ ,  z p o s ta c i równania ró żn icz
kowego, z warunków brzegowych i  początkowych tworzą oznaczony i  l in io 
wy układ względem współczynników wielomianów in te rp o lacy jn y ch . Po ro z - 
20



w ią z a n iu  o trzym anego  u k ła d u  można b e z p o ś re d n io  z  z a le ż n o ś c i  (2 3 )#  (24) 

(25) o b l ic z y ć  w a r to ś c i  f u n k c j i  w p u n k ta c h  w ęzłow ych.

1 . 4 .  N a le ży  je s z c z e  w ykazać , że bez  w zg lędu  na p r z y j ę t ą  s i a t k ę  i l o ś ć  

warunków j e s t  w y s ta r c z a ją c a  do je d n o z n a c z n e g o  o b l i c z e n ia  w a r to ś c i  współ

czynników  a i j k ,  b± j k , cm .
Oznaczmy p rz e z  W l i c z b ę  w s z y s tk ic h  węzłów w o b s z a rz e  0. ,  z a ś  in d e k s a 

mi 0 ,1 ,2  i c h  p rz y n a le ż n o ś ć  do w n ę trz a  o b sz a ru  lu b  b rz e g u  (w ęzły  p o je 

dyncze  i  p o d w ó jn e ) , c z y l i :

Ś lad y  p ła s z c z y z n  x  «* id em , y -  idem , w y z n a c z a ją  na p o w ie rz c h n i t= id e m  

W punktów  o d p o w iad a ją cy c h  węzłom utw orzonym  p r a e z  n a ło ż e n ie  s i a t k i  na 

o b s z a r  2 .  W y k o rz y stan ie  z b io r u  ty c h  punktów  d a je ?

rów nań do w y zn a cz en ia  w spó łczynników  f u n k c j i  i n te r p o lu ją c y c h  p o w ie rz 

c h n ię  T  =* idem»
Sumę węzłów w ew nętrznych  i  podw ójnych n a le ż y  pomnożyć p rz e z  dw a,po

n ie w a ż  w p u n k c ie  leżący m  na p o w ie rz c h n i T =  idem  nad węzłem  w ew nętrz

nym sp e łn io n y  j e s t  w arunek  c i ą g ł o ś c i  t e j  p o w ie rz c h n i o ra z  odpow iedn ie  

ró w n a n ie  ró ż n ic z k o w e , z a ś  w p u n k c ie  odpow iadającym  w ęzłow i podw ójne

mu -  w arunek  brzegow y i  ró w n an ie  c i ą g ł o ś c i .

O bliczm y z k o l e i  i l o ś ć  n iew iadom ych w spółczynników  w ielom ianów  i n 

t e r p o l u j ą c y c h  p o w ie rz c h n ie  T * id em .

Gdyby o b s z a r  £  p o k ry ć  s i a t k ą  s k ła d a j ą c ą  s i ę  w y łą c z n ie  z  węzłów wew

n ę t r z n y c h  i  b rzegow ych  podw ójnych , t o  i l o ś ć  w spółczynników  a ^ ,  b ^  

b y ła b y  d w u k ro tn ie  w ię k sz a  od i l o ś c i  w ęzłów :

W * W, + W. + W9O I c (40)

R « 2(WQ + Wg) + W. (41)

N a  2 (W + W,)O 2
(4 2 )
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P rz e z  każdy p u n k t t a k i e j  s i a t k i  p rz e c h o d z ą  bowiem dwa w ie lo m ia n y , z a ś  

i l o ś ć  w spółczynników  w ie lo m ian u  in te r p o la c y jn e g o  j e s t  równa i l o ś c i  pun

k tów , p rz e z  k tó r e  p ro w a d z i s i ę  w ie lo m ian  (n p . p rz e z  t r z y  p u n k ty  p r z e -
p

c h o d z i je d n a  i  ty lk o  je d n a  p a r a b o la  y = a Q + a.,x  + a ^  i •

W ęzeł brzegow y p o je d y n cz y  le ż ą c y  w p u n k c ie  p r z e c i ę c i a  k o n tu ru  l i n i ą  

o k ie ru n k u  x lu b  y z w ię k sz a  o je d e n  e lem e n t z b i ó r  punktów  le ż ą c y c h  

n a  d a n e j w ars tw ic y  ( r y s .  5 /»  w ięc s to p i e ń  w ie lo m ian u  in te r p o lu ją c e g o  

ro z p a try w a n ą  krzyw ą w z ro śn ie  o je d n o ś ć .  Tak w ięc każdy w ęz e ł brzegowy 

p o je d y n cz y  z w ię k sz a  o 1 i l o ś ć  n iew iadom ych w spó łczynn ików .

R ys. 5 .  Wpływ węzłów p o je d y n c z y c h  n a  s to p i e ń  w ie lo m ian u  i n t e r p o la c y jn e 
go

D la  dow o lnej s i a t k i  i l o ś ć  w spółczynników  w ielom ianów  i n t e r p o l u j ą 

cy c h  p o w ie rz c h n ię  T ■ idem w ynosi:

N = 2 (WQ + W2 ; + W1 (43)

Wykazano w ię c , że wobec R = N, i n t e r p o l a c j a  p o w ie rz c h n iT =  idem prow a

d z i  zaw sze do oznaczonego  u k ła d u  rów nań . R ów nocześnie udow odniono je d 

n o zn a cz n o ść  .ro z w ią z a n ia  z a d a n ia  d la  = 0 .  O d rz u ce n ie  p o z o s ta ły c h  

przypadków  układów  ty p u  R>N, w ynika b e z p o ś re d n io  z g eo m e try c z n e j I n t e r 

p r e t a c j i  m odelu w arstw icow ego .

R o z p a tru ją c  z k o l e i  z a g a d n ie n ie  n ie s ta c jo n a r n e  n a le ż y  zau w aży ć ,że  obok 

d o s ta te c z n ie  uw arunkow anych w ielom ianów  ap ro k sy m u jący ch  p o w ie rz c h n ie
22



zm ienność te m p e ra tu ry  nad  w ęzłam i w ew nętrznym i i  podwójnym i o b s z a r u 52.

Każda z ty c h  f u n k c j i  j e s t  w ielom ianem  te g o  samego s to p n i a ,  w yrazy 

w olne ty c h  w ielom ianów  o k re ś lo n e  s ą  je d n o z n a c z n ie  w arunkiem  p o c z ą tk o 

wym z a d a n ia .

J e ż e l i  p rz e z  oznaczym y i l o ś ć  w spółczynników  ty c h  w ielom ianów  to s

p aram etró w  (wyrazów w o ln y c h ) , z a ś  z w arunku c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  :

otrzym ujem y ta k ą  i l o ś ć  rów nań , i l e  j e s t  punktów  p rz e z  k tó r e  p rz e c h o d z ą  

t r z y  w a rs tw ic e  # ( x ) ,  $ ( y ) ,  $ ( T ) .

d z e n ia  w o ś ro d k u  o s t a ł e j  p rze w o d n o śc i sp row adza s i ę  zaw sze do oznaczo 

n eg o  l in io w e g o  u k ła d u  rów nań a lg e b r a ic z n y c h .

P rz e d s ta w io n a  w r o z d z i a l e  n in ie js z y m  m etoda p rz y b liż o n e g o  ro z w ią z y 

w an ia  rów nań p rzew o d n ic tw a  c ie p ln e g o  j e s t  s z c z e g ó ln ie  p rz y d a tn a  do o- 

b l i c z e ń  p rocesów  s ta c jo n a r n y c h .  D la z a g a d n ie ń  z d z ie d z in y  n i e u s t a l o 

n eg o  p rze w o d z e n ia  c i e p ł a  z n a c z n ie  w z ra s ta  rz ą d  m a c ie rz y  u k ła d u  rów nań . 

A czko lw iek  n i e  j e s t  t o  i s t o t n ą  p rz e s z k o d ą  w r e a l i z a c j i  o b l ic z e ń  n a  no

w oczesnych  m aszynach  cy fro w y c h , t o  je d n a k  do ro zw iązy w an ia  ty c h  p r o b le 

mów można s to so w a ć  u p ro sz c z o n y  w a r ia n t  p rz e d s ta w io n e j  m e to d y ,k tó ry  zo

s t a n i e  omówiony w d a l s z e j  c z ę ś c i  p ra c y  (m etoda i n t e r p o l a c j i  z  w ęd ru ją 

cym w arunkiem  początkow ym ).

N3 « (W0 + W2 ) (p  + 1) (44)

g d z ie ś

p -  j e s t  s to p n ie m  w ielom ianów  $ ( T’) .  

Z w arunku początkow ego  można o b l ic z y ć :

(45)

r ” = (Wo + Wg)p (46)

Wobec P ro b lem  num erycznego ro z w ią z a n ia  z a d a n ia  p rzew o-
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2 .  SZCZEGÓHfE PRZYPADKI RdWHANIA PRZEWOENICTWA CIEPLNEGO

2 . 1 .  U s ta lo n e  p rze w o d z en ie  c i e p ł a  w c i a ł a c h  s t a ły c h  bez ź r ó d e ł  wew

n ę trz n y c h

W omawianym p rzy p ad k u  ró w n an ie  p rzew o d n ic tw a  sprow adza s i ę  do rów

n a n ia  L a p la c e ’ a
2

V 0 (47)

Szukana fun k c ja  $  sp e łn ia ją c a  równanie (43) oraz warunki brzegowe na 
brzegu r  obszaru 52 odwzorowuje s ię  geom etrycznie w przypadku zadania 
p łask ieg o  w prostokątnym  u k ładzie  współrzędnych, jako powierzchnia krzy

woliniowa $  ( x ,y ) .
Ra dow olnej c z ę ś c i  k o n tu r u F  może z a c h o d z ić  je d e n  z n a s tę p u ją c y c h  

warunków:

1 ° O k reś lo n y  ro z k ła d  te m p e r a tu r  n a  b rz e g u :

# (x ,y ;  » t ( x ,y ) i  P (x ,y )e T  (48)

g d zie :
t ( x ,y )  -  funkcja  o k re ś la ją ca  tem peraturę płynu otaczającego  c ia 

ło  s t a ł e .
2 °  O k re ś lo n y  r o z k ła d  s t r u m ie n ia  c ie p ln e g o  na b rz e g u :

-% = qU ,y )  (49)

g d z ie :
q ( x ,y )  -  f u n k c ja  o k r e ś la ją c a  w ie lk o ś ć  s t r u m ie n ia  c ie p ln e g o  n a  

b rz e g u  o b s z a ru .24



3° Określony związek między tem peratu rą  i  j e j  gradientem  ma powierz

ch n i:

- f c f f  - c c [ * ( x .y )  -  t ( x , y ) ]  (50)

g d z ie :
cC - współczynnik w nikania c ie p ła
n  -  k ie ru n e k  n o rm alny  do k o n tu ru  w danym p u n k c ie  P (x ,y )

Zgodnie z op isaną w ro z d z ia le  poprzednim procedurą na obszar p ła s k i 5? 
nanosimy s ia tk ę  p ro s to k ą tn ą  (18)»
Z k o le i  należy  rozwiązać układ równań:

y=y.
-  $ ( y , )

X »X.
(51)

d2# ^ ) d2% .)
y-yi x»x^

dx  dy

Dla odcinka konturu z zadanym 1 warunkiem:

(5 2 ;

y=y.
t U i ,  y ) 153)

x=x.
t ( X i ,  y3) (54)

W przypadku w ystąp ien ia warunku brzegowego I  rodzaju  w węźle podwójnym 
spełn ione są w tym punkcie t r z y  równania -  warunek c ią g ło ś c i  (51) oraz 
w ynikając« z I  warunku równania (53) i  (54) c z y li :

y-y ..
$(y.j)

X «X . t ( x i * V
(55)

O czy w iśc ie  ty lk o  dwa z ty c h  rów nań s ą  do s i e b i e  l in io w o  n ie z a le ż n e .
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Dla wycinka konturu z zadanym warunkiem brzegowym I I  rodzaju

-%

-d$(x^) d # (y .} -

x=xi
l  dx "  dy cos a2j q ^xi y j ' 1 ^ 6 )

Przy warunku I I I  rodzaju :

%

d # ( y .)
y-y, 3 x=x.

1
l  dx 1 dy 2 J

=a,[ t ( x i y .) -
(57)

W przypadku węzła brzegowego podwójnego po prawej s tro n ie  równania (57)
można zgodnie z równaniem ( 5 1) k ła ść  również $ ( y j

D
pojedynczych mamy:

. Dla węzłów
x=x.

lub

%
y=y^
dx

y=yj

d (y. )

<3y = [ t ( x jL,y ;.) -  iXy.j)|

(58;

(59)

W za leżn o śc i od kierunku warstwicy przechodzącej przez ten  węzeł.
Jak wykazano w poprzednim ro z d z ia le , równania (51) * (59) tworzą u- 

k ład  oznaczony, z którego można jednoznacznie ob liczyć w artości współ
czynników a.. .» b. ., a w d a lsz e j k o le jn o śc i w artości fu n k c ji  $  w wybra-AJ 1J
nych węzłach P(x^ y . ) .
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Rozkład tem peratur w obszarze przestrzennym  zorientowanym w uk ła
d z ie  współrzędnych xyz o p isu je  równanie;

o  o ,  +
a x 2 + a y 2

g 2 #
a 2 a  z

(60)

Funkcja $  sp e łn ia  na brzegu warunki analogiczne do równań ( 46; ,  (49)>
(5 0 ). Metoda o b liczeń  zadania p rzestrzennego  j e s t  bezpośrednim uogól
nieniem  przedstaw ionej wyżej procedury.

Hależy wprowadzić dodatkowo z b ió r  wielomianów in te rp o lacy jn y ch  w k ie

runku o s i z :

# (z )
x=x.

(61)

y=yi
W omawianym przypadku obok węzłów brzegowych pojedynczych i  podwójnych 
definiowanych jako  punkty p rz e b ic ia  powierzchni o g ran icza jące j obszar 
p rzestrzen n y  52 jedną, lub  dwoma wzajemnie prostopadłym i lin ia m i podzia
łu  siatkow ego, na brzegu obszaru mogą również wystąpió węzły p o tró jn e . 
Należy um ieszczać, na ty ch  elem entach pow ierzchni brzegow ej,gdzie wek
to r  normalny do konturu n ie  pokrywa s ię  kierunkiem  z żadną o s ią  współ
rzędnych. Na brzegu, gdzie jeden z cosinusów kierunkowych j e s t  w przy
b liż e n iu  równy ze ro , winny znaleźć s ię  węzły podwójne, zaś w przypadku 
gdy ty lk o  jeden  z cosinusów kierunkowych j e s t  różny od z e ra , można u - 

m ieścić  na brzegu węzeł pojedynczy.
Warunek c ią g ło ś c i  fu n k c ji  $  w o b szarzeS2 prowadzi d la  węzłów wewnętrz
nych i  po tró jnych  do dwóch liniow o niezależnych  równań wynikających z 

za le żn o śc i:

y«y
z«z i

M y j
X=Xiz=z,.

# ( z  ) k
(62)

x=x^
y*y i

P o zo sta łe  za leżn o śc i są an a lo g ią  równań (52) * (59; rozszerzoną na u- 

k ład  p rzestrzen n y .



Zagadnienie ustalonego  przewodzenia c ie p ła  w przypadku p łask iego  ob
szaru  £2., sk ładającego  s ię  z dwu różnych podobszarów S2̂ i S2 2 spro
wadza s ię  do poszukiwania dwu fu n k c ji  (x ,y ) i  $2 (x ,y ) sp e łn ia ją 
cych równanie:

L i m  a 2 f lm
+ ------ 2 * °! m - 1 , 2  (63)

9 x  9 y

Na styku podobszarów 52  ̂ i  52^ fu n k c je  $m(x ,y ) muszą sp e łn iaó  waru
nek w p o s ta c i :

2*2. Obszary niejednorodne

T ^ U .y ) = $2 (x ,y ) (64)

A) •= /\) * (65)1 9 n 2 on  y ■"
g d zie :

p ( x , y ) e r i ł 2 .

Na pozostałym  wycinku brzegu zadane są równania (48) ~ (50).
Rozpatrywany niejednorodny obszar p ła s k i pokrywamy s ia tk ą  p ro sto 

k ą tn ą  o dowolnym skoku Ax±,<Aŷ  ( r y s .  6) .  Pochodne kierunkowe na wspól
nym brzegu występujące w warunku (65) d e tem d n u ją  ta k i  podzia ł obszaru
52^ 2 » aby na styku podobszarów 52j 1  SŁ̂ zn a laz ły  s ię  węzły brzegowe

podwójne (za wyjątkiem wycinków konturu , na którym k ieruask  pochodnej 
pokrywa s ię  z kierunkiem  o s i x lub  y ) .

Pole tem peratu r w podobszarach i ^  in terpolujem y dwoma ro d z i
nami wielomianów:

#  (x )

I

•  s f
y * y j i - 0

ai j  x± (6(,)

g d z ie :  

b  *  1»2«

'  j S  Ł l”
”  (67J
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Rys. 6. Obszar niejednorodny

Dla obu podobszarów ro z p isu je  s ię  ja k  poprzednio równania warunko

we wynikające z c ią g ło ś c i  fu n k c ji  #m(x ,y ) ,  p o s ta c i  równania ró żn icz
kowego i  warunków brzegowych. Zamykającą grupę równań stanow ią:

1° Warunek c ią g ło ś c i  po la  tem peratur na wspólnym brzegu:

W * #1 C y ^ m 1̂ 2t3' j )
(68)

y y j y - y j x=x^

g d z ie :
p ( x ,y ) e  r ,  2 '

2° Warunek c ią g ło ś c i  s tru m ien ia  ciep łnego :



Dla węzłów brzegowych pojedynczych leżących na kierunku o s i x:

W w
y=yj y=y<

(70)

k  * V Xi }
d_
dx

y=y
d

V V (71)

y=y3

D la  węzłów p o je d y n c z y c h  le ż ą c y c h  na k ie ru n k u  o s i  y IV w arunek b r z e 

gowy sprow adza s i ę  do rów nań a n a lo g ic z n y c h  z z a le ż n o ś c ia m i ( 7 0 ) ,  ( 7 1 ) .

O trzym any u k ła d  rów nań j e s t  układem  oznaczonym , l i c z b a  równań j e s t
1 1 2  2rów na l i c z b i e  n iew iadom ych w spółczynników  a . . ,  b . . ,  a . . ,  b . . .  Każdy
AJ 1 j  AJ X J

w ęz e ł le ż ą c y  na s ty k u  dwóch podobszarów  zw ię k sz a  bowiem o je d n o ś c i  w 

s to s u n k u  do id e n ty c z n e g o  o b sz a ru  je d n o ro d n e g o  l i c z b ę  w spółczynników  

w ielom ianów  in te r p o lu ją c y c h  d an ą  w a rs tw ic ę  (w m ie js c e  je d n e g o  w ie lo m ia 

n u  i n t e r p o lu j ą c e g o ,  mamy t e r a z  dwa w ielom iany  d l a  dwóch p o d o b szaró w ). 

R ów nocześnie je d n a k  z w ię k sz a  s i ę  i l o ś ó  równań warunkowych -  o je d n o  w 

p rzy p a d k u  w ęz ła  brzegow ego p o jed y n cz eg o  i  o dwa d la  w ęz ła  podw ójnego, 

t a k  że  równowaga m iędzy i l o ś c i ą  rów nań i  n iew iad o n y ch  z o s t a j e  zachow a

n a .

Omówiony w yżej p rzy p a d ek  z a d a n ia  z IV w arunkiem  brzegowym na g r a n i 

cy  ośrodków  w y s tę p u je  p rz y  id ea ln y m  s ty k u  dwóch podobszarów . W p r a k ty 

c e  mamy c z ę s to  do c z y n ie n ia  z z a g a d n ie n ia m i p rzew o d zen ia  c i e p ł a  w o - 

ś ro d k u  n ie jed n o ro d n y m , p rz y  czym na wspólnym b rz e g u  w y s tę p u je  d o d a tk o 

wy o p ó r  c ie p ln y  s ty k u  R ( x ,y ) .

W ta k im  p rzy p ad k u  p o le  te m p e r a tu r  na b rz e g u  c h a r a k te r y z u je  s i ę  n ie 

c i ą g ł o ś c i ą  ty p u  skokowego t z n .  ^ ( x , y )  # i ^ ( x , y ) j  P ( x ,y ) e ^  2 * Pozo

s t a j e  w ięc  w arunek brzegow y w p o s ta c i s

(72)

w y n ik a jąc y  z c i ą g ł o ś c i  s t r u m ie n ia  c ie p ln e g o  na wspólnym b rz e g u .
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Metoda obliczeniow a d la  zagadn ien ia kontaktowego z oporem cieplnym 
polega na ro zp isan iu  wielomianów in te rp o lu jący c h  pole tem peratur w oby
dwu podobszarach i  u ło żen iu  równań warunkowych. Związki między współ
czynnikami wielomianów in te rp o lacy jn y ch  d la  punktów brzegowych p rz y j

mą postać:

1° Dla węzłów podwójnych:

oraz

i u iJ mw 1 m = 1.2
y=yj x=xi

\\k  V  V COSOŚ, *■ dy V yj' COS OCg

y=yd x-x4 J

y=y. y=y.
RU ^yT)

2 Dla węzłów pojedynczych:

(73)

(74)

dx ^1 ^Xi ;
y=y. y=y<

- j  m = 1 ,2

$ 2 ^ ) -  >̂1 (x l )

y= y , y=y3

R(V j )
(75)

lub

N  * V v ■ S  d7 W

-  Ą b j
x=x^ x=xt

■ (R(xi y;j)
X=X^ x=x^

Równanie (75) odnosi s ię  do węzłów leżących na kierunku osi X,

(76)

równanie (76) do węzłów leżących na kierunku o s i y .
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Poniew aż i l o ś ć  dodatkow ych warunków w y n ik a ją c y c h  z rów nan ia  (72) 

j e s t  ta k a  sama j a k  w p rzy p ad k u  s ty k u  id e a ln e g o ,  o trzym any u k ła d  równań 

j e s t  oznaczony względem  w spółczynników  w ielom ianów  in te r p o lu ją c y c h  po

le  te m p e r a tu r .

2 .3 *  W ewnętrzne ź r ó d ła  c i e p ł a

S ta c jo n a r n e  p o le  te m p e r a tu r  w o śro d k u  z w ew nętrznym i ź ró d ła m i c i e 

p ła  o p isa n e  j e s t  w p rzy p ad k u  s t a ł e j  p rze w o d n o śc i rów naniem  P o iso n a :

2
V ^ + = 0  (77)

i  w arunkam i brzegowym i (48) r  ( 5 0 ) .

O la obszarów  p ła s k ic h  z o r ie n to w a n y c h  p rz y  pomocy p ro s to k ą tn e g o  u k ła 

du w sp ó łrzę d n y ch  mamy:

d x  d y

W p rzy p a d k u  ró w n o m iern ie  ro z ło ż o n y c h  ź r ó d e ł  f u n k c ja :

^ U . y )  = Oy = idem  (79 )

Ż ałóżm y, że  f u n k c ja  q ^ (x ,y )  j e s t  c i ą g ł a  i  o k re ś lo n a  w każdym p u n k c ie  

o b s z a r u  52.

O la  ta k ie g o  p rzy p ad k u  p rz e d s ta w io n a  w p ra c y  m etoda o b l ic z a n ia  p o la  

te m p e r a tu r  sp row adza s i ę  do ro z w ią z a n ia  u k ła d u  rów nań (51 ) ( 5 9 ) ,p rz y

czym ró w n an ie  (5 2 ) p rz y jm ie  p o s ta ć :

$ ( x . )
dx y -y

j

+ ~ - Z
dy 3

(80)

x=x.

W m ie js c e  ró w n an ia  l a p la c e * a  n a le ż y  bowiem p r z y ją ć  rów nan ie  P o is s o -  

n a .  Po z n a le z ie n iu  w a r to ś c i  w spółczynników  , b ^ ,  n a  p o d s ta w ie  o -  

trzy m an y ch  rów nań in te r p o lu ją c y c h  n a r s tw ic e ,  zn a jd u jem y  w ie lk o ś c i  tem 

p e r a t u r  w w ęz łac h  p r z y j ę t e j  s i a t k i .
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2.4» N ieusta lone przewodzenie c ie p ła  w c ia ła c h  s ta ły c h  bez źródeł 
wewnętrznych

Omawiany problem sprowadza s ię  do z n a le z ie n ia  fu n k c ji  tH P .r ) ,  P£S2, 
0 sp e łn ia ją c e j  w obszarze 52 równanie F o u rie ra :

(81)

przy warunku początkowym:

iH P,0)
t

T (50).

v p) (8 2 ;

i  w arunkach  brzegow ych (48 )

W ró w n a n iu  (80 ) o zn aczo n o :

0 ^  -  w łaśc iw a  po jem ność c i e p ln a  o śro d k a  

y -  g ę s to ś ć  masy 

T -  c z a s .

R o zw iązan ie  z a d a n ia  m etodą w ielom ianów  p o le g a  na r o z p i s a n iu  w ie lo 

mianów in te r p o lu ją c y c h  p o le  te m p e r a tu r  i  w y k o rz y s ta n iu  warunków c i ą 

g ł o ś c i  f u n k c j i  $ ,  ró w n an ia  ró żn ic zk o w eg o , w arunku początkow ego  i  w arun

ków brzegow ych .

D la  o b sz a ru  p ła s k ie g o  z o r ie n to w a n e g o  w u k ła d z ie  xy mamy:

„  9 *V  d T > u l i t
d x 2

a 2fl

0 y 2
(83)

Po p r z y j ę c iu  s i a t k i  p r z e s tr z e n n o -c z a s o w e j  ro z p isu je m y  ró w n an ie  w arstw ie 

w p o s t a c i  (22) (23) (2 5 ).
Z w arunku c i ą g ł o ś c i  otrzym ujem y d la  węzłów w ew nętrznych  i  b rzegow ych 

podw ójnych dwa lin io w o  n ie z a le ż n e  ró w n a n ia :

lHx±) «* $(y.j) (84)
y=y.=
r - t i

x=x. x=x.
y-y3
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Równanie F o u rie ra  można zap isać  w p o s ta c i:

a
1 d

k

i
(85)

W ykorzystując warunek początkowy mamy:

iH 0 ) = ^ . ( x . y . )
X=%i o

(86)

Zaś o s ta tn ią  grupę równań tworzą wynikające z zadanych warunków brzego
wych za leżn o śc i (53) 4 (5 9 ).
Jak  wykazano w ro z d z ia le  1 otrzymany z b ió r warunków tworzy oznaczony 

układ równań liniow ych względem °ijk *

2.5« Równanie K irchoffa -  F o u rie ra

Problem ten  w zasadzie n ie  m ieści s ię  w ramach wyznaczonych d la  n i 
n ie js z e j  p racy; k tó re j tematem są problemy przewodnictwa ciep lnego  w 
c ia ła c h  s ta ły c h , a le  stosowane w w iększości przypadków o znaczeniu prak
tycznym równanie e n e rg i i  d la  przepływu płynu, k tó re  sprowadza s ię  do 
p o s ta c i  znanej pod nazwą równania K irchoffa -  F ourie ra :

należy  do k lasy  równań cząstkowych typu (1 7 ), k tó re  w sposób p rzy b liżo 
ny można rozwiązywać metodą w arstw ie.
W równaniu (87) symbolem oznaczono pochodną su b stan c ja ln ą  tempe

ra tu ry .
D la obszaru p łask iego  zorientowanego w prostokątnym uk ładzie współrzęd

nych:

(87)

Si.
a r

(88)
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W , W -  składowe p rędkości p łynu . x y

W szczególnym przypadku u sta lonego  przepływu dwuwymiarowego i  u s ta lo 
nej wymiany c ie p ła  mamy:

gdzie:

J e ż e l i  składowe 
współrzędnych:

> M .
x d x

■ #y 9 y
a 2# 9 2 t5

3x 5y 

są w obszarze<S2zadanymi jawnymi

(8 9 ;

funkcjam i

*x = Wx (x .y )

Wy = Wy U , y )
(90)

lub mają w rozpatrywanym obszarze w artość s ta łą»  to  równanie e n e rg ii  
i  jego  szczególne przypadki można w sposób przybliżony  rozwiązać s to 
su jąc  procedurę podobną do op isanej w punkcie 2 .4 . ,  z tym5 że warunek 
wynikający z p o s ta c i  równania różniczkowego sprowadza s ię  do zależno
ś c i :

S r « V
+

V V j } dx + V V j > f c * V ss

x*xi
y .y j

y*y,
T -t£

X=X

7“ Tk

2 M x i }
y-J
T-T:

dy
tSKy

A
(91)

i
X »X.

t-T Z
Równanie (93) j e s t  lin iow e względem współczynników in te rp o lu jący ch  war- 
stw ice po la  tem peratu r.
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D la s ta n u  u s ta lo n e g o

W j ' * V * i V  t  ■
y - 3 3 J  | » , 1

56 a

\ x ”\

(9 2 )
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3 . METODA WARSTWICOWA Z WgDKUJĄCYM WARUNKIEM POCZĄTKOWYM

P rz e d s ta w io n a  w r o z d z i a l e  n in ie js z y m  m etoda o b l i c z a n ia  n i e s t a c j o 

n a rn e g o  p o la  te m p e r a tu r  j e s t  up roszczonym  w aria n tem  metody i n t e r p o l a 

c j i  w a r s tw ie .  K osztem  n ie w ie lk ie g o  p o g o rs z e n ia  d o k ła d n o ś c i  u z y s k u je  

s i ę  z n a c z n ie  z m n ie js z e n ie  r z ę d u  m a c ie rz y  w spó łczynników  u k ła d u  rów nań, 

c h o c ia ż  z  d r u g ie j  s t r o n y  p o d o b n ie  j a k  w m etodach  ró żn ico w y ch  o p a r ty c h  

n a  o p e r a to r a c h  V , lu b  ,u u k ła d  rów nań n a le ż y  rozw iązyw ać w ie lo k ro tn ie .  

M etoda dob o ru  w spó łczynn ików  z w ędrującym  w arunkiem  początkowym  może 

być s to so w a n a  do p r z y b liż o n e g o  ro zw ią zy w an ia  rów nań ró żn ic zk o w y ch  c z ą s t 

kowych o p isa n y c h  z a l e ż n o ś c i ą  ( 1 7 ) .

S z c z e g ó ły  d o ty c z ą c e  now ej m etody z o s ta n ą  n i ż e j  w y ja śn io n e  n a  p rz y 

k ł a d z i e  ro zw ią zy w an ia  p rob lem u  n ie u s ta lo n e g o  p rze w o d z e n ia  c i e p ł a  w p ła 

skim  o b s z a rz e  52• bez  w ew nętrznych  ź r ó d e ł  c i e p ł a ,  z o r ie n to w a n e g o  w u -  

k ł a d z i e  p ro s to k ą tn y m :

i ± ł , £ i . £ ł  m
d x  o  y

p r z y  dow olnych w arunkach  brzegow ych i  w arunku początkowym :

$ ( r0tx ,y j  * #QU>y) (94)

3 . 1 .  L in io w a i n t e r p o l a c j a  z m ie n n o śc i te m p e ra tu ry  w c z a s ie

W arunek początkow y z a d a n ia  odw zorow uje s i ę  w u k ła d z ie  xy $  ja k o  

iz o p a ra m e try c z n a  p o w ie rz c h n ia  T -  TQ> P rz y jm u ją c  pew ien  in te r w a ł  c z a s u  

A T o trz y m u je  s i ę  d la  w a r to ś c i  r ,  = T0 +AT0 nową p o w ie rz c h n ię  b ę 

d ą c ą  obrazem  p o la  te m p e r a tu r  w rozpatryw anym  o b s z a rz e  w c h w i l i  

( r y s .  7 ) .
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R ys. 7 •  L in iow a i n t e r p o l a c j a  z m ie n n o śc i te m p e ra tu ry

L in ie  p r z e n ik a n ia  p o w ie rz c h n i T,, * idem  z p ła sz c z y z n y m i p o d z ia łu  

s ia tk o w e g o  x . = idem  o ra z  y . = idem  in te r p o lo w a ć  będziem y ja k  p o p rze d -
' v

n io  w ie lo m ian am i, k tó r y c h  3 to p ie ń  zdeterm inow any j e s t  i l o ś c i ą  węzłów w 

danym p r z e k r o ju  o ż y l i :
n

$ (x )
y=y, i =0
T=T"

(95)

iH y)
X=X J
T=T7

(96)
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Ponieważ rozpatrujem y ty lk o  dmie pow ierzchnie TQ * idem oraz T.,= idem, 
więc zmienność tem peratury w punktach węzłowych należy in terpolow ać l i 

niowo:

iK T )
X=X^
y»y

Aid  + V

d

(97)

Wykorzystując warunek początkowy mamy:

Ai j  -  V xi V (98)

c z y li

i>(T) V xiyj} + Bijr
y y - i

(99)

Na pow ierzchni T,, = idem musi być spełniony warunek c ią g ło ś c i  fu n k c ji

= i f t y jJ
y = y ,
T=T:

+ BijTi
x=x.

(100;

Warunek wynikający z równania F o u rie ra  przyjm uje p o stać :

a Bij = ^ V
y=y
T

+ — 7  #(y J  
dy J

= ?f1

x=x.
r = ^

( 10 1 )

zaś o s ta tn ią  grupę równań otrzymuje s ię  z warunków brzegowych zadania 

-  (53) t (5 7 ).
Otrzymany, liniow y względem współczynników » b^ ̂ , B ^  układ równań 

posiada jednoznaczne rozw iązanie .
I lo ś ć  niewiadomych współczynników a ^ ,  b ^  wynosi bowiem (por.w z.43):

N' = 2(Wq + W2j + W1 ( 102)
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Poniew aż param etrów  j e s t  t y l e ,  i l e  węzłów w ew nętrznych  i  podw ój

n y c h  w o b s z a r z e S2, w ię c :

N = 3 U Q + W2 , + *1 (103)

Z w arunku c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  o trzym ujem y:

R = 2 ( W o + W2 ) (104)

z a ś  z  ró w n an ia  F o u r ie r a :

r"= Wq [105)

rów nań warunkowych.

W w ęz łac h  brzegow ych s i a t k i  o trz y m u je  s i ę :

B = *2 + W1 (1 °6 )

z a le ż n o ś c i  w y n ik a jąc y ch  z zad an y ch  warunków brzegow ych .

Po d o d an iu  s tro n a m i rów nań (104) ? (106) mamy N « R, co  dow odzi o zn a -  

c z o n o ś c i  u k ła d u  rów nań.

O b lic zo n e  z w ielom ianów  in te r p o la c y jn y c h  w a r to ś c i  iK r ^ y .)  ! s ta n o -

J r r i
w ią  nowy w arunek  początkow y z a d an ia»  n a  p o d s ta w ie  k tó re g o  można z n a -  

l e ź ć  w a r to ś ć  f u n k c j i  w c h w i l i  T » r 2 « P o w ta rz a n ie  p rz e d s ta w io n e j  w yżej 

p ro c e d u ry  o k r e ś lo n ą  i l o ś ć  r a z y  d a je  p r z y b l iż o n e  ro z w ią z a n ie  ró w n an ia  

n ie u s ta lo n e g o  p rze w o d z en ia  c i e p ł a .

l in io w a  ap ro k sy m a cja  z m ie n n o śc i f u n k c j i  p u n k ta c h  P ( x y  ) s ta n o w i 

w pewnym s to p n iu  a n a lo g ię  l ic z n y c h  metod num erycznego ro z w ią z y w a n ia  

rów nań ró żn ic zk o w y ch  zw y cza jn y ch  ( j  ] ,  p o le g a ją c y c h  n a  a p ro k sy m a c ji c a ł 

k i  ró w n an ia  l i n i ą  ła m an ą . We w s z y s tk ic h  m etodach  te g o  ty p u  b łą d  p rz y 

b l i ż e n i a  r o ś n ie  ze  w zrostem  argum en tu  f u n k c j i  (w rozpatryw anym  p rzy p ad 

ku  zm ien n e j T ) .  P r z y ję c ie  w o b l ic z e n ia c h  s t a ł e j  w a r to ś c i  in te r w a łu  c z a 

su  AT= z n a c z n ie  u p r a s z c z a  a lg o ry tm  m o d e lo w an ia .P o p rzez  e l i 

m in a c ję  z rów nań c i ą g ł o ś c i  i  warunków (101) param etrów  B . , ,  o trzy m u -
AJ
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j e  s i ę  l in io w y  ukłael rów nań , w k tó rym  w a r to ś c i  elem entów  m a c ie rz y  

w spó łczynn ików  n ie  z m ie n ia ją  s i ę  w c z a s i e .  D o łą c z e n ie  do s ta n d a r to w e g o  

p rogram u o d w ra ca n ia  m a c ie rz y  p r o s te g o  podprogram u o b l ic z e ń  w ek to ra  wy

razów  w olnych  p o zw ala  w y d a tn ie  s k r ó c ić  c z a s  p ra c y  m aszyny c y f r o w e j .

3 . 2 .  I n t e r p o l a c j a  p a r a b o l ic z n a

P o w ie rz c h n ia  T = J  (w arunek  początkow y) o ra z  T= T , » T » T , tw o rz ą  O \ c.
z b i ó r ,  k tó r y  można o p is a ć  n a s tę p u ją c y m i ró w n an iam i:

n

A x )

y“ yj  i - 0
r = r

(107)

# ( y )

x=x. W *
1 (108)

$ (x )

У-У,
r* T "

i» 0
(109)

Л у )

x=x.

T=T„

■2 (110)

x=x. Ai j  + Bi j T + c i j  T

У=У

( 111 )

o ra z  ró w n an ie  (94)»

W a rto śc i w spó łczynników  a ^ ,  b j j ,  a2 .., b2 .., B ^ , ob liczam y  z u -

k ła d u  rów nań

$ (x A) *$ У .,)

y= yj

T-T.

W i 1 * Bu r i * ° u  r t
x=x.

T=T,

( 112)
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oraz warunków (53) -r (.57).

Na podstawie otrzymanych warstwie znajdujemy tem peratury t H x . y .
ń i \ T - T ,

r -  Tn

w następnym kroku przyjmujemy nowy in te rw a ł czasuA Tg. Warstwie« po
w ierzchni Ty -  T2 +AI"2 opisujemy wielomianami:

tWX/
y=y,
r-T *

( 116)
i -0

■&{y j
x=xŁ j -0
r-T.

(117)

zaś zmienność tem peratury w p rzed z ia le  czasu T1 4- Tj p arabo lą :

M
x - x .
J-Jj

U
(118)

Niewiadome w artości współczynników a ł . ,  b f . ,  A. . ,  B , c ! . obliczamy
i J  i j  i j  i j  i j

z układu równań:



J - J j

T-T,

+ —2
d y *  3

r ?T*»i3

(120,

* ( V j }r  r  ■ Ai j  + Bi j  T1 + c l j  T12 
1

(121J

* U i V r  r  = Ai3  + B l j  T2 + ° i j  T2 
2

i  warunków brzegow ych»

Rząd N m a c ie rz y  u k ła d u  rów nań lin io w y ch «

(122)

N -  2(w0 + w2 ; + W1 + 3(W0 + w2 ) (1 2 3 )

p r z y  czym p ie rw s z e  dwa s k ł a d n ik i  sumy s ą  i l o ś c i ą  niew iadom ych w sp ó ł

czynników  a j , . t b j  z a ś  t r z e c i  w yraz o k r e ś la  i l o ś ć  param etrów  A * ,

Bi j *  ° i j *
Z w arunku c i ą g ł o ś c i  o trz y m u je  s i ę :

R = 2(W0 + W2 ) (124)

z  ró w n a n ia  F o u r ie r a :
B = W. (125)

z a ś  z warunków brzegow ych :

R «  W1 + W2 (1 2 6 )

rów nań l in io w y c h .

Z b ió r  o b lic z o n y c h  u p rz e d n io  * § r t o ś c i  f u n k c j i  # ( x ^ y or a z  ^xi y j^

d o s ta r c z a :

R = 2(WQ + Wg ) ( 127)
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warunków, poniew aż H = 2  R> « i ? 0 w a r to ś c i  można je d n o -
1 T=T'z n a c z n ie  o k r e ś l i ć .

K o n ty n u ac ja  p rz e d s ta w io n e j  w yżej p ro c e d u ry  o k re ś lo n ą  i l o ś ć  ra z y  d a je  

p r z y b l iż o n e  ro z w ią z a n ie  p ro b lem u .

U z a le ż n ie n ie  z b io r u  w a r to ś c i  f u n k c j i  x^y^ ) od w a r to ś c i  f u n k c j i
- r - r ,

na p o w ie rz c h n ia c h  T= T2 i  T= j e s t  r z e c z  j a s n a  z a ło ż e n ie m  m ocn ie j

szym n iż  I n t e r p o l a c j a  l in io w a  omówioną w p u n c k ie  3 .1 .

3 .3«  I n t e r p o l a c j a  w ielom ianem  s to p n ia  K 

R ozpatryw ać będziem y z b i ó r  p o w ie rz c h n i X\ idem , k * 0 ,1 ,« K.k '
S to s u ją c  m etodę o p is a n ą  w p u n k c ie  2 .4  zn a jd u je m y  w a r to ś c i  te m p e r a tu r  

w w ęz łach  danego  o b sz a ru  d la  f = r k ł k  = 1 , 2 . . . K .  P r z y ję c ie  k o le jn e g o  

in te r w a łu  c z a s u  A d e te rm in u je  w u k ła d z ie  {xyt?'j. p o w ie rz c h n ię  T = r K+

* rK - w ’

Równanie w a rs tw ie  t e j  p o w ie rz c h n i in te rp o lu je m y  w ie lo m ian am i:

n
# (x )

y=y
i

- z
i= 0

K+1 i
a i j  X

T-T,K+1

(128)

tH y)

X=X±

T=TK+1

Z  b. 
d=o

k+1

’i j (129)

;a ś  zm ienność  te m p e ra tu ry  w in te r w a le  f  • r  f u n k c ją :
1 K+l

iHT)
K  k

x-x± "  S  A±ikT
y=yĄ

Z b ió r  warunków:

i ( x ±)
y=yj
r-r,

-My.,)J

K+1

x=x.

T -r ,

* < w

K+1

X=X.

y=y.

(130)

(131)
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,2
+ (132/

dx

K+1

(133)

o r a z  rów nań w y n ik a ją c y c h  z  warunków brzegow ych , tw o rzy  lin io w y  i  ozna

czo n y  u k ła d  rów nań , z k tó r e g o  po o b l i c z e n iu  w spó łczynników  w ie lo m ia 

nów in t e r p o lu j ą c y c h  p o w ie rz c h n ię  T = T można w yznaczyć te m p e ra tu ry

w p u n k ta c h  w ęzłow ych n a  t e j  p o w ie rz c h n i.  W prow adzając z k o le i^ p o w ie rz 

c h n ię  T K+2s z a ś  r o z k ła d  te m p e r a tu r  n a  p o w ie rz c h n i T2 = idem  'T a k tu 

j ą c  ja k o  nowy w arunek  początkow y pow tarzam y o b l i c z e n ia ,  p o s tę p u ją c  w 

t e n  sam sp o só b  a ż  ro z w ią z a n ie  z a d a n ia  w za łożonym  in te r w a le  c z a s u .  Do

wód je d n o z n a c z n o ś c i  u k ła d u  rów nań j e s t  a n a lo g ic z n y  j a k  w p rzy p a d k u  i n 

t e r p o l a c j i  p a r a b o l i c z n e j .

P rz e d s ta w io n a  w yżej m etoda i n t e r p o l a c j i  w ielom ianem  s to p n ia  K sp ro 

w adza s i ę  w g ra n ic z n y m  p rzy p a d k u  do m etody omówionej w r o z d z ia ła c h  1 i  2 

n i n i e j s z e j  p r a c y .  D z ię k i  z a s to s o w a n iu  t e j  m etody można w pewnych g r a 

n ic a c h  in g e ro w a ć  w rz ą d  rozw iązyw anego  u k ła d u  rów nań , k o sz tem  w ie lo 

k ro tn e g o  p o w tó rz e n ia  o p is a n e j  p ro c e d u ry .  R ów nocześnie m etoda u m o ż li

w ia  g ę s t s z y  p o d z i a ł  s ia tk o w y  zarów no ro z p a try w a n e g o  o b s z a ru ,  j a k  i  o s i  

c z a s u ,  p rz y  zach o w an iu  r z ę d u  u k ła d u  rozw iązy w aln eg o  na k o n k r e tn e j  ma

s z y n ie  c y f r o w e j .

M etodę i n t e r p o l a c j i  z w ędru jącym  w arunkiem  początkowym  p rz e d s ta w io 

n o  n a  p r z y k ła d z ie  ró w n a n ia  F o u r ie s a .  Można j ą ,  z m ie n ia ją c  odpow iedn io  

w aru n k i w y n ik a ją c e  z  p o s t a c i  ró w n a n ia  ró żn iczk o w eg o  s to so w a ć  ró w n ież  

do in n y c h  przypadków  p rz e w o d z e n ia  n ie s ta c jo n a r n e g o .  W pewnych s z c z e g ó l

n y ch  p rz y p a d k a c h  ( o ś r o d k i  p ó łn ie s k o ń c z o n e )  można używać m etody do r o z 

w iąz y w an ia  za d ań  z d z ie d z in y  u s ta lo n e g o  p rze w o d z en ia  c i e p ł a .
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4 . MODELOWANIE FOLA TEMPERATUR 
PRZY ZMIENNEJ WARTOŚCI WSPt&CZYNNIKA PRZEWODZENIA CIEPŁA

Z a g a d n ie n ie  u s ta lo n e g o  p rze w o d z en ia  c i e p ł a  w jednorodnym  o śro d k u  SI 

c h a ra k te ry z u ją c y m  s i ę  zm ienną w a r to ś c ią  w sp ó łc zy n n ik a  %, sp row adza s i ę  

do  p o sz u k iw a n ia  f u n k c j i  s p e ł n i a j ą c e j  ró w n an ie  ( 1 5 ) ,  p rz y  w arunkach b r z e 

gowych o p isa n y c h  rów naniam i (48  r  ( § 0 ) .

D la  o ś ro d k a  p ła s k ie g o ,  z o r ie n to w a n e g o  w u k ła d z ie  w sp ó łrzę d n y ch  p ro 

s to k ą tn y c h  ró w n an ie  (15) p rz y jm u je  p o s ta ć :

-a q  A) " 1 as 0  ( 1 3 4 )ox ox oy oy v '***

Omawiając m etodę w arstw icow ą w o d n ie s ie n iu , do z a g a d n ie ń  te g o  ty p u  n a 

le ż y  w d a l s z e j  k o le jn o ś c i  ro z p a try w a ć  dwa p rz y p a d k i a p ro k sy m a c ji r z e 

c z y w is te j  z m ie n n o śc i w sp ó łc zy n n ik a  %•

1 ° .  J e ż e l i  w sp ó łc zy n n ik  p rze w o d z en ia  c i e p ł a  j e s t  jaw ną f u n k c ją  w spół

rz ę d n y c h  punktów  o b s z a r u 52, je d n o z n a c z n ie  o k r e ś lo n ą  w każdym punk

c i e  ro zp a try w a n e g o  o b s z a ru ,  t o  ro z w ią z a n ie  z a d a n ia  m etodą w a rs tw i

cową n i e  n a s t r ę c z a  w ięk szy c h  t r u d n o ś c i*

Z a p is u ją c  o s t a t n i e  ró w n an ie  w p o s t a c i :

d d $  dfa d $  „ ,  3  ,
  ---- + -------------- +M— j+ —f) * 0 ( 135 )
d x  d x  d y e y  d x  d y

o trz y m u je  s i ę  d la  każdego  w ęz ła  w ew nętrznego  lin io w y  zw iązek  m iędzy 

cząstkow ym i pochodnym i f u n k c j i  $ ,  w k tórym  w a r to ś c i^ ,  ■— £  , są

w sp ó łczy n n ik am i lic zb o w y m i.

Mamy bowiem:



g d z i e :

p ( x  j f .)  -  z b i ó r  węzłów w ew nętrznych  obszaru ,52 .

T ak  w ięc p ro b lem  sprow adza s i ę  w omawianym p rzy p a d k u  do ro z w ią z a n ia  u -  

k ła d u  u tw o rzo n eg o  z rów nań ( 5 1 ) ,  (5 3 ) t (5 9 ; o ra z  w prow adzonych w m ie j

s c e  z a le ż n o ś c i  (52) warunków w p o s t a c i :

a v
d x

+ _ J A # ( y  ) 
y = y 3 d 'J X*X.

\ ^ ~ 2  lH x .)
+ d f _

$ ( y J
!_dx y=yj  dy2 x“ xi"

(137)

skąd  po z n a l e z i e n iu  w a r to ś c i  w spółczynników  a . b ^ . . ,  można bezp o 

ś r e d n io  o b l ic z y ó  r o z k ła d  te m p e r a tu r  w w ęz łac h  o b s z a r u 52.

R o zw iązan ie  p rob lem u  n ie u s ta lo n e g o  p rzep ły w u  c i e p ł a  j e s t  b e z p o ś re d 

nim  u o g ó ln ie n ie m  p rz e d s ta w io n e g o  w yżej a lg o ry tm u  (p rz y  z a ło ż e n iu ,  że 

i lo c z y n  c ^ y  ma w a r to ść  s t a ł ą ) .

2 ° .  Z a g a d n ie n ia  z p rze p ły w u  c i e p ł a ,  d l a  k tó r y c h  zm ienność w spó łczyn 

n i k a  zamożna aproksym ować jaw ną f u n k c ją  w sp ó łrz ę d n y c h , s ta n o w ią  je d n a k  

b a rd z o  w ąską g ru p ę  z a g a d n ie ń ,  rz a d k o  sp o ty k a n y ch  w p r a k ty c e .  N a jc z ę 

ś c i e j  r o z w ią z u je  s i ę  problem y g d z ie  za d an a  j e s t  z a le ż n o ś ć  h  od tem pe

r a t u r y :

(138 ;

B e z p o ś re d n ie  z a s to s o w a n ie  d la  ta k ie g o  p rzy p ad k u  m etody w a rs tw ie  prowa

d z i  wówczas do tr u d n o  ro zw ią zy w a ln y c h  układów  równań a lg e b ra ic z n y c h  n ie 

l in io w y c h .  Można je d n a k  w prow adzić pewne p r z e k s z t a ł c e n i e ,  k tó r e  sp ro 

wadza ró w n an ie  (134) do p o s t a c i  równa 3 L a p la c e 'a .
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F u n k c ję  t r a n s f o n n u j ą c ą  o k re ś la m y  j a k o :

M $ ) d  $ (139)

g d z ie :

t Q -  w a r to ść  te m p e ra tu ry  s ta n o w ią c a  poziom  o d n ie s ie n ia  d l a  fu n k c ji .  

F* F ( t Q) = 0 .  Zakładaręy o c z y w iś c ie ,  że  w p r z e d z ia le  te m p e ra -  

*u r  f u n k c ja  M $ )  j e s t  c i ą g ł a  i  n ie  z m ie n ia  znaku*
Z o s ta tn ie g o  ró w n an ia  w ynika z a le ż n o ś ć :

X- _ d £ _
di? (140)

c z y l i  ró w n an ie  (134) można z a p is a ć  w p o s t a c i :

d x

92F

3 y 2
(141)

Z as to so w an ie  m etody w ars tw ic o w e j d la  ro zp a try w a n eg o  p rzy p ad k u  sprow a

dza  s i ę  w ięc  do i n t e r p o l a c j i  p o w ie rz c h n i F » F (x ,y J  o k r e ś lo n e j  i  c i ą 

g ł e j  nad  obszarem  52 i  o b l i c z e n ia  z rów nań warunkowych w a r to ś c i  w spół

czynników  a^.. o ra z  b^.. w ielom ianów :

F (x )
y» y . a i J X

(142)

F (y J
x*=x.

ul

S  b J^o id

w y k o rz y sta ć  n a le ż y  w arunek c i ą g ł o ś c i  f u n k c j i  F w p o s t a c i :

« CF (X i)
y»y d

-  « v x=x.

Równanie ró ż n ic zk o w e:

(143)

(144)

~ - F ( x J

y=yd
dy2 ?<,yj^

x=x.

o ra z  ró w n an ia  w y n ik a ją c e  z za d an y c h  warunków brzegow ych . 
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W przypadku warunku brzegowego I  rodzaju mamy:

Р (х ±)
У-У.,

= V V j } (146)

x=x. p t (V j ) (147)

w z a le ż n o ś c i  od k ie ru n k u  n a  ja k iin  le ż y  ro zp a try w a n y  w ę z e ł.  

W arto ść  f u n k c j i  P ^ (x ^ y ^ ) o b lic za m y  z z a l e ż n o ś c i :

tC V j J
Pt (x i y ;j)  -  /

t  _
(148)

g d z ie :

t ( x , y )  -  f u n k c ja  o k r e ś l a j ą c a  r o z k ła d  te m p e ra tu ry  na b rz e g u  o b s z a ru .  

W arunek brzegow y I I  r o d z a ju  p rz y jm u je  p o s ta ć :

2 Ł
d a

dp 9 #
di?' d n

i  / i a*1 dP= q(x,y; -  -  Я к  —  = -  ^ (149;

c z y l i :

d P (x ±; dP (y

dx
У“ У1

**■ c o s  oC1 +
• u

dy cos ОС, q (x ±y j ) (150)

O trzy m an ie  lin io w e g o  i  je d n o ro d n e g o  w zględem  f u n k c j i  P ró w n an ia  w ynika

ją c e g o  z П 1  w arunku brzegow ego n i e  j e s t  m ożliw e bez p r z y j ę c i a  pewnych 

u p r o s z c z e ń .

Mamy bowiem:

9 f l  dP

P r z e k s z t a ł c a j ą c  praw ą s t r o n ę  ró w n a n ia  do p o s t a c i :

[t ( x , y )  iM x ,y )

j  M # ) d $ -  j  d $

o o

(151)

( 152)
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^  -  j e s t  ś re d n ią  w arto śc ią  c a łk i  P w p rz e d z ia le $ e [ t(x ,y j} tHx,y;J 
( ry s .  8) .

gdzie:

błąd przybliżenia

i o

t / T ł V

Rys. 8.  Ś rednia w artość współczynnika przewodzenia c ie p ła  d la  I I I  wa
runku brzegowego

Otrzynsijemy jednorodny względem F liniow y związek:

będący tran sfo rm ac ją  I I I  warunku.
Zadanie można rozwiązać jedyn ie  w sposób p rzybliżony , przyjmując w miej
sce ś re d n ie j całkowej wartość fu n k c ji  w dolnym krańcu p rzed z ia łu  lub 
je szcze  le p ie j  oszacować w sposób przybliżony ś re d n ią  te m p e ra tu rę ^  $ . 
Odpowiednie równanie warunkowe przyjm uje więc postać:

lub  w przypadku węzłów pojedynczych formę analogiczną z (5 8 ;, (59J .

(153)
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J e ż e l i  zm ienność  w sp ó łc z y n n ik a  p rze w o d z en ia  w z a k r e s ie  $ s [ t ,  n ie  

j e s t  d u ż a , b łą d  w y n ik a ją c y  z ta k ie g o  p r z y b l i ż e n i a  j e s t  zn ikom y. W po

z o s ta ł y c h  p rzy p a d k ach  p r o c e s  m odelow ania p o la  te m p e r a tu r  można p o p ra 

w ić  p o p rz e z  z a s to s o w a n ie  a lg o ry tm u  i t e r a c y j n e g o .
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5 . ZAGADNIENIE BŁĘDU METODY, 

PROBLEMY WŁAŚCIWEJ INTERPOLACJI

O szacow anie w ie lk o ś c i  b łę d u  o ra z  w ykazan ie  z b ie ż n o ś c i  o p is a n e j  w 

p ra c y  m etody j e s t  problem em  n ie z w y k le  skom plikowanym . Na w ie lk o ś ć  b ł ę 

du wpływa bowiem zarów no sp o só b  i n t e r p o l a c j i  (w s e n s ie  s to p n ia  w ie lo 

m ianów ;, j a k  i  ro z m ie s z c z e n ie  węzłów w rozpatryw anym  o b s z a r z e .  I s t o t n ą  

r o l ę  odgrywa ró w n ież  n ie je d n o ro d n o ś ć  warunków n a  b rz e g u  o b sz a ru  i  n i e 

je d n o ro d n o ść  p o la  ^ d la  stanów  n ie u s ta lo n y c h ; .

S p o tykane  w l i t e r a t u r z e  o szacow an ie  b łę d u  m etod ty p u  m in im a l iz a c y j-  

n e g o , do k tó ry c h  w pewnym s to p n iu  z b l iż o n a  j e s t  m etoda w arstw icow a b a

z u j ą  na a p a r a c ie  a n a l iz y  f u n k c jo n a ln e j  i  d o ty c z ą  p r o s ty c h  przypadków  

warunków brzegow ych i  geo m etry czn y ch  zad ań  o p isa n y c h  rów nan iam i r ó ż 

n iczkow ym i o pochodnych cząs tk o w y ch .

W ykazanie z b i e ż n o ś c i  m etody wymaga u d o w o d n ien ia , że norma d e f e k tu  

r o z w ią z a n ia  p rz y b liż o n e g o  | |$ - # | | ,  g d z ie  $  j e s t  ro zw iązan iem  p r z y b l i ż o 

nym, z a ś  ro zw ią zan iem  dokładnym  j e s t  o g ra n ic z o n a  i  n ie  r o ś n ie  ze 

w zrostem  i l o ś c i  węzłów w o b s z a r z e .

Skończona w a r to ś ć  normy w ynika w omawianym p rzypadku  z i s t o t y  sam ej 

m etody . W ielom iany in t e r p o la c y jn e  są  bowiem fu n k c ja m i c ią g ły m i,  o g ra 

n iczo n y m i od g ó ry  i  od d o łu  w a r to ś c ia m i w yn ika jącym i z warunków b r z e 

gowych ro zp a try w a n eg o  z a d a n ia ,  c z y l i  r ó ż n ic a  m iędzy w a r to ś c ią  ó  o b l i 

c z o n ą  d la  każdego  w ę z ła , a r z e c z y w is tą  w a r to ś c ią  m usi być o g ra n ic z o 

n a .  Z m n ie js z a n ie  s i ę  b łę d u  m etody z e  w zrostem  i l o ś c i  węzłów j e s t  t r u d 

ne do u d o w o d n ien ia , a c z k o lw ie k  p ra k ty k a  każdorazow o p o tw ie rd z a  t ę  t e n 

d e n c ję .  S tosunkow o ła tw o  można w ykazać, że w p rzypadku  z a g a d n ie ń  je d n o 

wymiarowych m etoda w arstw icow a j e s t  z b ie ż n a ,  je d n a k  dowodem te g o  n ie  

można u o g ó ln ia ć  n a  z a d a n ia  w ielow ym iarow e, d la te g o  ro z w a ż a n ia  d o ty c z ą 

ce  te g o  p rzy p ad k u  z o s t a ł y  p o m in ię te .
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R o zw iązan ie  p ro b lem u  p rz e w o d z e n ia  c i e p ł a  m etodą w arstw ieo w ą wymaga 

r o z w ią z a n ia  u k ła d u  rów nań u tw o rzo n eg o  z  w arunku c i ą g ło ś c i , r ó w n a n ia  r ó ż 

n iczkow ego  i  warunków b rzeg o w y ch , p rz y  czym żąda  s i ę ,  aby f u n k c ja  s p e ł 

n i a ł a  w s z y s tk ie  z a d an e  w arunk i*  j e s t  t o  w ięc  m etoda d e te r m in is ty c z n a .  

N a le ż y  zauw ażyć je d n a k ,  że  n i e  w s z y s tk ie  one s ą  jednakow o m ocne. N a j

s ł a b i e j  uwarunkowany j e s t  b rz e g  z zadanym i w arunkam i I I  r o d z a ju ,  g d z ie  

o d p o w ied n ie  ró w n a n ia  d o ty c z ą  ty lk o  k ie ru n k u  p o c h o d n e j,  a w a r to ś ć  fu n k 

c j i  n i e  j e s t  je d n o z n a c z n ie  o k r e ś lo n a .  Dość s ła b y  j e s t  ró w n ież  w arunek 

brzegow y U l  ty p u  -  s z c z e g ó ln ie  d la  węzłów p o je d y n c z y c h .

T ak  w ięc  w m e to d z ie  w ars tw ic o w e j n a jw ię k s z e  b łę d y  l o k a l i z u j ą  s i ę  w 

p o b l iż u  b rz e g u  o b s z a ru  U a  w y ją tk iem  o c z y w iśc ie  warunków I  r o d z a ju ; .A -  

n a l i z a  omawianego z j a w is k a ,  p ro w a d z i do w n io sk u , że k o rz y s tn e  j e s t  z a 

g ę s z c z a n ie  w a rs tw ie  i n te r p o lu ją c y c h  w p o d o b sz a ra c h  g r a n ic z ą c y c h  bezpo 

ś r e d n io  z b rz e g ie m . S tan o w i t o  pewną a n a lo g ię  z ro z m ie sz c z e n ie m  punk

tów  k o l l o k a c j i  w m etodach  m in im a liz a c y jn y c h  g ru p y  1 ( f u n k c ja  aproksymu- 

j ą c a  s p e łn i a  ró w n an ie  ró ż n ic z k o w e , a n i e  s p e łn i a  warunków brzegow ych)

№
S to s u ją c  m etodę w arstw ico w ą n a le ż y  z je d n e j  s t r o n y  dążyć  do u zy sk a

n i a  n i s k i e g o  r z ę d u  u k ła d u  rów nań w arunkow ych, z d r u g ie j  z a ś  do o t r z y 

m ania m o ż liw ie  d o k ła d n y ch  wyników. Aby m odel u c z y n i ł  z a d o ść  obu tym  wa

runkom , k o n ie c z n e  j e s t  p rz e p ro w a d z e n ie  p r z y b l i ż o n e j  a n a l iz y  jak o śc io w ej 

ro z p a try w a n e g o  p ro b lem u . I l o ś ć  węzłów w danym p r z e k r o ju  d e te rm in u je  

bowiem s to p i e ń  w ie lo m ia n u , a  co  z a  tym  i d z i e  i l o ś ć  n iew iadom ych w spół

czynników  u k ła d u  rów nań . P r z y j ę c i e  k o n k re tn e j  s i a t k i  d e c y d u je  z a ś  w pew

n y ch  g r a n ic a c h  o o b r a z ie  f u n k c j i ,  k tó r a  b ę d z ie  ap ro k sy m a c ją  f u n k c j i  

r z e c z y w i s t e j .  T ak  w ięc  p raw id łow y  o p is  w ielom ianow y p o la  te m p e r a tu r  ma 

d e c y d u ją c e  z n a c z e n ie  d l a  w ie lk o ś c i  b łędów  m etody . P rzyk ładow o! i n t e r 

p o l a c j a  p a r a b o l ic z n a  j e s t  n ie w y s ta r c z a ją c a  do o p is u  f u n k c j i  c h a r a k te 

r y z u ją c e j  s i ę  pu n k tam i p r z e g i ę c i a .

Z problem em  z m n ie js z a n ia  n ie u n ik n io n e g o  b łę d u  w ad liw e j aproksym a

c j i  w iąże  s i ę  ró w n ie ż  sp o só b  i n t e r p o l a c j i  w a rs tw ie  w o b s z a ra c h  n i e r e 

g u la r n y c h ,  g d z ie  p ła s z c z y z n y  w y ró ż n ia ją c e  w a rs tw ic e  mogą lo k a ln i e  s ty 

k ać  s i ę  z b rz e g ie m  ( z a ł ą c z n ik  6 . 2 ) .  P oniew aż w p u n k c ie  s ty k u  praw o i  

le w o s tro n n a  pochodna w ie lo m ia n u  in te r p o la c y jn e g o  n ie  pow inna być c i ą 
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g ł a ,  gdyż o d pow iedn ia  w a rs tw ic a  n ie  j e s t  w r z e c z y w is to ś c i  krzyw ą g ła d 

k ą ,  le p s z e  w y n ik i d a je  i n t e r p o l a c j a  dwoma w ielom ianam i s to p n i  n iż se y c h .

P rzy  o b l ic z e n ia c h  d o ty c z ą c y c h  stanów  n ie u s ta lo n y c h ,  z w ię k sz e n ie  do

k ła d n o ś c i  u z y s k u je  s i ę  p o p rz e z  p r z y j ę c i e  m ałych  in te rw a łó w  c z a s u  na po

c z ą tk u  p r o c e s u ,  gdy z a ś  n ie je d n o ro d n o ś ć  p o la  z m n ie js z a  s i ę ,  in te r w a ł  

c z a s u  można z n a c z n ie  p o w ięk szy ć .
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6 . PRZYPISY

W p r z y p is a c h  p rz e d s ta w io n e  z o s ta n ą  p rz y k ła d y  lic z b o w e  i l u s t r u j ą c e  

p r a k ty c z n e  z a s to s o w a n ie  m etody w ars tw ic o w e j do m odelow ania s t a c j o n a r 

nego  i  n ie s t a c jo n a r n e g o  p o la  te m p e r a tu r  w o b s z a ra c h  c i a ł a  s t a ł e g o .

W iększość z a d a ń  ro z w ią z a n o  p rz y  ró żn y c h  s i a tk a c h ,  aby u z y sk a ć  i n 

fo rm a c je  d o ty c z ą c e  wpływu ro z m ie s z c z e n ia  węzłów i  sp o so b u  i n t e r p o l a 

c j i  n a  u zy sk an e  r e z u l t a t y .  R o zw iązan ia  z a d a ń  porównywane b y ły  k a ż d o ra 

zowo z w ynikam i uzysk iw anym i m etodam i ty p u  ró ż n ic o w e g o , k o rz y s ta n o  t u  

z  ro z w ią z a ń  p rz e d s ta w io n y c h  p rz e z  ró ż n y c h  au to ró w  [20» 23]»  b ąd ź  z p rac 

w ła sn y c h .
O b l ic z a n ie  prow adzone b y ły  n a  EMC ZAM 4 1 , p rz y  pomocy s ta n d a r to w y c h  p ro 

gramów.

6 .1 »  U s ta lo n e  p rze w o d z en ie  c i e p ł a  w c i a ł a c h  s t a ły c h  bez  ź r ó d e ł  wew

n ę t r z n y c h

O p isa n ą  w p ra c y  m etodę za s to so w a n o  do w y zn aczen ia  ro z k ła d u  te m p era 

t u r  w b e to n o w ej p ły c ie  g r z e jn e j  p o k az an e j n a  r y s .  9« T em p era tu ry  czy n 

n ik a  g r z e jn e g o  w ynosi t g ,  te m p e ra tu ra  o to c z e n ia  t 0 .  Z a ło ż o n o ,ż e  tem 

p e r a t u r a  n a  g r a n ic y  o b s z a ru  p ły ty  j e s t  równa te m p e ra tu rz e  p ły n u  g r z e j 

nego  ( I  w arunek  b rz e g o w y ).

P rz ep ły w  c i e p ł a  do o to c z e n ia  o k re ś lo n y  j e s t  w arunkiem  I I I  r o d z a ju ,z a ś  

w p ła s z c z y z n a c h  sy m e tr ii p ły ty  man^y “ 0* W spó łczynn ik  w n ik a n ia  o£= 1 1 ,6  

W/m2d e g , w sp ó łc z y n n ik  p rz e w o d z e n ia  0 ,8  w/m d e g , t g  = 1 0 0 ° C ,to=20 C. 

W ielom iany i n t e r p o la c y jn e  d la  p r z y ję ty c h  p rz e k ro jó w  p o la  te m p e r a tu r :



iM x)

# l y )

$ { y )

y=0»2
= a 02 + a 12x  + a22x2 + a ^ * 3

x = 0 ,2 b20 + b2 ly + b22y

200

, 4« 36 1
1

LU t t 61
T

too n| ĄOO

X (00

0,4

R ys. 9 .  R ozkład  te m p e r a tu r  w p ły c ie  g r z e jn e j  p rz y  14 w ęz łach

N iż e j  podano p rz y k ła d y  równań w arunkowych.

a)  ró w n an ia  c i ą g ł o ś c i  p o la  te m p e r a tu r :  

d la  x  = 0 ,1  y = 0 ,1

b10 + 0,1 b11 + 0,01 bl2 + 0,001 b13 "  a01 " ° ' 1 an  "  °»01 a21-  0

b j rów nan ie  l a p l a c e ’ a :  

d la  x  = 0 ,1  y * 0 ,1  

2 b12 + b i3  “  2 a21 = 0

c ) I I  w arunek brzegow y: 

d la  x  = 0 ,0  y * 0 ,1
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d ) I I I  w arunek  brzegow y: 

d l a  x  = 0 |1  y = 0 ,3

1 1 ,6  b 1Q + 4 ,2 8  b ^  + 1 ,5 2 4  b 12 + 0 ,5 2 9 2  b 13 = 0

e j  I  w arunek  brzegow y 

d l a  x  = 0 ,2  y = 0 ,1

b20 + 0,1 b21 + 0,01 b22 E 100 

R o zw iązan ie  u k ła d u  rów nań:

a 01 = 7 5 ,7 a 11 = 0 ,0 a21 = 6 0 8 ,0

a02 = 5 6 ,6 a 12 = 0 ,0
a23

= 4 9 8 ,0  a32 = - 1 1 0 7 ,0

b 10 * 9 0 ,8 b 11

oON
b 12 = -1 0 5 1 ,0  b 1 3  = 1 4 7 4 ,0

OCvj

= 135 ,5 b >1 = -3 7 2 ,0 b22 = 1 6 6 ,0

W a r to ś c i  te m p e r a tu r  w w ę z ła c h  p rz e d s ta w io n o  n a  ry su n k u  9«

Ten sam p rz y k ła d  o b l ic z o n o  p o w tó rn ie  p rz y jm u ją c  dodatkow o dw ie w ar- 

tw ic e  w p o b l iż u  b rz e g u  o b sz a ru  ( r y s .  1 0 ) .

R o zw iązan ie  u k ła d u  rów nań w arunkowych d la  z b io r u  w ielom ianów  w po

s t a c i :

tH x)

iM x)

#(.y j

iK y )

$ ( y )

= a 01 ♦ a „ x  + a21x2 + a ^ 3

y=0,1

y = 0 ,2

a
y = 0 ,2 5

s

x= 0 ,05

x=0,1

x= 0 ,2

2 3 4= a „  + a 40x  + a» „ x  + a ,„ x  + a ^ x"02 12 22 32 42

a 03 + a 13X + a23x2 + a 33x3 + a43x4

b 1 0 + b 1 i y + b 12y2 + b13y3 + b14y4

= b20 + b21y + b22y 2 + b23y 3 + b23y4

b30 + V  + b32y + b 33y



a 01
a 7 8 ,5 a 11 0 ,0 a 21 " 5 0 7 ,2

a 31
a 1 5 0 ,2

a02
a 6 0 ,5 a12 0 ,0 a22 = 2 5 5 ,0 a 32

a 1 6 6 ,0  a42-

®03
a 4 9 ,2 a1 3 0 ,0

a23 =
1 7 3 ,8

a 33
a - 6 8 ,0

b 10
8 8 7 ,7 b11 0 ,0 b 12 “ - 9 3 4 ,0

b 13
a 1 5 4 8 ,0  b 14=-

b20
m 9 3 ,0 b21 0 ,0 b22 " -1 1 4 7 ,7 b 23

a 2 3 8 1 ,6  b24*

b 30
a 133 ,7 b31

-  - 3 5 4 ,8 b32 " 193 ,4 b 33
a - 1 8 0 ,6

•1984,5

F o le  te m p e r a tu r  p rz e d s ta w io n o  n a  ry su n k u  10*

39.* 379 MO

№

N ajw ięk sze  r ó ż n ic e  m iędzy  

w a r to ś c ia m i f u n k c j i  o b l ic z o 

nymi wg w a r ia n tu  1 i  2 w y stę 

p u ją  n a  b rz e g u  o b s z a ru ,  p rz y  

czym m aksym alna o d ch y łk a  wy

n o s i  ~  4%.

W prowadzenie dodatkow ych 

w a rs tw ie  z w ię k sz y ło  b l i s k o  

d w u k ro tn ie  r z ą d  rozw iązyw ane

go u k ła d u  rów nań , z a ś  r ó ż n ic e  

m iędzy  w a r to ś c ia m i f u n k c j i  we 

w spó lnych  d la  obu obszarów  wę

z ł a c h  s ą  n ie w ie lk ie *

P raw id łow ość  ta k a  w y s tą p i

ł a  ró w n ie ż  p rz y  rozw iązyw a

n i u  in n y c h  z a d ań  ze  s t a c j o n a r 

n eg o  p rze p ły w u  c i e p ł a ,  skąd  można w nioskow ać, że  w y s ta rc z a ją c ą  d o k ła d 

n o ś ć  u z y s k u je  s i ę  j u ż  p rz y  stosunkow o rza d k im  p o d z ia le  siatkow ym  ( i n 

t e r p o l a c j a  w ielom ianam i s to p n ia  U  lu b  I I I ) .

R o zw iązan ie  omawianego z a d a n ia  m etodą ró żn ico w ą  p rz y  skoku Ax  = Ay* 

« 0 ,0 5  m (4 0  węzłów) d a ło  r o z k ła d  te m p e ra tu ry  zgodny z ro zw ią zan iem  

p rze d s taw io n y m  n a  ry su n k u  10 z d o k ła d n o ś c ią  do o k . 1%.

S U H 3 W sap

n z t»A * io  (

400 W ą i n *

i ioo s \o $17 |

I I
R y s. 10 . R ozk ład  te m p e ra tu r  w p ły c ie  

p o d z ia ł  za g ęszcz o n y
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6 .2 . Ustalone przewodzenie c ie p ła  s warunkiem brzegowym XV rodzaju

I l u s t r a c j ą  tego  w arian tu  metody warstwicowej j e s t  o b liczen ie  ro z k ła 
du tem peratu r w p ły c ie  g rz e jn e j  zabudowanej w zew nętrznej ś c ia n ie  bu

dynku (np. 1 1 ) .
Do o b liczeń  p rz y ję to :
współczynnik przewodzenia c ie p ła  supremy » 0,105 deg
współczynnik przewodzenia c ie p ła  muru ■ 0,704 W/m deg
współczynnik przewodzenia c ie p ła  betonu ^  ■ 0,756 ff/m deg
współczynnik w nikania c ie p ła  na wew- 2

n ę trz n e j pow ierzchni p ły ty  CĈ » 11,63 W /® deg

współczynnik w nikania c ie p ła  na zew- 2
n ę trz n e j pow ierzchni ściany  o&2 “ 23,26 W/m deg

tem peratu ra  w nętrza \  ■ 20 c
tem peratu ra  na zewnątrz t  *-20 Cz

Obszarem siatkowym pokryto  symetryczny wycinek p ły ty  przedstawiony 
na rysunku 11» Ha tym sąnym rysunku nan iesiono  ślady  p łaszczyzn  wyróż

n ia ją c y c h  odpowiednie w arstw ice.

węzły wewnętrzne w połowie gruboś-- 
ci supremy.

Rys. 11. P ły ta  g rz e jn a  i  p o d zia ł różnicowy obszaru niejednorodnego
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Z a ło ż o n o , i e  w o b sz a rz e  muru iz o te rm y  są  ró w n o le g łe  do z e w n ę trz n e j 

p o w ie rz c h n i ś c ia n y  i  t ą  c z ę ś ć  u k ła d u  p o tra k to w a n o  ja k o  dodatkow y opór 

c i e p ln y  n a  d ro d z e  s t r u m ie n ia  c ie p ln e g o .

W a rto śc i w sp ó łc z y n n i

ków w ielom ianów  in t e r p o 

la c y jn y c h  (w o b sz a rz e  p ły 

ty  b e to n o w e j)  z e b ra n o  w 

t a b l i c y  1 .

Na ry su n k u  12 p r z e d s ta 

w iono o trzym ane w y n ik i. 

L iczb y  w n a w ia sa c h  ozna

c z a j ą  r ó ż n ic e  m iędzy o b l i 

czonym i w a r to ś c ia m i fu n k 

c j i ,  a ro zw ią zan iem  r ó ż 

nicowym (.50 w ęzłów) p rz e d 

staw ionym  w p ra c y  [ 2 3 ] .  

R o zw iązan ie  te g o  samego 

p rz y k ła d u  m etodą Monte -  

C a r lo ,  p rz e d s ta w io n o  w[l 5]. 

D la  p o rów nan ia  te m p e ra tu 

ry  w p u n k ta c h  A i  B o b l i 

czo n e  m etodą  M-C w ynoszą 

odpow iedn io  73,8°C i  69,0°C.

Omawiany p ro b lem  ro z 

w iązano  d w u k ro tn ie ,p rz y j

m ując w p ie rw s z e j  w e r s j i  i n t e r p o l a c j ę  w ars tw ic y  W-W w ielom ianem  s to p 

n i a  p ią te g o  z a ś  w d r u g ie j  dwoma w ielom ianam i d ru g ie g o  s to p n i a .  Zdecy

dow anie le p s z e  r e z u l t a t y  o s ią g n ię to  w drug im  p rz y p a d k u . T aka aproksym a

c j a  j e s t  bowiem b a r d z i e j  z b l iż o n a  do r z e c z y w is te g o  p r z e b ie g u  in te r p o 

lo w an e j w a rs tw ic y , k tó r a  w p u n k c ie  s ty k u  W* obu w ielom ianów  n ie  ma 

c i ą g ł e j  I  p o c h o d n e j. R o zw iązan ie  z za s to so w an iem  w ie lo m ian u  s to p n ia  

p ią te g o  c h a ra k te ry z o w a ło  s i ę  zan iżo n y m i w a r to ś c ia m i f u n k c j i  na b rz e g u  

w p u n k ta c h  W. Wpływ te g o  z a b u r z e n ia  z a n ik a ł  d o ść  szybko ; w p r z e k r o ja c h  

x  ^ 3,5  w a r to ś c i  te m p e ra tu r  n ie w ie le  r ó ż n i ł y  s i ę  od ro z w ią z a n ia  p rz e d 

s ta w io n eg o  n a  ry su n k u  12 «

------------------ -------------
|S5,0
(-1,0)

----------- c
61,1
1-0,7)

61,3

(-2,3)

— — O

.80,0 ,13.1 110.2 J ,68,1 £8,61
l-»D£l 1-uJ 1-2 £1

,80,0 ,15,0 ( 12,6 12.31

1-1,0) M,1) i-m j

11,3 ,1-1,8 ,12,9 i 4

MO K i j 1-0,8) (-0,9) t-0,9)|

L ,15,2 ,13'3 . 10,8

1

i
№,9j (.-0,5) 1*0,4)

R ys. 12. R ozkład  te m p e r a tu r  w o b sz a rz e  p ły 
t y  be to n o w ej
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Tablica 1

W artości współczynników wielomianów d la  obszaru betonu w p ły c ie  n ie je d 
norodnej

WsDÓłczvnniki i-ray kole.in.vch potęgach
0 1 2 4

X = 1 ,5g 75,2 1,17 0,044

x -  l , 5 d 85,7 -0 ,3 9 - 0,510

x -  2 ,5 73,3 -0,41 1,077 -0 ,576 0,042

x * 3»5 70,8 1,6 2 0,033 - 0,160 0,011

x * 1,5 80,0 -0 ,4 0 - 1,420 0,357 -0,024

x = 3 ,0 93,8 - 12,20 2,230 -0 ,134

y -  4 ,5 80,0 -3 ,2 9 -1 ,3 1 0 0,555 -0,054

6 . 3 » N ieusta lone przewodzenie c ie p ła  w c ia ła c h  bez źródeł wewnętrz

nych

Przedstaw ione n iż e j  rozw iązanie dotyczy nagrzewania betonowej p ły ty  
z przyk ładu  6 . 1 .  spowodowanego skokową zmianą tem peratury czynnika 
g rze jnego  A t = 30 deg. Warunek początkowy zadania wynika z rozkładu 
tem p era tu r obliczonego w punkcie 6 .1 . Param etry tenaofizyczne procesu 

są ta k ie  same ja k  w 6 . 1 .
W p ierw szej k o le jn o śc i zadanie rozwiązano metodą warstwicową z wę

drującym warunkiem początkowym. P rzy jęc ie  s t a ł e j  w artości in terw ału  
czasuA T» 1800s znacznie u p ro śc iło  procedurę o b liczeń , gdyż macierz 
współczynników układu równań n ie  zm ien iała  s ię  w c z a s ie .
W artości współczynników wielomianów in te rp o lu jący ch  zebrano w ta b lic y  
2 , z a ś  po le tem peratu r przedstaw iono na rysunku 13*

P odjęto  również próbę rozw iązania tego  samego zadania d la  s i a tk i  
kwadratowej o skoku A x = Aj- = 0 ,1 m (p o r . 6. 1 / .  O bliczenia przepro
wadzone d la  węzła T -  1800 3 , wskazują na p rzy jęc ie  zbyt n isk ic h  stop
n i  wielomianów in te rp o lu ją c y c h . Pole tem pera tu r, k tó re  przedstawiono 
na rysunku 14, n iew ie le  odbiega wewnątrz obszaru od rozw iązania d l a

(.1



Tablica 2

W a rto śc i w spółczynników  w ielom ianów  d la  m etody z w ędrującym  w arunkiem  początkowym

_ r -  0.5 T  = 1 .0
0 1 2 .  ___ . . .  4 0 1 2 3 4

y=0,10 80,0 2 1 0 ,0 5194,0 81,7 548,1 3295,4
y=0,20 61,7 58,1 2408,0 -6342 62,1 184,1 2059,0 -6170
y=0,25 49,8 76,9 8 9 1 ,2 -2655 50,1 130,9 782,2 -2683
x=0,05 88,9 -  874,0 1 0 26 ,0 -  58 92,7 H 123 .9 2225,3 -1705
x^0,10 98,7 -1491,0 3895,0 - 3890,0 103,1 -1665,0 4526,5 -4551
x=0,20 241,6 -1491,7 4253,0 -  5047,8 219,8 -1134 2632,3 -2801,0

-  l  h.: ............_ ...... . ... 2 2 .0
0 1 ........1 4 0 1 2 3 4

y=0,10 84,1 6 6 1 ,4 2432,8 8 6 ,7 629,3 2 2 6 7 ,2
y=0,20 6 3 ,0 269,0 1734,3 -5830 63,9 400,5 913,5 -4509
y=0,25 50,5 213,9 375,9 -2128 5 1 ,2 240,0 352,7 -2215
x=0,05 96,4 -1299,5 2940,0 -2554 99,7 -1433,8 3462,6 -3171
x » 0 ,10 106,4 -1768,5 4862,1 -4876 108,2 -1654,5 3968,2 -3330
x=0,20 205,9 -908,7 1646,4 -1466,3 197,6 -781,9 1140,6 -800,0



s i a t k i  z a g ę s z c z o n e j ,  n a to m ia s t  b łę d y  na b rz e g u  są  z n a cz n e  ( te m p e r a tu r a  

z a m ia s t  ro s n ą ć  m a le j e ) .  T a k i r o z k ła d  b łę d u  w ynika z ja k o śc io w e g o  p r z e 

b ie g u  f u n k c j i  k w a d ra to w e j. P rzyk ładow o  w p r z e k r o ju  W1 W2 p o ło ż e n ie  punk

t u  b y ło  zde te rm inow ane w arunkiem  I  r o d z a ju ,  p u n k t W* b y ł  mocno u -

w arunkow any, z a ś  w p u n k c ie  V»2 za d an a  b y ła  je d y n ie  zerow a w a r to ś ć  po -

r  -- 0,0
39.3 313 31,0

T - 0,5

93X BIJ

40,6 38.7 31,
IJ59.3 55,1

1

‘—
■1 

V®
.

bl),'2

T T ? '“W80,5 13,1

130 - mi
130 81,3 w;/ SOfOi

■U , 30 98,1 8 # - 4

Z -  1,0 

40.9 38,5 31.9

130

- • - f  H--------

FIT

T6.0

X L
65,4 W ^62,1

130 ' T 3 3 '

'90,5 *83,

-   j----

64,1 ■

130

41,9
1 -1 ,5

39, 38,1
r -  1

41.3

68,1 51,8 51,1 50,5 f64,8 60.2

18,4 66,8 63i9 63,0

f 
°°

4
CP 80,1

I 130

130 93,1 96,0 84,1 130

— 130 106.4 96^
. _]--------

130'

3,4 38,5

ts3,8 51,8

|65,C

51.7

63.9

fo ,3  *88,6 *86,1

n 4
R ys. 13 . N ie u s ta lo n e  p o le  te m p e r a tu r  w p ły c ie  g r z e jn e j

c h o d n e j ( w ie rz c h o łe k  p a r a b o l i ) , w zw iązku  z czym wobec m ałego  p rz y ro 

s t u  te m p e ra tu ry  w p u n k c ie  W’ , w a r to ś ć  f u n k c j i  w w ęź le  W2 m u s ia ła  s i ę  

z m n ie js z y ć .  O trzym any w ynik  b y ł  w ię c  b ez p o śred n im  p o tw ie rd z e n ie m  te z y  

o k o n ie c z n o ś c i  z a g ę s z c z a n ia  węzłów w p o b l iż u  b rz e g u , w c e lu  z m n ie js z e 

n i a  b łędów  w y n ik a jąc y ch  z n ie je d n o r o d n o ś c i  p o la  te m p e r a tu r  p rz y  o b l i -  

c z e n ia c h  stanów  n ie s ta c jo n a rn y c h #
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R ozkład  te m p e ra tu r  w be to n o w ej p ły c ie  g r z e jn e j  p rz y  skokow ej zm ia

n i e  te m p e ra tu ry  c z y n n ik a  o b lic z o n o  ró w n ież  m etodą  w arstw ieow ą d la  rów

n a n ia  F o u r ie r a .  Z m ienność te m p e ra tu ry  nad p o sz cz eg ó ln y m i punk tam i ob

s z a r u  52 in te rp o lo w a n o  w ielom ianam i s to p n ia  t r z e c i e g o :

iK T)

x=x.

3
X
k=Q Ci j k T

t -  0,5

76, 

(30 *-

I 3.
38 i

I

*  i
l

I rt,l
W|l

!

# t i

l J
130 85

. - 4 -
130 97

R vs. 14 . R ozkład  te m p e ra tu r  w c h w i l i  T a  0 ,5 h ,  p rz y  z a n iż o n e j  in t e r p o 
l a c j i

Wyrazy w olne w ielom ianów  o b lic z o n o  z w arunku początkow ego z a d a n ia  ( ro z 

w ią z a n ie  6 . 1 :

c ijo = ^ (V j )
T= o

Dc i n t e r p o l a c j i  w ielom ianam i $ (.? ; p r z y j ę to  w ęzły  o w a r to ś c ia c h  = O 

T, = 1800 r 2 = 3600 T  = 5400 sek u n d .

.V t a b l i c y  3 z e b ra n o  w a r to ś c i  w spółczynników  in te r p o lu ją c y c h  p o le  tem

p e r a t u r  d la  węzłów = 3600s i  T j = 5 4 0 0 s . W a rto śc i f u n k c j i  d la  Tj = 

-  1800'J n ie z n a c z n ie  r ó ż n i ł y  s i ę  od o b lic z o n y c h  p o p rz e d n io .



T ablica 3

W artoćci współczynników i  pole tem peratur d la  ogólnej metody warstwicosej

a o r -  1,5

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

y = 0,10 
y -  0,20 
y -  0,25 
x -  0,05 
x -  0,10
X = 0,20

80.7 
61,9 
50,0
91.7 

103,5 
214,3 -1036,6

749,8
217.5 
188,0

-1057,4
-1716,6

214.6

2412,5
1923.0 

331,5
1915.0 
4826,7

-2055,0

-6017
-1873
-1291
-5019

82,1
62.3 
50,1
94.4 

,106,4 
184,9 -535,0

1027,6
371.0
320.0  

-1181,5 
-1733,8 
-  293,4

849,4
1183,0
-742,0
2401.6 
4566,0
1557.6

-5019
772

-1845
-4301

y
0,00 0,10 0,20 0,25 0,30 0,00 0,10 0,20 0,2 5 0 30

0,00
0,05
0,10
0,20
0,30

91,7
103,5
130,0

-1 ,0
+0,4
+0,0

80,7
62,9
90,6

130.0
130.0

-1 ,0
-0 ,6
+0,1
+0,0
+0,0

61,9
62,6

65.4
76.4 
84,7

-0 ,2
-0 ,3
+0,0
+0,4
+0,3

50,0
50,4
52,0
57,2
60,6

-0 ,1
-0,1
+0,0
+0,1
-0 ,7

37,7
38,6
40,9

-0 ,2
+0,1
+0,0

94,4
106,4
130,0

-2 ,0
+0,0
+0,0

82,1
84,8
93,2

130,0

130,0

-2 ,0
-1 ,2
+0,1
+0,0
+0,0

62.3
63.3 
66,6 
28,5 
86,8

-0 ,7
-0 ,6
-0 ,2
+0,1
+0,0

50,1
50,8
52,7
58,2

65,1

-0 ,4
-0 ,3
-0,1
-0 ,6
+0,4

38,0
38.9
41.9

-0,1
-0,1
+0,0



W t e j  sam ej t a b l i c y  p rz e d s ta w io n o  w a r to ś c i  te m p e r a tu r  d la  węzłów T2 

i  T j  o ra z  r ó ż n ic e  m iędzy w a r to śc ia m i o b lic z o n y m i o g ó ln ą  m etodą i n t e r 

p o l a c j i  i  m etodą z w ędrującym  w arunkiem  początkowym .

Z godn ie  z p rzew idyw aniam i r ó ż n ic e  m iędzy w a r to śc ia m i f u n k c j i  o b l i 

czonym i p rz y  pomocy obu metod z w ię k s z a ją  s i ę  Iw s e n s ie  normy) ze  wzro

ste m  czasu «  W ydaje s i ę  je d n a k , że  m etoda z w ędrującym  w arunkiem  p o c z ą t

kowym j e s t  w y s ta rc z a ją c o  d o k ła d n a , z a ś  ze  w zg lędu  na zn a cz n e  o b n iż e n ie  

r z ę d u  m a c ie rz y  w spółczynników  b a r d z ie j  p rz y d a tn a  do o b l ic z e ń  p ó l  n i e 
s ta c jo n a r n y c h .

6. 4 . N ie u s ta lo n y  p rze p ły w  c i e p ł a  w n ie sk o ń c z o n e j p ły c ie

Z a d a n ie  d o ty c z ą c e  n ie u s ta lo n e g o  p rzep ły w u  c i e p ł a  w n ie sk o ń c z o n e j 

p ł y c i e ,  ro zw ią zan o  i n t e r p o l u j ą c  w a r to ś c i  te m p e r a tu r  w p r z e k r o ju  p ły ty  

w ie lo m ian am i s to p n ia  3 :

$ (x )
-  V  + a i k  *  + ^ k  *2 + a3k  x3

1=tk

z a ś  zm ienność  te m p e ra tu ry  w w ęz łach  w ielom ianam i s to p n ia  4 :

Ur) « c + c T + c T2 + c T3
X = X i

Do o b l ic z e ń  p r z y j ę to  p ły t ę  o g r u b o ś c i  1/2  « 1 , w ęzły  w zdłuż p ły ty  ro z 

m ie sz czo n o  w o d le g ło ś c ia c h  A x  = 1 /3 .

Węzły d la  zm ien n e j T odpow iada ły  w arto śc io m  l i c z b  F o u r ie r a  0 ,  1 , 3 ,  5 , 

7* W arunek brzegow y I H  ro d z a ju  d e te rm in o w ał w a r to ść  l ic z b y  B io ta  -  B i 

* 1 •

R o zw iązan ie  z a d a n ia  porównano z ro zw iązan iem  a n a lity c z n y m  p rz e d s ta w io 

nym w p o s t a c i  w ykresu  d o ty c z ą c e g o  zm ie n n o śc i zredukow anej te m p e ra tu ry  

w o s i  p ły ty  [1 8 ] .  R ozw iązan ie  a n a l i t y c z n e  i  ro z w ią z a n ie  p rz y b l iż o n e  

p rz e d s ta w io n o  n a  ry su n k u  15 ,

66



Rys. 15. Rozwiązanie an a lity cz n e  i  numeryczne n ieusta lonego  przepływu 
c ie p ła  w nieskończonej p ły c ie

S7
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НОВЫЙ МЕТОД ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ТЕШ1ЕРАХУРНОГО ПОЛЯ 
В ТВЁРДЫХ ТЕЛАХ

Р е з н ы е

Излагаю тся общие т е о р е т и ч е с к и е  основы нового м е т о д а ,  названного  м ето 
дом интерполяции сечен ий тем пературного  пол к .  Приведены способы и с п о л ь зо 
вания м е то д а  для приближенного решения задач  стац ион арного  и нестационар
ного режима т еп л о п р о в о д н о с т и ,  при различных краевых у с л о в и я х .  Рассмотрены  
системы с  внутренными источниками т е п л а .  Исследованы твёрдые т ел а  отли
чающиеся переменной величиной коэффициента теп л о п р о в о д н о сти ,  а  также н е -  

одиродной с т р у к т у р о й .
П редставлен вариант общего м ето д а  — о со б ен н о  пригодный к вычислениям 

нестационарных режимов, названный методом с  движущимся начальным условием .
Отмечены положительные о с о б е н н о с т и  и н е д остатки  приложения метода к 

рассматриваемым вопросам и приведены численные примеры определения тем пе

ратурных полей в теп л о т ех н и ч еск и х  у с т р о й с т в а х .
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A NEW NUMERICAL METHOD OP MODELING 

OP TEMPERATURE PIE  ID IN SOLID BODIES

S u m m a r y

P a p e r  p r e s e n t s  t h e o r e t i c a l  b a s e  of th e  new n u m e r ic a l  m ethod , c a l l e d  

i n t e r p o l a t i o n  m ethod f o r  te m p e r a tu r  f i e l d  s e c t io n «  T h ere  a r e  pressn-» 

t e d  th e  ex am p les  o f  u t i l i z a t i o n  o f  th e  m ethod i n  a p p ro x im a te  s o lu t io n  

o f  s te a d y  and u n s te a d y  h e a t  t r a n s f e r  p ro b le m s , when a r b i t r a r y  bounda

r y  and i n i t i a l  c o n d i t io n s  a r e  g iv e n .  T h e re  a r e  c o n s id e r e d  th e  a r e a s  

w i th  i n t e r n a l  h e a t  s o u r c e s ,  n o t  u n ifo n n  a r e a s  and th e  b o d ie s  w ith  va

r i a b l e  v a lu e s  o f  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s .

A lso  i s  p r e s e n te d  th e  v a r i a n t  o f  g e n e r a l  m e th o d , p a r t i c u l a r y  u s e f u l  

f o r  c o m p u ta t io n s  o f u n s te a d y  p r o c e s s e s ,  c a l l e d  th e  m ethod w ith  wande

r i n g  i n i t i a l  c o n d i t i o n .
At th e  e n d , a d v a n ta g e s  and d e f e c t s  o f  m ethod a r e  d i s c u s s e d ,  a d v ic e s  

f o r  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n  o f  th e  m ethod a r e  g iv e n  and some n u m e ric a l
l

ex am p les  a r e  s o lv e d .



Ze s z y t y  n a u k o w e  p o l i t e c h n i k i  ś l ą s k i e j

ukazują się w następujących seriach:

A. AUTOMATYKA
B. BUDOWNICTWO

Ch. CHEMIA
E. ELEKTRYKA

En. ENERGETYKA
G. GÓRNICTWO

IS. INŻYNIERIA SANITARNA
JO. JĘZYKI OBCE

MF. MATEMATYKA-FIZYKA
M. MECHANIKA

NS. NAUKI SPOŁECZNE

E nergetyka z. 1,

Dotychczas ukazały się następujące zeszyty 
z serii En.:

1956 r., s. 174, zł 26,— Energetyka z. 21. 1966 r., s. 120 , zł 8 ,—
Energetyka z. 2 , 1957 r., s. 118, zł 24,— Energetyka z. 22. 1966 r„ s. 111 , zł 6 , -
Energetyka z. 3, 1959 r., s. 62, zł 7 , - Energetyka z. 23, 1966 r., s. 64, zł 5,—
Energetyka z. 4, 1960 r., s. 113, zł 22,80 Energetyka z. 24, 1967 r., s. 100 , zł 5,—
Energetyka z. 5, 1961 r., s. 103, zł 16,25 E nergetyka z. 25, 1967 r., s. 176, zł 10 ,—
Energetyka z. 6 , 1961 r., s. 55. zl 4,15 Energetyka z. 26, 1967 r., s. 106, zł 6 ,—
Energetyka z. 7, 1961 r„ s. 60, zł 5.50 E nergetyka z. 27, 1967 r., s. 132, zł 8 ,—
Energetyka z. 8 , 1961 r., s. 50, zł 3,70 Energetyka z. 28, 1968 r ,  s. 239, zł 13,—
Energetyka z. 9, 1962 r., s. 127, zł 9,55 E nergetyka z. 29, 1968 r., s. 191, zł 10,—
Energetyka z. 10 , 1962 r., s. 73, zł 5,50 E nergetyka z. 30, 1969 r., s. 129, zl 7,—
E nergetyka z. 11 . 1963 r., s. 178, zł 9,30 E nergetyka z. 31, 1969 r., s 171, zł 8,50
E nergetyka z. 12, 1964 r„ s. 89, zł 4,65 Energetyka z. 32, 1969 r., s. 90, zł 4,50
Energetyka z. 13, 1964 r., s. 109, zł 8,10 E nergetyka z. 33, 1969 r., s. 97, zł 5,50
E nergetyka z. 14, 1964 r., s. 104, zł 8,15 E nergetyka z. 34, 1970 r , s. 354, zł 14,50
Energetyka z. 15, 1964 r., s. 69, zł 4,65 E nergetyka z. 35, 1970 r., s. 169, zł 10,50
Energetyka z. 16, 1964 r., s. 149, zł 7,50 Energetyka z. 36, 1970 r., s, 134, zł 8 , -
Energetyka z. 17, 1964 r., s. 152, zł 7,10 Energetyka z. 37, 1970 r., s. 107, zł 6 ,—
Energetyka z. 18, 1965 r., s. 128, zł 6,40 Energetyka z. 38, 1971 r., s. 102 , zł 7,—
Energetyka z. 19, 1965 r., s. 92, zł 6 ,— E nergetyka z. 39, 1971 r., s.:, 122 zł 8 ,—
E nergetyka z. 20 , 1965 r., s. 90, zł 4,70 Energetyka z. 40, 1971 r., s. , 118 zł 8 ,—




