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1. BST?P

1.1, Uzasadnienie podjecia tematu

W wielu réinyoh dziedzinach nauki i techniki, réwniez * mikroelektronice i Informatyoe /prze-
nikajacych do wszelkich dziadzin dziatalnosol ludzkiej/, wynikaja potrzeby doskonalszyoh lub nowyoh
rozwigzan /z jakosoiowo nowymi wymaganiami/ w dziadzinie metod numerycznych, m.in.w zakresie dys-

kretyzacji i aproksymacji krzywych. Potrzeby te odnoszg sie zwkaszcza do tych dziedzin zastosowan,
w ktdérych zachodzace procesy opisuja sie prosciej w przestrzeni dyskretnej, ze zdefiniowanymi wez-
+ami catkowitollczbowej siatki wspétrzednyoh, np. w monitorach graficznych, kreslakach, koderach
rysunkéw, cyfrowym sterowaniu obrabiarkami, mapach topograficznych,itp. Terminale obrazowe, w tym
graficzne, w komputerowych systemach uzytkowych! wielkich 1 matych, a nawet w mikrokomputerach oso-
bistych, staja sie bowiem coraz poéwszeohnlejszs, a ich znaczenie ciagle rosnie. Zwiekszaja sie tez

wymagania dotyczace Jakosci zobrazowania! zada Ble ergonomicznej formy przedstawienia opracowanych



wynikéw ten. dostosowanej do cech psychofizycznych cztowieka.

Dyskretyzacjl stawia sie wiec szczegélne 1 Jakosciowo nowe wymagania, Jak np. bardzo duza -
szybkos¢ wykonywania algorytméw, uzywanie Jedynie najprostszych® operacji /typu sumowania, przesuwu
wartosci binarnych w rejestrach, prostych operacji logicznych/, dziatania Jedynie w arytmetyce cal-
kowitoliczbowej, lub w najgorszym wypadku stndoprzecinkowej, brak zjawiska kumulaoji btedéw itp.
Wymagan tych nie spekniaja dobrze znane klasyczne metody dyskretyzaoji /aproksymacji/ krzywych,

w ktdérych punkty aprokaymujace wyznacza sie za pomocag podotawowych funkcji trygonometrycznych lub
rozwinled w szeregi potegowe. Ich stosowanie Jest przyozyng kumulujacych sie w procesie oblic®-
btedéw systematycznych, prowadzacych do ‘‘degeneracji' krzywych, zwkaszcza przy diugotrwatyc™ jbli-
czenlach.

W zwiazku z tymi potrzebami opracowano kilka metod tzw. oatkowitoliozbowych aproksymacji

/dyskretyzaoji/, ktére aprokeymuja krzywe ciggiem punktéw majacych wspétrzedne catkowitoliezbowe
1 ze swojej natury dziakania nie wnooza biedéw systematycznych. Odrzucone zostudo zatozenie typowe
dla klasycznych metod dyskretyzaoji, Zze punkty sprokoymujace powinny lezeé na konturze krzywej.
W metodach catkowitollczbowych punkty aprokaymujgace nie lezg na krzywej z zatozenia. Maja one Jed-
nak takie wsp6trzedne catkowitoliezbowe, odchylenie ktérych od punktéw zadanej krzywej jest z gory
ograniczone i nie przekracza odlegtosci miedzy sasiednimi weztami siatki, czyli nie przekracza jed-
nej Jednostki. Poza tym odchylenie to Jest uwzgledniane podczas wyznaczania kolejnego punktu cia-
gu. Istnieje bowiem zaleznos¢ miedzy warunkami wyboru kolejnego punktu ciagu a odchyleniem poprzed-
niego punktu od krzywej zadanej.

Funkcja dyskretyzowana opisana Jest zwykle w kartezjanskim ukdadzie wspoédrzednych. W tym
uktadzie zapis wiekszosci funkcji oraz rézne operacje i przeksztakcenia na funkcjach sg tradycyj-
nie stosowane. Poza tym wyrazaja sie one w prosty sposéb i realizujg za pomoca stosunkowo prostych
operacji. W tych wypadkach dla celéw dyskretyzaoji wprowadza sie siatki prostokatne, najczesciej
kwadratowe jednorodne i na nich przeprowadza sie dyskretyzacje krzywych. Wystepuja Jednak zastoso-
wania /np. rastrowe monitory graficzne z radialnym badz koncentrycznym rozwinieciem obrazu/,

w ktérych zapis funkcji i realizowanych na nich operacji wyrazaja sie prosciej w innych ukkadach
wspodrzednych, np. w ukdadzie tréjkatnym czy biegunowym. Wprowadza sie wtedy odpowiednie siatkl+
tréjkatne, szesciokatne, koncentryczne, spiralne itp. i dyskretyzaoje krzywych przeprowadza sie na
tych wkasnie siatkach.

W niektérych z zastosowan stawia sie wymaganie ukdtadowej realizowalnosci dyskretyzaoji, co
oznacza, ze algorytmy powinny prowadzi¢ do 4atwych 1 prostych rozwigzan technicznych. Wymaganie to
wyklucza stosowanie funkcji trygonometrycznych, wyk#adniczych, pierwiastkowan, a nawet dzielen
i mnozen przez dowolne liczby rzeczywiste, czy podobnego typu funkcje.

Ich reallzowalnos¢ techniczna jest zwykle ztozona i1 trudna, wymaga bowiem skomplikowanych *
rozwigzan ukdtadowych 1 z natury rzeczy wprowadza bledy systematyczno /zaokraglanie do wartos$ci cak-
kowitych/. Wymaganie mozliwe prostej realizowalnosci uktadowej algorytmu narzuca na niego ograni-
czenie stosowania Jedynie prostych operacji, tzn. Bumowania liczb catkowitych lub w najgorszym wy-
padku statoprzeolnkowyoh, mnozenia i dzielenia przez catkowite potegi dwdjki, proste operaoje lo-
giczne typu sumy i iloozynu na argumentach boolowskich, operacje poréwnywania argumentéw stato-
przecinkowycb lub inne podobnego typu.

Niektére z metod sa ukierunkowane wg Scisle okreslonego zastosowania, w ktérych wystepuja
zwiekszone wymagania w stosunku do okreslonego parametru dyskretyzacjl, Jak np. zwiekszona doktgd—
nos$é czy gt&dkoss w sterowaniu obrabiarkami, lub duza szybko$s¢ w monitorach graficznyoh. W nie-
ktérych z zastosowan pewne ceohy moga byé¢ pierwszoplanowe /kosztem innych/, np. dokfadnosé
i gtadkos¢ kosztem szybkosci /w sterowaniu obrabiarkami/ lub tez szybko$¢ generaoji kosztem do-

k#adnoscl /monitory graficzne/.



W dyskretyzaoji ztozonych krzywych wyzezych stopni moze wynikngé¢ problem niedostatecznej po-
jemnosci pamieci operacyjnej komputera, czy tez niedostatecznego przedziatu liczbowego dla réznych
reprezentacji liczbowych. Powsta¢ wiec moga dodatkowe utrudnienia, czy nawet nieprzewidziane wozes-

niej bledy /np. wynikde ze sposobu reprezentacji liczb w komputerze/.

1.2. Podstawowe pojecia i definicjo

Stosowany .w teorii aproksymacji termin dyskretyzacja oznacza odwzorowanie przestrzeni funkoyj-
nej /rzeczywistej lub zespolonej/ w przestrzeh n-wymiarowyoh ciagéw liczb rzeozywistych Rn, zespo-
lonych Z badZz tez w przestrzen nieskonczonych ciggéw liczbowych 1.

W teorii sygnaldéw termin '‘dyskretyzacJa™ dotyczy konwersji sygnatéw analogowyoh na dyskretne
i obejmuje dwa przeksztakcenia, tzw. probkowanie oraz kwantowanie /porcjowanie/. Probkowanie pole-
ga na pomiarze wartosci sygnatu w okreslonych odstepach czasowych. Jest wiec przeksztakceniem ciag-
+ego przebiegu sygnatu w odpowiadajacy mu dyskretny zbidér prébek. Kwantyzacja /porcjowanie/ polega
na zamianie ciaglej wartosci proébki najblizszym tej prdbce poziomem wartosci sporojowanel /skwanto-
wanej/. Kwantyzacja Jest wiec konwersja analogowo-cyfrowg 1 w tym sensie Jest podstawg techniki
cyfrowej, techniki kodowania, techniki obliczen, metrologii i innych dziedzin nauki i techniki.

W rozwazanych w niniejszej rozprawie zagadnieniach termin ."dyskretyzacja krzywych"” rozumiemy
z jednej strony Jako Jedng z metod aproksymacji krzywych, ale przede wszystkim Jako odwzorowanie
analitycznie zadanych, oiggdyoh wartosci funkcji P(x,y) - 0 w dyskretny zbiér cyfrowych wartosci.
Zbior ten Jest dyskretnym obrazem krzywej ciagtej /analitycznej/ i aprokBymude /w sensie pewnej
metryki np. metryki przestrzeni euklidesowej/ krzywa zadang.

Motywacja do dyskretyzaoji krzywych Jest che¢ stosowania technik i metod cyfrowych w réznyoh
procesach technicznych /opisujacych sie za pomoca dyskretyzowanyoh funkoji F(x,y)» 0/, a zwkaszcza
w obrazowaniu informacji za pomoca graficznych urzadzen komputerowych.

Szczeg6lnym zainteresowaniem obejmiemy dyskretyzacje krzywych na dwuwymiarowyoh elatkacu.
Polega ona na zdefiniowaniu, na obrazujacej krzywg ptaszczyznie, dwuwymiarowej siatki i wyborze
wezdow tej siatki lezacych wzdduz krzywej i tworzacych /po pokaczeniu ich kolejno aprokeymantami/
krzywa dyskretna, przyblizajaca krzywa zadang.

Standaryzacja aproksymantéw i ich ponumerowanie prowadzi, w zapisie krzywej dyskretnej, do
pojecia tzw. "#&hcuchowo-kodowej reprezentacji linii'. Jest to ciag utworzony z numeréw standardo-
wego zbioru /np. 4- lub 8-elementowego/ odcinkéw tworzacyoh krzywa dyskretng.

Powszechnie znang technika dyskretyzaoji krzywych, prowadzacg wprost do tancuehowo-kodowej
reprezentacji linii Jest wybieranie, dla kazdego przeciecia krzywej z linig siatki, najblizszego
temu przecieciu wezta 1 utworzenie #4ancucha /ciggu/ z numeréw odcinkéw kgczgoych kolejno wybrane
wezty .

* dalszych rozwazaniach nad odwzorowaniem krzywych ciagtych na krzywe dyskretne uzywa¢ bedzie-
my /w wielu wypadkach zamiennie/ trzech nastepujacych terminéw!
= aproksymacja krzywej analitycznej /zadanej/ za pomocg krzywej dyskretnej,
= dyskretyzacja krzywej analitycznej /zadanej/ do postaci krzywej dyskretnej,

+ generacja krzywej dyskretnej na podstawie /zadanych/ parametrow krzywej analitycznej.

Pojecia "aproksymacja krzywej' bedziemy uzywa¢ w rozwazaniach nad przyblizaniem krzywej ciag-
tej - krzywa dyskretng, szczegdlnie wtedy, gdy bedziemy ocenia¢ Jakos$¢ tego przyblizenia.

Poje¢ "dyekretyzaoja krzywej' oraz '‘generacja krzywej' bedziemy uzywa¢ w czasie rozwazan nad
dyskretnym zbiorem elementéw, wykorzystywanych do tworzenia dyskretnego obrazu krzywej zadanej.
Drugiego z tych terminéw bedziemy uzywa¢ szczegdélnie w czasie omawiania algorytméw '‘generacji' og-

niw krzywej dyskretnej /skonozonego ciggu sporcjowanych i zestandaryzowanych wartosci wapé4rzednyoh



kolejnych punktéw - wezddéw badZz odcinkéw prostej, tworzacych krzywa dyskretna/.

W rozwazaniach uwzglednimy wiec trzy aspekty ~kretyzacJit
0 forme /jednorodna kwndratowag siatke na ptaszczyznie/, *
= rozmiar /modut siatki/,

9 aproksymant utyty do reprezentacji porcji /odcinek prostej badZz standardowy segment krzywej/.

W niniejszej rozprawie rozwazania ograniczymy Jedynie do dyskretyzacji krzywych algebraicznych
ptaskich na Jednorodnych kwadratowych siatkach za pomoca prostoliniowych aproksymantéw. Innymi sdo-
wy, rozwazad® bedziemy aproksymacje, w ktdorej aproksymantnml mogg byd Jedynie odcinki linii siatki,
na ktdérej jest ta aproksymacja dokonywana.

Zadajmy w plaskim ukdadzie oxy kwadratowg Jednorodnag siatke z modudem h za pomoca linii

X = h-i /1.7
y " (p/@)=! + h-1
gdzie! h - liczba naturalna, i =-00/1/ +<» , p,q - liczby catkowite, /0.

Pomocnicze definicje dotyczace struktury siatki.

Definicja 1. Wezdami siatki kwadratowej nazwiemy punkty przecinania sie linii siatkowych.
Definicja 2. Rzedem spdjnosci siatki nazwiemy liczbe poétprostych siatkowych wychodzacych z dowol-
nego wezta siatki.
Definicja 3. Bezposrednio spojnymi wezdami siatki nazwiemy takie dwa wezty, ktére linia siatkowa
+aczy bezposrednio /bez posrednictwa innych wezkdéw tej siatki/.
Definicja 4. G¥ownymi liniami siatki nazwiemy te linie siatki, wzdhtuz ktérych odlegtos¢ miedzy
bezposrednio spéjnymi wezdami siatki réwna Jest modudowi siatki h, dwu-przekatnymi - gdy ta od-
legtos¢ Jest réwna V2 h, ...,(i+J) - przekatnymi - gdy Jest ona réwna 2J2 h.
Przyjmujac za p i gq rézne liczby catkowite /ale g/0/ otrzymujemy rézne rodzaje siatek!

1/ p=0j otrzymujemy Jednorodng kwadratowa siatke 4-spdJnai

X = h*i

y - h*i ,

p/q= +1} otrzymujemy Jednorodng kwadratowg siatke 8-spdéJngt
X = h*l

y = +i+h*i ,

3/ p i q dowolne liczby catkowite g/0j otrzymujemy siatke k-spéjna , 1 - liczba naturalna/.
b/ os

Eya. 1. Jednorodna siatki kwadratowe! a/ 4-spdJna, b/ 8-sp6Jna, c/ 32-BpdJna

Zaleznie od formy odcinki aproksymujace moga mie¢ rézne orientacje i ddugosci! cztery orien-
tacje i Jedng ddugos¢ réwng modutowi siatki h /w wypadku aproksymacji na Jednorodnych siatkach
kwadratowych 4-sp6Jnych/, osiem orientacji i dwie ddugosci wynoszace h i W2 h /dla Jednorodnych
siatek kwadratowych 6-spéJnyoh/, szesnascie orientacji oraz trzy ddugosci wynoszace h, \[2 h, V''5 h
/dla Jednorodnych kwadratowych siatek 16-spéjnych/, ..., 2 /i - liczba naturalna/ orientacji oraz
/i-1/ dtugosci, obejmujacych wszystkie mozliwe odlegtosci mledz.y pewnym wezdem siatki i kazdym in-

nym wezdem tej siatki.



W Dodatku A dowodzi sie nastepujace twierdzenie dotyczace struktury obszaru dyskretnego.

Twierdzenie 1.1

W obszarze dyskretnym n x n punktéw, liczba mozllwyoh do zdefiniowania odcinkéw prostych wy-
raza sie wielomianem 2-stopnia wzgledem n - liczby punktéw, tego obszaru} liczby odcinkéw majacych
rézne diugosci, orientaoje oraz dbugosci badz orientacje wyrazaja sie wielomianami 2-stopnia, wzgle-
dem n-rozmiaru liniowego tego obszaru.

Dowéd w Dodatku A.

Aproksymanty na siatce mogg mieé ddugosci obejmujace wszystkie mozliwe odlegtosci miedzy wez-
+ami siatki w catej przestrzeni dyskretnej. W praktyce najczesoiej kilka - kilkanascie jednostek.

/

1.3. Uk#ad tresci rozprawy

Zawarte w niniejszej rozprawie wyniki analizy rozwazanych zagadnien autor starat sie uogolnlé
do poziomu twierdzen zawartych w liczbie dziewie¢ w teksScie rozprawy.

Rozprawa sk#ada sie z szesSciu rozdziatéw oraz dwéch dodatkow.

Po wstepie, w rozdziale 2 oméwimy znane z literatury algorytmy calkowitoliczbowej dyskretyza-
cji /aproksymacji/ krzywych. Algorytmy te podzielimy na grupy wg metodyki konstruowania ciggéw
aproksymujacych, typu kryterium wyboru wezdéw"siatki na cigg aproksymujac/ oraz rodzaju siatki
aproksymacyjnej. W kazdej z grup oméwimy algorytmy zgodnie z kolejnoscig ich prezentacji w litera-
turze. Stan dotychczasowych badan przedstuwimy wiec Jako zespét nastepujacych zagadnien szczegédo-
wychi
0 rodzaju siatki, na ktérej dokonywana jest dyskretyzacja,
= metodyk konstruowania ciggoéw aproksymujacych /podejscie warunkowe, strukturalne i strukturalno-

-warunkowe/,
e kryteridéw wyznaczania wezddéw ciggu aproksymujacego.

Omawiajac zalezno$¢ aproksymacji od rodzaju siatki skupimy uwage przede wszystkim na kwadra-
towych jednorodnych siatkach 4-, 8- i wielospdjnych.

Analizujac roézne metodyki dyskretyzowania krzywych rozrézniamy algorytmy dyskretyzacji oparte
na podejsciu strukturalnym, warunkowym oraz strukturalno-warunkowym.

W warunkowej dyskretyzaoji krzywych do wyznaczania catkowitoliczbowych punktéw ciggu aproksy-
mujacego stosowano sa rézne kryterias minimum odlegtosci liniowej wezda od krzywej badZz minimum mo-
dutu wartosci funkcji uwikkanej opisujacej krzywa F(x,y) w tych weztach, badz przemiennosoi znakéw
funkcji F(x,y) w kolejnych wezdach ciggu aproksymujgcego} niekiedy tez wyznaczane sg catkowitolicz-
bowe pierwiastki réwnania F(X,y) > 0 bedace wspédrzednymi punktéw, ktére maja obydwie cechy, tj-
sa catkowitollczbowe i lezg na konturze krzywej. Stosowana sa réwniez metody, w ktérych zadna
z omawianych wielkosci kryterialnych nie wystepuje.

W rozdziale 3 przeprowadzimy analize dyskretyzacji krzywych algebraicznych ptaskich na jedno-
rodnych siatkach kwadratowych i, na bazie metod warunkowych, zsyntetyzujemy dwa algorytmy dyskrety-
zacji tych krzywych na siatkach 4- i 8-spdjnych. Metryka generacyjng w tych algorytmach bedzie mo-
dut wartosci funkcji |P(x,y)| opisujacej krzywa.

W rozdziale 4 oszacujemy ztozonos¢ obliczeniowg i wynikajaca z niej szybkos$¢ realizacji za-
proponowanych w rozdziale 3 algorytméw oraz wyprowadzimy wzory na liczbe tzw. '"operacji gkéwnych”
wykonywanych w trakcie dyskretyzacji krzywych. Liczba ta okresla¢ sie bedzie wielomianem wzgledem
stopnia krzywej. Stopien wielomianu bedzie zaleze¢ natomiast od zastosowanej metody dyskretyzacji
oraz od wielkosci modutu siatki h. Zkozono$¢ dyskretyzacji krzywych algebraicznych za pomocg opi-

sywanych metod okaze sie wleo ztozonoscig wielomianowg.
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W rozdziale 5 przeprowadzimy lokalng i $rednioglobalna ocene Jakosci aproksymacji krzywych
algebraicznych na jednorodnych siatkach kwadratowych 4- i 8-spéJnych. Dok#adno$é aproksymacji
wzrasta wraz ze wzrostem rzedu spéjnosci siatki, na ktérej Jest.dokonywana dyskretyzacjn.

W rozdziale 6 podsumujemy uzyskane w pracy wyniki 1 wskazemy na potrzebe dalszych badan
w dziedzinie catkowitoliezbowej aproksymacji /aproksymacji na siatkach/.

W Dodatku A zamieScimy dowody twierdzehn 1.1 i 3.1, ktdre nie stanowiac gtéwnego materiatu
rozprawy, powinny Jednak, zdaniem autora, znajdowa¢ sie w tekscie rozprawy.

W dodatku B oméwimy Implementacje algorytméw na komputerach IRIS 80 oraz MERA 400 1 przpd-
stawimy rysunki zdyskretyzowanych krzywych 4- 1 6-stopnia na siatkach 4- 1 8-opdéjnych z réznymi

wielkoSciami modutu siatki.

2. STRUKTURALNE, WARUNKOWE 1 STRUKTURALNO-WARUNKOWE DYSKRETYZACJE

Podziat na dyskretyzacJe strukturalng, warunkowg oraz strukturalno-warunkowg wynika z zasto-
sowanej metodyki konstrukcji linii dyskretnej /wyboru wezddéw aproksymujaeych zadang linie/.

W podejsciu strukturalnym zaktada sie wystepowanie okreslonej struktury linii dyskretnej, tJ.
wystepowanie w linii dyskretnej zwigzkéw miedzy ddugoscia i nachyleniem tworzacych Ja segmentow
linii siatkowych oraz kolejnosciag ich wystepowania, zaleznie bezposrednio i jednoznacznie od para-
metréw linii zadanej.

W podejsciu warunkowym zakdada sie, ze o wyborze punktu-wezda na wezet aproksymujgoy decyduje
wynik testowania pewnego warunku /zwykle arytmetycznego/, na podstawie ktérego wybiera sie z sg-
siadujacych z krzywa wezdéw kolejny wezek aproksymujacy. Warunek ten pozwala wybra¢ wezet najbliz-
szy krzywej zadanej weddug okreslonej /zwykle liniowej/ metryki.

Kazda z metod dyskretyzacji ma swoje wady i zalety.

Metody strukturalne sa bardziej skomplikowane, wymagaja wiekszej liczby ztozonych operacji
oraz ddugiego czasu realizacji, a takze wiekszych obszaréw pamieci komputera. W zamian za to dajp
przejrzysty obraz struktury linii dyskretnej i wystepujacych w niej uwarunkowan. Z literatury zna-
nych jest Jednak zaledwie kilka /sze$6/ algorytméw dyskretyzacJdi opartych na podejsciu struktural-
nym i wszystkie dotycza dyskretyzacji linii prostej na Jednorodnej 8-sp$jnej siatce kwadratowej .

Metody warunkowe, opisywane w literaturze wczesniej i czesciej sa metodami prostszymi, szyb-
szymi, uzywajacymi prostych operacji arytmetycznych, wymagajacymi /w ich komputerowej, programowej
realizacji/ niewielkich pojemnosci pamieci operacyjnej komputera oraz sa doskonalsze. Z literatury
znanych Jest kilkanascie réznych podej$é warunkowych do dyskretyzacji linii, a dotycza one tak dys-
kretyzacji prostej, Jak i krzywych drugiego i wyzszych stopni. Niestety, metody warunkowych dys-
kretyzacji nie uwidaczniaja struktury linii dyskretnej.

Znane sa roéwniez algorytmy, w syntezie ktérych zastosowano zaréwno metody strukturalne, jak
i warunkowe. *

W podejsciu strukturalno-warunkowym, w pewnym stadium dziatania sg wykonywane operacje cha-
rakterystyczne dla podejscia strukturalnego, a w stadium kolejnym - operacje typowe dla podejscia
warunkowego. Algorytmy tego typu dacza w sobie zalety obydwu metod dyskretyzacji« prostote oblicze-
niowg metody warunkowej oraz przejrzystos¢ struktury linii dyskretnej metody strukturalnej <

W dalszej czesci rodziatu zaprezentujemy znane w literatury algorytmy dyskretyzacji krzywych«
strukturalne, warunkowe oraz strukturalno-warunkowe. Oméwimy roéwniez algorytmy dyskretyzacji krzy-
wych algebraicznych na Jednorodnych kwadratowych siatkach wielospéjnych. »

Na zakonczenie rozdziatu sformutujemy problemy badawcze w catkowitoliezbowej dyskretyzacji

krzywych.



2.1. Dyskretyzacje strukturalne

Dyskretyzacje strukturalne opieraja sie na zatozeniu, ze linia dyskretna ma Scisle okreslonag
strukture, tj. tworzace ja odcinki linii siatkowych o réznych ddugosciach i nachyleniach sg usze-
regowane weddtug Scisle okreslonej zasady, oraz, ze typy tych odcinkéw, ich dbugosci, nachylenia
1 kolejnosci wystepowania eg catkowicie zdeterminowane parametrami linii zadanej.

Z literatury znana jest Jedynie struktura prostych zdyskretyzowanych na 8-sp6JneJ jednorodnej
siatce kwadratowej, opisana przez Preemana w 1970 r. i sformutowana w postaci trzech podstawowych
zasad:

1/ w strukturze prostej dyskretnej wystepuja co najwyzej dwa rézne kierunki elementarnych ruchéw
wzdduz linii siatkowych, t

2/ Jezeli w strukturze prostej dyskretnej sa dwa rézne kierunki, to sg to kierunki sasiednie,

3/ jesli w strukturze prostej dyskretnej sa dwa rézne kierunki, to sg one wzdtuz tej prostej tak
Jednolicie uszeregowane. Jak Jest to tylko mozliwe.

Nie sa Jednak znane struktury "krzywych dyskretnych.

Metody strukturalnej dyskretyzacji sa stosunkowo zdozone, wymagaja wykonania znacznej liczby
operacji oraz obszaru pamieci komputera na Jednostke ddugosci linii dyskretyzowanej. Liczba ta
Jednak zalezy w niewielkim tylko stopniu od diugosci dyskretyzowanej linii, zalezy réwniez od kata
nachylenia linii. Proces dyskretyzacji sprowadza sie do okres$lenia okreséw i podokreséw w struktu-
rze linii dyskretnej i1 ewentualnie do wyposrodkowania linii dyskretnej w stosunku do linii zadanej,
w celu minimizacjl btedéw szczytowych dyskretyzacji.

Dotychczas opisanych zostato zaledwie kilka algorytméw strukturalnych i wszystkie dotycza
dyskretyzacji linii prostej.

Metzger R.A. w 1969 r. zaproponowat /jako pierwszy/ algorytm strukturalnej dyskretyzacji pros-
tej. Centralnym problemem w jego metodzie jest problem okreslenia wartosci A - liczby /catkowitej/
elementarnych przyrostéw wzdduz osi x, przypadajacych na jednostkowy przyrost wzdtuz osi y /dla

prostej o kacie nachylenia 0 N c<”™45°/. Jezeli A wyznaczona Jest wg wzoru:

A »LQ - [K - *p1 + Jyk- ypI3

wtedy b¥ad 8 dyskretyzacji w punkcie koricowym odcinka jest réwny reszcie res catkowitoliczbowego
dzielenia wartosci przyrostéow Ax i1 Ay okreslajacych dyskretyzowany odcinek prostej. Gdy A =[q],

wtedy blad & dyskretyzacji w punkcie koncowym dyskretyzowanego odcinka Jest roéwny:
res gdy res< Ay/2

S -
.A y-rea gdy res N Ay/2

W og6lnosci, gdy przyjmie sie wartos¢ A= [q], wtedy po to, aby w punktach koncowych dyskre-
tyzowanego odcinka by¥ bkad zerowy, nalezy kod prostej ztozyé z res przyrostéw A réwnych (Q+1)
oraz z (y-res) przyrostow A roéwnych Q. Otrzymujemy wtedy nastepujaca zaleznos¢ miedzy parametrami
dyskretnego odcinka krzywej:

A x = (Q+Drea + (A y-res)Q = QAy+res

Metzger uwaza Jednak ten algorytm dyskretyzacji za zbyt ztozony i proponuje stosowanie znacz-

nie prostszych jego zdaniem algorytméw warunkowych.



R.Brona w 1974 r- proponuje algorytm tzw. réwnolegtej generacji prostej. Wychodzac,z trzech
podstawowych stwierdzen Preemana dotyczacychciagéw kodowych reprezentujacych linieproste na
8-apdjnej aiatee kwadratowej, a szczegdlnie na "jednolitosci uszeregowania, jak to tylko mozliwe",
podaje ponizszy rekursyjny algorytm konstrukcji okreséw i podokreséw cigagu symboli reprezent -jg-

cych proBta o nachyleniu p/q, O<p<q, p, 9 - catkowite!

1/ zredukuj /gdy to mozliwe/ p/q do P0/90+ PQt - liczby wzgledem siebie pierwsze,
?/ oblicz rozqo—poi ro jest symbolem zera w okresie, p0 - jest symbolem Jedynki,

3/ oblicz ci=max(pi,ri)j nazywaj symbolami symbole wystepujace razy,

4/ oblicz mM=min(P ~ , ){ nazywaj symbolami. symbole wystepujace t+ razy,

5/ gdy m~1 generuj okres i zatrzymaj program,

6/ oblicz n = E(c /t ),

7/ oblicz

8/ oblicz ™l+iaml-P1+1*

9/ generuj r j podokreséw C~D"} nazywaj je

10/ generuj pi+l podokreséw c"i+1DiJ nazywaj je Ai+1?
11/ przejdz do kroku 'B.

Algorytm powyzszy Jest podobny do /znanego z teorii liczb/ algorytmu Euklidesa znajdywania
najwiekszego wspélnego dzielnika dwéch liczb.

Odmienng metode strukturalnej dyskretyzacii prostej prezentuje Stamopoulos w 1974 r. Do dys-
kretyzacji prostej stosuje on komérkowy procesor obrazu oraz algorytmy pocieniania. Zasada dziata-
nia algorytmu dyskretyzacji opartego na tej metodzie jest nastepujaca.

Na punktach koricowych dyskretyzowanego odcinka buduje sie réwnolegtobok za pomoca linii, po-
prowadzonych w dwéch sgsiednich /na danej siatce/ kierunkach, ograniczajacych obustronnie kierunek,
okreslony przez odcinek linii dyskretyzowanej. Tak zbudowany roéwnolegtobok rozwaza sie Jako obraz
dyskretny, w ktorym kazdy wezet siatki jest 'czarng" komérkg tego obrazu. Z kolei stosuje sie algo-
rytm pocieniania, ktéry przeksztalca ciemny obszar plaszczyzny dyskretnej w dyskretny kontur /z4o-
zony z wezdéw siatki/.

Jako$6 dyskretyzacji odcinka zalezy praktycznie od doskonatosci dziatania algorytmu pocienia-
nia. Autor podaje dwa réznigce sie miedzy sobag algorytmy pocieniania, stosowane w proponowanym al-
gorytmie dyskretyzacji. Pierwszy z nich eliminuje czarne punkty, ktére maja czterech biatych sgsia-
déw i czterech czarnych /na siatce 8-spdjnej/. Drugi eliminuje te czarne punkty, ktére majg czte-
rech biatych sgsiadéw oraz trzech lub czterech czarnych. Obydwa algorytmy sa rotacyjne 1 asymetrycz-
ne, dziataja kolejno w jednym, a nastepnie w innym kierunku, usuwajgc selektywnie punkty speiniaja-
ce warunek pocieniania.

Algorytm pierwszy generuje linie dyskretng podobng jak algorytmy warunkowe na siatce 4-spdjnej.
Algorytm drugi - podobng, jak algorytmy warunkowe na siatce 8-spdjnej. Obydwie linie dyskretne sag
Jednak mniej doskonate niz linie generowane przez warunkowe algorytmy dyskretyzacji na siatkach od-
powiednio 4- i 8-spdjnych.

Podobnego typu algorytmy zaproponowat 3tomopoulos roéwniez dla siatki"6-spéjnej /heksagonalnej’/.

Arcelli i Mossarotti, wykorzystujac uzyskane wyniki badann teoretycznych nad regularnymi Jukami
cyfrowych konturéw, wykazuja w 1978 r., za pomocg analizy strukturalnej, ze algorytm prostej, za-
proponowany przez Bronsa w 1974 r. rzeczywiscie generuje pro3ty cyfrowy 4uk, tj. dyskretyzuje seg-
ment prostej, a Jej dyskretna postad, speknia tzw. zalezno$¢ cieciwy.

Proces generacji linii za pomoca algorytmu Bronsa jest réwnoleglty, przez co nalezy rozumied,-
ze w kazdym stadium generacji cyfrowych dfukéw /tworzacych generowany segment/ pozostajg one nieza-

lezne /tj. nie polaczone/. Segment otrzymuje sie w koricowym stadium generacji.
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Arcelll i Massarotti twierdzg, te algorytm Bronsa konstruuje tak regularne, jak i1 nieregularne

luki. Modyfikacja wymaga wprowadzenia funkcji poraocniczychi
1~ Vibl-rl) dla > M
\ 2ef-l/(bi-ri) dla bj< rA ,

parametru t , a takze dodatkowych operacji wewnatrz algorytmu!
Ja/ oblicz
3b/ gdy t=0, przyjmij t -1, dla pozootatych t przyjmij t+ = ~.l
8a/ gdy ri+l * b~+1 generuj podokreo Al+1Bi+- KAy tx=1 lub podokres Bi+lAi+l* gdy t"-1 i zatrzy-
maj program. “
Natomiast operacje wyszczegélnione w punktach 7/ i 8/ algorytmu Bronsa nalezy zastapi¢ poniz-
szymil «

7/ generuj r podokreodéw gdy 1 lub podokresow gdy t~-1, nazywaj i* Bi+l,
8/ generuj bl”~ podokreséw c”i+1DI> gdy t~1 lub podokreséw Dic”i+l géy t~-1, nazywaj Je Ai+l -

Zmodyfikowany w ten sposéb algorytm Bronsa generuje regularne i proste cyfrowe 4uki w kazdym
stadium generacji.

Arcelli i Massarotti proponuja réwniez inng modyfikacje™ algorytmu Bronsa. Twierdzg, ze algo-
rytm wyjsSciowy nalezy odwréci¢ i podzielié¢ na dwie czesci. Czes¢ X powinna ldentyfikowaé¢ hierar-
chiczng strukture generowanej linii oraz generowa¢ sekwencje liczb naturalnych fQ,f1, .,fk,go>
gN,.--,0" , ktére w zapisie #*ancucha kodowego sa wykkadnikami /odpowiednikami wielkosci ri+i*Pi+i/*
Gdy tylko znane sa kody wyjsciowe /0" i '1" dla pierwszej 6semki piaszczyzny/, w wyniku znajomos$-
ci tych wykdadnikéw mozliwa jest generacja wymaganej linii. Cze$¢ Il powinna odpowiada¢ z grubsza
krokom 7/ i 8/ algorytmu Bronsa i generowa¢ +ancuch kodéw w .zwartej formie.

Rothstein i1 Weiman w 1976 r. proponuja odmienny od poprzednich algorytm strukturalnej dyskre-
tyzacji prostej, oparty na ponizszej zasadzie. i

Prosta przecinajaca linie siatkowe przecina kazda pare przeciwleg>ych badz sasiednich bokéw
elementarnych pol siatkowych /komdrek/. Generujac kod takiej prostej /lezacej w | 6semce/ wstawia-
ny "0" na odpowiedniej pozycji kodu wéwczas, gdy prosta przecina przeciwlegte boki odpowiadajacej
tej pozycji komoérki, oraz wstawiamy ‘1", gdy przecina ona sasiednie boki tej komérki. Innymi sdowy!
wstawiamy "1 na pozycji J kodu linii, gdy kodowana linia przecina poziomg linie siatki na od-
cinku miedzy j-tg i J+l-pionowymi liniami siatki.

Z tej zasady wynika w sposob oczywisty maksymalnie mozliwa jednolitos¢ uszeregowania '1" w ko-
dzie linii. *

Otrzymany tym sposobem kod linii y=(p0/qo)x jest periodyczpy, gdy 9 i—po sa wzgledem siebie
pierwsze. D¥ugos¢ okresu jest wtedy qQ, pQ Jest liczbg "1" w okresie. Ciag (kqo>kpo), k=1,2,3,...
wyznacza te wezty siatki, przez ktére przechodzi zadana linia.

Zasadniczag roéznica miedzy kodem prostej otrzymanym powyzszym sposobem i kodem prostej genero-
wanym za pomocg algorytmu Bronsa Jest przesuniecie w fazie okreséw tych kodéw. Cykliczne permutacje
grup kodowych w opisywanym kodzie zalezg od nachylenia linii. Zalezno$¢ ta jest Jednak dos¢ ztozo-
na.

* 1979 r. Coderberg opisuje algorytm réwnolegtej generacji linii prostej, w ktérym problemem
centralnym Jest Jak najbardziej Jednorodne uszeregowanie /rozstawienie/ elementéw w kodowej re-
prezentacji linii oraz problem centrowania linii.

Rozstawienie elementéow we freemanowskieJd reprezentacji linii odbywa ale wg nastepujacej zasady.
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Klech

Ci [0,2,4,6], De [1,3,5,7 , Ic-Dimoda ” 1

-ef A pO Ay. dla 0> p0

Ciag kodéw Cq°Dp°® tworzy tzw.O-aproksymacJe. ™
ePrzyjmujac liniowg zaleznos¢ miedzy qQ 1 PQ
f
d, ®mpy *+ N

o o

1 sapisujgo powyzsza zalefcnodd w postaci

go “moO(VInol) +<V ko> Ihd - ko “ mgn<no)
otrzymuje sie kodowe /permutaoyjne/ grupy pierwotne

p-In 1 m+k InOl
(C°°D) 0 0 (C ° °D) -

tworzace tzw. l-aproksymacje. Aby dojs¢ do idealnej prostej, grupyte powinny zmienia¢ file tak
czesto, Jak to Jest tylko mozliwe. W zwigzku z tym kolejny, I-stopieh /poziom/ rozstawiania osiaga

ole przez ponizsze czynnosoi:

ql "*fV Ino® -*F“iPi+nl

def
P1*

Otrzymuje eie w ten sposéb pl~|n | dodatkowyohgrup permutacyjnyohpoetaoi(C~D)*1(c*°+k°D)
oraz In™ grup pontacl (Cm°D)mi+ 1 (CB°+k°D).

Ogélna posta¢ grup kodowych reprezentujacych linie Jest nastepujaca*

Parametry i-tego poziomu rozstawienia wyznacza sie na podstawie zaleznosci»

7 “ipi + ni
Pj ” InJ ~ il
gi “ pi-1 “ 1“i-11

pi -h_.J

ks » egn”™) .

Algorytm konczy dziatanie, gdy n™-0O. p”~> 1 oznacza (p"-1) przecie¢ cyfrowej i zadanej 1

n



Otrzymana za pomoca tego algorytmu linia cyfrowa nie zaneze Jest scentrowana /wyposrodkowana/
na linii zadanej, chociaz rozpoczyna sie i konczy w punktach zadanych. ldealne wyposrodkowanie po-
winno doprowadza¢ linie cyfrowg do postaci, w ktérej odpowiadajaca jej linia Srednia arytmetyczna
pokrywa sie z liniag zadang.

Coderberg zastosowat metode centrowania wynikajaca wprost z hierarohioznego zapisu linii /72.1/
i polegajaca na przestawieniu kolejnosci wystepowania poszczeg6élnych cztondéw réwnania linii /2.1/.
Centrowanie segmentéw linii cyfrowej odbywa sie na kazdym poziomie rozstawienia w spos6b ponizszy.

Ody wéwczas roéwnanie /2.1/ ma posta¢ [cm°D]B° i rozwigzanie problemu centrowania osigga

sie sprowadzajgac grupe Cm°D do postaci CA~DC 0 2, gdy mQ jest parzyste, oraz do postaci /réwno-

waznych/ c(mo+1)/2DC(mD- 1)/2  lub c(*0",)/2 DC(m’+1)/2 , gdy mQ jest liczba nieparzysts.

Gdy nQ/0, woéwczas, zaleznie od parzystosci badz nieparzystosci mQ, dzielimy na potowe badz to
Mmoo bﬁQZ Sm0+ko),
Wprowadzajgac oznaczenia»

Cl1l o Cm°D

Dj = Cm°+kOB

D2 ,, Clmo+kODi

mozemy nada¢ regule centrowania linii nastepujaca tresé»

Kazdy poziom rozstawienia zawiera grupy oraz grupe) gdy mo Jest parzyste, wdéwczas gene-
racja wektora rozpoczyna sie w Srodku grupy C*, gdy mQ jest nieparzyste - w Srodku grupy

Sytuacja na nastepnym poziomie Jest nastepujaca. Gdy mo Jest nieparzyste i punkt poczatkowy
znajduje sie w grupie Dj, wéwczas zaleznie od parzystosci badZz nieparzystosci m" grupa D1 umiejsco-
wiona Jest w Srodku grupy CN badZz w $rodku W obydwu przypadkach po D1 nastepuje CAND”N . Gdy mo
Jest parzyste, wowczas sg dwa przypadki, zaleznie od m". Gdy ml jest nieparzyste, to punkt Srodkowy
Jest w C? i nastepuje podziat liczby (m-1)/2, gdy jest parzyste - punkt Srodkowy jest w D,
1 nastepuje podziat liczby (mi+k |-1)/2.

Powyzsza zasada obowigzuje dla kazdego poziomu. Reguta uzywana na danym poziomie Jest okres-
lona przez wyboér punktu $Srodkowego na poziomie o 2 nizszym.

Metoda centrowania zalezna jest wiec od parzystosci oraz miejsca znalezienia linii $rodko-
wej na poprzednim poziomie.

Generacja linii opisang tu metoda realizowana jest wiec w trzech ponizszych etapach»
= iteracyjne wyliczanie statych ml, % ,tp ,
® permutacja czdonébw roéwnania /2.1/,
0 generacja przyrostéw dla kolejnych grup permutacyjnych.

»

2.2, Dyskretyzacje warunkowe na siatkach kwadratowych 4- i 8-spdjnych

Dyskretyzacje warunkowe oparte sg na zatozenid, ze na punkty aproksynujace krzywg wybierane sa
te wezty siatki, ktére spedniaja pewien warunek /zwykle arytmetyczny/. Warunek ten wybiera * reguty
wezty najblizsze krzywej w sensie okreslonej metryki, np. wybierany Jest punkt»

1/ blizszy linii zadanej, w sensie odlegtosci liniowej mierzonej prostopadle do linii badz wzd+¥



osi ukfadu, badz

2/ lezacy po przeciwnej stronie linii zadanej niz poprzednio wybrany punkt, badz

3/ z najmniejszym modudem wartosci funkcji, badz

4/ z modutem wartosci funkcji lezacym w pewnym /okreslonym dla kazdej z krzywych/ zakresie /podanie
toleroncji/, badz

5/ w ktérym pewna funkcjo kontrolna Jeot wieksza, badZz mniejsza od zera,

itp.

W literaturze opisane sg liczne rézne algorytmy warunkowej dyskretyzacji krzywych na kwadrato-
wych siatkach 4- i 8-spéjnych. Dotycza one z reguly dyskretyzacji prostej, badz tez prostej i okre-
gu, czy krzywych algebraicznych 2-stopnia, a nawet 1 wyzszych stopni. Réznia sie miedzy soba posta-
cig warunku decyzyjnego, rodzajem i liczbg stosowanych operacji arytmetycznych oraz szybkoscia
dziatania i zajetoscig pamieci operacyjnej. Istotng role w algorytmach warunkowych odgrywa postac
warunku decyzyjnego, ktéra w zasadzie okresla ztozono$¢ oraz szybkos¢ dziatania algorytmu.

Najliczniej i najwczesniej opisane zostaly algorytmy dyskretyzacji linii, w ktérych wezet
aproksymuJdacy wybierany jest wg zasady minimalizacji jego odlegtosci liniowej /euklidesowej, badz
mierzonej wzdduz osi ukdadu x lub y/.

Stockton w 1963 r. jako pierwszy opisuje aproksymacje linii prostej na siatce 8-spdjnej,

w ktorej wezty aprokaymujgace sa wybierane na zasadzie minimum odlegtosci mierzonej wzdduz osi 1
badZz y od prostej zadanej. W algorytmie zastosowat on arytmetyke catkowitoliczbowg oraz tylko pros-
te operacje typu sumowania i przesunie¢ w rejestrze binarnym.

Bresenham w 1965 r. prezentuje algorytm catkowitoliczbowej aproksymacji prostej oparty na po-
dobnej zasadzie co algorytm Stocktona /minimum odlegtosci wezta od prostej - odlegtosci mierzonej
wzdtuz Jednej z osi x badz y/. Algorytm Bresenhama Jest jednak znacznie szybszy /o ok. 50i& i osz-
czedniejszy pamieciowo /jest zakodowany zwiezlej - wymaga okodo péttora raza mniej miejsca w pamie-
ci komputera/. Podobnie, jak algorytm Bresenhama, uzywa jedynie prostych operacji tyj ! sumowania
i poréwnywania modudéw liczb.

Pitteway w 1968 r. rozszerza algorytm Bresenhama na krzywe 2-stopnia zachowujac sposob minima-
lizacji bdedu liniowego, mierzonego wzdduz osi ukkadu. Rzeczywisty biad aproksymacji krzywych 2-stop-
nia jest w tym algorytmie Jednak wiekszy od btedu aproksymacji prostej, gdyz w algorytmie Pltteway"a
pomiar odlegtosci wezddéw siatki od krzywej zostat zamieniony pomiarem odlegltosci wezkéw od stycznej
do krzywej, wystawionej w bie.zgcym wezle siatki. Jesli wiec modut siatki jest dostatecznie maty
/w stosunku do krzywizny krzywej/, to i bkad popekniony z powodu powyzszej zamiany Jest maty.

Algorytm jest jednak ztozony. W kazdej o6semce ptaszczyzny obowigzuja rézne wzory, a zaleznosci
sprawdzajace przejscia do sasiednich 6semek sg skomplikowane, chociaz uzywane sa jeuynie proste
operacje sumowarn i komparacji modudéw liczb catkowitych.

Botting i Pitteway w 1968 r. podaja zaleznosci rozszerzajace algorytm Pitteway"a na krzywe
3-stopnia. Nie podaja jednak zadnych danych na temat ztozonosci implementacji tego algorytmu. Sa-
dzi¢ Jednak nalezy, ze Jeot ona znacznie wieksza niz w wypadku algorytmu dla prostej ozy krzywych
2-stopnia.

Metzger w 1969 r. proponuje warunkowe algorytmy dyskretyzacji prostej, okregu i paraboli /dla
kazdej z tych linii oddzielny algorytm/, w ktérych pupkty dyskretyzujace wybierane sg wediug kryte-
rium min. odlegtosci liniowej od linii, mierzonej prostopadle do linii. Dla przypadku linii prostej,
odpowiednie wyrazenia warunkujgace wybdor punktu sa identyczne, jak proponowane przez Bresenhama
w 1965 r. Dla okregu wzdr podany przez Metzgera na wartos¢, ktérej znak okresla wybér punktu, Jest
dos¢ ztozony, wymaga potegowania wartosci wspédrzedhych punktu biezacego, a poza tym nie jest to

wzor ogélny. W kazdej z ésemek plaszczyzny obowigzuje inny. Dla przypadku paraboli obowigzujace



wzory sa Jeszcze bardziej ztozone, wymagaja pierwiastkowania liczb rzeczywistych i1 rowniez zalezne
Ba od 6semki plaszczyzny, w ktérej Jest potozona dyskretyzowunn linia.

W sumie algorytmy proponowane przez Metzgera sg zdtozone, nieuniwersalne, okreslone nie tylko
oddzielnie dla kazdej z wymienionych linii, ale réwniez sg rézne dla kazdej z 6semek plaszczyzny.
Btedy aproksymacji za pomoca tych algorytméw sg Jednak mate nie przekraczaja pofowy modutu siatki h.

Ireeman w 1970 r. doje dwa ogdlne schematy aproksyraaoji /dyskretyzacjl/ dowolnych krzywych
ptaskich na siatkach kwadratowych. Jeden z nich, zwany "schematem dyskretyzacji metoda przeciec¢
siatka" polega na rejestrowaniu punktéw przecieoia sie krzywej z natozong na pltaszczyzne siatka
1 zastepowaniu tych punktéw najblizej potozonymi wezdami siatki /najblizej w sensie liniowych od-
legtosci mierzonych wzdduz osi ukd#adu wspoétrzednych/. Ten schemat dyskretyzacji odpowiada tzw. dye-
kretyzacji na siatce 8-spdjnej.

Wed#ug innego schematu dyskretyzacJi krzywych zaproponowanego przez Preemana w 1970 r., zwa-
nego dyskretyzacja typu "kwadratowa skrzynka"™ i odpowiadajacego dyskretyzacJi na siatce 4-spdjned,
punkt tancucha aproksymujacego otrzymuje sie, gdy krzywa przechodzi przez kwadrat rowny elementar-
nemu polu siatki /komérce siatki/, umieszczony symetrycznie wokéd kazdego wezda siatki.

Horn w 1976 r. opisuje algorytmy dyskretyzacjl prostej i okregu dziatajgce na zasadzie prze-
cie¢ siatka, opisanej przez Preemana w 1970 r.

W wypadku prostej Horn twierdzi, zo nalezy wyznacza¢ te punkty siatki, dla ktéorych wielkos¢

px-g y+~ Jest najmniejsza z liczb dodatnich /minimalizacja odlegtosci liniowej wzdduz jednej
z osi uktadu/. Obliczanie wartosci S(-q” & ” p) Jest Jednak istotg algorytmu Bresenhama z 1965 r.
generacji prostej.

W wypadku okregu wzér na & /dla pierwszej 6semki plaszczyzny/ ma postadi

Ten spos6b wyznaczania ciggu punktéw aproksymujacyeh Jest réwnowazny z wyliczaniem punktoéw
skrajnych dla kazdego z poziomych rzedéw okregu wg nastepujacego wzoru:
1

gdzie [X] oznacza najwiekszg catkowitg nie wiekszg od x.

Z¥ozonos¢ algorytméw Jest duza 1 Jest spowodowana odmiennoscig wzoréw w kazdej r o6semek plasz-
czyzny, na podstawie ktérych wyznacza sie wspédrzedne wezddéw aproksymujacyeh.

Badler w 1977 r. modyfikuje algorytm Horna z 1976 r. do postaol, w ktdérej generuje on w sto-
sunkowo prosty i szybki sposdb /uzywajac Jedynie operacji sumowania i binarnego przesuniecia w re-
jestrze/ dysk kotowy oraz pole obszaru prostokatnego. Jak twierdzi Badler, algorytm Jest wystarcza-
jaco szybki do generacji dysku kotowego w ozasie rzeczywistym dla regeneracji obrazu na rastrowym
monitorze graficznym, wymagajacym odnawiania obrazu z czestotliwoscig 50 Hz.

Kulpa w 1979 r., rozwazajac dyskretyzac” catkowitoliczbowg okregu, zaproponowang przez Horna
w 1976 r. wykazuje, ze w przypadku stosowania Jako kryterium dyskretyzacJi minimum odlegtosci li-
niowej wzdduz jednej z osi uk#adu, w dyskretyzacjl okregu majgcego parametry catkowitoliczbowe, nie
wystepuje przypadek dwuznacznosci w wyborze punktu-wezda na wezek ciagu aproksymujacego.

Stosunkowo liczng grupe stanowig algorytmy, w ktdérych punkt aproksymujacy Jest wybierany na
podstawie wyniku testowania kombinacji znakéw wartosci P(x,y),AP(x,y), P*, 7 wedtug zasady, aby

7(X,y) nie wzrastata /wzrastata mozliwie najmniej/.
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Partridge w 1968 r., w aproksymacji krzywej 2-etopnia uzywa wartosci funkcji ?(x,y) Jako.kry-
terium odchylenia punktu. Do wyznaczania wartosci funkcji, w kolejnych punktach ciagu aproksymuja-
oego Partridge wykorzystuje rozwiniecie funkcji F(X,y) w szereg Taylora. Nastepny ruch wybierany
Jest w takim kierunku, aby P(X,y) byka mozliwie bliska zeru. Kierunek ruchu wzdtuz krzywej nie zmie-
nia oie, Jesli wartos¢ funkcji w wezle biezacym oraz przyrost wartosci funkcji, powstajacy w trak-
oie prpejsoia do nastepnego punktu, majg przeciwne znaki.

Zaproponowany algorytm Jest prosty i przejrzysty.

Danielseon w 1970 r. opisuje podobny algorytm, w ktérym zDak wartosci funkcji F(x,y) Jest
wykorzystywany do okreslenia kierunku nastepnego Kkroku.

W odréznieniu od podejscia Partridge, "» podejsciu Danlelssona przemieszczenia moga odbywac¢ sie
Jedynie w czterech kierunkach /aproksymacja na siatce 4-spdJnej/. Kierunek nastepnego ruchu zalety
od znakéw funkcji F(x,y) i jej pochodnych czastkowych Pj i * punkcie biezacym. Wybieranie ruchu
nastepuje wg zasady, aby nie powieksza¢ bezwzglednej wartosci F(X,y)-

Algorytm generuje '"mato ghadkie" krzywe 1 niejednoznacznie - zatraca symetrie krzywych.

Bresenham w 1977 r. prezentuje algorytm catkowitoliczbowej dyekretyzacji okregu, w ktérym wy-
bér kolejnego punktu na wezed ciagu aproksymujgcego dokonywany Jest na podstawie znakéw F - war-
tosci funkcji, P(x,y) w punkcie (x #l.yj-1) oraz znakéw pewnych wartosci i/wzory dotyczg i szej

6semki ptaszczyzny/«

- 2PL + 2yi - 1 dla ?t< 0,

& = 2Fi - 2xx - ! dla F£> 0.

Algorytm Jest Jednak dos$¢ ztozony, gdyz wystepuje w nim duzo operacji pomocniczych, polegaja-
cych na przesuwaniu okregu do Srodka ukdadu, okresleniu poczatkowej o6semki plaszczyzny i1 Sledzeniu
przechodzenia punktu biezacego do kolejnych 6semek plaszczyzny.

Bresenham udowadnia jednak, ze wybrane za pomoca jego algorytmu wezdy na ciag aproksymujacy
sa wybrane najlepiej wg trzech réznych kryteriéw dokdadnosci:

e minimum kwadratu odlegtosci od okregu zadanego,

e minimum modudu residuum funkcji w punkcie-wezle oraz

e minimum odlegto$oi liniowej miedzy okregiem 1 punkrtem-wezdem /gdy tylko $rodek i promien okregu
sg catkowitoliczbowe/.

Miedzy tymi kryteriami istnieje, dla przypadku okregu, nastepujaca zaleznosc.

Wyrazenia na & i1 $ mozna przepisaC w postaci«

& 2 |{xk +i)2 & (rl- -(r2 -

N =

(RZ—Jl)\ wyznaczong w punk-
tach (xI+1, y1~~) i (~+5.vyi-0 -
Formuda decyzyjna ma, dla tego przypadku, postac«
Jesli €< 0, to ruch wzdbuz x
jesli 5> 0, to ruch wzdtu -y “
w przeciwnym razie ruch po przekatnej (X,-y)-
Algorytm Pitteway"a z 1968 r., stosujac te samg formute decyzyjna, uzywa wartos$oi promienia r,

a nie (R2- ™.



Stosunkowo liczng grupe stanowia algorytmy, w ktérych na w.ze" aproksymujacy wybierany Jest
taki wezet z otoczenia krzywej, dla ktérego ?(z,y) Jeat minimalne.

Jordan 1 inni w 1973 r. opiouja metode catkowitoliczbowej dyekretyzacji
siatce 6-spojnoj, w ktorej modut wartosci funkcji K(x,y)
+a od krzywej.

krzywych 2-atopnia na
przyjety zootat jako miara oddalenia wez-
Kolejnym punktem ciagu aproksymujacego jeet Jeden z trzech wezdéw sgsiednich,

wyzna-
czonych przez kierunek ruchu oraz kierunki roéznigce .leojj

, ten, w ktérym modut wartosci funk-

cji ma warto$¢ nnjmniejoza. Na kazdym kroku aproksymacji nalezy wiec obliczy¢ moduty wartosci fun-

kcji w trzech sgsiednich weztach i wybra¢ na kolejny punkt ciggu aprokaymujacego wezet z najmniej-

szym modutem F(X,y)-

McLain w 1974 r., rozwazajac dyekretyzacje krzywych P(X,y)=0 na siatce kwadratowej, krzywe

w elementarnym polu siatki przybliza odcinkiem prostej, +4aczacym rogi tego obszaru w taki sposob,

aby zminimnli zowu¢ bezwzgledng wartos¢ jF(x,y)]-
A. Ziemkiewicz w 1975 r-"opisuje metode catkowltollczbcwej aproksymacji

okregu na siatce
8-spbjnej, catkowicie podobng do metody Jordana i

innych z 1973 r. W tej metodzie aproksymuje sie
okrag réowniez tymi wezkami, w ktérych P(x,y) jest minimalne.

Zagadnienie dyekretyzacji okregu sprowadzi4 on do wyprowadzenia rekureyjnej zaleznosci,

stuzag-
cej do wyznaczania wartosci bdedu w weztach z otoczenia punktu biezacego.

Obliczanie zmiennych wy-

stepujacych w zaleznosci rekursyjnej jest jednak ztozone, sprowadzi sie bowiem do dziatania na ma-

cierzach 3x3 oraz uzaleznione jest od numeru 6semki piaszczyzny, na ktérej potozony jest zdyskre-

tyzowany okrag.-

A. Ziemkiewicz wykazuje réwniez, ze aproksymacja okregu wg kryterium min|P(x,y)| daje mniejszy

od i blad dyokretyzacji, tj. |R2-d*]<R-J , a stad |dr HH< \ /co jest prawdziwe pod warunkiem, ze

promien okregu i jego Srodek maja wspédrzedne catkowite/ i jest réwnowazna kryterium minimum odleg-
+osci euklide80wej .

W sumie algorytm A. Ziemkiewicza jest mniej atrakcyjny niz algorytm Jordana.

Rubin w 1976 r. proponuje ulepszenie algorytmu Jordana 1 innych z 1973 r. twierdzac,
runek ruchu wzdduz krzywej nalezy wybiera¢ tylko raz na poczatku algorytmu,
ten, w ktérym zostat wykonany ostatni ruch.

ze kie-
a nastepnie przyjmowac

Przy tym zatozeniu bedzie mozna wyeliminowaé¢ ogranicze-

nie na P(x,y), ze musi ono by¢ algebraiczne 1 rézniczkowalne. Punkcja ta nie moze sie jednak zbyt

S - S ar -
szybko zmienia¢, tzn. wiecej niz o — w jednostce rastru.
Belser w 1976 r. wysuwa wniosek, ze algorytm Jordana z 1973 r. nie $ledzi

poprawnie wszystkich
krzywych 2-stopnia, 1 ze przyjecie

|FCx,y)| Jako miary odlegtosci punktu od krzywej jest dobre jedy-
nie dla pr°3ted 1 okregu.

Ponadto zarzuca Jordanowi, ze nieprecyzyjnie formutuje warunki, przy ktérych aproksymacja jest

catkowicie poprawna. Termin '"dobrze zachowujaca sie funkcja'" jest terminem nic nie méwigcym. Nato-

miast algorytm Jordana zle dyskretyzuje niektére krzywe, np. krzywg y-2x =0.

Ramot w 1976 r. proponuje rozszerzenie algorytmu Jordana na krzywe 3-stopnia.

Analizujac dziatanie algorytmu $Sledzenia krzywej F(X,y) na 6-epdjned siatce kwadratowej,

Sutcliffe w 1976 r., réwniez zauwaza, ze kierunek ruchu wzdtuz krzywej nalezy okresli¢ jedynie raz,

na poczatku dziatania algorytmu. Kierunki kolejnych ruchéw wzdduz krzywej nie powinny réznié sie

od siebie wiecej ni o + j. Rozwnza réwniez wystepujace w algorytmie zjawisko wybierania lokalnych
miniméw funkcji bez sprawdzania- jej znaku i zjawisko *zeslizgiwania sie z krzywej' oraz jej degene-
racji.

Sugeruje on, aby w trakcie $ledzenia krzywej w rejonach, w ktérych moze zaistnie¢ zjawisko
“"zeslizgiwania sie z krzywej" /tji wyboru wezddéw siatki z lokalnym minimum |F(x,y)|/ obliczy6 war”
toscl funkcji P(x,y) 1 kontrolowa¢ Jej znaki w trzech sasiednich wezdach wyznaczonych rrzez Kierune*



ruchu biezgcego 1 kierunki réznigce aie od niego o + J . Ody wartos$¢ funkcji przyjmuje rézne znaki,
Sledzenie przebiega prawidtowo. Gdy znaki sa jednakowe, woéwczas nalezy whaczyé do algorytmu oledze-
nia dodatkowe operacje, realizujgce rozwigzywanie réwnania kwadratowego, otrzymanego z funkcji
F(x,y) przez przyréwnanie jednej ze wspédrzednych do zera i zmiany drugiej w zakresie +1. Jest to
jednak zabieg bardzo czasochtonny, stad zalecany tylko w nadzwyczajnych wypadkach. Inng, zalecanag
przez Sutcliffe operacja jest zmiana kierunku sSledzenia krzywej.

Chung w 1977 r. analizuje algorytm Jordana z 1973 r. i twierdzi, Zze jakiekolwiek poréwnania
algorytméw maja sens tylko wtedy, gdy robi sie je wg jednolitych, $cisle okreslonych kryteriéw.
Wedtug niego takimi kryteriami moga byc:

1/ symetria i jednolito$¢ aproksymacji, co zapewnia estetyke figur d funkcjonalno$¢ algorytméow}
2/ dok¥adnos$é aproksymacji, mierzona miarami:

a/|11-d™ |,R - promien, d~ - odlegtos¢ wezka od okregu wyjsciowego,

b/ moduk wartosci funkcji |F(Zt,y™M)|}

c/ réznica |pole okregu wyjsciowego - pole ograniczone #tamang |j
3/ ztozonos¢ obliczeniowa, predkos¢ aproksymacji oraz ekonomia.

Zdaniem autora generacja okregu za pomocg algorytmu Jordana jest rownowazna generacji okregu
metoda tancucha resztowego, opisang przez Frcemann w 1969 r., minimalizujaca odlegtos¢ liniowa wez-
4+a od okregu wyjsciowego.

Podobne do algorytméw Jordana sa réwniez algorytmy opisane przeze mnie w 1977 r. /algorytmy
dyskretyzacji krzywych 2-stopnin na 3iatkaeh kwadratowych 4- i 8-spéjnych/. Podstawowa roéznica
w stosunku do algérytmu Jordana polega na wprowadzeniu do algorytmu zaleznosci typu> , miedzy
pochodnymi I-rzedu funkcji F(x,y) w wezle biezacym, co umozliwito wyznaczanie kolejnego wezta ciggu
aproksymujacego jako jednego z dwoch sasiednich wezddéw, a nie trzech, Jak to jest w algorytmie Jor-
dana. Ten zabieg uprosci+ w pewnym stopniu algorytm oraz przyspieszy+ go.

We wspomnianej publikacji z 1977 r., przeprowadzidem réwniez globalng 1 lokalng ocene dokiad-
nosci dyskretyzacji krzywych 2-stopnia na kwadratowych siatkach 4- i 8-spdjnych. Zgodnie z ta oceng
kres gorny bdedu szczytowego dyskretyzacji dowolnego okregu metodg minimalizacji wartosci funkcji =
p(x.y) nie przekracza h oraz h ~  odpowiednio dla siatki 4- i 8-3pdjnej -

S._Paszkowski w 1978 r., rozwazajac dyskretyzacje okregu na siatce kwadratowej 8-3pdjnej row-
niez wykorzystuje modut wartosci funkcji do wyboru wezdéw na ciag aproksymujacy. Stawia jednak wa-
runek, aby wykorzystywane w algorytmie parametry miaty wartosci jak najmniejsze i to catkowite.

Prezentowany przez niego algorytm jest optymalny w tym sensie, ze w swojej podstawowej, cyk-
licznie powtarzanej czesci dziata wydacznie na liczbach catkowitych, 1 Jak najmniejszych wartos-
ciach nie przekraczajacych wartosci promienia okregu /doktadniej R-t—/. Udowadnia poza tym, ze tej
granicznej wartosci nie da sie obnizy¢ dla dowolnych okregéw /o parametrach catkowitoliczbowych/.

Inny od poprzednich algorytm dyskretyzacji prostej i okregu na siatce 8-spdjnej, proponuja
Suenaga i in. w 1979 r. Do wyznaczania kolejnych wez¥éw aproksymujgacych wykorzystuja oni réwniez
wartos¢ modudu funkcji, z ta jednakze réznica w stosunku do algorytméw wczesniej opisanych, ze nie
wybierajg wezta z najmniejszym modudem F(x,y), lecz wezek, dla ktérego F(x,y)” T, gdzie T jest
pasmem tolerancji dyskretyzacji krzywych, ustalanym indywidualnie dla kazdego typu krzywej. Dla
prostej Tp =j ~ ~ moduk siatki/. Jest ono rowne wartosci funkcji opisujacej plaszczyzne szes-
cienng z=ay-bx w punkcie, ktérego rzut na plaszczyzne xy jest wezdem odlegdym o | od krawedzi prze-
cinania sie ptaszczyzn: z oraz xy. Dla okregu Tok = R jest ono réwne wartosci funkcji opisujacej
paraboloide z=x +y2-R2 w punkcie, ktorego rzut na plaszczyzne Xy /tworzacej na przecieciu z parabo-
loidg okrag/ jest odlegty od aprokBymowanego okregu nie wiecej niz |h. Autorzy twierdza réwniez, ze
przy tej wartosci pasmo tolerancji wokéd okregu ma szerokos¢é wiekszg od modudu siatki.



Btedy dyskretyzacji wykonywanej za pomocag tego algorytmu 8a identyczne lub niewiele wieksze od
btedébw algorytméw Jordana. Nizsze niz w algorytmie Jordana sg Jednak wymagania dotyczace zajetoscl
pamieci. Szybko$¢ dyskretyzacji, tj. liczba operacji potrzebnych do wyznaczenia Jednego wezka jest
znacznie mniejsza“niz w algorytmie Jordana, mniejsza niz w innych algorytmach z wyjatkiem algorytmu
Danlelssona. Zdaniem autoréw, Jedynym mankamentem metody Jest konieczno$¢ okreslenia a priori typu

generowanej linii oraz okreslenie wartosci T - pasma toleranoji dyskretyzacji.
2.3. Dyskretyzaoje strukturalno-warunkowe na siatkach 8-spdéjnych

If dyekretyzacjach strukturalno-warunkonych wystepuja na pewnym etapie dziakania algorytmu ope-
racje typowe dla podejscia strukturalnego, a nastepnie operacje typowe dla podejsoia warunkowego,
np. poozatkowy podziat dyskretyzowanego odcinka linii na podokresy a aastosowaniem podejscia struk-
turalnego, a nastepnie wybdér Kolejnych wez4éw dyskretyzujgcyoh dla Jednego z podokreeéw, z zasto-
sowaniem podejsScia warunkowego i proste przeniesienie kolejnosci wybranych punktéw na pozostate
podokresy .

Tego typu dyskretyzaoje dgcza w sobie zalety obydwu metodi prostote obliczeniowa algorytméw
warunkowych oraz przejrzystos¢ struktury linii cyfrowych algorytméw strukturalnych. Dotycza jednak
tylko linii prostych.

Z literatury znanych Jest zaledwie Kkilka publikacji na temat tego typu dyskretyzacji.

Regglori w 1972 r. opisuje algorytm dyskretyzacji prostej, ktory wykorzystuje tak podejscie
warunkowe /sekwencyjne/, jak rowniez podejscie strukturalne /réwnolegte/. W metodzie Regglori po-
dejscie strukturalne zastosowane Jest Jeden raz. W wyniku powstaja dwa podokresy. Do kazdego z nich
stosowane jest podejsScie warunkowe.

Zastosowana tu metoda dyskretyzacji prowadzi do bardziej wydajnego algorytmu niz metoda warun-
kowa i moze by¢ stosowana bardzo prOBto, w odréznieniu od algorytmu strukturalnej generacji, ktory
jest ztozony.

Bongioyanni i inni w .976 r. przedstawiaja algorytm dyskretyzacji /generacji/ prostej,

w ktorym generacja linii dyskretnej odbywa sie w dwéch etapach. W pierwszym etapie okreslone sa /na
podstawie podanego przez autoréw réwnania dyskretnego prostej/ punkty-wezdy /elementarne ruchy
wzdduz linii siatkowych/, tworzace w strukturze prostej dyskretnej okres. Drugi etap generacji po-
lega na cyklicznym powtarzaniu wyznaczonych w pierwszym etapie ruchéw /tworzacych okres/, ai do
stanu, w ktérym zostanie osiggniety punkt koncowy dyskretyzowanego segmentu krzywej.

Wygenerowana w ten sposéb prosta dyskretna pokrywa sie z prostg dyskretng wygenerowang za po-
mocg algorytméw warunkowych, dobierajacych na punkty aproksymujace wezdy siatki z minimalng odleg-
+oscig liniowg od prostej zadanej.

Kolejnos¢ czynnosci w ostatnim algorytmie JeBt odwrotna niz w algorytmie Regglori. Tutaj naj-
pierw stosuje sie podejscie warunkowe - wyznacza sie tworzace okres w Btrukturze prostej dyskret-
nej wezty aproksymujace, ktdre Ba catkowitoliczbowymii rozwigzaniami réwnania dyskretnego prostej,

a nastepnie stosuje sie podejscie strukturalne - znaleziong w pierwszym etapie grupe kodowg powta-
rza aie az do osiaggniecia punktu kohcowego segmentu. <

iT_
2,4. Dyskretyzaoje warunkowe na Biatkach k-spdjnych

»
Dyskretyzacje na siatkach k-spéjnych sg stosowane, gdy nie ma ograniczenia na maksymalng od-

legtos¢ miedzy kolejnymi punktami.ciggu aprokBymujacego. taczy sie je wtedy aproksymantami, zwykle
prostoliniowymi /np. w monitorach graficznych ze sprzetowymi generatorami wektoréw/, uzyskujac bar-

dziej "gtadka” tamang aproksymujaca oraz znacznie mniejsza liczbe punktédw aproksymujacych. Co wiecej
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w dyskretyzacjl na siatkach k-opdjnych wprowadza ai% warunek uzyskiwania maksymalnie mozliwych od-
legtosci miedzy sgsiednimi punktami aproksymacyjni, przy zaiozonej dokdadnosci aproksymacji .

Tego typ, dyokretyzacje sg, podobnie ,1ak i inno dySkretyzacje catkowi tol iczbowe, mato znane
i otoaunkowo rzadko w literaturze opisywane.

W pierwszej ze znanych publikacji z 1972 r., lappnloinen i Ojala proponuja prostg i azybka
oraz ¢ >kkadng metode dyskretyzacJl okregu, opracowang specjalnie do generowania teotu-azablonu,
pozwalajgoego rozpozna¢ niedoskonatosci obrazu telewizyjnego.

Zasada dziatania tego algorytmu Jest nastepujaca! Jedna ze wspodrzednych /x badz y/ ciagu
punktéw dyskretyzujacyoh okrag zmienia sie na kazdym kroku dyskretyzacjl o Jedng Jednostke. Przy-
rost wzdtuz drugiej ze wspéirzednych Jest zmienny, ale réwniez Jest catkowitoliczbowy. Kwadrat od-
legtosci kolejnych punktéw ciggu od Srodka okregu wzdduz drugiej ze wspodrzednych Jest liniowa
funkcja promienia okregu oraz numeru punktu ciggu 1 bedzie liczba catkowitg, gdy podwojony promied

okregu R bedzie liczbg catkowita. Ma on nastepujaca pootadt

61+l * €+ 2R + 1 - 21

£1 >0, 1=12,....,ZR

Powyzszy wzoér rekursyjny Jest zupednie prosty i bdedow nie kumuluje. Wyznaczenie na podstawie
A drugich wspédrzednych punktu ciggu, ktéry Jest réwny pierwiastkowi kwadratowemu z liczby catko-
witej S autorzy realizujg za pomocg bardzo naturalnej i ekonomicznej metody, polegnjacej na genera-
cjl sekwencji k2+k, k=1,2,3>... i pordownywaniu kazdej wartosci 2 z O~. Jako wynik tego poroéw-
nania jest brane to k®, dla ktérego n Kwadrat wielkosci k otrzymywano metoda Brauna za

pomoca nastepujacych par rekureyjnychr

Kifl = fi+1" i + gl+1* Ff1" 1
g+l " gl+ 2" g1” 1°

Metoda powyzsza Jest bardzo prosta. W kazdej petli generacyjnej Jest wymaganych zaledwie kilka
operacji sumowania liczb catkowitych oraz ich poréwnywania. Z tych tez wzgledéw Jest ona bardzo
szybka. Jej dok¥ndno$é dyskretyzacjl jest okreslona doktadnoscig wyznaczania pierwiastka kwadrato-
wego z S i Jest nie gorsza niz Jedna Jednostka.

Oryginalng metode catkowitollczbowej dyskretyzacjl okregu zaproponowat B. Denert w pracy
z 1973 r. Punktem wyjsScia w tej metodzie Jest spostrzezenie, ze istnieje catkowitoliczbowe rozwia-
zanie roéwnania okregu x2+y2 2. Trzy liczby x y», R™ speiniajgce to rownanie sg zwane tréojka Pi-
tagorasa. Jedna taka trdjka dostarcza os$miu punktédw na okregu, ktére dgcznie z czterema punktami na
obu osiach daja 12 punktéw aproksymujacyoh okrag. Poniewaz jednak tréjki Pitagorasa istniejg Jedy-
nie dla nielicznych okregéw z promieniem catkowitollczbowym, a aproksymacja dwunastobokami»Jest nie-
wystarczajgca, zwhkaszcza dla wiekszych okregéw, wieo w tym wypadku wyznacza sie réwniez tréjki dla
okregéw o promleninch mniejszych. Przez punkty te 1 Srodek okregu prowadzi sie linie az do przecle- ,
cia z okregiem zadanym. Przemieszczajac sie wzdduz tych linii wg podanego algorytmu osigga sie do-
datkowa punkty w poblizu okregu zadanego.

Metoda Denerta jest dos$6é zdtozona. W szczegblnosci Jent zdozone wyznaczenie dodatkowych punktéw
na okregu. Poza tym podziat katowy dokonywany przez wyznaczone na okregu punkty jest ekstremalnie
nieréwny, co Jest przyczynag duzych btedéw dyskretyzacjl /rzedu kilku jednostek/. W sumie metoda ta

jest mato atrakcyjna ze wzgledu na Jej ztozonos¢ i mata doktadnosé.
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Poviyi«Zy algorytm Denerta ulepsza M.L.Y. Pltteway w publikacji z 1974 r.“proponujac, aby kolej-
ne pbunkuy aproksymujgce okrag tyty wybierane wg cigagu j(R-i) , [2LR -i P /[===] ~ najblizsza"
liczba catkowita, R - promien okregu, i - numer kolejnego punktu/. Postepujac tak, Utrzymuje aie
catkowitollctbowg aproksymacje okregu odcintouni linii prostej o mniej wiecej jednakowej d¥ugosci.
Liczba odcinkéw aprokaymujacych Jest proporcjonalna do VJ

Ostatni algorytm, w poréwnaniu z algorytmem Denerta, ma te przewage, ze punkty aproknymujace
okrag roztozone sag na nim réwnomiernie. Liczba tych punktéw Jest /dla wiekszych okregéw/ znacznie
mniejsza niz w algorytmie Denerta - przy zachowaniu tej samej doktadnoéci aproksymacji. Ztozonoscé
obliczeniowa algorytmu Jest taka sama, Jak i algorytmu Denerta. W sumie Jednak algorytm Jest sto-
sunkowo zd#ozony, wymaga bowiem oprécz sumowania réwniez potegowania oraz pierwiastkowania liczb.

Zasadniczo odmienng metode od dotychczasowych catkowltoliczbowych metod dyskretyzacj Krzywych
przedstawia O.M. Chaikln w 1974 r. W tej metodzie niezamknieta krzywg bez punktéw przegiecia zada-
je sie czterema catkowitollczbowyml punktami P1, P2, P3 i P4 wybranymi w nastepujacy sposob» punk-
ty P1 i P4 sa odpowiednio punktem poczatkowym i koricowym krzywej. Przez punkty te prowadzi sie
styczne do krzywej LI2 i L34» punkty P2 i P3 stanowia punkty przecinania sie linii L12 i L34 z li-
nig L23 poprowadzong w ten sposéb, ze Jest ona styczna do krzywej, a punkt stycznosci dzieli odci-
nek L23 na potowe. Algorytm generacji krzywej dziata nastepujaco» znajduje sie Srodki odcinkéw L12
1 L23j nowym punktem P4 Btaje sie punkt Srodkowy odcinka L23 /punkt stycznosci z krzywa/»

P4i- |(P2+P3).

Nowym punktem P2 Jest Srodek odcinka L12, a nowym punktem P3 Jest Srodek odcinka wyznaczonego
przez poprzedni punkt P2 i punkt stycznosci linii L23 z krzywa /czyli nowy punkt P4/»

P3i- ¢(P2+P4)

P2i= ~(P2+P1)

Przed wyznaczeniem nowych punktéw P2, P3 i P4 poprzednie wspédrzedne punktédw P2 i P4 zapamietuje
sie w specjalnym stosie. Z kolei znajduje sie $rodki nowo wyznaczonych odoinkéw L12 i L23 oraz
wyznaoza sie nowe punkty kolejno P4, P3, P2, identycznie Jak za pierwszym razem. Operacje te pow-
tarza sie tak dhugo, az odlegtos¢ pomiedzy sasiednimi punktami P1l, P2, P3 i P4 staje sie nie wiek-
sza od zadanej. Wowczas to daczy sie kolejno ze sobag punkty P1, P2, P3 i P4, a punkt P4 staje sie
nowym punktem P1. Ostatnio umieszczone w stosie punkty P2 i1 P4 pobiera sie Jako aktualne 1 cykl
podziatu odcinkéw, H*aczenia ich Srodkéw oraz sprawdzania odlegtosci pomiedzy sasiednimi punktami
powtarza sie az do osiggniecia punktu P4 zadanego pierwotnie.

Algorytm Chaikina Jest stosunkowo prosty. Uzywane sa bowiem tylko operacje sumowania liczb
catkowitych, dzielenia przez 2 oraz poréwnywania liczb. Istnieje Jednak potrzeba uzywania pamieci
do tworzenia stosu, ktérej pojemnos¢ zalezy od rozmiardéw generowanej krzywej. Dla pola obrazowania
1024 * 1024 Jednostek sg wymagane cztery dzieeiecioetowowe stosy. Predkos$¢ generacji Jest zmienna
i ma oharakter narastajacy. Na poczatku generacji Jeat wymagana wlekBza liczba podziatéw. W trak-
ols generacji wykorzystuje sie te punkty ze stosu, ktdére wyznaczono w poprzednich cyklach genera-
cji. Do wyznaczenia n punktéw Jest wymaganych n iteracji. Istotng zaleta algorytmu Jest to, ze daje
sie on tatwo rozszerzy¢ na krzywe tréjwymiarowe. Autor algorytmu nie podaje Jednak zadnyoh danych
i» temat doktadnosci generacji krzywej. Sadzi¢ Jednak nalezy, te nie Jest ona zbyt wysoka /btedy
rzedu kilku - kilkunastu Jednostek/.



R.P.Rieeenfeld w 1975. r. ulepsza algorytm Chalklna do postaci, w ktérej moze on generowac¢ roéw-
niez krzywe zamkniete» Wykazuje ponadto, ze krzywe generowane przez ten algorytm parametrycznymi
krzywymi B-gietkimi 2-stopnia. Pozostaje jednak nie rozwigzany problem dokfadnosci generacji zdefi-
niowanych w podobny sposéb krzywych,

V_.V. Athani w 1975 r., a nastepnie R.A_Earnehaw w 1980 r. rozwijaja algorytm genera”™i prontej
na siatoe 8-apdjnej wprowadzajac 8 dodatkowych kierunkéw ruchéw. Uzyskujg w ten sposéb algorytm dys-
kretyzacjl prostej na 16-sp6jnej siatce. Relacje w algorytmie zawieraja zalezno6¢ miedzy znakami
i wielkosciag ilorazu wartosol Al, Ay - rzutéw generowanego odcinka prostej. Odlegto66 miedzy ko-
lejnymi wezdami ciggu aproksymujgacego moze wiec przybieraé¢ trzy rézne wartosoli 1, ~2 oraz "V?.

W poréwnaniu zeswoim pierwowzorem algorytm pozwalaaproksymowa¢ prosteza pomocag mniejszej
liczby przemleszozertoraz z mniejszym o potoweszczytowym odchyleniem |8|~"

W publikacji z 1976 r. Horn opisuje metode wielomianowej catkowltoliczbowej aproksymacji okre-
gu 1 elipsy, ktéra daje mniej wiecej Jednakowo odlegte punkty na obwodzie /lub bardzo blisko kontu-
ru/ i stosuje Jedynie etatoprzecinkowg arytmetyke. ldea tej metody oparta jest na uzyciu réwnan

rézniozkowych do opisu okregu

.S
dct y* o<

i odpowiadajacych im réwnan réznicowych

Xntl " Xn - V t * yn+l *“ yn + V *

na podstawie ktdérych generowana jest elipsa, a nie okrag, zblizajaca sie ksztakttem do okregu w mia-
re wzrostu wartosci parametru t.

Horn twierdzi, ze zmiana tego uktadu réwnan do postaci

Xn+l ” xn yn/t * yn+l “ xn+Il/t + yn

i zastosowanie arytmetyki statoprzeclnkowej nie tylko nie pogarsza dok¥adnosci aproksymacji lecz
na odwrdt, dla t z ustalonego zakresu, punkty aproksymujaee lezg w pewnym ograniczonym obszarze,

Jeszcze blizej spodziewanej elipsy. Operacje algorytmu sa rewersyjne, gdyz zachodzi*

yn ” yn+l ~ xn+1/t

Xn “ xn+l + yn/t

a wiec pierwszy powtérzony punkt pokrywa sie z punktem poczatkowym.

Niezwykle istotny Jest Jednak wybdr t. Dla matych t aproksymacja elipsy jest calkiem ekscen-
tryczna. Dla duzej liczby krokéw znieksztadcenie z powodu zaokragglen Jest tak duze, te elipsa staje
sie osmiobokiem /przy t«max (Ixpl, lypD) - (Xpyp) - wspétrzedne punktu poczatkowego/. Dla sScisle okres-
lonych wartosci t punkty przylegaja catkowicie do rozwazanego okregu.

Dobra aproksymacjg na 1" i1 y" ag wyrazenia*
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Jesli t Jest potega 2 wymagane sg Jedynie operacje sumowania I p» osuwania w rejestrze.

Autor twierdzi roéwniez, ze wzory powyzsze zapewniaja generacje Jednakowo odlegtych punktéw n«
okregu.

Tych pozytywnych opinii nie potwierdzaja Mrixwej ) 1 Haker w publikacji z 1970 r. Ich zdaniem
uzyskanie doktadnosci jednej J.r. generacji krzywych 2-sto@nln w obszarze 1024 x 1024 J-r. wymaga
zastosowania dokdadniejszego wzoru kwudruturowego /z czdonem ?-ri ¢du/ oraz dostatecznie matego przy-
rootu parametru At, nie przekraczajgcego wartosci 2= . Metoda aproksymacji wykorzystujgca réwnania
réznicowe kumuluje bowiem biedy Juz z definicji.

D.C. Sutcliffe w 1976 r. opisuje algorytm podobny do algorytmu Athanlego z 1974 r., ktéry do
aproksymacji dowolnej krzywej stosuje prostoliniowe odcinki o ddugosci 72 1 2 Jednostki oraz wyko-
rzystuje wkosnos¢ funkcji P(x,y), ktéra przyjmuje rézne znaki po obu stronach konturu: Podobnego
typu algorytm opisuje réwniez KarnohAw w 1080 r.

Obszar, na ktérym ma by$ dyskretyzowana funkcja P(x,y), dzielony jest na prostokaty /komsrki/,
ktérych boki sg réwne podwojonej diugosci kroku kreskaka. Proces wyznaczenia krzywej dyskretnej od-
bywa sie w ten sposéb, ze znajduje sie bok komérki /linie bazowg/, ktéry Jest przecinany przez krzy-
wa F(X,y)-0 i do Srodka tego boku przemieszcza sie glowice kreslnkn. Nastepnie odbywa sie $ledzenie
potozenia krzywej, polegajace na wyznaczaniu wartosci funkcji w obu rogach komérki przeciwlegdych
do linii bazowej i wybranie na nastepny wezet aproksymujacy S$rodka tego boku komérki, ktéry przeci-
nany Jest przez krzywa. Przeciety bok komérki staje sie linia bazowag /podstawa/ dla nastepnej ko-
morki. poddawanej badaniu 1 proces powtarza sie, az do przekroczenia granicy rejonu, w "térym funk—
cja Jest nproksymownna.

Autor publikacji przeznaczyt réwniez sporo miejsca problemowi tzw. zdegenerownnych komérek,
tj. takich, w ktérych wszystkie cztery boki sa przecinane przez kontur krzywej F(Xx,y). Sutcliffe
sugeruje, zeby powyzszy wypadek rozstrzygna¢ opierajac sie na zasadzie minimalnej zmiany kierunku
przemieszczenia, ze jesli nalezy wybra¢ ktérys z bokéw komérki przecinanych przez kontur F(X,y),
to wybieramy ton, ktérego osiggniecie wyinogn jbk najmniejszej zmiany kierunku ruchu /w stosunku do
ruclm ooprzedniego/.

Odmienny od poprzednich algorytm catkowitoliczbowcj aproksymacji krzywych 2-stopnia zapropo-
Jwadera w publikacji z 1977 r. oraz w publikacji z 1978 r. /algorytm aproksymacji na siatce n-spéj—
nej/. Algorytm ten wyznacza cigg catkowitoliczbowych punktéw aprokaymujacych /dyskretyzujacycb/ do-
wolna z krzywych 2-otopnia.

Odlegtos¢ pomiedzy punktami aproknymujacyrai nie jest z goéry ograniczona. Jedna ze wspédrzed-
nych x badZz y kolejnego punktu ciagu rozni sie od tejze wspédrzednej punktu poprzedniego co najwy-
zej o Jedna Jednostke. Druga ze wspotrzednych - o catkowita liczbe Jednostek w zaleznosci od para-
metréw geometrycznych krzywej /lokalnej krzywizny/ oraz potozenia krzywej wzgledem ukdadu wspod-
rzednych. - .

Wyznaczanie kolejnego punktu aproknymujacego krzywa odbywa sie za pomoca dwéch typéw elemen-
tarnych ruchéw /ruchéw do punktéw sasiednich odleghtych o Jedng lub \I2. Jednostek/* jednego tzw. '‘ru-
chu od krzywej" oraz szeregu tzw. ‘ruchéw wzdtuz krzywej'. Kierunek nastepnego elementarnego ruchu
nie ulega zmianie, gdy moduk wartosci funkcji w osigganym wezle jest mniejszy niz w punkcie po-
przednim. W przeciwnym razie nastepuje modyfikacja kierunku ruchu /o kat ~ zgodnie z przyjeta
zasadag/, nby uzyska¢ zmniejszenie sie modudu wartosci funkcji lub przeciecie krzywej.

Ruch "od krzywej" jest zawsze ruchem do sasiedniego wezda wzdduz przekatnej /odlegtego o "2
jednostek/. Ruchy '>zdduz krzywej'" sa ruchami wzdduz tej ze wspédirzednych x badz y, ktdéra tworzy
z wektorem kierunkowym stycznej, wystawionym w punkcie biezacym, mniejszy kat. "Ruchy wzdtuz krzy-
wej wykonywane sa az do przeciecia krzywej. Na kolejny “ezet aproksymujacy wybierany Jest ten

7 Iwoéch sasiednich punktéw, w ktérym moduk wartosci funkcji jest mniejszy.



Ten ostatni algorytm ma przewage nad algorytmami poprzednio opisanymi przede wszystkim ze
wzgledu na uniwersalnos$¢ /aproksymuje dowolne krzywe 2-stopnia/ i dok#ndno$¢ /btedy nie wieksze
niz \VV2/2 Jednostki/. Zapewnia réwniez jednoznacznos¢ aproksymacji krzywych niezaleznie od kierunku
obiegu krzywej. Ma on jednak istotne wady wynikajace z zatozenia, ze niezaleznie od potozenia krzy-
wej wzgledem ukdadu wspétrzednych *"ruch od krzywej'" odbywa sie zawsze wzdduz przekatnej, natomiast
“ruchy wzdduz krzywej' - zawsze wzdduz kierunku jednej z osi x-badz y. Powoduje to, ze 4amana
aproksymujgca odcinek krzywej przebiegajacy roéwnolegle /w przyblizeniu/ do przekatnej ukdadu wspot-
rzednych Je.it mato "ghadka™ i ztozong jest z duzej liczby krétkich odcinkéw.

W publikacji z 1976 r. Ward opisuje metode zgrubnej aproksymacji konturdéw niepodobng do zadnej
z metod poprzednio opisanych, a przeznaczong do obrazowania funkcji-F(x,y) =0 na/urzadzeniu znako-
wym /np. drukarce/.

Koncepcja metody jest naBtepujacat obszar, w ktérym F(x,y) ma by¢ wykreslona dzieli sie na

mniejsze podobszary
< x< xl+1,yj <y <yd+l, i=0(n, j=01)Im,

majace potozenie (i,j) oraz wymiary identyczne jak wymiary pola znaku. Nastepnie bada sie potoze-
nie funkcji F(X,y) w kolejnych podobszarach 1 w tych podobszarnch przybliza sie Ja odpowiednimi
znakami graficznymi. Problemem jest wybranie z matego, statego alfabetu takiego symboli graficzne-
go, ktéry bedac wykreslony w analizowanym podobszarze, bedzie w nim najscislej przylegat do kontu-
ru funkcji F(x,y)=0.

Najprostsze /1-rzedu/ rozwigzanie zagadnienia dopasowania wymaga jedynie sze$ciu znakéw gra-
ficznych 1 prébkowania wartosci funkcji F w czterech rogach badanego podobszaru. Gdy badunie funk-
cji w caltym obszarze obrazowania odbywa sie wg metody rozwiniecia rastrowego, wtedy liczba prébek
funkcji P w catym obszarze obrazowania wynosi (WN+1) x(W~+1), gdzie 1 ™ Bg wymiarami powierzch-
ni obrazowania mierzonymi liczbag znakéw.

Znak graficzny, przyblizajacy krzywg w danym obszarze Jest wybierany na podstawie kombinaoji
potozenia dodatnich i ujemnych znakéw wartosci funkcji w rogach badanego podobszaru.

Dok#adno$¢ odwzorowania funkcji F(x,y) opisanym sposobem Jest ograniczona. Poza tym pojawia-
ja sie lokalne dwuznacznos$ci np. gdy przecinajg sie linie konturu.

Lepsze dopasowanie znaku do potozenia konturu mozna uzyskaé¢ wykonujac proébkowanie funkcji F
w wiekszej liczbie punktéw obszaru znaku i rozszerzajac liczebno$¢ zbioru znakéw graficznych. Do-
pasowanie 2-rzedu wymaga proébkowania funkcji F réwniez w Srodkowych punktach obrzeza pola znaku.
Otrzymuje sie to za pomoca 24 odpowiednio dobranych znakéw graficznych. Wynik poréwnania miedzy O
i kazdg probka F okresla, ktére z brzegow pola znaku sg przecinane przez kontur} okresla sie zatem
punkty skrajne znaku dopasowujacego.

h W ogéle, dopasowanie n-rzedu wymaga operowania zbiorem 6n2 énakéw graficznych i prébkowania
funkcji P n razy na kazdej z czterech granic pola znaku. *

Interesujacy algorytm dyskretyzacji parametrycznych krzywych gietkich 3-atopnla zaproponowali
R. Moss i A. Lindgurd w 1979 r. Algorytm ten, opracowany do wykreslania znakéw alfanumerycznych za
pomoca kreslaka postuguje- sie jedynie arytmetyka catkowitollczbowg.

ldea tego algorytmu Jest" nastepujaca! ksztatty znaku alfanumerycznego zadaje sie za pomoca

niewielkiej liczby n wezkéw siatki, tzw. punktéw charakterystycznych:



Przez punkty te prowadzi sie parametryczna krzywg gietka P(t) 3-stopnla, nadajaca znakom pkyn-
nie zmieniajace sie, przyjemne dla oka ksztatty. Pt Jest wartosoig gunkcji w punkcie charakterys-
tycznym, a At Jest przyrostem parametru t przy wyznaczaniu punktéw na krzywej gietkiej.

Na krzywej gietkiej wyznacza sie z kolei punkty«

T] « 12At"P~(J) , 2At3Py(Dj,. J s t = 1(D) nit

ktére sprowadzone do najblizszych wezdbéw siatki daja dyskretng forme tej krzywej. ,
Dyekretyzaoja krzywej gtadkiej wykonywana Jest nastepujgco« wyliczona Jest 4oznica miedzy
punktem osiagnietym w poprzednim ruchu i punktem na krzywej gladkiej, obliczonym przy przyroscie pa-
rametru t o stala wartos¢ At. Ruch nastepuje wowczas, gdy ta réznica przekracza modut siatki. Jeze-

li At Jest duze, wtedy wyznaczy¢ trzeba wiecej niz Jeden punkt na krzywej gietkiej, zanimnastapi
ruch do kolejnego punktu. Jezeli At Jest mate - kolejne punkty na krzywej gtadkiej odlegte sa od
siebie”o kilka modutéw siatki. Gorna granica liczby krokéw, jakie nalezy wykonad zanim osiggnie sig
nastepny punkt na krzywej gtadkiej, okresla eie wyrazeniem 4d/At /d - maksymalna odlegto$¢ miedzy
sagsiednimi punktami charakterystycznymi/.

Maksymalne odchylenie miedzy +amang aproksymujaca i krzywa gietka nie przekroczy modutu siat-
ki, gdy zachowana zostanie zaleznos¢ At> fi . Maksymalna liczba krokéw miedzy kolejnymi wezkami
na krzywej gtadkiej wyniesie wtedy 4\fi.

Dyskretyzacje krzywej gietkiej mozna wiec przeprowadzi¢ za pomoca dwdéch réznych schematow«

» schemat pojedynczego kroku, gdy At> 4d oraz
» schemat linii prostej, gdy At > Tfi.

Metoda powyzsza Jest ztozona, a poza tym nie zapewnia symetrii krzywym dyskretnym, bedacych
postaciami symetrycznych krzywych gtadkich. Zastuguje jednak na szczeg6lna uwage, gdyz jest Jedyna
mana z literatury catkowitoliczbowa metodg dyskretyzacji parometrycznych krzywych gietkich na
siatce, z oszacowanym bdedem aproksymacji.

Ogélne podejscie do problemu dyskretyzacji krzywych sformutowali H. Freeman 1 J.A. Saghri
w 1980 r. Opisuja oni metode kwantyzacji wg tzw. schematu uogdlnionego tancucha kodowego. tancuch
kodowy Jest ciaggiem kodéw przemieszczen do kolejnych punktéw-rrezdéw aproksymujacych krzywg. Punkty
aproksymujace wyznacza sie w wyniku natozenia na krzywg siatki i wybranie wezdéw tej siatki naj-
Scislej przylegajacych do krzywej. Odlegtos¢ miedzy wezkami aproksymujacymi nie noze by¢ wieksza
niz zatozona.

~ekretyzacje wg schematu uog6lnionego #ancucha kodowego realizuje sie w dwéch etapach«

w etapie pierwszym okresla sie /dla pewnego weata(atp,yp), bedacego punktem poczatkowym segmentu
aproksymowanego i pewnej dopuszczalnej dtugosci odcinka aproksymujacego krzywa/ zbidr szablonéwj

2/ w etapie drugim wybiera sie taki szablon, ktéry w catosci zawiera pewien mozliwie najdtuzszy od-
cinek aproksymowaned krzywej. Wezet siatki, ktorego szablon zostat wybrany, staje sie kolejnym
wezdem aproksymujacym.

Kazdy z dwoch etapow zawiera kilka czynnosci .

Okreslenie zbioru szablonéw wykonywane Jest w nastepujacy sposéb«

1/ tworzy sie koncentryczne wzgledem wezta(Xp,ypkwadratowe pierscienie /rya.2.1/>

2/ dla " izdego wezta na kazdym z pierscieni wyznacza sie szablon za pomocg dwéch réwnolegtych li-
nil d punktu(xp,yp), przechodzacych przez punkty $rodkowe ogniw pierscienia, przylegajacych”™do
danego wezda /rys.2.2/.

Wybranie szablonu zawierajgcego okreslony odcinek aproksymowany krzywa rozpoczyna sie od sza-

blonéw zewnetrznego pierscienia i kontynuuje sie je dla pierscieni coraz to mniejszych.



Rys.2.1. Potozenie pierscieni kodowych Rys.2.2. Szablon dla pierscienia 3,
i wektoréw przemieszczen dla kodu wezda 28 zawierajacy krzywg
przemieszczen 1-3-5 F(X,Y)-

Algorytm ten zapewnia b#ad aproksymacji nie wiekszy niz | i produkuje mozliwie najdtuzsze
s dozwolonych odcinki aproksymujace.

Zaproponowany schemat aproksymacji Jest uniwersalny. Obejmuje on bowiem aproksymacje dowolnych
krzywych analitycznych. Ma jednak podstawowa wade« nie nadaje sie do realizacji wprost, a moze Je-
dynie stuzy¢ Jako podstawa do opracowania szczegdétowych algorytméw dyskretyzacji obejmujacych do-
k¥adniej spreoyzowane klasy krzywych, uwzgledniajacych sposoby ich przedstawiania.

W pracy z 1982 r. zaproponowatem dwa inne algorytmy dyskretyzacji krzywych, wolne od wad algo-
rytméw wczesniej opisanych oraz bardziej uniwersalne - dotyczg one dyskretyzacji dowolnych algebra-
ioznyoh krzywych p#askich.

Pierwszy z tych algorytméw, w swojej koncepcji dziatania Jest podobny do algorytmu opisanego
przeze mnie w 1978 r. /algorytm aproksymacji na siatce 8-spdJnej/. Jest Jednak doskonalszy od nie-
go, chociaz nieco bardziej ztozony. Dyskretyzacje krzywej sprowadza sie w nim do $Sledzenia przebie-
gu krzywej i wyznaczania wezka aproksymujacego, gdy krzywa ta Jest przecinana przez ruch $ledzacy,
odbywajacy sie wg wybranego wczesniej kierunku ruchu wzdduz linii siatki &-spdjneld. Na wezet apro-
ksymujacy wybierany jest wtedy wezet najblizszy punktowi przeciecia ten, ktéry speknia warunek
ialn]p(x,y)|- Siedzenie krzywej odbywa sie réwniez za pomocg dwéoh typéw ruchéw« *‘ruchu od krzywej"
oraz sprzezonych z nim “ruchéw wzdduz krzywej" /rys.2.3/. W odréznieniu od algorytmu, ktéry opisa-
+em w 1978 r., kazdy z typéw ruchdéw Sledzacych moze odbywac¢ sie tak wzdduz osi ukkadu, Jak i prze-
katnej. Modyfikacja kierunku ruchu odbywa sie natomiast o kat +~ /a nie +” / i dla Jednego odcin-
ka #amanej co najwyzej jednokrotnie. tamana aproksymujgca, generowana przez ten algorytm Jest bar-
dziej "gtadka"™ niz w algorytmie z 1978 r. Odnosi sie to szczeg6lnie Jo *amanej aproksymujacej seg-
nenty krzywej, potozonej ukos$nie w stosunku do gtéwnych linii siatki. Ponadto tamana sktada sie
s mniejszej liczby dhuzszych odcinkéw. Biad aproksymacji Jest mniejszy od modudu siatki. Algorytm
« 1982 r. Jest ponadto bardziej uniwersalny, dotyczy bowiem dyskretyzacji dowolnych krzywych alge-
braicznych ptaskich, a nie tylko krzywych 2-stopnia. Ma on jednak istotng wade. W przypadku dyskre-
tyzacji krzywych wielogateziowychi przy pewnym kierunku obiegu krzywej moze nastgpi¢ tzw. "zeslizg-
niecie sie" "ruchu wzdduz krzywej', ktére doprowadza badz do przejscia ruohéw Sledzacych na przy-



- 30 -
legajaca gataz krzywej, badz do izolowanego punktu krzywej i zapetlenia sie procesu dyskretyzacji.
W takim wypadku dyskretyzacje nalezy przerwaé¢ i powtérzy¢ Ja przy zmienianym Kierunku obiegu krzy-
wej -
w0 /
FE26,1 /7 4«f)= 11
/

P2

cyo

y IPYI=2JF

Rys.2.3. llustracja ruchéw sledzacych krzywa wg sposobu 1
Drugi z zaproponowanych w 1962 r. algorytméw Jest zasadniczo odmienny, z powodu odmiennej
koncepcji ruchéw $ledzacych przebieg krzywej. Siedzenie przebiegu krzywej odbywa sie za pomoca
dwéch ruchéw: *gkbébwnego™ i "kon rolnego'”, wybieranych poczatkowo tak, ze ich kierunki, pokrywajac

sie z liniami siatki 8-sp6Jneld, roéznig sie o kat ~ 1 prowadzg do wez#déw siatki lezacych po przeciw-

nych stronach krzywej /rys.2.4/.

FU,y)*0

FM=0 y t\ py
POt F(x,y)-0

FOt.yb0

Rys.2.4. llustracja ruchéw s$sledzacych krzywg wg sposobu 11



Ruchy $ledzace odbywaja sie wzdduz kierunku *‘ruchu gkéwnego'™ do Bgeiednich wezdéw siatki i Wy-
konywane ag dopoéty, dopoki dwa wezdy wyznaczone przez ruchy»'gkéwny” i "kontrolny" znajda sie po
tej samej stronie krzywej. Stan, w ktérym wezdy te znajdujg aie.Juz po tej samej stronie krzywej
oznacza, ze $ledzona krzywa przekroczyta '‘pasmo tolerancji' dyekretyzacji i nalezy wyznaczyé punkt
koricowy odcinka aproksymujacego. Zostaje nim wezet siatki najblizszy /w sensie min| F(Xx,y )]/ punkto-
wi przeciecia.

Ostatni algorytm réwniez jest przeznaczony do dyskretyzacji krzywych algebraicznych dowolnego
stopnia. Ma on jednak przewage nad algorytmem poprzednim z powodu braku tzw. '"zeslizgiwania sie *
ruchu $ledzacego krzywa, aproksymuje krzywe nieco mniejsza liczba ale dtuzszych odcinkéw i chociaz
szczytowe bledy aproksymacji sa nieco wieksze, to jednak nie przekraczaja one wielkoscig modudu

siatki h.
2.5. Problemy badawcze w dyekretyzacji krzywych

Dyskretyzacja rozwazana jako integralna czes¢ zagadnienia wprowadzania i wyprowadzania /row-
niez generowania i przetwarzania/ konturéw i ksztadtéw /rysunkédw, obryséw 1 powierzchni granicznych/
na graficzne urzadzenia komputeréw /lub w postaci programéw sterujgcych obrdbka skrawaniem/ jest
procesem rozvdadu analitycznie zadanych krzywych na standardowe elementarne ozesol. Aby byta pozy-
teczna powinna by¢ prosta, w wysokim stopniu zestandaryzowana, uniwersalnie stosowana i powinna
prowadzi¢ do prostego kodowania.

Stawiajac takie wymagania wobec algorytméw dyskretyzacji oraz wymaganie catkowitoliczbowosoi,
a takze 1 inne sformutowane we wstepie niniejszej pracy, musimy stwierdzié¢, ze w catkowitoliczbo-
wej dyskretyzacji krzywych Jest wiele probleméw, ktére nie zostaly dotychczas w dostatecznym stop-
niu przebadane, chociaz istnieje duze i pilne zapotrzebowanie na pozytywne wyniki takich badan.

W warunkowej dyskretyzacji krzywych algebraicznych na siatce k-spéjnej opracowano kilka algo-
rytméw dyskretyzacji tych krzywych. Jednak kazdy z nich obardzony jest dos¢ istotnymi ujemnymi ce-
chami, jak np. operowanie w algorytmach bardzo duzymi liczbami, zaleznymi wprost proporcj ofialnle
od wymiaréw geometrycznych i stopnia krzywej. Liczby te, z powodu ich zakresu zmiennosci, wymusza-
ja stosowanie /w komputerowej realizacji algorytméw/ zmiennoprzecinkowej reprezentacji liczb, ktoé-
ra Jest przyczyng powstawania systematycznych btedéw obliczen.

W dyskretyzacji strukturalnej opracowano jedynie algorytmy dyskretyzacji prostej. Dyskretyza-
cja strukturalna krzywych nie Jest sygnalizowana w literaturze w ogéle. Sadzi¢ zatem nalezy, te
Jest ona catkowicie nie przebadana.

W dyskretyzacji warunkowej na siatkach kwadratowych 4- i S-spdJnych Jest nie rozwigzana /w za-
sadzie catkowicie/ dyskretyzacja krzywych algebraicznych stopni wyzszych od drugiego, a takze dys-
kretyzacja krzywych innych niz algebraiczne.

Zupednie nie jest przebadany problem catkowitoliczbowej dyskretyzacji krzywych przestrzennych.
Badania tego zagadnienia sg szczeg6lnie wazne i pilne zaréwno w grafice komputerowej /zobrazowanie
przestrzenne/, Jak i w numerycznym eterowaniu obrabiarkami, w ktérych to zagadnieniach istotnym
zadaniem jest proste /w sterowaniu obrabiarkami réwniez precyzyjne/ wyznaczanie przestrzennej drogi
ruchu Zelementu kreslacego obraz lub narzedzia skrawajacego/. Autor niniejszej rozprawy zamierza
podja¢ badania nad catkowltoliczbowg dyskretyzacja krzywych przestrzennych.

Ble przebadane Jest réwniez zagadnienie catkowitoliczbowej dyskretyzacji powierzchni, ktoére
*ydaje sie by¢ bardzo istotne nie tylko w grafice komputerowej i numerycznym sterowaniu obrabiarka-
mi, ale w ogéle w komputerowo wspomaganym projektowaniu i wytwarzaniu.

W niniejszej rozprawie poddamy analizie catkowltoliczbowa dyskretyzacje krzywych algebraicz-

nych ptaskich, a nastepnie zaproponujemy /zayntetyzujemy/ dwa nowe /dotychczas nie publikowane/



algorytmy warunkowej dyekretyzacjl plaskich krzywych algebraicznych na kwad:;towych siatkach.4-
1 8-spojnych. Wyprowadzimy tez wzory ezacujace szozytowe i polowe bledy aproksymacji dokonywanych

za pomoca tych algorytméw oraz oszacujemy z4ozono$S¢ obliczeniowa dyekretyzacjl krzywych /rozumiang
jako liczba standardowych operacji, wykonywanych w petli iteracyjnej algorytmu/ w funkcji rodzaju

aietki i wielkosci jej modutu oraz etopnia krzywej.

3. ALGORYTMY DYSKRETYZACJI KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH NA JEDNORODNYCH SIATKACH KWADRATOWYCH
4- 1 8-SPOJINYCH

3.1. Sformutowanie zagadnienia dyskretyzacJl

Niech w prostokatnym uktadzie wspédrzednych xOy bedzie zadana krzywa algebraiczna n-etopnla

wzgledem zmiennych rzeczywistych x i y w postaci uwiktanejt

Hx,y) - an>Qxn + V1, 1x""1ly + *" + +*0,MN" +

+ ap-1,0xn_1  + +toaj n-2xyl~2 + ag =771 +
* - - -
- . * .
+ ...+ <1fn.2*yn"2 + a0, lyr
+ ai,ox + ao,iy
+ ao0,0
n~k xn-i-k yi _ o /3.1/
4 Z an-i-k,i
k=0 hb
/n - liozba naturalna, macierz [a”] - rzeczywista i niezerowa/,

i niech w tym ukfadzie bedzie zadana réwniez kwadratowa siatka z modudem
wzoréw /1.1/.

h okreslona za pomoca

Zagadnienie dyskretyzacji

Poszukuje sie algorytmu dyskretyzacji weddug kryterium "najmniejszej

odlegtosci’ miedzy krzy-
wa zadana i1 linia +4amana,

otrzymang z podaczenia odcinkami proetyoh ciggu bezposrednio spéjnych
wezdow siatki, przyblizajacych krzywa.

Metryka dyskretyzacji

Kryterium “najmniejszej odlegtosol™ pomiedzy krzywg zadang i aproksymujaca ja linig 4amana,

postawione w zagadnieniu®“dyskretyzacji, wymaga zdefiniowania przestrzeni funkoyjnej, w ktérej

dzie realizowana aproksymacja. W szczeg6lnosci normy tej przestrzeni, za pomoca ktérej jest to kry-

terium jednoznacznie okreslone.
Chociaz wybdr odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej, w ktérej dokonywana jest aproksymacja, Jest

uzalezniony od celu, ktéremu ma ta aproksymacja stuzy¢, tym niemniej wykorzystamy fakt, Zze w pew-

nych przestrzeniach funkcyjnych zagadnienie aproksymacji rozwigzuje sie znacznie prosciej niz
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w Innych-"Z tych tez wzgledbéw zastosujemy przyblizenie jednostajne /minimalizacja maksyma]lnej rézni-
cy miedzy funkcja 1 jej przyblizeniem/, a jako miare oddalenia punktu od krzywej przyjmiemy modut
wartosci funkcji |P(x,¥)| w rozwazanym punkcie. Spednia on bowiem lokalnie*warunki metryki i daje sie

+atwo i szybko wyznaczyé.

Twierdzenie 3.1

Modut wartosci funkcji uwikdanej |JF(Xx,y)| opisujacej krzywa algebraiczng n-stopnia zadang roéw-
naniem /3.1/ spednia lokalnie warunki metryki i moze stuzy¢ do pomiaru odlegtosci punktéw od krzy-
wej -

Dowéd w Dodatku A.

Algorytm dyskretyzaeji

Algorytm dyskretyzaeji krzywej F(x,y)= O i aproksymowanie Jej bezposrednio spéjnymi wezkami
siatki"lub odcinkami linii siatkowych- powinien zawiera¢ cigg kolejnych czynnosci precyzujacych
spos6b przemieszczania sie wzdduz dyskretyzowanego odcinka krzywej, od punktu poczatkowego (X ,y )
do punktu konicowego (xjpxJiz)w okreslonym kierunku, wzdduz tych linii siatkowych, ktére zapewniaja
osiggniecie wezdoéw siatki potozonych mozliwie najblizej krzywej /w sensie me"tryki generacyjnej

IFC.y)1/-
3.2. Analiza zagadnienia

Niech funkcja F(x,y)= O bedzie w rozwazanym obszarze analityczna, z wyjatkiem co najwyzej
skonczonej liczby punktéw /osobliwych/, 1 niech F(x,y)=» 0 w obszarach swojej okreslonosci ma ciag-
de, ograniczone i réwnoczesnie nie réwne zeru pochodne czgstkowe 1-rzedu. Okreslmy /nieformalnie/

za pomocg tych pochodnych kierunek ruchu wzdtuz stycznej do krzywej w nastepujacy sposob:

3F 3F
(_ 3 y * g *
- /3.s/
= i?]
1 3y >"dy)
i wprowadzmy /dla wygody zapisu/ zmienng logiczng B, Jak ponizej:
1 dla kierunku~T + /dodatniego/
/3»5/

0 dla kierunku _V ~ /ujemnego/
»

tatwo zauwazy¢, ze przytakimokresleniukierunku ruchu wzdduzkrzywejwystepujenastepujgca za-
leznos¢: wtrakcie ruchuwzdduz krzywej w dodatnim jejkierunku dodatnie wartosci funkcji F(x,y)*
wystepuja po prawej stronie krzywej, natomiast ujemne - po lewej stronie krzywej.

Réwnoczesnie przyjmijmy, ze punkty (i”y?) i lezag w weztach siatki: na krzywej lub
w najblizszym jej sasiedztwie. Tak wiec wezdy te oraz kierunek ruchu wzdduz krzywej B Jednoznacznie
wyznaczaja dyskretyzowany segment krzywej. Nalezy okreslidé cigg (xXp+j*yp+i) > (Xp+2,Tp+2/n7 **=*
*xET(XrL,Yr )» r yk j) spe#niajacy podane wczesniej warunki.

Nalezy Jednak pamietaé, te przestrzen metryczna, w ktérej dokonujemy aproksymacji, tj. zbior
catkowitol lczbowyoh punktéw plaszczyzny z metryka |F(x,y)| jest przestrzenig typu C(a,b), ktéra nie
Jest przestrzeniag silnie unormowang. Rozwigzanie zagadnienia dyskretyzaeji nie musi wiec byd jedno-

znaczne. Na cigg aproksymujacy nalezy zatem narzuci¢ dodatkowe ograniczenie.



Jednym z mozliwych sposobéw wyznaczania ciggu punktéw aprokaymujacych zadanag krzywa jest wyzna-
czenie ich wprost z réwnania /3.1/. Zaktadajac warunek bezposredniej spéjnosci wezddéw tego oiagu,
nalezy zmieniac¢ /poczynajac od punktu (xpyp)/ wspodrzedne x 1 y. kolejnych”wez46w siatki o modut h
w taki spos6b, aby byt zachowany zatozony kierunek obiegu krzywej B oraz aby punkty te lezaty
w bezposredniej bliskosci /w sensie min|F(x,y)j/ dyskretyzowanej krzywej. Metoda ta wymaga Jednak
wykonania duzej liczby operacji potegowania dla kazdego z wezddéw ciggu. Z tego tez powodu Jest ona
mato efektywna. Przeanalizujemy wiec metode wydajniejsza z punktu widzenia z#ozonosci obliczeniowej,
wykorzystujaca rozwiniecia funkcji F(X,y) w szereg Taylora.

Wprowadzmy operatory kierunkowe funkcji F(x,y):
LxF(x1,yl)
Lyj?(xi'yi) "* F(xi'yi +Ayi) " F(li’yi>
I'PF(xJLyi) =f F(xt +Axl,yl +&yx) - F(x1l,yi)
gdziei I=1Ayl]-h

h - modut siatki.

Wprowadzmy roéwniez /dla wygody zapisu/ oznaczenia dla pochodnych ozatkowych funkcji F(x,y)s

P 9r k(x.y)
3xr
P « 3. /3 .4/
ey dy8
p if Q r+3 ?2(*,<2)
rxsy 3xr3y8 -~
r, s - rzad pochodnych wzgledem zmiennych, odpowiednio x 1 y.
Korzystajac z rozwiniecia w szereg Taylora funkcji F(X,y) w otoozenlu punktu(x,y)«
n a g i
?2(x tAX,y +tAy) =y (AXx"™x + Ayb5y) P(x,y)
1=0
/n - stopien krzywej/ i uwzgledniajac wyrazenia /3.4/, otrzymamy wzory
LXF(X,y) - £ €~ Fix(x,y)
LyF(x,y) - F Vv  XxTy> /3*5/

1=-1 1

TP,, >- V I (AX)11 (Ay)1
PAY,y) k=1 0) il (k-i) 1 k-DxIyr Ly



oraz zaleznos¢

LPF(X,y) - L*F(X,y) + LYP(X,y) + IRP(X,Y)

gdzia n
-R / V.o ol f« ookitl /’\ t (k-i+D) x.1iy
LKp(x,y)- roo<rr> ~y) (ic-ifoTir
k»t lal #

i jest znacznie prostszy do wyznaczenia niz operator IPF(X,y) /Zobliczenie operatora L P(Xx,y) wyma-
ga mniejszej liczby operacji sumowania niz przy obliczaniu operatora LPF(X,y) o taka liczbe opera-
ojl sumowania, jaka nalezy wykona¢ w trakcie wyznaczania operatoréw LXF(x,y) oraz LyF(x,y) +acz-
nie/.

Stad na podstawie wyrazen /3.4/ mozna wyznaczy¢ wartosci funkcji F(x,y) w pun’tach
1+Ai+,yl), (xi,yi+Ay) oraz ( AXj, YNAy”™ pod warunkiem, ze znane ag pochodne czastkowe
rzedu Hn w punkcie (X Te ostatnie mozna wyznaczy¢ w podobny sposéb, korzystajac z rozwinie-
cia w szereg Taylora pochodnych czastkowych w punkcie poprzednim oraz z ponizszych wzoréw, analo-

gicznych do wzoréw /3.4/ i /3.6/t

df
LIW Xi-1'yi-1) = W * 1 - 1+Axi-1"yi-1 )+ Frxsy(xi-I'yi-1)

n W i-~1-1ir Frxsy(Xi-1"yi-1+Ayi-1) + Frxsy(xi-1,yi-I)

LPFrxsy(xi-i;yi-1)“f W Xi-1+AXi-1yi-1 +Ayi-1) + ?rxsy(Xi-1%yi-I)
oraz
X n-f- & o\
L ?rxay “ Ar+k)xey k!
n-r-B y A n/

L Frxsy = jC Frx(s+k)y k!

1Pf nv 8V F A EL(A
rxey N0 (rtk-i) x(b+l) y ( (k)l)' ( VE
i zaleznos¢
LPF « LXF + LyP + LRF
rxsy rxsy txSsy rxsy
gdzie
R n-£=71 * A xk 1+1A y1l
rxsy (r+k-i+l) x(s+i)y (k-i+1)! i!

dla r+s = 1(Mn-1 , r,s = 0(1}n-1
Wartosci pochodnych czqstkowych w punkcie (Xp)p) wyznacza sie, gdy znane sg wspotczynniki roéw-

nania uwik¥anego krzywej a /i,j = 0 #n/, z nastepujacego wzoru:

tJ



n-r-k /L . _
(n-kTi)r 11 n-k-1-r 1l-e

n-r-s
F » fe" ) .
z C»-k-i-r)! U-s)! n-k-i,I *x Y /3.8/

rx8y
1-0
dla 1~ r+s”™ n, 0~r,B<” n.
Wzory /3.8/mozna wprowadzi¢ do postaci wygodniejszej w komputerowej realizacji algorytmu.

Dla pochodnych wzgledem jednej zmiennej przedstuwlaja sie one nastepujaco:

n-r n-r-k n-k-1
< >

N = o wen-ker-i "l
kE:0 {Sf) p:rq_g(E —i+1 -VKk-1i-X -ty
/3.9/
n-s n-k i
& » Loe X1t ot .
S% k*0 ]\_/:3 SZiEg")'l oW X y
gdziet 1 r,e”™ n,
a dla pochodnych mieszanych:
n-r-s n-k-r n-k-1i i
Prey = (b =8 p=nikcPl+1 7 fisn TSI T X *y /5%9a/

gdzie: 1<~r,s”n, 2 r+s n.

Okreslimy teraz zaleznosci pozwalajace wyeliminowa¢ wiekszo$¢ z mozliwych na danej siatce
ruchéw i pozostawiajace przemieszczenia wzdduz tych linii siatkowych, ktérych kierunek Jest naj-
bardziej zblizony do kierunku wektora stycznej. Unikniemy w ten sposéb .koniecznosci wyznaczania
operatoréw funkcji dla wiekszosci bezposrednio spéjnych wezdéw. W tym celu nalezy zlokalizowaé
wektor kierunkowy stycznej z dokkadnosciag do N dla ruchéw wzdduz linii siatki 4-spéjnej oraz z do-

k¥adnoscig do ~ dla ruchéw wzdduz linii siatki 8-spdjnej.

3.2.1. Dyskretyzacja na siatce 4-spdjnej

Z przyjetej definicji kierunkéw V iy wynika, ze znak przemieszczenia Ax” z punktu
C1.JTi) do punktu (xi+l,yi+i) powinien by¢ przeciwny do znaku pochodnej czastkowej F~ funkcji
FU.y) w punkcie (x*,y?), a znak przemieszczenia Ay” powinien by¢ zgodny ze znakiem pochodnej
ozastkowej F w tym punkcie. Zaleznosci te pozwalaja sformutowaé¢ relacje okreslajace z dokdadnos-
cla do A kierunki ruchéw wzdduz linii siatkowych, najblizsze do przyjetego kierunku ruchéw wzd¥uz

stycznej do krzywej:
+h gdy(F >0)5 v(? <0)B=TRUE
y y

-h w przeciwnym przypadku
/3.10/

+h gdy (Fi>0)B v (f*" <0 )5=TRUE
Ay
-h w przeciwnym przypadku
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Na siatce 4-spéjnej relacje /3.10/ eliminuja 2 z 4 mozliwych na tej siatce kierunkéw ruchu.
Wyznaczenie kolejnego punktu ciggu aprok3ymuJdaceeo wymaga wybrania Jednego z dwéch pozostatych
wezdéw - blizszego krzywej /w sensie min|F(x,y)j/. W tym celu nalezy wyznaczyé zgodnie z /3.2/ war-
tosci LXF i LyF za pomoca wzoréw /3.5/. Na kolejny wezet ciggu aproksymujacego nalezywybraé¢ zas
ten z punktéw (xt + AxA" ¢Ay”, w ktérym mniejsza Jest bezwzglednawarto$¢ modu-

+u wartosci funkcji F(x,y). A wiec kolejny punkt ciggu osigga sie wykonujac przemieszczen>t

«/ Aij, A 1+1* x+ +AxIt yl+1* y/ . [<8y zachodzi

|[F(xi +Axi,yD)] < JFXi,yl +.AyM) | /3.11/
lub
b/ Ay™, A 1+l«- xl.yl+14” y+ + Ayt/» zachodzi
PXi‘yi +. yDI<IFAT & x1,yl)]- A-1V
Dla przypadku réwnosci modudéw: |[F(x™ + AxN_y”™M)N | + A y») nalezy przyja¢ dodatkowe

kryterium, rozstrzygajace o wyborze punktu na kolejny wezed ciagu. Kryterium tym niech bedzie po-
+ozenie punktu po okreslonej stronie krzywej, np. po tej stronie krzywej, dla ktérej zachodzi
F(xi,yi)>0, co, Jak sie okaze, Jest warunkiem niezbednym do jednoznacznosci dyskretyzacji. Tak
wiec algorytm wyznacza to przemieszczenie, w ktérym OBlaga sie minimum wartosci bezwzglednej lewej

strony w Jednym z ponizszych wyrazen:

F(x +Ax ,y ) =L""x-.y.) + F(X ,y )
1 1 1 /3.12/

APAE AV =AAT-yA FFUN)

dla Ax~t Ay~ wyznaczonych za pomocg relacji /3.10/.

Dla uaktualnienia wartosci pochodnych czastkowych w nowo wyznaczonym punkcie mozna postuzyc¢

sie wzorami /3.7/ i /3-8/.

3.2.2. Dyskretyzaoja na siatce 8-epdjnej

W wypadku dyskretyzacji na siatce 8-spojned relacje /3.10/ rozszerzymy o wzory (Fy=0)A(Fx0)
i (F=0) (f <0) na podstawie ktorych doktadniej lokalizuje sie nachylenie wektora kierunkowego
stycznej, gdy jedna z pochodnych czatkowych 1-rzedu Jest réwna zeru /a nie Jest to punkt przegiecia
krzywej/. Ma to istotne znaczenie, zwkaszcza w dyskretyzacji krzywych o promieniach krzywizn nie-
wiele wigekszych od modutu siatki h. Relacje /3.10/ nie zapewniaja wowczas wyboru kierunku ruchu do-
prowadzajacego do wezda z najmniejszym modudem F(X,y), Jak réwniez powoduja uzaleznienie ksztattu
+amanej od kierunku obiegu krzywej B.

Lokalizacji wektora kierunkowego Btycznej z doktadnosciag do | bedziemy wigec dokonywa¢ za po-
moca ponizszych relacji:.

+h gdy (F > 0)BV(F < 0)BV(r -U) (Fx<0) = TRUE

Al . { y - 7 J /3-"3/
-h w przeciwnym przypadku



h gdy(F_<0)jv(F >0)BV =0)(F < 0) = TRUE
py = O OIVER 0BV O < O /3137
-h w prse“cdwnyra przypadku.

Przeprowadzimy teraz lokalizacje nachyleniu wektora kierunkowego stycznej z doktadnoscia do Yom

Oczywiste sa nastepujace zaleznosci

- J.i.ll |F,1>1?yl. to 6oloj.oy , ta,«. . » 1 »Wooo, + o0,t, , ]-.« ,,,lej,*, od F ,
- jezeli |PX|< |Py|_ to mniejszy z katéw miedzy styczng i osig y Jest mniejszy od )

Uwzgledniajac w rozwazaniach réwniez kierunek obiegu krzywej B relacje lokalizujace "nachyle-
nie wektora kierunkowego stycznej z doktadnoscig do ir mozemy wyrazi¢ w wstepujacej postacit

- jezeli zachodzi

ar) > |le) % ('.;(:—Fj )Bv/(PX:I;) B = TRUE , /3.14/
to nalezy analizowa¢ nieréwnosc¢
17(x+ AX, y+AY) | B [FOGY«<=Ay) |}
- Jezeli zachodza zaleznosci przeciwne
(|PX| < I®JLI> vV U X=FJ)BV (’.;:_PJ) B = TRUE , /3.14/

to nalezy analizozwi¢ nieréwnosé
IF(X+AX”,y+Ay) | ~ |?(X+AX,y) |

Przeprowadzajac dy3kretyzacje na siatce 8-3péjnej, zastosujemy kolejno lokalizacje wektora
kierunkowego stycznej z doktadnoscig do ~ /relacje /3.13// oraz lokalizacje z dokkadnoscig do »
/relacje /3.14//. Lokalizacje te eliminujg 6 z 8 mozliwych na danej siatce kierunkéw ruchu.
Nastepnie zastosujemy kryterium mniejszego modudu funkcji i na kolejny wezet ciagu aproksymujacego
wybierzemy ten z pozostatych dwéch punktéw, w ktédrym funkcja F(x,y) przyjmuje wartos¢ bezwzglednie
mniejsza. Przypadek graniczny rownosci modudéw funkcji, nie uwzgledniony wrelacjach/3.14/, roz-
strzygniemy na korzys¢ punktéw lezacych zawsze po tej samej stronie krzywej,doktadniejp.o tej
stronie krzywej, dla ktérej P(x,y)>0.

Nalezy roéwniez rozstrzygna¢ przypadek graniczny roéwnosci funkcji F(X,y) w dwdéch punktach le-
zacych po tej samej stronie krzywej. Moze on zaistnie¢ w dyskretyzacji krzywych o bardzo duzych
krzywiznach, gdy kat nachylenia stycznej na odcinku duku krzywej, odpowiadajacy ddugoscig modutowi
siatki h, zmienia sie o wielko$s¢ przekraczajaca Przypadek ten rozstrzygniemy na korzys¢ ruchu
wzdduz przekatnej, Jako przyblizajgcego dtuzszy odcinek krzywej.

Wprowadzajac oznaczenia dla wyrazeh boolowskich:
X =F (iPx1> 1I?%y v (Px=Fy)B (Px=-Fy)B

1 =F [Ipt*+Axty+Ay)| < |pCGLYHAY) IS Vigp (Ot AX,y+AY) | = /3.15/

= J?U,y+-Ay ) A |"PCx+AXx,y+Ay) > 0



z LpGet Ax,y+Ay) | < [F(X+ AX,y Ol v M(XFAX,y+Ay) | -
73.15/
A XA, Y) [JA N(X+AX,y+Ay) > of.
schemat okreslania ruchu prowadzacego do kolejnego wezda ciggu zapisujemy nastepujaco:
- ruch wzdduz wspédrzednej x, tj. xi+ll=xj+~ xi*yi+i,=yi" S*y "¢»chodzi XZ = TRUK;
- ruch wzdtuz wspotrzednej y, tj. X M+ I=xi"y.i+i"yi+ zachodzi XX = TRUE] 73.16/

- ruch wzdduz przekatnej, tJ. XM+1:=xM+Ax/N,yi+lt=y~+Ay”~,gdy zachodzi XXVXZ= TRUE.

Wartosci funkcji E(x,y) w nowo wyznaczonych wezdach wylicza sie na podstawie wzoréw /3.4/

/3.6/, wartosci pochodnych czastkowych - ze wzoréw /3.7/ i /3.8/.

3.2.3. Dane poczatkowe dyskretyzacji

Przeanalizowane wyzej sposoby dyskretyzacji wymagaja, Jako danych poczatkowych, okreslenia

czastkowych rzedu 14n w punkcie poczatkowym. Punkty poczatkowy i korcowy powinny bezwzglednie po-
krywa¢ sie z weztami siatki /powinny mie¢ wspédrzedne catkowitoliczbowe/. Innym sposobem zadania

krzywej, wygodniejszym z punktu widzenia realizacji komputerowej algorytméw, Jest okreslenie

wyznaczy¢ wprost z réwnania /3.1/, natomiast wartosci pochodnych czatkowych w wezle poczatkowym —
z réwnan /3.8/, ewentualnie /3.9/.

Wezdy poczatkowy (x ,y ) 1 koncowy /a szczeg6lnie ten drugi/ powinny leze6 mozliwie
najblizej dyskretyzowanego segmentu krzywej w sensie minimalnej odlegtosci /od krzywej/ mierzonej
w metryce generacyjnej, tj . |PGGYI-

Niezbedny w lokalizacji wektora stycznej kierunek obiegu krzywej B mozna zastgpi¢ okreslen‘em
A XMAy”™ _ elementarnymi przyrostami wzdduz linii siatkowych, z wezda poczatkowego (Xp,yp) do dru-
giego punktu ciggu. Na podstawie pierwszego elementarnego ruchu mozna bowiem okresli¢ kierunek
Obiegu krzywej B. Takie przyjecie kierunku ruchu wzdduz krzywej wydaje sie by¢ Jednak mniej wygod-
ne, ze wzgledu na konieczno$¢ wyznaczenia /poza algorytmem generacyjnym/ wartosci funkcji w weztach
siatki przewidywanych na drugi wezet ciggu aproksymujacego.

DHtugos¢ dyskretyzowanego segmentu krzywej moze by¢ réwniez podana kilkoma sposobami, np. priez
okreslenie Ax, Ay . zmian wspodrzednych miedzy punktem poczatkowym i kohcowym segmentu, przez
okreslenie punktu /wezka siatki/ koncowego segmentu lub w jeszcze inny sposéb. Gdy punkt
konncowy dyskretyzowanego segmentu krzywej Jest okreslony za pomoca wspodrzednych (xk»yk )wezda Ko -

cowego, warunek konca dyskretyzacji ma postac:

(]*1 - xk|<h)A(lyi - yk]l<h) . TRUE /3.17/

3.2.4. lzolowanie punktéw osobliwych krzywej oraz wybér poczgtkowego i koncowego wezda generowa-

nego segmentu

Niezdegenerowane postaci krzywych n-stopnig, dla n>2, moga mie¢ punkty osobliwe, w szczegét
nosSci punkty rozgatezienia, ostrza krzywej, punkty samostycznoscl lub punkty katowe. W punktach

tych nie jest spekniony warunek regularnosci krzywej, tj. skonczono$é pochodnych czastkowych oraz



zalezno$¢ F 2 + F 2>0- Z tego wzgledu w punkcie osobliwym nie mozna przeprowadzi¢ lokalizacji

/1- i 2—sto§nia/ zachylenia wektora kierunkowego stycznej do krzywej. Nie moz.ia tym samym okreslic

kolejnego punktu ciggu aproksymujgcego krzywa. Punkty osobliwe nalezy wiec izolowac.

W dyekretyzacji krzywych zawierajacych punkty osobliwe i lezace blisko siebie rézne gatezie
krzywej, opisanej Jednym réwnaniem /3.1/ wystepuja wiec nastepujace ograniczenia:

1/ dysl-etyzonany segment krzywej nie moze zawiera¢ punktéw osobliwych miedzy punktami poczgtkowym
i koncowym; punkt poczatkowy segmentu réwniez nie moze by¢ /ze wzgledu na niemozliwosé
lokalizacji wektora stycznej/ punktem osobliwym;

2/ na punkty poczatkowe (xp,yp ) nie mozna wybiera¢ wezkéw siatki lezgcych w bezposredniej bliskosci
przylegajacej do rozwazanej gatezi krzywej /na odlegto$¢ mniejszg niz h/, tzn. w tych rejonach
krzywej, w ktérych przez elementarne pole siatki przechodzi wiecej niz jedna gataz krzywej. Roz-
poczynajac z takiego wezda dyskretyzacje otrzymujemy linie *amang z defektem, w ksztakcie ostrej
pity, z duzymi znieksztakceniami. Moze réwniez zosta¢ wygenerowana niewkasciwa gatgz krzywej.
Relacje /3.13/ lokalizujace wektor kierunkowy stycznej wyznaczaja w takim punkcie ruch prosto-
padty do krzywej. Punkt ten jest bowiem punktem lokalnym tych gatezi krzywej, ktoére przechodza
przez przylegajace do niego elementarne pole siatki. Ela krzywej przedstawionej na rys. 3.1 na
punkt poczatkowy nie powinien zosta¢ wybrany zaden z punktéw krzywej /w poblizu krzywej/ blizszy
poczatkowi uk#adu niz punkt P(.4,5);

3/ na punkt kohcowy segmentu (~»y”) nie mozna, podobnie jak w przypadku punktu (xp,yp), wybierac¢
punktéw w tych rejonach krzywej, w ktérych lezg blisko siebie rézne gatezie krzywej /tzn. gdzie
przez elementarne pole siatki przechodzi wiecej niz Jedna gataz krzywej/. W przedstawionym na
rys.3.2 przypadku punkt koncowy nie zostanie znaleziony, a generacja zapetli sie: nasta-
pi wygenerowanie wszystkich czterech petli krzywej, a nastepnie wielokrotne powtarzanie genera-
cji catej krzywej. Punkty koncowe generowanych segmentéw mogg natomiast byd punktami osobliwymi.
Podstawowym warunkiem jest umieszczanie ich w takim miejscu segmentu, w ktérym inne gatezie

krzywej sa oddalone co najmniej o odlegto$¢ réwng modutowi siatki h.
3.3. Algorytmy dyskretyzacji krzywych

Przeprowadzone wyzej rozwazania pozwalaja skonstruowa¢ algorytmy generacji krzywych-algebra-
icznych n-stopnia, p#taskich na kwadratowych siatkach 4- 1 8-spdjnych.

Po zapamietaniu danych poczatkowych /okreslajacych wspotrzedne wezdapoczatkowego ~Xp,yp)
i konncowego (x",y” )oraz wartosci funkcji F(xp,yp)/ wyznacza sie wartosci pochodnych czastkowych
w punkcie poczatkowym (XP,yP), a nastepnie kierunku elementarnych ruchéw wzdduz wspétrzednych i i J
odpowiadajgce wektorowi kierunkowemu stycznej /lokalizacja wektora kierunkowego stycznej z doktad-
noscig do N - 1-st"opnia/. Nastepny krok algorytmu zalezy od rzedu spéjnosci siatki, naktérej jest
dokonywana dyokretyzacja. -

3.3.1. Algorytm dyskretyzacji na siatce 4-spdjnej
o

Algorytm dyekretyzocji na siatce 4-spdjnej zostat przedstawiony na rys.3.2.

Po zlokalizowaniu wektora kierunkowego stycznej do krzywej /z dokdadnosciag do 5} odbywa sie
wyznaczanie wartosci funkcji FX i P* w dwéh weztach przewidywanych na kolejny punkt ciggu. W tym
celu wyznacza sie operatory tXF i i7f /wzory /3.6//. Na kolejny punkt ciggu zostaje wybrany ten
wezet, w ktoérym bezwzgledna wartos$¢ funkcji Jest mniejsza /lewa badz prana gataz algorytmu/. Kon-
cowymi operacjami algorytmu jest uaktualnienie pochodnych czastkowych rzedu 1*n-1 dla nono wybrane-

go punktu ciggu /wyznaczenie operatorow LXPrXSy lub I/FrXSy - wzory /3.8// oraz sprawdzenie
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C Poczatek}
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Rys. 3.2. Algorytm aprcksymacji krzywej n-stopnia

na siatoe " spojnej
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Rys.3.3. Algorytm aproksymacji krzywej n-stopnia nu siatce 8-spdéJned

kryterium konca generacji. Nie spedniony warunek konca generacji powoduje w algorytmie przejscie

do operacji lokalizacji /l-stopnia/ operatora kierunkowego styoznej W nowo wyznaczonym punkcie

ciggu.
3.3.2. Algorytm dyskretyzacJi na siatce 8-spdJneld ,

N wypadku siatki 8-spoéjnej,nastepnym krokiem algorytmu /po lokalizaojl wektora stygznej
1-stopnia/jwat lokalizacja wektora kierunkowego «tycznej 2-stopnia - z dokdadnoscig do \/wg rela-

/3.1V/,po czym nastepuje wyznaczenie wartosoi funkcji w dwooh weztaoh siatki "kandydujgoyoh™,
do wyboru na kolejny wezet olggu.Jednym z nich Jeat wezet odlegly od aktualnego o V2h wzdhuz prze-
katnej ailatkl 8-spdéJnelidrugim - wezekt odlegly o h wzdhuz jednej ze wspotrzednyoh x badi y.Wyzna-
ozenle wartosoi funkcji w wezle osigganym podczas ruchu wzdduz przekatnej odbywa sie niezaleznie
od wynikéw lokalizaojl wektora styoznej 2-stopnia.Drugi z "kandydujaoyoh' wezdéw /odlegty o h
wzdduz osi x lub y/ bywa okreslany w chwili lokalizaojl wektora stycznej 2-stopnia. Zauwazmy Jed-
nsk,ze wartos¢ funkcji w wezle osiagganym ruohem wzdduz przekatnej mozna wyznaczy¢ wykorzystujgo
wartosoi fimkgji w weztach osigganyoh ruchami wzdduz osi x oraz y. Zachodzi bowiem /3«6/1i



LPF = L*F + LyF+ LKF ;

stad tez wyznaczenie funkcji w rozwazanych wezdach mozna przeprowadzi¢ przed lokalizacjg wektora

stycznej 2-stopnia. W ten sposéb mozna wyeliminowa¢ z algorytmu pewna liczbe operacji niezbednych

do wyznaczenia wartosci funkcji w wezle osiggnietym w wyniku ruchu w kierunku jednej z osi uk¥adu.

Lokalizacja wektora stycznej 2-stopnia nastapi wiec w kroku nastepnym, a jej warunki przyjma wtedy

posta¢ odmienng od /3.16/t

- jezeli (jrd<| Da [Aexl< IPPDV ((fx] - IFPDA(Fx>0)J = TRUE, to ruch wzdduz osi X /XI=X+AX,

Ay:=0, yl=y/{ ] /3.18/

- jezeli (JIX1>IFy DA @V |> IFPDDV RV - [KPPDA ¢ry> 0)j « TRUE, to ruch wzdduz osi y /a x »=0,
X=X, y:=y+Ay/;

- w przeciwnym wypadku ruch wzdduz przekatnej /X:=X+AX, y:=y+Ay/.

Lokalizacja wektora Btycznej 2-stopnia 34uzy w tym wypadku do wyboru nastepnego kroku algorytmul
uaktualnienia wartosci funkcji i pochodnych czgstkowych w wybranym na punkt ciggu wezle siatki
/wybor lewej, Srodkowej badz prawej gatezi algorytmu/. Prostszym od relacji /3.18/ kryterium wybo-
ru kolejnego punktu ciagu, nic wymagajacym przeprowadzania lokalizacji wektora stycznej 2-stopnia,
jest nastepujace kryterium!

- jezeli @™l < |FPDA(pyI< IpXD . to ruch wzdduz osi vy,

- jezeli (JFX1> Fp DA(JpX|<? [ev]D) , to ruch wzddu osi X, /3.19/

- w przeciwnym wypadku ruch wzdduz przekatnej .

Moze jednak zaj$6 zaleznoséd |FX|=1" PviFp]l, a wtedy zostanie wybrany wezek siatki z najwiekszym mo-
dutem wartosci Tfunkcji.

Operacja koncowag algorytmu jest, Jak poprzednio, sprawdzenie kryterium konca generacji /rela-
cja /3.18// i jej zakonczenie, gdy kryterium to jest spednione, badZz przejscie do poczatkowych ope-
racji algorytmu, tj. do lokalizacji wektora stycznej 1l-stopnia /wzory /3.13//, gdy kryterium konca
generacji nie zostanie spednione.

Algorytm generacji krzywych na siatce 8-spdjnej jest przedstawiony na rys.3.3.

3.3.3. Przypadek algorytméw dla krzywych 2-stopnia /n=2/

Szczegblnie prosta posta¢ maja powyzsze algorytmy dla krzywych 2-stopnia. Zawieraja bowiem je-
dynie operacje sumowania i pordéwnania modudéw liczb oraz proste operacje logiczne na argumentach
boolowsklch. Z tego wzgledu sg atrakcyjne dla ukkadowej realizacji. Ukkady generatoréw sg wtedy
bardzo proste, a generacja moze by6 realizowana bardzo szybko. Sa wiec szczeg6lnie przydatne w ta-
kich zastosowaniach, jak na przykdfad monitory i drukarki graficzne.

Algorytmy ukdadowej generacji krzywych 2-stopnia na siatkach 4-, 8- 1 n-spdjnych zostaty
szczegotowo przeanalizowane w pracy [59]. W niniejszej rozprawie algorytmy te /dla przypadku h=1/
ag przedstawione na rys.3.A i1 rys.3.5.

4. ANALIZA ZtOZONOSCI OBLICZENIO.YEJ ALGORYTMOW i

W wielu zastosowaniach algorytméw dyskretyzacji parametrem podstawowym je3t ich ztozonos$é obli-
czeniowa, identyfikowana potocznie z szybkosciag ich jrealizacji. Szybkos¢ realizacji algorytmu
okresla Jego przydatnos$¢, bowiem sposrdd roznych algorytméw stosowany jest ten, ktory dla okreslo-

nej techniKi realizacji /np. komputerowej - ukdadowej badZz programowej/ jest realizowany najszybciej.
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Ocena szybkosci /ztozonosci obliczeniowej/ realizacji algorytmu jest zagadnieniem réwnie waznym,
Jak jego opracowanie. W dalszym ciggu zajmiemy sie oceng zdozonosci obliczeni wej algorytméw przed-
stawionych w rozdziale 3. Bedziemy prébowa¢ znalezé¢ odpowiedZ na pytanie! jak Bzybko mozna otrzymacé
rozwigzanie zadania stosujac dany algorytm.

Miech 'X, oznaoza klase krzywych, ktére mozna dyskretyzowa¢ za pomoca algorytmu A ze zbioru al-
gorytméw R . Zaktadamy, te czas trwania kazdej operaoji w algorytmie, dla dowolnego algorytmu
At R , Jest krotnoscig czasu trwania okreslonej operacji elementarnej. Symbolem L(K,A) oznaczmy
liczbe operacji elementarnych, potrzebnych do przeprowadzenia dyBkretyzacji krzywej Ke X za pomo-

og algorytmu Ae fl . Poszukujemy wiec dla danego algorytmu A wartosci

Z(A) > sup L(A,K), - 1/74.1/
Ke X

ktéra okresla Jego ztozonos¢ obliczeniowg. Liczba

ZB = inf bup L(A,K) /4.2/
AePl  KtX

tj- najmniejsza liczba elementarnych operacji niezbednych do rozwigzania najtrudniejszego zadania
w klasie X, okresla ztozonos¢ obliczeniowa klasy X ze wzgledu na zbiér R

W celu zbadania zdtozonosci obliczeniowej opisanych algorytméw zgrupujemy w klasie X wszystkie
te krzywe, ktére maja ten sam stopien krzywizny n. Nastepnie zbadamy zaleznosSci Z i Z Jako funk-
cje n.

Szacujac ztozonos¢ obliczeniowg algorytméw, bedziemy opieraé¢ sie na pojeciu ‘operacji gtéwnej”?
bedziemy ocenia¢ nie liczbe wszystkich operacji, a Jedynie liczbe operacji najbardziej czasochton-
nych /komputerowo/. Sumowanie i1 inne proste operacje /np. operacje na argumentach boolowskich/ ce-
lowo pomijamy. Z#ozonos¢ algorytméw bedziemy oceniaé¢ liczbg niezbednych do wykonania operacji mno-
zenia oraz operacji potegowania, dzielenia i operacji silnia sprowadzonych do odpowiedniej liczby
mnozen.

Analize zdozonosci obliczeniowej dyskretyzacji krzywych autor uwaza za catkowicie oryginalng

/brak podobnych opracowan literaturowych/.

4.1. Catkowitoliezbowos¢ algorytméw

Catkowitollczbowo$¢ algorytméw oznaoza mozliwos¢é wykonywania w tych algorytmach wszystkich ob-
liczenh w liczbach catkowitych. Pozwala to wyeliminowa¢ z komputerowej realizacji algorytméw biedy
reprezentacji liczb oraz uzyska¢ duza szybkos¢ obliczen,

Bozwafcay algorytmy dyskretyzacji z rozdziatu 3. Wyatepuja w nich operacje sumowania, mnozenia
i dzielenia liczb, a takze poréwnywania i testowania znakéw liczb.

Szczegblng klase réwnan /3.1/ dyskretyzowanych krzywych sa réwnania o wspétczynnikach ai”
oatkowltych. Wéwczas mozna udowodnié¢ nastepujac# twierdzenie o operacjach obliczeniowych w algoryt-

mach dyskretyzacyjnyoh.

Twierdzenie 4.1.

Wszystkie operacje algorytméw dyskretyzacji mozna sprowadzi¢ do operacji ca liczbach catkowi-

tych o 11* tylko wspodczynniki a” réwnania /3.1/ krzywej beda liczbami estkowityal.
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Dowéd

Operacje podnoszenia do potegi i operacja ! /silnia/ sprowadzaja sie- do mnozenia liczb. Z przy-
jetego wczesniej zatozenia, ze modut siatki h jest liczba naturalng, wynika catkowitoliezbowos¢
wspotrzednych wezdéw siatki. Operacje potegowania xn k r * oraz yl a /wystepujace we wzorze na po-
chodne czastkowe w punkcie poczatkowym sa wiec operacjami potegowania liczb catkowitych.
Wyk#adniki potegowe sa bowiem z zatozenia liczbami naturalnymi.

Operacje dzielenia (i)jy oraz (n}gi}%i mozna wprowadzi¢ do réwnowaznych operacji mnozenia

i n-k-1i
liczb naturalnych p 1 g, odpowiednio J~] (@ oraz JJ (p) -Wyznaczone wartosci pochodnych
q=i-s+1 p=n-k-r-i+l
czastkowych w punkcie poczgtkowym sg wiec liczbami catkowitymi /przy zatozonej catkowitoliczbowosci

wspodczynnikéw réwnania /3.1//.

Lokalizacja nachylenia wektora kierunkowego stycznej wymaga Jedynie wykonania kilku prostych

operacji logicznych na argumentach boolowskich i testowania znakéw wartosci pochodnych czastkowych
1-rzedu.

Obliczanie wartosci LxF(x,y), LyF(x,y) i t~F(x,y) wymaga wyznaczenia sum z wyrazen -
(A \8 r. "“N=i+l /. \1i
Fey® of- oraz ?(r-i+l)xiy’ (r-i+T)T. !~ * Poniewaz |Ax|=]Ay| = h, pozostaje wykaza¢, ze ilo-
Pre Foy P preeang N N , i . ,
razy ~— ,yp- oraz -y - y*yy sa liczbami catkowitymi, a wéwczas wyznaczenie powyzszych wartos$-

ci bedzie wymaga¢ wykonoiiia operacji mnozenia i sumowania liczb catkowitych i da wynik catkowito— 1
liczbowy. ?

Wyrazenie mozna przedstawi¢ w postaci!
F n-r n-k-r = 1 : i
-ES=Tr- p _ n-1-R1 . a n-i-k-r i

r! é;a— Af& (n-i-k-r)! rl n-i-k,i

n-i n-k-r

L, E (n-i-k) . R ),

k=0 i=0 " r 1 ?
gdzie! AMX) « an_i_K i xn £7k~r * y1, wskaznik t=n-i-k, n-i-k, t+i - 1,2, _._,n.
(n-i-K) F=

jako r-elementowa kombinacja z (n-i-k) elementéw jest z definicji catkowite, yy- jest

wiec liozba catkowitg, gdy R 1(x) Jest liczba catkowita. Podobnie mozna przedstawi¢ wyrazenie:
M,

isz p" pk . 1 . a xn_i“lc Vi_s
“ i, ¢—a (i-0)! o! n-i-k,i *
n-s n-k

£ = Uu) =

gdziel! R™ ~N(y)= N oxn ik syls, Ins, t+i = 1,2,...,n, przyjmujace réwniez wartosci cak-

o
kowite. Wyrazenie:
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P/(r—s+l)xsy _ n-r+s-1 n-igris-1 n-r-RT it n-i-k-rta-1 i-o
(r-et-1)! o! 2-- 2-i G-y a¥(=1-k=-F&-IDY1 * n-ji=W §** X ~
n-r+s-1 n-k-r+e-1/ .w AN
to ba Ve N\r-e+l / t,iv )D

gdzie: Rt £(X,y)= an_i_k i *xn-i_k r+ta 1 ,.yl ° , i>a, n-l-k>r-o+l /przy catkowitych fin_1 k j/

daje réwniez wartos¢ catkowity.
Operaoje wyznaczenia moduddéw wartosci liczbowych LXP, LyF, LPF oprowadzaja eie wiec do proo-

tych operacji sumowania liczb catkowitych.

W identyczny sposob wykazemy, ze wyniki operacji:

Frxsy  Frxorpy T rep-gx(s tay
pr > gt ®-9b q!

Ba liczbami catkowitymi.

Wyrazenie pierwsze daje sie przedstawi¢ w pootaci:

R‘-"E, -1-k)! i a n-1-k-r-p  1-a
C ITK. .11 - «ml _V 4~ -y
n-ofp Nk Glickvi rp)

\ r+p AS

ki xn-i k-r~p .yl 0 , n-i-k>r+p, Os, tj. jako suma iloczynéw liczb

FCr.oWw
pl

dzie: R
gdzie t,‘i'(x) ] an

catkowitych.
Natomiast wyrazenie drugie daje sie przedstawi¢ w postaci:

~rx(n+q )y n r-8q k (n-i-k)! 1 n-i-k-r 1-n-q
s i— ) —1-k- 1 I-S- | —1- el
ﬂl ? k‘*OI iZ:SJ’rq q! (n-i-k-r)! (i-s-qg)! n-i-k, i

dzie: R = , -1 k r.yl1 8, n-I-k>r,;i>s+q, t+ti = 1,2,... ,n-r-s-q, r+s+q<n,
gdzie tfi(y) an.—"i“jcjr xn-1_k r.yl 8 g, n r I| s+(q i n-r-s-q, r+s+g<n
Jest wiec réwniez sumg iloczynéw liczb catkowitych.

Wyrazenie trzecie za6, Jezeli p>q, r>q dajeBie przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

F(r+p+ta)x(s+o) v. n-r=p-8 n-k-rrp+q (n-1-k! 11 n-i-k-r-p+q i-s-g=
(-a)! q! = X=u i'gﬁfq P-o) g!(n-1-k-r-p+g)td-s-g) * n-I-k, i*



n-1-k-r-p-K} 71-9—q

4-2. Z¥ozonos¢ obliczeniowa algorytméw j

W literaturze specjalistycznej omawiajacej problematyke ztozonosci obliczeniowej algorytméw
S_Waluklewicz w 1975 r. rozréznia dwie klasy zdozonosci obliczeniowej algorytméw! wyktadniozg
i wielomianowg. W Swietle tej klasyfikacji omawiane w niniejszej rozprawie algorytmy oechuje zd4o-

zonos$¢ wielomianowa.
Twlerdztnle 4.2

Z¥ozonos¢ obliczeniowa algorytméw dyskretyzacjl Jest zdozonoscig wielomianowg, tzn. wzrasta

wielomianowo wraz ze wzrostem stopnia dyskretyzowanej krzywej.
Dowod

Dla dowodu wyprowadzimy wzory na zdozonos¢ obliczeniowg poszczegélnych algorytméw dla dwdéch

wartosci modudéw siatki h=1 oraz h/1.

4.2.1. Ztozonos¢ wyznaczania Jednego wezda ciggu dla h> 1

Operacje wyznaczania pochodnych czastkowych w punkcie poczatkowym (k~y”) wymagaja wykonania
nastepujacyoh mnozen i
- w celu wyznaczenia pochodnych wzgledem jednej zmiennej dla zmiennych X oraz y /wg wzoru /3»9//

.w liczbie:

- w celu wyznaczenia pochodnych czastkowych mieszanych w liczbie!

iflfyznaczenie wszystkich pochodnych czgstkowych w punkcie poczatkowym wymaga wiec #acznie wyg-

nania nastepujacej liczby mnozehn, okreslajacej sie wielomianem 5-stopnia wzgledem stopnia krzywej i
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Operacja wyznaczenia operatora LRF wymaga wykonania mnozen w liczbie«

LU M -g g 2k - 1 (2n3 - 3n2 + n)

Kazda z operacji wyznaczenia operatorow L ? i 1yF wymaga wykonania mnozen w liczbie«

L? (1*7,Lyp) = Y] (2k-1) - n2
co daje razem«
L° (LXF + LyF) = 2n2 b
a *acznie z wyznaczeniem operatora L Fi
L°(iLF) - ] r? mn2 + | n /4.4/

/dla n=3, L|(iLP) » 28/.

Operacje wyznaczenia operatoréw IX?rx8y i ~ 'y . dla 0<r, s<n-1, wymagaja wykonania naste-
pujacej liczby mnozen«
X
- operacja wyznaczenia operatoréw L ?rx!
n-1 n-r n 2

- tylez samo mnozen nalezy wykonan w trakcie wyznaczenia operatora L Fgy*

taczna liczba mnozen wynosi wiec«

Le(<1*”~ + ilL*Fay )- | n3 - n2 +F .
Kazda z operacji wyznaczenia operatoréw INFANy i , dla r,s / 0, wymaga wykonania mno-
zen w liczbie«
- n-2 n-r-1 n-r-a 4 3 a o

n
I‘?(*X':rrsy' I‘yPrxsy') -XN N f& 2D 719”3 +13n "G

4

Stad wyznaczenie operatoréw tXF ~ i LAP~Ay wszystkich pochodipych czgstkowych /dla 0%r,s<€n-1/

wymaga wykonania dgcznie mnozen«
0

(iL\XBy" L\xBy )" 12 (»4 + 4”3 " 792 + 20} A *5/

- ? i -
/dla n 3 Lt(sLxF 'Iyprxay2 11/.

Wyznaczenie operatora L ~r3C8" wymaga wykonania mnozeh w liczbie«

rxsy'

- dla pochodnych czastkowych wzgledem jednej zmiennej«



n-1 n-r
. JZ 20D+ 2
sy r=1 k=1 1=0

) P
dla kazdej ze zmiennych x 1y /dla n=3 L°(*IéIP il> ?2gy )° 12/

dla pochodnych czastkowych wzgledem obydwu zmiennych«

n-2 n-r-1 n-r-e 5 n4 n2 n
r E E 2 2k-1) +2 _
P& pioM k1l 10 W-~12+12 3
taczna liczba niezbednych do wykonania mnozerh, w trakcie obliczania operatora L kazdej
z pochodnych czastkowych jest réwna«
. 5 4
To!_,P, \ n n n n /4.6/
L6 "*L rxey) 30 + 4 4 30
/dla n=3 L°(iLP?rxey) = 26/.
W petli algorytmu eg wiec wykonywane mnozenia«
LP(pa0 =L°(iLP) + I?(iLXPrxey iLyPr*ey)- 22 +n + 1in +f 14’7/
/dla n=2,3,4,6 li(pj) = 12,39,94,342/,
badz
~(pa2)- #|(<IP) + #|(<LPPrx8y )- fs *r 1 f n3 + 4 H2 + 10 n /4-8/

/dla n-2,3,4,6 L£(Pa2) = 14,54,154,756/, zaleznie od tego, czy odcinek tamanej jest w-znaozony
wzdduz gioéwnej linii siatki, czy tez wzdduz przekatnej. Ztozonos$¢ przebiegu Jednokrotnego petli
alg Iytrau jeet wiec okreslona wielomianem 5-atopnia wzgledem n, tj. wzgledem stopnia krzywej

/ryB.4.1/.
4.2.2. Z¥ozonos¢ obliczeniowa wyznaczania Jednego wezda ciggu dla

Zat6zmy, ze h=1, tj. ze siatka ma wymiar Jednostkowy. Jest to przypadek czesto wystepujacy
w praktyce. Co wiecej, przypadki, w ktérych h/1, mozna w prosty sposéb sprowadzi¢ do poprzedniego
przez odpowiednie skalowanie ukdtadu wspédrzednych. Z¥ozonos$¢ obliczeniowa algorytméw zmniejszy sie
wtedy w sposé6b istotny, chociaz nie ulegnie zmianie z#ozono$¢ wyznaczania.pochodnych czgstkowych
w punkcie poczatkowym.
Wyznaczenie operatora L"F wymaga wykonania mnozehn w liczbie«
t

I°(IM =C E (k-D - a?" ?2°2 +~&
. k=1 i»l ~

Wyznaczenie operatoréw IXF i i/p wymaga wykonania dla kazdego operatora mnozen w liczbie«



czyli w sumie:

L°(1xP + LyP) - n2-nt

- - R
a tacznie z wyznaozenlem operatora L Pt

INCHIP "- - A.9
/dla n - 3 L°(iLP) - 8/.
Wyznaczenie operatorow L)%rxsy oraz Lgprxsy’ dla 04 r, s”n-1 wymaga wykonania nastepujacych
mnozen:
- wyznaczenia operatora LXF/Nt
n-1 n-r 3 2
W - 1T EMN g r - r -

- wyznaczenie operatora LXF , wykonujac tyle eamo mnozen: #gczna liczba mnozen Jest wiec réwna:

_— - _ L
L%(Il_ FrX + |LXPSy ) 55 n2 + 5 n.

Wyznaczenie operatoréw LXP oraz LyF

rxsy rxsy ,dla r,s /7 0, wymaga wykonania dla kazdego opera-
tora nastepujacych mnozen:

n-2 n-r-1 n-r-e 4

Stad wyznaczenie tych operatoréw dla wszystkich pochodnych czastkowych /dla

wymaga wy-
konania mnozeq w liczbie:
2@l W Arzsy”Afi *fi-8m2+iin /4-1Y
/dla n»3 Li_(*L*Fnray. t ntsy 2/.

- P - o S
Wyznaczenie operatora L wymaga wykonania mnozen w liczbie:

- dla pochodnych czastkowych wzgledem jednej zmiennej, kolejno x i y:
n-1 n-r 4 3

. N
) . o L_m2)+ 2 L
1 L PR ILFgy)= L for 1-0 2%u "12 6

=N

- dla pochodnych czastkowych wzgledem obydwu zmiennych:



taczna liczba niezbednych do wykonania mnozen w .trakcie wyznaczania operatora LpP Wynosi :

rxey

5-1 -15*50"” b /4-"/

o _
/dla ro3 Ll‘(/SLPFrxay) Y

Tak wiec wykonanie jednej petli algorytmu wymaga wykonania mnozen w liczbie okreslonej poniz-

‘%
Li(pal ) =Fi + ? fn3 t A - /4-12/

»

Szym wzorem*

/dla n=+2,3,4,6 LR(p i) - 2,10,29,125/

dla ruchu wzdduz wspotrzednej x lub y, badz tez w*orem:

TPz n5 . |$ ﬁ |? n /.ii/

tl(pa2)” 60 1212 " 12 “ 10 /4.131

/dla n=2,3,4,6 Lﬁ pa2 = 2,12,42,252/
dla ruchu wzdtuz przekatnej. Jest to réwniez wielomian 5-stopnia wzgledem stopnia krzywej n, dajacy

liczbe operacji ponad dwukrotnie mniejszg niz w przypadku h/1/rys.4.1/.
4.2.3. Zkozonos¢ obliczeniowa wyznaczenia wezda cigguna podstawieréwnania ogélnego

Okreslmy réwniez zdozono$¢ wyznaczania punktéw ciggu aproksymujacego, generowanego wprost
z réwnania /3*1/. Metoda ta wymaga wyznaczenia pochodnych czastkowych I-rzedu w biezacym punkcie
ciagu /niezbednych do wyznaczenia wektora kierunkowego stycznej/ oraz wartosci funkoji w 00 naj-
mniej dwéch sasiednich weztach siatki, z ktérych Jeden zostanie wybrany na kolejny punkt aproksy-
mujacy -

Wyznaczenie pochodnej 1-rzedu /wg wzoru /3.9// wymaga wykonania mnozen w liczbie:

n-1 n-k-1

rcvv &y B

Natomiast wyznaczenie wartosci funkcji wprost z réwnania /3.1/ wymaga

» - 3 . « .
(1+1)1 - f- +n + | n /4.15/
i=1

mnozen. Wyznaczenie pochodnych PX i Py oraz wartosci funkcji F(x,y) w dwu wezdach w.maga wiec wyko-

nania mnozen w liczbie okreslonej nastepujacym wzorem:
Lp » - n3 +3n2 - jJ n /4.16/

/dla n-2,3,4,6 tP = 22,62,132,394/, /rys.4.1/.

A wiec ztozonosci obliczeniowe poszczeg6lnych algorytméow okreslajg sie wielomianami wzgledem

«topni dyskretyzowanyoh krzywych, co nalezato wykazac, g
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4_.3. Poréwnanie ztozonosci obliczeniowej algorytméw

Wyprowadzone wyzej wzory na zdozonos¢ obliczeniowg wyznaczenia jednego wezda ciggu aproksymu-
jacego za pomoca réznych algorytméw /na siatkach 4- i 8-spéjnych, z h=1, h/1 oraz wprost z réwnania
uwiktanego krzywej /3.1// pozwalajg na nastepujace stwierdzenia /zob. tabela 4-.1/:

a/ najprostszym algorytmem jestt

- dla n”26 - algorytm dyskretyzacji na siatce 4-spdjnej z h-1,

- dla n>26 - algorytm dyskretyzacji wprost z réwnania uwiktanego/3-1/j
b/ najbardziej ztozonym algorytmem JeBt:

- dla n”.3- algorytm dyskretyzacji wprost z réwnania uwikd#anego/3.1/,

- dla n>4- algorytm dyskretyzacji na siatoe 8-spdjnel z h/1.

Z faktu najmniejszej ztozonosci wyznaczania jednego wezda ciggu okreslonym sposobem "nie wynika
Jednak fakt najmniejszej ztozonosci dyskretyzacji krzywej tymze sposobem. Odlegdosé miedzy kolejny-
mi wezdami ciaggu aproksymujacego, wyznaczonego za pomocag réznych algorytméw dyskretyzacji Jest bo-
wiem rézna. Algorytm dyskretyzacji na siatce 4-spdjnej zapewnia, ze odlegtos¢ ta jest stata i réwna
h. W przypadku algorytmu dyskretyzacji na siatce 8-epdjnej lub algorytmu generacji wprost z réwna-
nia /3.1/ odlegtos¢ ta moze by¢ réwna h lub V2h. Jeden punkt ciggu moze wiec aproksymowac¢ dtuzszy
niz w przypauku poprzednim odcinek krzywej.

Przeprowadzmy wzajemne poréwnanie rozwazanych metod dyskretyzacji, obliczajac stosunki ztozo-
nosci obliczeniowej wyznaczania jednego wezda ciggu aproksymujacego w funkcji stopnia krzywej n

/rys.4.1/. Interesowa¢ nas bedag przebiegi zaleznosci oraz wartosci n, dla ktérych stosunki zdozo-

nosci:
ffieep) ifteap)

a/ sa réwne 1,
LE (4sp) 1"(4sp) 1

b/ sg rowne
H; (8sp) tFteep)

c/ sg réwnej".
1£(4sp) L~(4sp)

Na podstawie analizy tych zaleznosci sformutujemy nastepujgce stwierdzenie o najszybszej ge-
neracji krzywych dyskretnych stopnia n przez poszczegdlne algorytmy:

Najszybszg generacje krzywych dyskretnych, aproksymujacych krzywe algebraiczne stopnia n mozna
osiagnac:
- dla n”*3 - algorytmem dyskretyzacji na Biatce 8-spdjnel z h=1,
- dla 4-~n~16 - algorytmem dyskretyzacji na siatce 4-spdjnej z h"1,

- dla n*"17 - algorytmem dyskretyzacji wprost z réwnania /3.1/.

4.4_. Z¥ozonos¢ dyskretyzacji krzywych

Z¥ozonos¢ dyskretyzacji krzywych jest funkcja ich ddugosci. W dyskretyzacji na siatce 4-spoj-—

nej z h=1 z#ozono$¢ ta wyraza sie wzorem:

L1(4sp) = Lj + maL”™Pal)



Tablica 4.1. Ztozonos¢ obliczeniowa wyznaczenia Jednego wezda ciggu aproksymujacego krzywa
/mierzona liczba wykonywanych mnozen/ w funkcji stopnia krzywej n, dla réznych

algorytméw w aproksymacji krzywych oraz dla réznych modudéw siatki /h»1, h/l1/.

n Lp (4ep) Lp (Sep) LP (4sp) LP (6ap) LP

1 2 2 0 10 i 4

2 12 14 2 12 . 22

j 39 54 10 ir?.j 62

4 94 14 1 29 \ 42 132

5 190 364 1 65 112 -~ 240

6 342 756 1 125 252 394

7 567 1428 1 217 504 602

8 " 884 2508 350 . 924 872

9 1324 4158 i 534 I 1584 1212
10 1880 6578 1 780 , 2574 1630

n 2607 10010 J 1100 , 4004 2134

12 3522 14742 i1507 . 6006 2732
13 4654 21112 12015 i 8736 3432

14 6034 29512 1 2639 i 12376 4242
15 7695 40392 | 3395 1 17136 5170

16 9672 54264 i 4300 : 23256 6224

17 12002 71706 5372 31008 T 7412 1
18 14724 93366 6630 40698 [ 8742 ,
19 17879 119966 8094 52668 , 10222 i
20 "21510 152306 9785 67298 ,11860
2 25662 191268 11725 85008 113664 i
22 30382 237820 13937 106260 " 15642 i
23 35719 293020 16445 131560 117802 '
24 41724 358020 19274 161460 120152 i
25 48450 434069 22450 196560 %22700 :

Rys.4.1. Stosunki z#ozonoéci obliczeniowych wyznaczania Jednego wezda ciggu aproksymujaeego dla
réznych metod aproksymacji w funkcji stopnia krzywej n.



gdzie 3 jest pomniejszong®"o 1 liczba punktédw ciggu aproksyraujacego krzywa.
V aproksymacji krzywej odcinkami linii siatkowych liczba ta jest ddugod ig /wyrazong w module
siatki h/ linii damanej, aproksymujacej dang krzywa.

Dla siatki 8-spéjnej z h=d zhozonos$¢ dyskretyzaoji wyraza sV innym wzorem«
L~"Ssp) - a + m” LB(pal) + mp LP(Pa2)

przy czym mxy +mp Jest pomniejszong o1l liczbg punktéw cigguaproksymujacego krzywaj
y Jest liczba punktéw wyznaczonych w petli prl algorytmu, natomiast
mP jeBt liczbg punktéowwyznaczonych w petli p tegoz algorytmu.
Liczba me+ 'J~2np okresla ddugos¢ linii tamanej /wyrazong w module siatki h/, aproksymujacej krzywa
zadang .-
Przeprowadzona wyzej ocena zdozonosci obliczeniowej algorytméw dyBkretyzacji dowolnych krzy-

wych algebraicznych stopnia n. Stad tez dla uproszczonych postaci algorytméw prawdziwe sa réwnosci«
Z(4sphl) @ Lj(4sp) , Z(8sphl)« L~N(B8sp) oraz Z(rhf) <« LP ,

gdzie Z(4sphl) i Z(esphl) okreslaja ztozonosci obliczeniowe dyskretyzaoji krzywych algebraicznych
stopnia n, zadanych w postaci uwikdanej F(X,y)= 0, ze wzgledu na przedstawione algorytmy dyskrety-
zacjl na siatkach kwadratowych,oodpowiednio 4- i 8-spéJnych.

W praktyce wystepuja krzywe, dla ktorych niektére ze wspétczynnikéw a” réwnania /3.1/ sg ze-
rowe. Zerowe wartosci bedg miaty wtedy réwniez i niektére z pochodnych czastkowych. Sprawdzajac za-
tem wartosci tych wspédczynnikédw mozna w przypadku ich zerowej wartosci zmniejszy¢ liczbe operacji

w algorytmach.

5. ANALIZA BL?DOW DYSKRETYZAOJI

Gtownym celem kazdej aproksymacji Jest osiggniecie pewnego okreslonego stopnia doktadnosci przy
blizanla wg zadanego kryterium. Tak wiec podjecie aproksymacji powinno by¢ uwarunkowane zatozeniem,
te skutecznos¢ tego przyblizenia da sie oszacowac..

W teorii aproksymacji znanych jeet wiele réznych miar jakosci aproksymacji funkcji F(t) funk-
cja f(t,p) /p - parametr aproksymacji/. Wyrézni¢ mozna klase miar szczytowych, charakteryzujacych
aproksymacje lokalnie, wskazujacych ekstremalne wartosci bdedu i argumentu, przy ktérych one wy-
8tepuja, oraz klase miar globalnych charakteryzujacych aproksymacje w przedziale [a,b] globalnie,
bsz wyrézniania argumentu t, dla ktérego to przyblizenie Jest najgorsze lub najlepsze.

Ocena btedéw aproksymacji Scisle zalezy od wyboru miary, w ktdrej- ocena ta jest dokonywana.
Klara natomiast powinna.byé adekwatna do problemu, w ramach ktérego aproksymacja Jest wykonywana.

Na etapie tworzenia algorytméw zastosowalismy przyblizenia jednostajne, polegajace na, rainlma-
lizaoji maksymalnej odlegtosci miedzy krzywa zadanag i Jej przyblizeniem /damang/. W tym rozdziale
wybierzemy metryke do oceny tego przyblizenia, majac na uwadze przeznaczenie omawianych metod i
Sadzimy, ze powinna to byd inna metryka niz generacyjna, ktéra zostaka wybrana przede wszystkim ze
wzgledu na prostote /i szybkos¢/ dziatania algorytméw.

Zaktadajgo, ze algorytmy te beda przede wszystkim stosowane w grafice komputerowej i numerycz-
hym sterowaniu obrabiarkami, w ktérych to dziedzinach stawia sie wymagania aproksymowania ksztattow
ilgur geometrycznych, czyli aproksymacji w zbiorach, sadzimy, ze wybrana do oceny Jakosci aproksy-

macji metryka powinna uwzglednia¢ oeohy percepcji wzrokowej czhowieka, tzn. powinna byd odpowiednia



*

do "metryki' systemu wzrokowego czdowieka. Nalezy wiec uwzgledni¢ fakty znane z dziedziny psycho-

fizjologii Byatemu wzrokowego czhowieka. Wiadomo, ze w prooesie oceny wzrokowej ksztattéw figur

geometrycznyoh istnieja dwa stadia:

1/ ocena lokalnych odchytek od "regularnosci* przylegajgoyeh czesci figury, co identyfikuje sie
a pomiarem wzglednych szczytowych bdedéw, mierzonych w metryce zbiordéw]|

2/ ocena globalna figury uwarunkowana kontekstem, wzorcami, regularnoscig ksztattéw i znieksztak-
cen.

Zadna ee znanych metod oceny aproksymacji nie uwzglednia Jednak w pedni ozynnikéw wptywajacych
na oceng ksztattow przez system wzrokowy cztowieka.

W literaturze fachowej zagadnienie doboru metod oceny algorytméw dyskretyzaoji krzywych do
zastosowan w grafice komputerowej nie jest prawie w ogéle dyskutowane. W jedynej publikacji poru-
szajacej te problemy Ohung /1977 r./ uwaza, ze algorytmy dyekretyzacyjne powinny minimalizowac
Jedna z nastepujacyoh wielkosci«

a/ |r-d] - odlegtos¢ liniowg wezta od krzywej,
b/ |P(x,y)] - modud wartosci funkcji opisujacej krzywa,
o/ |pole wyjsSciowe minus pole wynikowe | aproksymowanej figury.

W niniejszej rozprawie ocene aproksymacji wykonamy w dwéch metrykachj w metryce przestrzeni
euklidesowej /miara lokalna/ oraz w metryoe polowej /miara globalna/, '"nieczutej" na lokalne znie-
ksztatcenia figur, a oceniajacej Jakos¢ aproksymacji wielkoscig modutu pola miedzy konturem gpro-

ksymowanym 1 aproksymujacym.
5.1. Szczytowe bdedy dyskretyzaojl
5.1.1. Bezwzgledne szczytowo bidedy dyskretyzacji

Za pomoca omoéwionych w poprzednich rozdziatach algorytméw mozna generowaé¢ na podstawie réwna-
nia opisujacego krzywa P(x,y)*0, ciag bezposrednio spdjnych wezdtéw siatki, w ktérych modut wartos-
ci funkcji P(x,y) osiaga lokalne minimum. To minimum gwarantuje nie wieksza odlegtos¢ niz h kazde-
go z punktéw ciggu od zadanej krzywej. Sposroéd wezddw ciggu aproksymujacego krzywg najbardziej od-
dalonymi od niej beda te wezty, w ktérych linia tamana /tgczgoa sgsiednie punkty oiggu/ zmienia
kierunek /przeguby linii #amanej/, co odbywa sie zawsze w kierunku krzywej, tak aby osiagngé¢ wezed
e mozliwie najmniejszym modutem F(x,y). Stad tez wyznaczanie szczytowych btedéw dyskretyzacji
sprowadza sie do wyznaczenia odlegtosci przegubéw linii +amanej od krzywej.

Sposrod wszystkich mozliwych wzajemnych podozen siatki i krzywej, najwieksze oddalenie linii
tamanej i1 krzywej, czyli najwiekszy bezwzgledny szczytowy b#ad aproksymacji krzywej +amang wystapi
woéwczas, gdy w dwéch wezdach siatki, "kandydujgcych"™ na kolejny wezet ciagu, wartosci funkcji beda
rézni¢ sie tylko znakami, tzn. wezty te bedg potozone po przeciwnych stronach krzywej, a moduty
wartosci funkcji beda réwne.

Rozpatrzymy teraz #uk krzywej zadanej réwnaniem /3.1/, dla ktérego to #uku kat nachylenia
stycznej of ~ oraz aproksymujaey ten Huk cigg wezdow siatki, wygenerowany przez algorytm,
ktérego metryke generacyjng Jest |?(x,y)j- Niech w dwoch wezdach siatki, lezacych po przeciwnych
stronach krzywej, moduty wartosci funkcji beda sobie rowne. Oznaczmy te wezty przez Pj i1 Pg, a
odlegtosci od krzywej przez ~ 1 2 /rys.5.1/. Wyznaczmy bezwzgledny szczytowy bkad ~» , gdy za- j
chodzi réwnosé:

IHPIJ « [P /5.1/ 3



lub Jej réwnowazna ,
FAr) +?2(?2)-0 /5.2/

Twierdzenie 5.1

W dyokretyzaoji krzywyoh /5-"I/ /wkacznie z zatozeniami/ przeprowadzonej w metryce |F(X,y) |
oszaoowanie bezwzglednego szczytowego btedu tej dyokretyzaojl, mierzonego w metryce euklldeao-
wej opisuje sie roéwnaniem algebraloznym /zmiennej g / stopnia nie wyzszego niz stopien dys-
kretyzowanej krzywej.

Dowdd

Dla dowodu wyprowadzimy réwnanie zmiennej J , z ktérego mozna wyznaczy¢ wartos¢ J /oszacowa-
nia bezwzglednego szczytowego bdedu dyakretyzacji/ ogélnie znanymi metodami. Stopien tego réwnania
bedzie nie wyzszy niz stopien roéwnania dyskretyzowanej krzywej /3.1/.

Poprowadzmy prostopadde do krzywej F(X,y)=*0 z punktéw P~ i P~ 1 oznaczmy punkty przecie¢ pro-
stopadtych i krzywej odpowiednio P* i P®, Jak na rys.5.1. Poprowadzmy réwniez linie réwnolegda do
prostej /P~, P~/ 1 styczng do krzywej w punkcie P". Kat nachylenia stycznej w punkcie P" oznaczmy
przez oC .

Wyznaozmy nastepnie wartosci funkcji F(x,y)w punktaohPl i P2 postugujac sie rozwinieciem tej

funkcji w szereg Taylora w otoczeniu punktéw P* i P™*

FAY -FCD + £ {y CAG ey, =) FED

/5.3/

_*CE) +t TT A*2Ti +Ay2-h) pQP

Poniewaz zgodnie z definicja krzywej zachodzi

lpu)l- k@M| =Fo /5.47
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oraz prawdziwe sa, dla kata nachylenia stycznej de ,.ikywej O< << - ponizsze zwigzki
Ax1 " 5% 8it$ » ANi = “Ji °08~7
/15.51
A X2« “f2SInc * A: I,
F . E
gdzie sinci= - ~~~~(P") , coscCp - F) -
\F22+72 i
X 'y Xy
otrzymujemy z /5.2/» na podstawie /5.3/ f /5.5/, réwnanie!
n
r- _1
i1 il (p2+p2)i/2 \ x 8x y 57
Xy /5.6/
+ /p2+p2)i/2 (Fx 3x + Fy FEPP
/\~X y'
tatwo wykazaé rowniez istnienie ponizszego zwigzku
yi eos™ + jxos*2=0h , gy=(3d., T2t 5T, /5.7/

gdzie Q - Qh(cx,V) jest funkcjg rodzaju siatki kwadratowej, kata nachylenia stycznej do krzywejOC
i kata T nachylenia gtéwnych linii siatki do osi ukiadu wspotrzednych.

Dokonujemy nastepujacego uproszczenia! linearyzujemy Kkrzywa, na przestrzeni ograniczonej przez
elementarne pole siatki, odcinkiem stycznej w punkcie P". Dla krzywych o dostatecznie duzych - w
stosunku do modutu siatki h - promieniach krzywizn /R"~>h/ katy /3 ii rbéznig sie od kata OC nie-

wiele. linearyzacja ta Jest réwnowazna zatozeniu

co oznacza, ze fi—OC—<$‘'f a warto$ci pochodnych czastkowych funkcji F(x,y) w punktach P,j, Pg i P"

mozna przyja¢ za rowne. .Réwnania /5.6/ i /5.7/ przyjma wtedy odpowiednio postac!

i*
E -MmI L s 5/
=1 u(ferine ss) xsx + ysy 7
Xy
oraz
Si + ?2 EQ » Si “« d1* 22 " /5.9/
Prsyjaiujac jako znane, otrzymujemy ostateczne réwnanie algebraiczne n-stopnia, z ktdérego mozna

wyznaczy¢ ~ - kres gorny szczytowego bdedu bezwzglednego!



"N A i
b~ 2?) ++ 0 9 ~ ~%f +K)1 i " *
1% oz ) (=% D1 xs5i + 2(p7 " 0 /5*10/

gdzie n Jest stopniem krzywizny krzywej, & wszystkie pochodne czastkowe wyznacza sie w punkcie P~".
A wiec mamy jak w tezie twierdzenia 5ki1. B

Dla krzywych 2-stopnia /n=2/ otrzymujemy réwnanie«

1
22;(P7 » * P, VW *Vu) - 27 (£ 2# 2PyF2)ah i 2(K ) 2
/5-11/

& w2, Pw dpP» A * PP 2

ktérego rozwigzaniem jest«

H2 °h
21« 2 ’91 \ 2t 4 /5.12/

gdzie H, a, b 1 e oznaczaja odpowiednio« promien krzywizny, pétosie duzg i matg oraz parametr
krzywej 2-stopnla, natomiast
1 dla prostej, okregu i elipsy”
0 dla paraboli
--1 dla hiperboli

Uwzgledniajac, ze dla siatki 4-spéjnej zachodzi zwigzek«

ioyer ar
dl + d2 = h(sin6 + cosS) = —& 058" ~ @) /5.13/

0<9<] ,
z przyjetych uproszczen wynika d» *ei 1 dj * e2”
Po rozwinieciu wyrazenia @ 0N0” ,Y) i podstawienia go do wzoru /5«12/, otrzymamy uogol-

niony wzér szacujacy <r dla krzywych 2-stopnla, aproksymowanych na siatce 4-spéjnej:

r 2 RIO2 -2 hzcosz&_e)
+ H2 (5 **( = /5.14/

Podobnie dla siatki 8-Bpdjnej prawdziwe sg zwigzki:

d1+d2— hoos9 0< 9< '.

/5.15/

hslne £E<0O0<*f
dl + d2



ktére, ze wzgledu na uproszczenie eNi do = pozwalaja zapisa¢ wzér /5-12/ w postaciacht

2 2 2
o L hcpa®© 1’ R . h co4b 0 /5 16/
cn” * {2')11 lLCrveCn -
dla 0~ 67 oraz
. 2 2 .2
h sin® R h“sin ©
?1 2 2 P 4 /5.17/
CD3 *“gt)3 - -

dla | < 6 < |

gdzie 8 =cC - Y jest katem nachylenia stycznej, a H- katem nachylenia gtéwnej lini siatki.
Bezwzgledne szczytowe biedy dyskretyzacji krzywych 2-stopnia na siatkach kwadratowych sg wiec
odwrotnie proporcjonalne do promienia lokalnej krzywizny i do rzedu spoéjnosci siatki kwadratowej
6mz zalezg od kata 6 miedzy styczng do krzywej i blizszg z gtéwnych linii siatki.
Poréwnujac kresy goérne biledu szczytowego aproksymacji na siatkach 4-spéjnej i 8-spdjnel] mozna
stwierdzi¢, ze:
1/ maksimum kresu gérnego bezwzglednego szozytowego bitedu aproksymaoji na siatos 8-spojned

wystepuje dla tych wartos$ci kata naohylenia stycznej, dla ktérych wystepuje minimum tegoz
btedu w aproksymacji na siatce 4—spdjnej i odwrotnie,

2/ warto$¢ maksymalna kresu gérnego bezwzglednego szczytowego btedu aproksymacji na siatce
8-spojnej jest rowna warto$oi minimalnej tegoz btedu w aprokaymaoji na aiatoe 4-spdjnej.

5.1.2. Wzgledne szczytowe biedy dyskretyzacji

Zdefiniujemy wzgledny szczytowy bigd jako stosunek odlegtosci przegubu linii‘tamanej
/taczacej sagsiednie wezty wygenerowanego ciggu/ od krzywej do diugoséci X odpowiedniego tuku, wyz-

naezonego przez punkty przeciecia sie krzywej z linig tamang 9w =
Twierdzenie 5*2

Dla aproksymacji na siatce 4-spdjnej zachodzi oszacowanie

w sin® cos® o< ex< & /5.13/

Dowéd

Dokonajmy uproszczehn polegajacych na zastgpieniu)lukéw krzywych cieciwami, a wmiejsce wyraze-

. 91 di .
nia -ir— wyznaczymy Z . i

i i J
+
Wi ielkoséci di oraz 1* sa, jak widaé, wysokoscig kata prostego oraz przeciwprostokatna tréjkata
prostokatnego, utworzonego przez punkty przecinania sie tamanej z cieciwg i majgcej katy ostre 6

i (90°-®). Stad stosunek tych wielkosci okres$la sie,wzorem«
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(g

ale ze wzgledu na przyjete uproszczenie d » i * ~ mamy

¥ <«asinS cosO

co nalezato wykazac.

Twierdzenie 5.3

Dla aproksymacji na siatce 8-apdjned zachodzi oszacowanie

« sinS cos9 - sin20 , "0 9 1

/5.19/

Dowéd

Dokonajmy uproszczenia, jak w dowodzie twierdzenia 5.1*

W przypadku siatki 8-spéjnej trojkat utworzony przez *amang i cieciwe Jest trdjkatem rozwartokat-
nym o kacie rozwarcia 135° oraz katach ostrych 9 i (45°-9). Stosunek wysokosci kata rozwartego do

przeciwrozwartokatnej w takich tréjkatach wyraza sie wzoreras

_1 a sin9 cos9 - sin29

Ze wzgledu na przyjete uproszczenie 21T Xi M N

_ R ur
a sin9 cos® - sin 9 , o~ 94 ~

Ry*. "5.2. Okre$lenie wzglednego Bzyczytowego bdedu aprokaymaoji
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.
Wyznaczone za pomocg wzoréw /5.18/ i /5.19/ bledy osiggaja swoje nartodédi maksymalne

dla 6 =_£ 75:20/

przypadku siatki 4-spdjnej oraz
(-i)» . , 0>207 dla 0 = arctg (/2+1) 75.21/

w przypadku siatki 8-spdéjnej. - +

Wzgledny szczytowy blad jest wiec funkcja rzedu spdjnosci siatki oraz jej kata obrotu, a nie
stopnia i rodzaju krzywej i ma ekstrema dla tej wartosci kata 9 co bezwzgledny szczytowy biad.
Wzgledny szczytowy bdad Jest ponad dwukrotnie wiekszy przy Biatce 4-spéjnej niz przy siatce 8-apdj-
nej.

Wartos¢ Srednia wzglednej szczytowej wartosci bdedu, rozumiana Jako usredniona wzdduz 4uku
krzywej wartos¢ wzglednego szczytowego biedu aproksymacji, zalezy jednak w istotny sposéb, tak od
rodzajow krzywych, jak i ich parametréw geometrycznych oraz od rzedu spéjnosci siatki i np. dla

krzywych 2-stopnia jest ponad dwukrotnie wieksza przy siatce 4-spdjnej niz przy siatce 8-apdjnej.
5.2. 3rednioglobalna ocena jakosci aproksymacji
5.2.1. Sredni modu¥ pola przylegajacy do odcinka /krétkiej/cieciwy Jako wzgledny podowy biad

Jako miare jakosci aproksymacji krzywych na siatkach kwadratowych wprowadZzmy miare podowa
fs

0 =e Lp/! , bedaca modudem pola miedzy krzywg i1 aproksymujaca Ja tamang, przypadajacego na Jed-

Jp
nostkowy odcinek krzywej /rys.5.3a/.

Rys.5.3. llustracja do wyznaczenia wzglednego btedu polowego aproksymacji krzywej

na siatce 4-spdjnej
Twierdzenie 5.4.
Dla aproksymacji na siatce 4-spdjnej zachodzi oszacowanie

& 1+COB CC 75.22/
Jp 8cos cC



Dowdd
3t S1(4r)
Dokonajmy uproszczenia polegajgacego na zastgpieniu stosunku s- stosunkiem -—: , gdzie
4 i
S78r) jest Srednig arytmetyczng sumy poél oraz S*+1 , a 1™ jest ddugoscig cieciwy wyznaczonej

przez punkty przeciecia sie krzywej z dwoma sasiednimi réwnolegtymi liniami siatki /ryt>.5.3b/.
Suma pél S* oraz przyjmuje wartos¢ minimalng, gdy 3 = SN+l oriiZ wartos¢ maksy-

malng w przypadku skrajnej nieréwnosci tych pél /réwniez skrajnej nieréwnosci wartosci d® oraz

4+[*

Ze wzgledu na zwigzek dl1 + d™+1 = hcoso6 otrzymujemyi

.2
min (§* + S*+1) - — otgoC

Prawdziwe sa réwniez zwigzkit.

dmax =5 (sin Q- + cos oC)

dmin ==5 (eos<X.-sinoO

Stad, pamietajac o wczesniej wyprowadzonym zwigzku ~ = sinoccosc< otrzymujemy:

_ d2(max) (1+2slna-cos OC)h2
~(max ) - 2sinoCcosoC SsincCcosoC
0 - - 7
o d (min) 1-sinod6cos c< h
i'm n*®*“ 2sintXcoscA " 8 sinacoscC
A wiec
h2

max(Si =mSi+l ) = 4 0inCCcosoC

Srednia arytmetyczna wartosci wyrazen min(S" + Si+1® oraz max(S* + S~+1) odniesiona do cie-

clwy 1 daje
h0~COB”e/j 0<0C<T.
1 8coscC ’ N4
Si si(hr)
Ze wzgledu na przyjete uproszczenia S W -r mamy -
4 i
~ licost™ h O0<C« ¥
jp 8cos cC s

co nalezato wykazac,
Twierdzenie 5.5

Dla aproksymacji ma, siatce 8-spdjnej zachodzi oszacowanie

i~ 2+sin2dC - 48inotcoagk h , O<c«arctgi A.23/
p eMoosc<.~ sinei.) 2



Dowéd

Wprowadzmy uproszczenie ldentyczne, jak w dowodzie twierdzenia 5.4. Wyznaczmy wiec stosunek

Sfér) Sy
—4- w miejsce stosunku ~~
4 4

Prawdziwe sg zaleznosci:
AN cosen - h sinOC<ci<” cosOC
+ d#H1l = h(oosOi.- sincO-

oraz zwigzek wyprowadzony w dowodzie twierdzenia 5.3:

— = sinoCcosoC - sln2cC .
1i

Ha podstawie tych zaleznosci otrzymujemy /dla 3" - si+l/
min(sic + 84+1) = COSPQmEENOC 112

Warto$¢ maksymalng sumy pdl otrzymamy przy skrajnej ich réznloy /a wieo przy skrajnej roznicy A+

oraz dl+1/*
. d2(max)ctgCC
S"(max) = — ( 2~) 9

s (nin)* - 924mim.ctgoc

o o 2
s 5 8, hcosoC h
BaxSi + >m 4einc((co8oC -sin<X) 2
a S*(sr)
A ze wzgledu na przyjete uproszczenie sr- W j mamy Jak w twierdzeniu:

2-»sIn20C -$alnoCcoac/-
?p 8(coaoC- sino0

Sredni moduk pola przylegajacego do odcinka /krétkiej/ cieciwy zalety wiec jedynie od rzedu
spéjnosci 8tatki kwadratowej, a nie zalezy od krzywizny i stopnia krzywej.
5.2.2. Srednie wartosci modutu pola przylegajgcego do Jednostkowego odcinka kr-ij~-sJ

S (sn)
Usredniajac wyrafcenie EP * ~ — —  wzdbtuz Huku krzywej .zgodnie ze wzorem*
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tj. catkujac wyrazenie -— wzdduz duku krzywej i odnoszac catke do diugosci +uku, wzdduz kto-

rego odbywato sie ca%kowan%e, uzalezniamy stosunek E od typéw i parametréw krzywych.

Wzory okreslajace Srednie wartosci modudu pola przylegajacego do odcinka krzywej aa Jednak
zhozone. latotne wnioaki, ktére wynikaja z analizy tych wzoréw ea nastepujace:

1/ wartos¢ Srednia btedu poiowego zalezy w dos¢ istotny sposéb od typu i parametréw geometrycznych
krzywych oraz wzajemnego podozenia siatki i krzywej;

2/ dla pewnych wartosci parametrow krzywych 1 ich potozenia wzgledem linii siatki, dla ktérych wy-
stepuje kres gorny Sredniej wartosci bledu polowego w aproksymacji na siatce 4-spéjnej, wyste-
puje kres dolny bdedu w aproksymacji na siatce 8-spdjnel;

3/ dla pewnych ekstremalnych wartosci parametréw geometrycznych krzywych /lub ich etosunku/ 1 pew-
nych katéw obrotu siatki w stosunku do osi krzywych Srednie wartosci bdedu polowego w aproksy-
macji na siatce 4-spéjnej i1 8-spdInej zmierzaja do wartosci 0,25 hi pierwsza z goéry, a druga
z dotu.

3.3. Podstawowe rezultaty oceny Jakosci aproksymacji

Analizujac wyniki przeprowadzonej oceny bdedéw szczytowych i polowych aproksymacji krzywych
B-stopnia zadanych w postaci F(x,y)=0 na siatkach kwadratowych 4- i 8-spdjnych, mozna stwierdzi¢,
e
"/ wzgledny szczytowy bidad oraz bded potowy nie zaleza od typu i stopnia krzywizny jkrzywej, a Je-

dynie od rzedu spéjnosci siatki;

2/ kres gorny bitedu szczytowego, wartos$¢ Srednia wzglednego biedu szczytowego oraz wartos¢ Srednia
bdedu polowego zalezg w do$¢ istotny sposéb od rodzaju krzywych i ich parametré* geometrycznych
oraz od rzedu spdéjnosci siatki;

3/ kazda z trzech wyznaczonych wartosci b#edu lokalnego, tj.j kres gérny wartosci szczytowej,
wzgledny szczytowy blad oraz warto$¢ Srednia wzglednego szczytowego bdedu sg ponad dwukrotnie
wieksze przy siatce 4-péjneld niz przy siatce 8-spéjnej;

4/ warto$¢ Srednia btedu polowego jest wieksza o ok. jedna trzecig przy siatce 4-spdjnej niz przy

siatce 8-spdjnej. i

Prawdziwe eag wiec dwa generalne wnioski;
V niezaleznie od stopnia i typu krzywej bdedy lokalne aproksymacji sa ponad dwukrotnie wieksze
dla siatki 4-spéjnej niz dla siatki 8-spdjnej;
2/ niezaleznie od typu btadu kazdy z nich jest wleksiy dla .siatki 4-spdjnej niz dla siatki 8-spdj-
nej - -
A
Aproksymacja na siatce 8-spdéjnej jest wiec bezwzglednie doktadniejsza, nasuwa sie wiec wnio-

sk, ze w dyskretyzacji krzywych na siatkach kwadratowych jednorodnych dok#adnos$¢ aproksymacji

*zra8ta wraz ze wzrostem rzedu spéjnosci siatki, na ktdérej Jest dokonywana dyskretyzac ja.



6. ZAKONCZENIE

Celem prowadzonych badan bydo rozwiniecie teorii i uzyskanie wynikéw aplikacyjnych w dziedzi-
nie catkowitoliczbowej aproksymacji krzywych algebraicznych ptaskich. W Swiecie badania tego typu
sg prowadzone od kilkunastu lat i uzyskano wiele pozytywnych wynikéw w zakresie algorytméow dyskre-
tyzacji prostej i krzywych 2-stopnia. Badania niniejsze rozwijaja i udoskonalajg algorytmy calko*-
witoliczbowej aproksymacji prostej i krzywych 2-stopnia na cata klase krzywych algebraicznych
ptaskich. W ramach tych badan przeprowadzono réwniez ocene dokkadnosci aproksymacji w mierze lokal-
nej i Srednioglobalnej oraz ocene ztozonosci obliczeniowej algorytméw w ich realizacji komputerowej.

Réznorodnos¢ w zbiorze mozliwych rozwigzan tak postawionego zadania zostaka ograniczona nato-
zeniem na algorytmy aproksymacji istotnych ograniczen«

m dziatania Jodynie na liczbach catkowitych,

0 niewystepowanie zjawiska kumulacji biedéw,

0 stosowanie jedynie prostych operacji algebraicznych /Zarytmetycznych catkowitoliczbowych badz
elementarnych operacji boolowekicli/,

e prostota obliczeniowa /duza szybkos$¢ dziatania w realizacji komputerowej/.

6.1. Podstawowe wyniki badan

Oméwiono w pracy badania sg analiza zagadnienia dyskretyzacjl krzywych algebraicznych ptas-
kich na jednorodnych siatkach kwadratowych 4- i 6-epdjnych 1lsyntezg algorytméw dyekretyzacJi tych
krzywych metoda podejscia warunkowego, w ktérej moduk wartosci opisujacej krzywa funkcji F(X,y)
zostat przyjety za miare odlegtosci punktu od krzywej /metryke aproksymacyjna/.

Opracowane i opisane /po raz pierwszy w niniejszej rozprawie/ algorytmy sg rozwinieciem
1 uogélnieniem znanych z literatury algorytméw dyskretyzacjl prostej i krzywych 2-stopnia,

a szczego6lnie algorytméw, ktére autor niniejszej rozprawy opisat w pracy z 1977 r. /algorytmy
aproksymacji krzywych 2-stopnia na siatkach kwadratowych 4- i S-spéjnych/, na calg klase krzywych
algebraicznych ptuBkich, w tym i wielogateziowych.

W ramach prowadzonych badan oszacowane zostaly réwniez szczytowe i poiowe biedy algorytméw.
W szczegdlnosci wyprowadzone zostato réwnanie /5.10/, z ktérego mozna wyznaczy¢ kres gérny bez-
wzglednego szczytowego btedu aproksymacji jako funkcje stopnia krzywej. Oszacowane wzgledne szczy-
towe btedy aproksymacji /wzory /5-10/ i /5.19// sa funkcjami rzedu spéjnosci siatki i v zasadzie
nie zaleza od stopnia krzywej /promienia krzywizny i parametréw geometrycznych krzywej/.

Przeprowadzona s$rednioglobalna ocena jakosci aproksymacji ma posta¢ wzoréw na Sredni modut
pola przypadajacego na odcinek krétkiej cieciwy oraz na Jego wartos¢ Srednig powstata z podwdjne-
go usSrednienia modutu pola wzdduz konturéw krzywych.

Wyniki oceny szczytowych i poiowych bdedébw aproksymacji krzywych algebraicznych 3tanowiag
uog6lnienie oszacowan b#edoéw dyskretyzacjl krzywych algebraicznych ptaskich 2-stopnia /wykonanych
i opisanych przez autora rozprawy w 1977 r./ na cata klase krzywych algebraicznych ptaskich i sg
publikowane po raz pierwszy w niniejszej rozprawie. {

Oszacowana zostata takze ztozonos¢ obliczeniowg clyskretyzacji /liczba podstawowych operacji
algorytmu wykonywanych w jednym cyklu dyskretyzacjl/ jako funkcja stopnia krzywej, rodzaju siatki
i wielkosci Jej modutu “oraz sposobu wyznaczania wantoéci funkcji w wezdach siatki.

Szczeg6lnie duzy wpdyw na szybkos¢ dyskretyzacjl ma stopien krzywej oraz wielko$s¢ modutu
siatki h.

Tak jednoznaczne i precyzyjne metody oceny; ztozonosci obliczeniowej /szybkosci dziatania/ ni«

byty do oceny algorytméw dyskretyzacjl krzywych dotychczas stosowane. Autor sa”zi jednak, ze do-
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kkadne okreslenie szybkosci dziatania algorytméw dyskretyzaoyjnych Jest niezbedne do wkasciwej ooe-

ny ich mozliwosci aplikacyjnych.

Wyniki przeprowadzonych badan majg aspekty zaréwno pozmwcze, jak tez i aplikacyjne.

Osiagniete wyniki, sformutowane w postaci dziewieciu twierdzen z dowodami, eg przyczynkiem
do teorii aproksymacji krzywych algebraicznych. Stanowia zasadnicza materie teorii dyskretyzacjl
krzywych - sa rozwinieciem teorii aproksymacji krzywych w nowym kierunku, ktéry Jest nazywany
""aproksymacja oatkowitoliczbowg!® badz tez "aproksymacja na dwuwymiarowych siatkach'. Stworzone zos-
taly ulepszone i uproszczone metody tej aproksymacji oraz ich ocena zaréwno pod wzgledem doktadnos-
ci, jak i ztozonosci obliczeniowej algorytmow.

Aspekty aplikacyjne przeprowadzonych badan sg nie mniej znaczace, Jak aspekty poznawcze. Opra-
cowane algorytmy upraszczaja proces aproksymacji krzywych algebraicznych oraz stwarzaja nowe mozli-
wosci. Maja bowiem ceche, ktérej brakuje algorytmom znanym wczesniej* nie kumuluja biedéw. Pozwala-
ja takze na rozwigzywanie zadan aproksymacji krzywych datwiej 1 szybciej. Dotyczy to w szczegélnos-
ci krzywych wielogatezlowych, oceny doktadnosci i ztozonosci obliczeniowej algorytméw, pozwalajacej
stosowa¢ je optymalnie tak ze wzgledu na dokdadnos$é, jak i wymagane Srodki sprzetowe oraz czas ich

wykonywania -
6.2. Przewidywane zastosowania

Zaproponowane algorytmy dyskretyzacjl zostaly zayntetyzowane pod katem potrzeb grafiki kompu-
terowej 1 numerycznego sterowania obrabiarkami. Autor sadzi Jednak, ze znajda zastosowanie w wielu
réznych dziedzinach nauki i1 techniki* w grafice komputerowej, w szczegélnosci w monitorach graficz-
nych, kreslakach czy drukarkach graficznych - do konstrukcji uk#adowych badz programowych interpo-
latoréw i1 generatorow krzywych i funkcji; w koderach rysunkéw /dyskretyzerach/ - do dyskretyzacjl
konturéw, obryséw i dokumentacji rysunkowej wprowadzanej do komputeréw; w mapach konturowych 1 pro-
jektowaniu inzynierskim - w zadaniach dopasowania ksztattow /modelowanie profilowanych, optywowych
ksztattéow, zwhaszcza w przemystach okretowych i lotniczych, ozy nawet architekturze/* a takze dobo-
rze optymalnych wzornikéw /wykrojnikéw/, czy tez w ukdadaniu zabaw mozaikowych.

Algorytmy te - wydaje sie - znajda zastosowanie réwniez w modelowaniu i przetwarzaniu rysun-
kéw liniowych i obrazéw, w graficznych procesorach obrazéw /procesory kwantujace sekwencyjne dane
1 rozkazy graficzne na posta¢ komérkowg, procesory kompresji obrazu/, do opisu obrazéw w zadaniach
rozpoznawania szablonéw, czy do analizy pisma odrecznego /grafologla/.

Ponadto algorytmy i zastosowane w nich metody, moga znalez¢ takze zastosowanie w konstrukcji
interpolatoréw dla obrabiarek sterowanych numerycznie i w technologicznych programach generacji
krzywych dla celéw interpolowania profilowanych powierzchni, numerycznym sterowaniu procesami tech-
nologicznymi, czy w konstrukcji specjalnych Jednostek decyzyjno-sterujgacych do sterowania na biezg-
°0, zwkaszcza procesami szybkozmiennymi .

Algorytmy i stosowane w nich metody mogtyby takze znalezé¢ zastosowanie w zupednie odmiennych
dziedzinach nauki i techniki: w fizyce czastek wysokiej energii do identyfikacji toréw czastek ele-
mentarnych} w teorii obliczen wspétbieznych czy lingwistyce matematycznej /modelowanie jezykéw for-
malnych/, a nawet w modelach mechanizméw neuropsychologicznych i teorii sieci nerwowych.

Zastosowana metodyka oceny btedoéw aproksymacji moze bys wykorzystana nie tylko w grafice kom-
puterowej oraz przetwarzaniu rysunkéw i obrazéw, ale réwniez w Innych dziedzinach nauki i techniki,
aP. przy okreslaniu tolerancji obrébki w programach technologicznych sterowania obrébka detali?
gdzie wymagana jest wysoka /scisle okreslona/ tolerancja obrébki profilu, Czy tez w cyfrowym stero-
*aniu innymi procesami technologicznymi, w metrologii i systemach automatycznego sterowania do oee-

dyskretyzacjl przebiegéw ciaghych, itp.



- 70 -

L &
Przy wyborze algorytmu do okreslonego zastosowania nalezy bra¢ pod uwage przede wszystkim dwa

czynniki» zdozonos¢ obliczeniowg /mierzong liczbg wykonywanjc h operacji przypadajacych na jednostke
dtugosci krzywej/ oraz efektywna jakos¢ /oceniang wizualnie lub mierzong w jednej z"zastosowanych

w rozprawie metryk/.
6.3. Okreslenie kierunku dalszych badan

Uzyskane przez réznych badaczy wyniki, jak réwniez i te, ktére prezentowane sga w niniejszej
pracy, nie wyczerpuja bynajmniej llety nierozwigzanych probleméw w dyskretyzacji na siatkach w og6-
le, a w szczegbélnosci na siatkach kwadratowych. Wiele probleméw czeka jeszcze na pilne rozwigzania.
Dotyczy to szczeg6lnie zagadnienia operowania na wielkich liczbach w warunkowej dyskretyzacji krzy-
wych algebraicznych na siatkach kwadratowych, w ktérych |F{x,y)|jest metryka generacyjng.

Za celowe nalezy uzna¢ podjecie badan nad strukturalnymi dyskretyzacjami krzywych na jednorod-
nych siatkach kwadratowych, a takze nad dyskretyzacjami krzywych na siatkach kwndratowych niejedno-
rodnych oraz na siatkach innych niz kwadratowe /tréjkatne, szesciokatne, koncentryczne/.

Pilnym do rozwigzania problemem jest tez dyskretyzacja na siatkach przestrzennych /szczegblnie
w dziedzinie grafiki komputerowej i numerycznym sterowaniu obrabiarkami/, przede wszystkim na Jed-
norodnych siatkach kwadratowych, ale réwniez i na siatkach krzywoliniowych /koncentrycznych/.

Na rozwigzanie czeka réwniez zagadnienie catkowitoliczbowej aproksymacji powierzchni, zaréwno
tych najprostszych /2-stopnia algebraicznych/, Jak i tez tych bardziej ztozonych, ktérych niezbed-

nos¢ w grafice komputerowej i numerycznym sterowaniu obrabiarkami Jest coraz bardziej oczywista.
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Dodatek A

Dowéd twierdzenia 1.1

Rozwazmy obszar dyskretny nxn wezd4éw ponumerowanych od lewej do prawej - i=1(1)n oraz z dotu
do gory - J=I(I)n. Poprowadzmy odcinki z wezta poczatkowego do wszystkich innych wezdéw lezacych*na
lub ponizej przekatnej obszaru. Jak #atwo zauwazyé, kazdy z tych odcinkéw ma rézna ddugosé¢ i tylko

takie diugosci moga przyjmowa¢ odcinki w tym obszarze. Liczba tych odcinkéw wynosi«

n
?1 “ 5Z 1 §(nt+tl) - 1-
=2

& wiec wyraza sie wielomianem 2-stopnia wzgledem liczby n, co nalezato wykazac.
Liczbe odcinkéw dgaczgcych wezet poczatkowy z wszystkimi wezdtami obszaru otrzymamy mnozac licz

be przez 2 i odejmujagc n—1 odcinkéw lezacych na przekatnej obszaru- Majny wiec

2 S1- (n-1) = n2-1
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A wiec wezet pierwszy moze by¢ podaczony z n -1 innymi wezdami /co Jest oczywiste/.
2
Wezet drugi moze by¢ podaczony z n -2 innymi wezkami, wezet trzeoi - n0—3 wezdami itd., wezek
n -1 moze by¢ potaczony Jedynie z Jednym wezdem. Ogélna lic*a odcinkéw, ktore daje aie przeprowa-

dzi¢ miedzy dowolnymi wezdami obszaru dyskretnego, wyraza sie wiec wzorem

czyli wielomianem 2-etopnia wzgledem liczby wez¥déw obszaru n2, co réwniez nalezato wykazac.
Wykazemy teraz, ze liczba odcinkéw majacych rézne orientacje wyraza sie wielomianem 2-stopnia

wzgledem n. Jak w twierdzeniu. Postuzymy sie w tym celu siatkag wielospdjna.

Dla obszaru dyskretnego2x2 wezdy mamy 8 réznych orientacji odcinkéw.

Dla obszaru dyskretnego3x3 wezty mnmy dodatkowo 8 orientacji.

Dla obszaru dyskretnego4x4 wezty mamy dodatkowo 16 orientacji.

Dla obszaru dyskretnego5x5wez46w mamy dodatkowo 24 orientacje.

A wiec, przez indukcje w obszarze nxn weziéw daje sie zdefiniowac

&2 = YL 8(1-2) + 8 = 4n(n-3) + 16
i=2
odcinkéw prostych, majacych rézne orientacje, Jest to zaleznos¢ wielomianowa 2-stopnia wzgledem li-
niovego obszaru n, co réwniez nalezato wykazac.

“naczymy, teraz liczbe odcinkéw przyjmujacych rézne diugosci i orientacje. Zauwazmy, ze odpo-
*lesi®> liczbie mozliwych wigzan /miedzywezdowych polaczen/ na eiatce wielospéjnej. A wiec dla ob-
szaru ¢x2 wezty mamy 8 réznyoh odcinkéw /jak dla siatki 8-spdjnej/. Zwiekszajgc obszar dyskretny do
*ymiaréw 3x3 wezdy otrzymujemy dodatkowo 16 réznych odcinkéw /jak dla siatki 16-spdjnej/, a po ko-
lejnym powiekszeniu obszaru do wymiaréw 4x4 wezdy, otrzymujemy dodatkowo 24. rézne odcinki /jak dla
siatki 32-apdjnej”/.

Tak wieo liczba réznigcych sie dhugoscig badz orientacjg odcinkéw obszaru dyskretnego nxn wez-
How wyraza sie wzorem

r,

o

1T >

8(i-1) = 4n(n-1)
2

i
ezyli wielomianem 2-stopnia wzgledem rozmiaru liniowego obszaru n, co takze nalezato wykazac. B

Dowéd twierdzenia 3.1

Odlegtoscia punktu P1 od krzywej jest modut wartosci funkcji w tym punkcie [|P(P1)]. Dwa punkty

i P2 sa Jednakowo odlegte od krzywej, gdy moduty wartosci funkcji w tych punktach sg sobie réw-
re, tj.j

IFCDI =1 F(P2)I

Ulegtos¢ miedzy dwoma punktami Pl i P2 mierzymy jako moduk z réznicy modudow wartosci funkcji

* lyoh punktach, tj.:

d(P1,F2) = |IFCDI - PP |



76 -

Twierdzenie udowodnimy, wykazujac, ze spednione ag trzy warunki, ktére kazda metryk« muoi
spetniaé»
1/ d(F1,P2) = Ow-> P1=P2
2/ d(P1,P2) d(P2,Pl)
3/ d(P1.,P2) < d(P1,P3) + d(P3,P2)

Adl. d(P1,P2) a O oznace«, w przypadku rozwazanej metryki, te.punkty Pl i i2 sg Jednakowo odL ,., e
* od krzywej lub, te leza na tej krzywej. Istotnie, /.godnie z definicja krzywa uwikdana F(X,y)
Jest miejscem geometrycznym punktéw, dla ktérych zachodzi F(x,y)= 0. A wiec d(.l,.?) 0 ozn
cza, te albo |FPD) |- |P(P2)|, tj- pupkty Pl i P2 ag od krzywej Jednakowo odlegte, albo
p(pi) ,, F(P2) =0, tJ. obydwa punkty P1 i P2 lezg na konturze krzywej. n
Ad2. d(P1,P2) = d(P2,Pl) istotnie zachodzi.

Zgodnie z definicja modudu mamy
d(P1,P2) = [IPCDI- IPEDII 1IPC2I- _IPCDII- d(P2,P1)
Ad3. Nieréwnos¢ 1(P1,P2)< d(P1,P3) + d(P2,P3) Jest prawdziwa. Mamy bowiem
d(P1,P2) » ||P(PO|- [PIPDI]

d(P1,P3) = |IPCCD] - k(P3)I]J

d(P2,P3) -1IPCP)I- IPEDIT - [IPCDI- IPCOII
Dlatego

d(P1,K8) - JIPCL) I- |PC2) |+ IP(P3)|- |PHI
= [IPCPDI- IPEDI + IPEI)] - [Py < IP(PDHI-[FIp3l  [lp(p3)] - [P(P2)I]"

d(P1,P3) +d(P2,P3)
co nalezato wykazac.

Dodatek B

Implementaoja algorytméw

W celu zweryfikowania opracowanych w rozdz.3 algorytméw dyskretyzacJdi krzywych algebraicznych
tzn sprawdzenia poprawnosci ich dziatania, poréwnania uzyskanych wynikéw z zaktozeniami na dyskrety
zacje i ujawnienia innych ich cech niz te, ktére byly przewidziane na etapie ich syntezy, a takoe
do wizualnej oceny krzywych dyskretnych generowanych przez te algorytmy, zaimplementowano je na
komputerach IRIS 80 oraz MERA 400 w Jezyku FORTRAN, z wyprowadzeniem wynikéw na drukarke, rastrowy
monitor graficzny oraz kreslak.

Wiele roéznych przebiegéw programéw realizujacych obydwa algorytmy /z réznymi typami, stopnia
mi i kierunkami obiegéw krzywych oraz wielkoscig modutu siatki h/ dowodzi poprawnosci ich konstru
cjl.

Jako ilustracje tych badan umieszczono dyskretne postaci pieciu réznych typéw krzywych /4-

i 6-stopnia/, z ktérych kazda Jest generowana za pomocg kazdego z algorytméw z modudem Biatki

h - Imm, oraz za pomocg badZz algorytmu na siatce 4-apéJneld badz 8-epdjnej z modudem siatki h=0.25.
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Modut siatki h=1 ma zostat tak dobrany, aby /dla okreslonych parametréw geometrycznych I:r:;wych/
zachowa¢ ksztakty geometryczne tych krzywych i réwnoczesnie uwidocznié¢ istotng réznice w gladkosci
+amanych generowanych za pomoca kazdego z algorytméw. Modud f1=0.25 ma zapewnia dostateczng dla Bze-
rokiej klasy zastosowan dok#adnos¢ zobrazowania, szczeg6lnie na monitorach graficznych, niezaleznie
/w zasadzie/ od rzedu spéjnosci siatki, chociaz pozwala /jeszcze/ dostrzec roéznice w ghadkosci #*a-
manych generowanych przez kazdy z algorytméw. Ha przedstawionych rysunkach wida¢ istotng i$znice
n gtadkosci wygenerowanych #amanych na korzysé¢ krzywych wygenerowanych na siatce o wyrzazym rzedzie
spojnosci. Stwierdzi¢ mozna roéowniez wyrazng zaleznos¢ miedzy gltadkosScig krzywej a promieniem krzy-
wizny tej krzywej oraz wzajemnym potozeniem siatki i krzywej /szczegdlnie w krzywych generowanych
na siatce 4-spéjnej/. Gladkos¢ krzywych jest wieksza w tych rejonach krzywej, w ktérych jest mniej-
sza krzywizna krzywej oraz kat /liczony mod. 90°/ miedzy styczna dokrzywej i g¥éwnymi liniami
siatki.

W wyniku omawianej komputerowej realizacji algorytméw uwidocznida sie pewna negatywna strona
zasady wykonywania operacji algorytméw na liczbach catkowitych.. Dla krzywych wyzszych stopni
i okreslonych wymiaréw geometrycznych krzywych, w niektérych rejonach tych krzywych - wartosci po-
chodnych czgstkowych przyjmuja duze wartosci liczbowe. Yiymaga to dfugiego stowa rozkazowego w kom-
puterze. W przeoiwnym razie nastepuje przepednienie rejestro» i przekkamania w obliczeniach,” do-
prowadzajace w rezultacie do ‘‘degeneracji” krzywej. W komputerze MERA 400 zakres liczb catkowitych
/+32767/ byt przekraczany w trakcie generacji krzywych stopnia n>4 i wymiaréw geometrycznych krzy-
wych spoza zakresu liczbowego [-40  40] jednostek. Jesli istnieje obawa, ze opisany stan moze za-
istnie¢, nalezy wéwczas wykonywa¢ obliczenia w reprezentacji zmiennoprzecinkowej. Co prawda, ta
reprezentacja wprowadza z natury swojej pewne bdedy /btedy reprezentacji/. Poza tym eliminuje sie
w ten sposéb podstawowe zalety stosowanej metody dyskretyzaoji, tj. szybkos¢ obliczen 1 niewyste-
powanie kumulacji bdedow

Negatywna cechg metody bedacej podstawa proponowanych algorytméw Jest wiec operowanie na du-
zych liczbach catkowitych /duzych w stosunku do zakresu liczb catkowitych minikomputeréw/, zwiek-
szajacych sie wraz ze stopniem 1 wymiarami geometrycznymi krzywej. Biedy i .-prezentacji sa jednak
z reguty niewielkie, a degeneracja nastepuje po wyznaczeniu kilkuset punktéw cigagu aproksymujacego.
Dzielac zatem dyskretyzowany segment krzywej na pewna liczbe krétszych podsegmentéw i wyznaczajac
dla kazdego z nich /poprawnie/ dane poczatkowe, mozna uzyskaé¢ aproksymacje zadowalajaca,tak ze
wzgledu na dok#adno$é¢, jak réwniez 1 szybkosé.

W testowanych przyktadach krzywych stopnia n 6 1 wymiarach geometrycznych krzywych rzedu
+ 10 Jednostek /jedna jednostka = 1h - modu# siatki/ zakres liczbowy pojedynczej precyzji wynosza-
°y + 0.17*1039 w zupednosci wystarczat do poprawnego wykonywania niezbednych w algorytmach opera-
cji. Nie stwierdzato sie réwniez 'degeneracji’ krzywych z powodu stosowania arytmetyki zmiennoprze-

cinkowej /pojedynczej precyzji/, mimo wnoszonych przez te reprezentacje btedéw.
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APROKSYMACJA KRZYWEJ 4-STCPNIA NA SIATCE 8-SPOJNEJ

HODUL SIATKI H=1 HM
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APROKSYMACJA KRZYWEJ G-STOPMIA NA SIATCE 8-SPOJNEJ
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APROKSYMACJA krzywej ¢-stopnia na siatce ¢-spéjnej
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APROKSYMACJA KRZYWEJ (-STOPNIA NA SIATCE 8-SPOJNEJ
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APROKSYMACJA KRZYLJYCH ¢-STOPNIA NA SIATCE ¢-SPOJNEJ
MODUL SIATKI H=1 MM

SLIMAK PASCALA
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APROKSYMACJA KRZYWYCH ¢-STOPNIA NA SIATCE 8-SPOJNEJ
MODUL SIATKI H=1 MM

SLIMAK PASCALA

90 100 110 120



-89 -

APROKSYHACJA KRZYWYCH 4-STOPIMIA INMA SIATCE ¢.-SPOJNEJ
o HODUL SIATKI H=17HH
o

SLIHAK PASCALA

-30 -20
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