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Prac© naukowo-badawcze Instytutu Maszyn Matematycznych

O pewnej metodzie dyskretyzacji
algebraicznych krzywych przestrzennych
na jednorodnych siatkach prostokgtnych

Wojciech MOKRZYCKI

- VST

komputerowej generacji obrazéw przestrzennych, numerycznym sterowaniu obrabiarkami i proce-
nami technicznymi oraz w innych dziedzinach nauki i techniki zachodzi potrzeba dyskretyzacji
/aproksymacji badz generacji/ krzywych i powierzchni w tréjwymiarowej przestrzeni.

W 3Zczegdélnosci w obrazowaniu przestrzennym bryd krzywo powierzchniowych dyskretyzacja krzywych
wystepuje pod co najmniej trzema postaciami: jako /wytyczanie i/ dyskretyzacja krawedzi przecina-
nia sie obrazowanych powierzchni®, jako /wytyczanie 1/ dyskretyzacja kraz/edzi przecinania sie po-
wierzchni z granicami pola obrazowania oraz jako /wyznaczanie i/ dypkretyzticja gnanie widocznoSci
obszaréw i bryd w zagadnieniach eliminacji ukrytych linii i powierzchni.

Literatura na ten temat jest stosunkowo uboga, czesto szczatkowa badz niepedna. iTzrasta nato-
miast zapotrzebowanie na metody dyskretyzaoyjne. Zachodzi wiec potrzeba podje¢ a wkasnych bndad
w tym zakresie.

Sposréd kilku znanych reprezentacji krzywych przestrzennych najpowszechniej stosowana jest
reprezentacja parametryczna.-Reprezentacja ta zapewnia przejrzysty zapis krzywej oraz prosty zwig-
zek miedzy dwu, troj- i wielowymiarowym przedstawienjem krzywej. Dyskretyzacje /aproksymacja/ krzy-
wych parametrycznych sa proste algorytmicznie i w niewielkim stopniu zalezne od stopnia krzywej
i liczby wymiaréw jej przedstawienia. Sprzetowa realizacja dyskretyzacji /generacja krzywej dyskret-
nej/ prowadzi do dobrze znanej techniki CAR /cyfrowych analizatoréw rézniczkowych/. W tej technice
proste i tatwe jest przejscie z dwéch do trzech czy wiekszej liczby wymiaréw /powielenie liczby ta-
kiego samego typu ukkado-w catkujacych/. Istotnymi wadami metody parametrycznej jest natomiast trud-
no do przewidzenia niebe. pieczenstwo kumulacji bledéw oraz zmienna szybko$S¢ generacji. Dla pewnych

zastosowaé powyzsze wady czynig te metode nieprzydatna.



Mniej znang metoda dyskretyzacji krzywych jest metoda nieparametryczna. Dyskretyracja krzywych
nieparametrycznych wymaga innej techniki, ktéra jednak wydaje sie byé poréwnywalna w kosztach
z technika dyskretyzacji krzywych parametrycznych, przy tej samej ztozonosci, krzywej. Réwniez atero-
wanie predkoscig generacji /szczeg6lnie w ukdadowej realizacji generacji/ nie jest problemem, jesli
.ostato przewidziane w rozwiagzaniu. Bledy dyskretyzacji daja sie natomiast kontrolowa¢. Przejscie
w przedstawieniu krzywej z dwéch do trzech wymiaréw jest jednak ztozone, wymaga opracowania algoryt-
méw od nowa i prowadzi do zdozonych rozwigzan.

Autor niniejszej pracy prowadzit badania w zakresie dyskretyzacji algebraicznych krzywych dwu-
wymiarowych [li] . Sadzi wiec, ze algorytmy dyskretyzaoyjne ptaskich krzywych algebraicznych dadza
sie wykorzysta¢ do konstrukcji algorytméw dyskrstyzacjt krzywych przestrzennych i powierzchni krzy-
woliniowych algebraicznych i ze dyskretyzacja ta bedzie miata - podobnie jak w wypndku krzywych
ptaskich - wielo pozytywnych cech.

T7 opio igym przez lAiha i Krélaka /1965 r./ komputerowym systemie do wspomagania projektowania
czesci mechanicznych punkty krzywej przecinania sie dwdch powierzchni kwadratowych wyznacztlne sg
za pomoca dwéch nioréwnooci. Nieréwnosci te wynikaja z réwnan przecinajacych sie powierzchni, gdy
obliczane sa pierwiastki tych réwnan dla jednej ze zmiennych x, y lub z. Zakkada sie wéwczas, ze
dla kazdego z réwnan zachodzi “f& >0 .Wyrazenia na VA, zawierajace pozostate dwie zmienne, powin-
ny byé réwnoczesnie spednione. Z tego whkasnie warunku wyliczone sa pozostate dwie wspoédrzedne bie-
zgcego punktu na krzywej przeciecia. Niestety autorzy publikacji nie opisujg doktadnie zastosowanej
przez siebie metody, stad tez niemozliwe jest okreslenie Jej pozytywnych i negatywnych cech. Z opi-
su mozna jednak wywnioskowa¢, ze Jest to metoda ogdélnogeomotryczna i nié wynika ona ze specyfiki
problemu, do rozwigzania ktérego zostata wykorzystana.

Weiss /w 1960 r./ opisuje procedure znajdywania krzywyah przecinania sie powierzchni kwadrato-
wych zadanych réwnosciami FM(X,y,z). = 0, .F2(X,y,z) = 0. Kolejne punkty na krzywej przestrzennej ,
/metoda punkt po punkcie/ wyznacza sie w ten sposéb, ze dla kolejno zmienianej /o elementarny przy-
rost rowny rozdzielczosci urzadzenia obrazujacego/ jednej ze wspodrzednych, np. wspétrzednej z
w przedziale obrazowania /widocznosci/ EAr. ol Z Zax ? rozwigzywane sg roéwnoczesnie obydwa réwna-
nia dla pozostatych dwéch wspédrzednych /tzw. metoda plaszczyzn tnacych/.

Metoda powyzsza dostosowana Jest czesciowo do wymagan /dyskretnosci obrazowania/ urzadzen gra-
ficznych. Autor twierdzi jednak, ze progrhm wyliczajacy krzywe przecieé¢ ta metoda jest dbugi i zdo-
zony. Problemem jest réwniez diugi czas obliczen.

Comb:. / 1968/ opisuje procedure wyznaczania obszaréw wspolnych przecinajacych sie obiektéw ogra-
niczonych powierzchniami kwadratowymi opisanych réwnosciami F~N(X,y,z) = 0. Procedura ta moze byo
wykorzystana réwniez do okreslenia krzywych przecinania sie powierzchni kwadratowych. I7 tym celu
wykorzystywana jest tzw. funkcja charakterystyczna /karna/ Q, ktéra jest tak zdefiniowana, ze przyj-
muje wartosci ujemne wewnatrz wspélnej czesci przecinajacych ale obszaréw,oraz wartosci dodatnie
r.1 zewnatrz tej czesci. Troblemem jest znajdowania tych punktéw, dla ktorych Q przyjmuje “wnrtosei .
zerowe lub bliskie zeru. Autor nie podaje Jednak algorytmu znajdowania tych punktéw. T/spomina tylko,
te wykorzystywana jest do tego metoda gradientéw. Metoda ograniczona jest tylko do powierzchni wy-
pukdych 2-stopnia.

D Zni“elsoon /1972 r./ opisuje szczeg6towo algorytm dyskretyzacji krawedzi przecinania sie dwoéch
powierzchni, ktéry krawedz te zamienia w cigg jednostkowych przesunie¢ wzdduz jednej z osi ukdadu.
Kryterium wykorzystywanym do okres$lenia kierunku ruchu w tym algorytmie jest niezwiekszanie 3ie bez-
wzglednych wartosci funkcji Fj(x,y,z) i F2(x,y,z) opisujacych przecinajgce sie powierzchnie. Autor
ptdaje wyrazenia logiczne wyznaczone na podstawie znakéw funkcji i oraz ich pochodnych w bio-

inor. punkcie, wyznaczajace ruchy wzdduz poszczegdélnych osi. Wyrazenia te''sg jednak zdozone. "rzed



kazdym elementarnym ruchom nalezy wykona¢ duzg liczbe obliczen pomocniczych. Konieczne Jest réwniez
pamietanie i uaktualnianie w punkcie biezgcym tak wartosci funkcji 7](,.y, ) i Pg(x,y,e), jok

i ich wszystkich niestatych pochodnych oraz sk#adowych wektora kierunhewe B o= do k-, ywej,
ktory okresla nie dos¢ ztozonym wyrazeni cm. Podstawowym mankamentem algor,, thu just._tulki.-o0 duza
"'chropowatos¢'” krzywej dyskretnej, spowodowana ograniczeniem kierunku jcdhpn Ik-wego ruchu do kie-
runku _jednej z osi uktadu.

V.oon i Freeman /1971 r./ wyznaczaja ciag przylegajacych i réwno odlegtych punktéw krzywej prze-
cinania nie powierzchni drugiego stopnia w sposéb nastepujacy: Definiuja siatke przestrzenng okres-
lajac trzy zbiory réwnolegtych plaszczyzn: x» = i-<5, yN = i-S, = i-i, 1 -+, +2,¢3,...,

a S jest zatozong rozdzielczosciag. Nastepnie poszukujg takich punktéw krzywej, ktérych wzajemna
odjegtozd nie przekracza zadanej wielkosSci /np. 21i/. Zakkadajac, ze 6 Jest mate w pordéwnaniu
z promieniem krzywizny krzywej, kierunek przesuniecia wzdtuz krzywej z punktu 1 do punktu P?
wykorzystywany je3t do okreslenia kierunku ruchu, nastepnego, tj. kierunku ruchu do punktu P,,tj.
Jesli sktadowg x poprzedniego przesuniecia jest dtuzsza od sktadowych dwéch pozostatych wspot-

rzednych, -wowczas wyliczona jest skfadowa Xxj+] nastepnego przesuniecia

xk+l = xk +6 © SUH 1Xk “ Xk-1> >
Wartosci wspédrzednych y oraz z,+] otrzymuje sie po rozwigzaniu ukfaduréwnan F,(x,y,z) =0,
F2(x,y,z) = O przecinajacych sie powierzchni, wstawiajac do tycli réwnan wartosé¢ wspotrzednej xJi,l
wyznaczang wc wczesniejszej operacji.

Mehl /1974 r./ opisuje algorytm znajdowania krawedzi przecinajacych sie platéw powierzchni,

K tej metodzie przecinajace sie powierzchnio sg ciete zbiorem réwnoleglych wzajemnie i wzgledem
jednej z osi uktadu ptaszczyzn, zwanych plaszczyznami tnacymi. Przeciecia powierzchni z plaszczyz-
r.imi tnacymi obliczane sa indywidualnie dla kazdej z ptaszczyzn tngcych. Odlegtosci miedzy piasz-
czyrn-mi okreslaja doktadnos¢ /modud/ dyskretyzacji. Metoda Mahla Jest ulepszong nieco metodg
<iaaa.

Babin /1974 r./ do obrazowania przeciec¢algebraicznych powierzchni stosuje zapis Cayley’a
krzywej, w ktoérym krzywa jest reprezentowana jako funkcja F dwéch punktow i P FP,,.?7.) =0
wtedy i tylko wtedy, gdy prosta P1?2 przecina krzywg. Zastepujac pozycje oka punktemP”, réwnanie
F(fItP ) = 0 staje sie réwnaniem punktow plaszczyzny lezacych na projekcji krzywej .

fa pomocg tego réwnania mozna przeprowadza¢ wszystkie obliczenia w przestrzeni dwuwymiarowej
obrazu zamiast® tréjwymiarowej przestrzeni krzywej.

J.evin /1976 i 1979 r./ opisuje metody wyprowadzania parametrycznych form krzywych bedacych
przecieciami powierzchni algebraicznych kwadratowych, wykorzystujac pewne matematyczne zaleznoSci
tych powierzchni.

V tej metodzie pierwszg czynnoscig jest wyprowadzenie parametryzujacej powierzchni. Powierzch-
nia t> zawiera kpzywa przeciecia, a typ tej powierzchni okresla rodzaj parametryzacji. Nastepnym
krokiem jest transformacja wyjsciowej przestrzeni O0XY7, w przestrzen kanoniczng fUY?V, w ktérej paro~
mefryzuje.c - powierzchnia okreslona Jest w kanonicznej postaci. Z kolei wyznaczona jest krzywe prze-
ciecia w kanonicznej przestrzeni OBY.", ktdrej wspédczynniki sa nastepnie transformowane z powrotom
do orzostrzeni wyjsciowej OXYZ.

niniejszej pracy proponuje sie inng niz wyzej oméwione metody wytyczania dyskretnej krzywej
pr eotrzennej, bedacej krawedzig przecinania sie powierzchni algebraicznych. Koncepcyjnie metoda ta
jest najblizsza metodzie opisanej przez Danielssona /1970 r./. Nie zawiera Jednak ograniczenia na
kierunek elementarnych ruchéw wzdduz krzywej, ktére powodowato duzg ‘chropowatos¢T krzywe.) nyskret-

rej. Inne jont réwniez kryterium wyboru punktéw aproksy.nujacych. loza tym proponowany algorytm



dy«kr«tystacji dotyczy dyskretyzacji dowolnych aigcbrui cznych krzywych przestr: an,veh, a nie tylko

krzywych wyznaczonych powierzchniami kwadratowymi .

SFORMULOWANI1? I ANALIZA; ZAOADNIKHIA IKSKHKTiZACJI BtZKSTRZRtONnrOH KRZYWYCH ALOKDJIMOZBYCH

Sformutowanie zagadnienia

tioch w prostokatnym uktadzie wspotrzednych OXYZ zadana bedzie krzywa K bedaca krawe-

dzie orzec.inenia sie dwéch powierzchni algebraicznych zndiinych réwnaniami w postaci uwikdanej!

n nl nKi-j . -
Vx> "*> * | t 1 “l.k.n-i-j-k x" 8 " =0
i-0 1=0 k=0
m m-i m-i-1 A
L Vk == -k 4
Qx,y’™> =1 1 L bJ,k,m-i-a-k x” y" 2*-~ =0
1=0 3=0 feo

/u, - liczby rzeczywistej m,n - liczby naturalnej r,y,z - zmienne rzeczywiste/

!k’ b'l*l,j:
i niocii powierzchnie te beda w rorwazanym obszarze analityczne, *tj. maja w kazdym swoim punkcie
ciaggte i jednoczesnie nie réwne zeru pochodne czastkowe stopnia l-n oraz 1 +® odpowiednio.

Uprowadzmy uprcezczone oznaczenia dla zapisu pochodnych czastkowych!

+/7J31~zi dr

3 xr rx
« P u } | ]
axr 3y° rxsy -
3rintt i:(x,.y.z.} df .

ey w uktadzie OXYZ siatke przestrzenng z modudem h G(h ). Frzedtem jednak okreslimy
kilis reipiHcr.iczyoh definicji. - N
Befjnio.it! i
lizedeT. spéjnosci eintki USC nazwiemy liczbe pétproatych siatkowych wychodzgcych z Jej wezta.
Definicja P
Bezposrednio spéjnymi wezda siatki BSYO nazwiemy takio dwa wezty, ktére linia siatkowa +aczy bez-

posrednio /bez posrednictwa .innych wezdow/.

bofJi a:"3
Gkownymi liniami siatki 0DG mrwieay te linie, wzdtuz ktérych najkréotsza odlegtos¢é miedzy JBOB row-



-7 -

na jest modutowi ulotki h, dwuprzekatnyrai liniami siatki 217G - gdy ta odlegtos¢ réwna Jest h/F,
tréjprzokatnymi  31I°LO - gdy h¥}.

2 definicji 3 wynika, ze w trukoie ruchu wzdhz" gkéwnej linii siatki zmienia sie tylko Jednu
ze wspodrzednych x,y lub z punktu biezacego, gdy ruch ten odbywa Sie wzdtuz 2TLG, wtedy zmieniaja
sie dwie wspotrzedne, natomiast gdy Jest to ruch wzdduz FPIX3 - ulegajg zmianie wszystkie trzy

wspodrzedne X,y i z punktu przemieszezanego.

tAznaczmy jednorodng siatke przestrzenng z modudem h G(h3) za pomoca zbioru ptaszczyzn zdefi-

niowanych niezaleznymi réwnaniami!

/I M =h-i +2x, -00 <X,z < +00,

2/ 1» =h-i +£y , -0=> <X,y < +e&" /2/
3/-x = h*l +~ z , -0t <vy,z <+cw,

h - liozba naturalna, i = -[@jrY V, <~ liczby catkowite, g/0 x,y,z -

zmienne, rzeczywiste, m - rozmiar liniowy obszaru dyskretnego /liczba naturalna/.
Linie siatki sg krawedziami przecinania sie piaszczyzn /%
Przyjmujac dla p i g rézne wartodci, otrzyma¢ moznaréznerodzaje siatek. Zdefiniujmy dwie
ponizsze /najprostsze/, majace najwieksze zastosowanie w praktyce!
a/ P—0, siatka przestrzenna 6-sp6jna G,Os(h’\), ktérej linie wyznaczone sa za pomoca krawedzi przeci-

nania sie ptaszczyzn okrenlonych niezaleznymi réwnaniami!

1/ xi =h-i, -cov <y,z < )
2/ y, #*i, -no <x,z < +o0o0, - /3/
3/ -h-i, -00 <x,y < +00 j

#*

b/ E] = +1, siatka przestrzenna 26-spéjna Ggm(h ). ktérej linie wyznaczane sa krawedziami przecina-

nia sie paszczyzn zadanych niezaleznymi réwnaniami!

1/ > =h-i +x, -00 <x,z < +op,
2/ zj =h*i *y, -00 <X,y < +c~7, . /3a/

3/ x» =h-1 +2z, -00 <y,z< +cv/.

Formutujemy zagadnienie dyokretyzacji polegajace na aproksymowaniu krzywej K postaci /1/
krzywag dyskretng H - ciagiem: A<Xp,yp)> ,eee» <XJjlLry/ > »*ee j B3WP, w taki sposob, aby

"odlegtos¢” miedzy krzywymi K 1 H, definiowana jako

pH . /4/
3e,Q

by4a minimalna. Algorytm powinien by6é prosty 1 szybki w realizacji komputerowej, metoda natomiast

nie powinna powodowa¢ btedéw systematycznych.



llustracja do okreslenia *tatki piczestraennon



Rys®, 2, Linie przestrzennej siatki wyznaczone
przez krawedzie przecinajgcych sie ptaszczyzn
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Analiza zagadnieniu

Zdefiniujmy na krzywej /1/ kierunek okreslajac w kazdym punkcie krzywej i w dootatcez.aie blis-
kim jej sasiedztwie wektor przemieszczenia wzdduz stycznej do krzywej V, bedacy iloczynem wektorowym
normalnych do powierzchni j? i Q, wspos6b nastepujacy:

NV STXWNZ) SO0 -V R L Y9 -0, T9 - R Q) /5¢

Y Z o zYy X X

"prowadzmy roéwniez zmienng logiczng B, ktéra przyjmuje wartoddi logiczne!

—-=_> *
B = 1 dla dodatniego kierunku wektora V (+V), tzn. dla

Vo s™(RQ, - PO . PR - PQ,.PQ -PY)

> |
or-.z wartosé

B =0 dlaujemnego kierunku wektora"7(-V), tzn. dla

Y :W?(%)?_Pg‘)/z ’PQZ_PSXP?/X_PQ)) i

OkreslImy takze kierunki przemieszczeh wzdduz GLG, odpowiadajace przyjetemu w /5/ Kierunkowi
ruchéw wzdduz wektora T/lokalizacja LY1, LVii j™l,Vy,vZ3 , VX = Vy(Ax,0,0), Vy » Yy(o,Ay,0),
V8 = vz(0 .0 ,Az)/:

h gdy zachodzi (Y*”~ 0) ABv (W< 0 A B=1

A X:=
-h w przeciwnym wypadku

Ay: hgdy zachodzi (W> O)A Bv W< OiA B=1 n
-h w przeoirmym wypadku

A 71= h gdy zachodzi (V' 0 fBv (Vz< 0)A B=1

-h wprzeciwnym wypadku.

Relacje /6/ naktadaja istotne ograniczenia na ruchy wzdduz linii siatki. Z szesciu mozliwych
przemieszczen wzdduz linii siatki Gg” eliminuja potowe, tj. 3 przemieszczenia. Ha siatce C26s
wzory /6/ eliminuja 19 z 26 mozliwych przemieszczen pozostawiajac 7 wezkdw, z ktérych jeden nalezy
wybra¢ na wezet ciggu aproksymujacego.

Przyjmijmy miare odlegtosci punktu od krzywej przestrzennej. Hiech to bedzie suma modutéw war-
tosci funkcji

IPCy . D)1+ Q%Y. avs

Kroczenie wzdduz krzywej /1/ wymaga wiec, aby na kolejny punkt ciagu aproksymujacego wybrany zostat
ten z *BSWG, ktory mozna osiagngd wykonujac ruch okredlony przez relacje /6/ oraz, aby w tym wezle
zachodzito

o — > min - /f/
5p.Q (X1,yij,zk)6{ciag BSW.J,

tj. spodéroéd wszystkich rozwazanych wezdow.



Nalezy wiec wyznacza¢ modudy wartosci funkcji P .i Q w wyselekcjonowanych przez relacje /6/
weztach siatki.

Rozwazmy rozwinieoia funkcji P 1 Q w szereg Taylora majace og6lnag postads

n - -
r= i d 3 3
P(x+Ax,y+Ay, z+tAz) = P(X,y,z) m 2_ TT @x gi +.Ay + Az57) P(»y»z)
i<l

79/
m i
Q(x+Ax,y+Ay, z+Az) = Q(X,y,z) + ~ it @chx + Ay + Az5z ) Q(xty.z)
- i
1 wprowadzmy ponizsze operatory kierunkowe funkcji P i Qi
IXP(X,y,z) =HF P(x+AX,y, 2) - P(X,y,z) = Y —§j- Pix(,y,2)
LyF(x,y,z) tef P(x,y+AytE) - ?2(x,y,a) = ~j4~ Pjy™X,y,z"
J=1
Y—~ Bk
LzP(x,y,z) tef P(x,y,z+Az) - P(X,y,z) = Pkz (x,y,z)
n i
tAPU.y.2z) ief P(x+Ax,y+ Ay, z2) - P(X,y,z) = Y Y P(@-)) xjy "UATT
n i
_ _ A1k (AzY . .
LxzP(x,y,z) =ef P(x+Ax,y, z+Az) - P(X,y,z) = A-K)xkz (i-k)! K 710/
n j
tyzP(X,y,z) ¢ef P(X,y+Ay, z+Az) - r(X,y,z) Y Z P(-k)ykz (-kfi
j=1 k=0

I>yz P(X,y,z) =° P&+ AXx,y+Ay,z+Az) - P(X,y,z) =



Dla funkcji Q podobniei

IXQ (x.y.®) =°r Q(x+ Ax,y,z) - Q(x,y,z) = 7 QxU.y,z)
i=1
“ i

tyQ u.y.z) =ef Q(x,y+Ay.z) - Q(X.,y,z) = \ Ay xty,z)
r- k

IZQ <x,y,z) 'lef Q(x,y,z+ Az) - Q(X,y,z) = \ - <M (X,Y,2)

IXyQ U,y,z) lef Q(x+ Ax,y+Ay, 2) - Q(X,y.,2) = J ~ QQ-Dx3y ™ £ 3~ 2?2 J

1=1 3=0
n i ik k

hxzQ (x,y,z) ¢ef Q(x+Ax,yfz+Az) - Q(x,y,z) . V V QLK) AxXk~ &*n /107
SH k=0

LyZQ (x,y,z) ief Q(x,y+Ay,z+Az) - Q(X,y,z) =~ Y QU-Kykz~(j-km~n
j=1 feo

LXyzQ (X,y,z) =cf Q(x+AX,y+Ay,z+Az) - Q(X,y,2) =

i felil

Wzory z prawej strony roéwnosci /107 i 710"/ w komputerowej realizacji sa wygodniejszymi odpo-

wiednikami wzoréw wynikajacych z rozwiniecia /9/ funkcji F i1 Q w szereg Taylora.

Zaktadajac, ze znane sg warto$ci pochodnych czastkowych dla funkcji P i Q rzedu 1+n
i 1#n odpowiednio, wyznaczenie funkcji P i Q w sasiednich weztach sprowadza sie ?iiec do obli-

czenia operatoréw /10/ i /10"/ dla tych funkcji, przy okreslonych przez relacje /6/ wartosciach
A X, Ay i1 A- oraz do dodania ich do wartosci P~.yjz) i Q(X,y,zZ;.

Dalsze czynnosci prowadzgace do wyboru kolejnego punktu ciggu wymagajg przeprowadzenia wzajemnych
poréwnali wartosci ?pt) w analizowanych weztach /wyznaczonych przez relacje /76/ /. Wezek, dla kto-
rego zachodzi”™p g=min bedzie weztem krzywej dyskretnej H.

Wartosci pochodnych czgstkowych rzedu odpowiednio 1+n i 1+m dla funkcji P i Q wyzna-

czy¢ nozna wpro3t z réwnan /1/, badz tez uaktualni¢ je, gdy znane sa one w poprzednim punkcie,
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wykorzystujac ich rozwiniecie w szereg Taylora. Mozna w tym celu wykorzysta¢ podane nizej wzory.
Wprowadzmy operatory kierunkowe pochodnych czastkowych funkcji P i Q, podobnie jak dla
funkcji P 1 Qi

LX Prxsytz(x’y*z) Prxsytz(x+Ax"y>z) " Prxsytz(x’y"z>

LY Prxsytz(x*y’z) =6Ff Pr*sytz(x’y+Ay’z) " Prxsytz(x*y’z)

/u/
L* Prxsytz"X’y’z) Prxsytz(x*y’z+Az>- Prx8ytz(x’y’z>
i IXY Prxsytz(x>y>z ~ Prx8ytz(x+Ax’y+Ay-2) " Prxsytz<x*y>z)
? 17 Prxsytz(x,y,z" =  Prxsytzx+Ax,y,z+Az”~ PrxBytz”x,y"z)
n Prxsytz(x’y’z>"  Prxsytz<x’y"Ay* " Az) - Prxsy tz<x’y>z>
LXyZYxsytz (x*y*z) |Bf Prxsytz(x+Ax-y+Ay"z+Az) - Prx3ytz""y*z> .
Operatory te mozna wyznaczy¢ z nastepujacych wzoréw:
' n-r-s-t n
LXpr*sytz(x,y’z) = X P(r+i)xsytz( it
n-r-s-t 4
(Ay)3
VyPrxsytzAXfy*zn = X Prx(s+J)ytz j!
J=1
n-r-s-t
'* “ (Az
Prxey(.t+k)z M
/1177
n-r-s-t i 4 H 4
Xy_ ) Vv \ p Ax) (Av)
rxsytz”x,y,z = _ I (r+i-pPxstpytz @-HDr N
1=1 j=0
n-r-s-t. 1
Xz v \VARN o] \ tAX)3~il(Az)
L Prx8ytr/X,y” /_ I (r+i-k)xsy(t+k)z (i-k)! k!
1=1 k=
n-r-s-t j i
vz , ’ V V a (Ay) (Az)
L ?rxsytz = [

i "rx(s+tj-k)y (t+k)z -k k!
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n t i X
1IXyZW 2(x’y’z) = | VI-j)x (B+jlly(lk)z
1=1 j=0 k=0 "
dla r,s,t = 1 ()n-1, r+s+t = 1 ()n1 .
Dla pochodn,ych funkcji Q operatory powyzsze definiuje sie podobnie. Uaktualnienie pochod-

nych wymaga dodania do pochodnej wkasciwego przemieszczenia i operatora tejze pochodnej .

1
Optymalizacja wyznaczania wezda na siatce G26s**H ™ metodg uscislenia potozenia wektora stycznej

Okreslone relacjami /6/ kierunki elementarnych ruchéw TiVL eliminujg z rozwazan na siatce
G2gQ(¢h ) 19 z 26 mozliwych przemieszczen do wez¥ow bezposrednio spdjnych.

W celu wyboru jednego z pozostatych 7 wezddéw na kolejny punkt ciggu nalezy obliczy¢ moduty
wartosci funkcji w tych weztach dla obydwu funkcji P 1 Q i poréwnujac sumy moduddédw tych funkcji
w tyoh weztach wybra¢ wezet, w ktérym suma ta jest minimalna. Mozliwe jest Jednak uproszczenie Efch
czynnosci przez uscislenie LV0 dotychczasowego potozenia .wektora stycznej V /z doktadnosciag do ,
ktére mozna osiggna¢ przeprowadzajac wzajemne poréwnanie modudow skdadowych VX I j V"  tego
wektora.

Rozwazmy kostke szeScienng o boku h z wezdami ponumerowanymi od 1 do 7 jak na rys.2, w kto-
rej zlokalizowane zostato /relacjami /6/ potozenie wektora Jf. Rozwazmy rowniez obszary, na ktore
ko3tk« ta zostata podzielana ptaszczyznami /4/, ktdérych krawedzie przecinania sie tworza linie
siatki. Pkaszczyzny te dzielg kostke na 6 obszardow - ostrostupéw,o podstawie tréjkatnej, z wierz-
chotkami w wezkach siatki /wierzchotkach kostki/. Kazlly z tyoh ostrostupéw ma jeden wierzchotek
w punkcie o numerze 0, pozostate 3 w weztach sasiadujacych ze sobg. Wzajemne relacje nierdéwnosci
miedzy skdadowymi Y*, VW i Vz wektora V pozwala, 3 na jego lokalizaoje w jednym z tych szeSciu
obsi”~row /lokalizacja TiV2/, a wiec uscislaja potozenie wektora V. Eliminujg w ten sposéb 4 s 7
“niewyeliminowanych dotad Wez4éw,

Zachodzi¢ moga nastepujace’, niesprzeczne przypadki poréwnan sktadowych wektora V, tj. Y*,

i Vz. Odpowiedni obszar */ostrostup przestrzenny/ wyznaczony przez ptaszczyzny /opisane roéwnaniami
/4/ / ograniczony jost wtedy przez te ptaszczyzny, ktére przechodzg przez wezet aktualny /o0 numerze
0/ i wezty wymienione w prawych czesciach relacji wystepujacych w lokalizacji LV2:

>

. gdy zachodzi (@ird>IwDA (vl<lvzl) =1, to wezet O i wezby 3,5 i 7

gdy zachodzi QAI*I>IvD) A (IKIMVZDAIWIN vzl =1, to wezet 0 iwezby 1,41 7
gdy zachodzi (~ > WVDAUrtI>jvspPA|lw | vzl =1,to wezetO iwezdy 1,517
gdy zachodzi (1~ULy5DA =1, to lezek O i wezty 2,4 i 7 /12/
gdy zachodzi (w|<]| DA (I™MI<]vzDA i zi’= 1, to wezek O i wezby 2,6 i 7
gdy zachodzi (Wj<|VyDA Uv*I<|vKPDAI1~kly2! =1,to wezetO iwezby 3,61 7

i ostatnich relacjach znaki stabej nieréwnosci - lokalizujace potozenie wektora V wewnatrz
okreslonego ostrostupa w przypadku granicznym i oznaczajace roéwnolegtos¢ wektora stycznej do jed-

nej z pltaszczyzn tnacych - ustawione zostaly wedtug ukdadu priorytetéow wspédrzednych BF7i



e y ma priorytet nad x -
e z ma priorytet nad vy /137

e X ma priorytet nad z.

Relacje /12/ i /13/ redukujg wiec z 7 do 3 liczbe wez#éw, w ktérych nalezy wyznacza¢ moduty
wartosci furikcji. Do dalszego rozstrzygniecia pozostat Jeszcze przypadek, dla ktérego wartosci sumy
modudéw w dwéch z trzech wezddéw sg minimalne.

Yfprowadzmy nastepujace kryterium rozstrzygajaee opisany przypadek: wybieramy wezet bardziej od-
legty od wezta aktualnego. Dochodzimy w ten sposdb do okreslenia priorytetu wyboru punktéw-wezdéw

pwwZ

j e priorytet najwyzszy ma wezet o numerze 7
e priorytet niz3zy majg wezty o numerach 4,5 16 /14/

e priorytet najnizszy maja wezdky o numerach 1, 2i3 .

Ostatnie kryterium catkowicie rozstrzyga o wyborze wezka siatki na kolejny punkt aprokbymujacy,
bowiem zaden z dwoch punktéw w remach,wymienionych w relacjach tréojek /12/ nie ma tego samego prio-
rytetu.

Ustala sie wiec nastepujace zaeady wyboru wezta ZWW na kolejny punkt ciggu!

< wybierany jest wezet, dla ktérego zachodzi |p |+ IQl = min /14%/

e wybierany jest wezet z wyzszym priorytetem.

Optymalizacja wyznaczenia wezta na siatce GEGB(hA) metoda uproszczenia obliczen wartosci funkcji

Rozwazmy operatory kierunkowe funkcji P i Q wprowadzone wzorami /10/. Dla kazdej trojki
punktéw wyznaczonych nieréwnosciami /12/ nalezy obliczy¢ odpowiednie operatory kierunkowe funkcji
P i Qj w sumie 6 operatoréw.

Z4ozonos¢ wyznaczania tyoh operatoréw jest rézna. Najbardziej z#ozonych obliczen wymaga wyzna-
czenie operatora 1”7z, ktéory /dla siatki nalezy wyznacza¢ dla kazdej trdjki punktéw i oby-
dwu funkcji P i Q. Najprostsze do wyznaczenia sg operatory LX, i 1Z.

Zauwazmy Jednak, ze bardziej ztozone operatory mozna rozkozy¢ na operatory pro3te i pewne ope-

ratory reoztowe, prostsze do obliczen niz operatory wyjsciowe. Istniejg bowiem ponizsze zaleznosci:

LAPAY.Zz) =L*P + LyP + LRxyP .

chu... . f !

J=1 k=l i
- r T "m” o/

P2yta,y.zy >0 + [%p #1775

nl j

17 pa.y.z) - £ ¢ y(j-k+l)xkz (-k+1j Nk -
J=l k=l



/15/

(Ay~r+W)H =
J-k+l)ykz J-k+)r Kk

oraz zaleznos¢ .

gdzie

n-1 i n
(AX)i ~fL(Ay)3~tt+1(AZIk
LRxyKp™,y,2) =y _ Y. Y . 7(i-j+)x(G-k+l)ykz (i-j+1D! G-k+l)t ki
1=1 j=1 k«l

Podobnie dla funkeji Q-

Operatory LRxy(...), LRxz(...), LR"Z(...) nazywa¢ bedziemy operatorami roéznicowyrai dwuparame-
trowymi, operator LRx~"Z(...) natomiust operatorem réznicowym tréjparametrowym.

Korzystajac ze wzoréw /15/ mozemy wiec wyznaczy¢ moduty wartosci funkcji w kazdym punkcie kaz-.
dej trojki wezkéw, wykonujac obliczenia modutu wartosci funkcji P i1 Q jedynie dla punktu o nu-
merze 7, dla ktérego wyznaczenie operatora jest najbardziej z#ozone. Y/artosci funkcji w pozostatych
weztach nie wymagaja wtedy wykonania praktycznie zadnych obliczen, z wyjatkiem wykonania kilku ope-
racji dodawania, tj. operacji najprostszych.

4Przeprowadzone wyzej rozwazania pozwalaja skonstruowa¢ przedstawione w nastepnym rozdziale -
korar.uterono realizowalne algorytmy dyskretyzacji /aproksymacji/ krzywych algebraicznych przestrzen-

nych zadanych za pomoca uwik¥anych réwnan przecinajgcych sie powierzchni.

ALGORYTMY DYSKRKTYZACJI ALGEBRAICZNYCH KRZYYYYCH PRZESTRZENNYCH e
Algorytm dyskretyzacji na-siatce Ogg(.h)

Zat6zmy, zo znane sg wspoétczynniki ay T oraz bj SRGIl-1— j—K réwnan uwiktanych /V
przecinajacych sie powierzchni wyznaczajacych krzywa, (wspétrzedne <x ,yp,z”~>punktu poczgtkowego na
krzywej /lub w najblizszym jej sasiedztwie/ pokrywajacego sie z jednym z wez#ow 3iatki przestrzen-
nej, a takie wartosci funkcji P i Q w tym punkcie. Niech zadany bedzie réwniez kierunek ruchu
wzdduz krzywej B oraz punkt koncowy<xk,yjtKp>lezacy na tej krzywej /lub w najblizszym sasiedz-
twie/. Y celu wyznaczenia drugiego wezda ciggu aproksymujacego wymagana jest znajomos¢ wartosci
pochodnych czastkowych wszystkich stopni dla obydwu funkcji P 1 Q w punkcie< x®,y"™,Zp>. Pochod-

ne te mozni wyznaczy¢ z nastepujgacego wzoru:
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n-r-s-t n-i-s-t n-i-j-t n-i-k-J J
PrxBytzA*y*z/~ = Y. % Y n(P) ""n<l) *
i=0 j=r n=0  p=n-i-j-k-t+l  g=jr-rtl
/16/
rW -j---A_* I .
u=k-stl

r+s+tt m i(l)p, r,8,tm 1(@)n. Dla funkoji Q podobnie, =«

Nastepnie wyznaczy¢ nalezy skkadowe Y*, VW, YZ wektora kierunkowego stycznej /relacje /5//
oraz kierunki elementarnych ruchéw wzdduz gkéwnych linii siatki, zdefiniowane relacjami /6/.

Nastepnie nalezy obliczy¢ moduty wartasai funkcji P i Q w wezkach 1, 2 i 3, Postugujac sie
pierwszymi trzema wzorami /10/ wyznaczy¢ mozna operatory X (...), i/(...), 1Z(...) dla obydwu
funkcji P i Q. Kolejnym punktem oiggu aproksymujacego bedzie wezet siatki /0 numerze 1, 2 lub 3/,
w ktérym suma moduddéw funkcji "P i Q przyjmuje wartos¢ minimalng /relacje /7/ /. Gdy kryterium
to nie rozntrzyga wyboru, nalezy dodatkowo zastosowa¢ kryterium z ukdadem priorytetu 714/ i /14%/.

Majac wyznaczony kolejny wezet aproksyraujaoy nalezy sprawdzi¢, czy punkt ten nie Jest punktem
koncowym <Xj i,yk ,zleaprok8ymowanego segmentu krzywej. Proces dyskretyzaoji nalezy zakonczyé, gdy
osiagniety punkt Jest punk ter a<>, czyli, gdy spekniony Jest warunek konca dyskrotyzacji
Y-KDi #

Pk DALyaKI<h) A (] | <h) - 1= /4

W przeciwnym razie nalezy uaktualni¢ wartosci pochodnych czastkowych funkcji P i1 Q w osiagnie-
tym wezle /jeden z trzech pierwszych wzoréw /117 i /11"/ - odpowiedni do przemieszczenia/ i przy-
stopi¢ do okreslania kolejnego punktu aproksymujgcego, wyznaczajac skkadowe Wektora tj. v,

i Vz oraz kierunku elementarnych ruchéw wzdduz giéwnych linii siatki.

Schemat blokowy tego algorytmu przedstawiony .zostalk na rys.3.

Algorytm dyskretyzaeji na siatce C26s™h”

3
Zakozmy, ze zmno sg, Jak w wypadku siatki ) wspodczynniki a* N n-i-J-k oraz

P uarfly R - rownan uwikdanych, przecinggacych gie owrerzehni wyz Jacych krzy A
rzedne i wartosci funkcji "Pi Q w punkcie poczatkowym, t*n«<Xp,yp,Zp>1 *p>Qp oraz wspotrzedne

punktu korncowego <x. , a takze kierunek obiegi! kl;zywej B. Y/artosci pochodnych czgstkowych

Yy -2, >
funkcji P 1 Q w ;:unﬁcig poczatkowym, ktére sa niezbedne do wyznaczenia drugiego punktu cigagu
aproksymujneego krzywa, wyznaczymy ze wzoréw /16/ ppdanych wyzej, w opiiie algorytmu dyskretyzaoji
ha"si itee CGO(h’\). Kolejne dwie czynnosci algorytmu, tj. \A{E/znaczenie ok#adowych wektora stycznej
/reiac-jo /5/ / oraz elementarnych kierunkéw ruchu wzdduz gtéwnych lirili siatki /relacji /6/ / sa
/podobnie jsk czynnosci dotychczasowe algorytmu/ identyczne, jak dla algorytmu dyekretyracji na
_Sj'atce C, (h™). Operacja, ktoéra nie wystepowata w poprzednim algorytmie, jest lokalizacja wektora

V /rei eje /12/ /, w wyniku ktdrej wyselekcjonowane zoetang do dalszej analizy 3 z siedmiu R3V.G.
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Nalezy ter;.a obliczy¢ moduty wartosci funkcji P i1 Q w tych wezkach- Trzeba postuzy¢ sie tu

pierwszymi trzema wzorami /10/ oraz dodatkowo wzorami /15/t wyznaczajac operatory 1X (...), (--2),
Tz (-..), *X"(...), IRxz(...), Lliyz(-..), a takze LRxyz(...). Kolejnym punktem ciagu aproksymujace-
go bedzie wezet siatki, w ktorym funkcja przyjmuje wartos¢" minimalng /relacji /°}/ /. Gdy Kkryte-

rium to nie rozstrzyga, nalezy dodatkowo zastosowa¢ kryterium z ukdadem priorytetu /i4/. Hujac wyz-
naczony kolejny punkt ciggu nalezy wyznaczy¢ wartosci pochodnych czastkowych funkcji F 1 Q w tym
punkcie /odpowiedni do przemieszczenia jeden ze wzoréw /i l/ / i przystapi¢ do wyznaczenia kolejnego
wezda uproksyraujacego, gdy kryterium kohcu generacji /17/ nie zachodzi /tzn. nie zostat osiagniety
konicowy punkt segmentu krzywe j< s™.y®, z2>/ lub zakonczy¢ proces dyskretyzacjl, gdy kryterium /17/
jest speknione. - \
Okreslimy” jeszcze, ktére operatory funkcji P i Q nalezy wyznacza¢ dla okreslonej trojki

wezdéw, wybranej za pomocg relacji /12/, oraz ktérych operatoréw nalezy uzywaé¢ w trakcie aktualiza-

cji pochodnych czgastkowych w nowo wyznaczonym wezle aproksymujgoym.

Oméwimy numeracje wezdow kostki przestrzennej przedstawionej na rys.4. Poniewaz wezdy oznaczone
numerami 1, 213 potozone sg na GLG, osiagniecie kazdego z nich z aktualnego punktu /o0 numerze 0/
wymaga przemieszczenia jedynie wzdtuz jednej wspétrzednej. Wymaga wiec wyznaczenie jednego z opera-
torow Lx (-..) , ly(.-.) lub LZ(...) dla kazdej z funkcji P i Q. Wezky o numerach 4, 516 leza
na ptaszczyznach tworzgcych GLO /ptaszczyznach réwnolegtych do osi ukdadu wspétrzednych 0X7Z/r
a ich osiaggniecie z punktu 0 wymaga przemieszczenia wzdduz dwéch Zokreslonych/ wspétrzednych.
Wymaga wiec wyznaczenia operatoréw P (...), LXZ(...) oraz LyZ(...), jak réwniez operatoréw rézni-
cowych tRxy(...), LRxz(...) oraz operatora LEyz(...). Osiagniecie natomiast punktu o numerze 7
wymaga zmiany warto6ci wspotrzednych wzdtuz kazdej z osi ukkadu. Punkt ten lezy bowiem na krawedzi
przecinania sie ukosnych ptaszczyzn tworzacych siatke /na 2PLG/, dlatego tez wymaga wyznaczenia
operatora LXyZ(...). Tym samym, Jako jego sktadowych operatoréw: jednoparametrowych LX(...),
Ly(--.) i Lz(...), dwuparametrowych réznicowych LKxy(..”~, LRxZ(...) i LRyZ(...) oraz opera-
tora réznicowego tr@jparametrowego IRxyZ(...).

W trakcie operaoji lokalizacji LV2 wektora -T' /dokonywanej za pomocag relacji /12/ wyznaczy¢

nalezy nastepujace operatory /dla funkcji P i /i

- gdy zachodzi ([v*[>tvy)A (IY~lcly?) = 1, to LZ, IXZ i

- feoy zachodzi ([vx|>|vyA (lvxi>|vzl)A (Jvyk |vz]) =1, to IX. sz_i

- Poy zachodzi (IVX|>|vyl)A (JvxI>|vzl)A(lvyl>|vzl) = 1, to T, -2 ' DYz 18
- gdy zachodzi (Jvxk|vy)A(Jvx|>lvzl) = 1, to Ty, DY 4 bz

- gdy zachodzi (ivxk|vy[)A (jvxi<|vz])A(lvyl>|vz]) =i, to Ly, LyZ 1l
- gdy zachodzi (|vxkivyD)A{|vx|<|vz])A(]vyk |V Zj) 1, to TZ, XyZ i IXyz

Wyzna¢renie operatora 3XyZ(...) jest wiec niezbedne w wypadku wyznaczenia dowolnej z tréjki
wezdow otrzymywanych w trakcie lokalizacji [1iV2 wektora V.

Uaktualnienie pochodnych czgstkowych w nowowyzn4czonym wezle jest operacja prostsza od po-
przedniej. Wymaga bowiem wyznaczenia operatoréw pochodnych czastkowych funkcji ? i1 Q tylko
w jednym, wybranym na runkt aproksymujacy wezle. Wzér, ktéry nalezy w tym celu wykorzystac¢, zalezy
cd wybranego wezda. 1 tak, gdy wybrany zostat punkt 0 numerze:

- 1, tonalezy korzystac¢ z pierwszego ze wzoréw /11/

- 2, tonalezy korzysta¢ zdru-iogo ze wzoréow /11 "/ / 19/

-7, to nalezykorzystac¢-z siédmego ze wzoréw /117/



dla wartosci r,s,t = 1()n-I/m-VI r+s+t = 1@ funkcji P/Q/.
Algorytm dyskretyzacji krzywej przestrzennej na siatce w postaci blokowej przedsta--

wicny zostat na rys.4.

Algorytm dla prostej przestrzennej

X przypadku lirili prostej /przestrzennej/ algorytmy sa niezwykle proote. W petlach algorytméw
wykijnywanych Jest bowiem niewiele prostych operacji komraracji modudéw liozb i operacji na argu-

mentach boéolowskich. Algorytmy nadaja sie wiec do realizacji uktadowej .
Ifiech przestrzenna prosta zadana bedzie za pomocg” dwéch przecinajacych sie plaszczyzn:

P(x,y,z) = al0Qx + a0l0y +a”z +a0Q0- 0 / /
20

*

Q(x,Y,z) = bioox + b0l0y + b00lz + b000 = O

Wyznaczmy pochodne czastkowe funkcji P i1 Q:

V- ~ al00” PY = s010" 2z = a001
121/

Qx = b100” Qy = W Qz = bool

ktore, jak widad sg state. Pochodne wyzszych rzedéw obydwu funkcji P i Q sg tozsamosciowo réwne

zero. Rektor Vma wiec sktadowe state réwne:

V  =a010b001 ~a001b010

W = 301 Qvo ~ 2108001 122/

v = aiooboio " aoiabioo.

Kierunki elementarnych ruchéw okreslone za pomocag operacji 1V1 /wzér /6/ / wystarczy wyzna-
czy¢ raz nu poczgtku algorytmu. Sag bowiem state. Réwniez raz, na poczatltu algorytmu uscisli¢ nalezy
/w przypadku siatki GM""h”~)/ potozenie welctora V stosujac operacje lokalizacji T,\2 /relacje
/12 / oraz obliczy¢ wkasciwe operatory kierunkowe dla funkcji P i Q. Przyjmg one wtedy nastepu-

jace wartosci /wzory /10/ i /15/ /:

L*P =Ar.al00, 1/P =Ayn010, 1/P
| 723/

1xQ Abdi0’ =AM0,0, LZQ =Azb0Ol
1
«a opemtory roéznicowe funkcji P 1 Q o0a tozsaroo6ciowo réwne zero. Stad tez
- w i ] *



= PCOTYCED
EX?2(..d = 1eR(LL)+LZ(...) ) 724/

LyZ(*ee) = (me) o+ £Z(-**) -

Operatory te, tak dia funkcji P. jak"i Q,wyznacza sie jedynie dla wyselekcjonowanej /w przypadku
Biatki wezdow, Kolejng operacja jest obliczenie moduktdéw wartosci funkcji P i Q

we wspomnianej trojce wez#ow«

P1 = po P2 PO + L" % ~ p3 ‘¢ = Te>;

Qo + LV Q2 “ QO + 6w * «0* ““"»0 =m

Q1

gdzie znaki x, xx i *xx O6zhaczaja odpowiednie operatory: Jednopafametrowe, dwuparametrowa i troj-
parametrowe wybrane wg relacji /17/ /dla siatki Ggg(h”) wyznacza sie jedynie operatory jednopnrnrae-
trowe/.

Sumy modudéw funkcji P i * w trdjce wezddéw wylicza sie wtedy wg wzoréw:

2, = W1 + Q1
= 1*21+ I\ 726/

h * 1p31+ Isl

Ha kolejny punkt aproksyraujacy wybierany Jest ten z wezdéw, dla ktérego zachodzi M*mIn lub dodat-
kowo, ktéry ma réwniez wyzszy priorytet /zgodnie z AW? - relacje /14%/ /:

- jezeli zachodzi (" < to punkt P(ai)
- jezeli zachodzi (f, > 22>A(f2 <?3>=1  Punkt P{f2) 727/
- w prs~ciwnym wypadku punkt P(F/

Pochodne funkcji P i Q sg state. Kie ma potrzeby ich uaktualniania w nowo osiggnietym weile.

Kolejna operacja Je3t sprawdzenie warunku WJ) dyskretyzowanego odcinka: gdy wynik jest nega-
tywny - przejscie do wyznaczenia kolejnego wezda aproksymujacego, tj. do operacji wyznaczania war-
touoi funkcji w tréjce wez#ow, O tych samych numerach co poprzednio /wzory /25/ /, nastepnie obli-
czanie sumy modudéw funkcji P i Q w tych weztach /wzory /26/ / oraz sprawdzenie mniejszego
modudtu /relacje 727/ /.

Szczegétowe algorytmy dyskretyzaojl prostej w przestrzeni na siatknch Ggg(H3) G£fog’\hg’\

przedstawione zostaty nn rys.5 i rys.6.
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Algorytm dla phaskiej krzywej 2-stopnia okreslonej w przestrzeni

W przypadku krzywej przestrzennej phaskiej 2-stopnia algorytmy dyskretyzacjl na siatkach

petli algorytmu wspodrzedne wektora stycznej, kierunki elementarnych ruchéw wzdduz gtéwnych linii
siatki oraz pochodne czastkowe I-rzedu funkcji definiujacych powierzchnie 2-etopnla. Niemniej jednak
dla h=1 algorytmy daja sie sprowadzi¢ do takich postaoi, w ktérych, w petlaoh algorytméw wystepuja
jedynie proste operacje arytmetyczne sumowania i koraparacji modudéw liczb oraz operacji na argumen-
toch logicznych.

Hioch krzywa w przestrzeni .bedzie krawedzig przecinania sie powierzchni 2-stopnio oraz ptasz-

czyzny, opisanych réwnaniami uwik¥anymi:

/28/

“ffzory /11/ i /11°/ na pochodne czastkowe funkcji F 1 Q, ktéore dla rozwazanego przypadku <

krzywej plaskiej 2-stopnia w przestrzeni przyjmuja posta¢ /29/, zawieraja operacje mnozed:

110y + “101Z + *100* ~2x “ 200

/29/

3

P11 5z P T 312 [, 011

Pochodne czastkowe wyzszych rzedow obydwu funkcji P i1 Q tozsamosciowo réwne sg zero.

Wektor kierunkowy stycznej V, bedacy iloczynem wektorowym normalnych do powierzchni ? 1 Q,
zmienia sie wiec w kazdym kroku dyskretyzacjl. Skktadowe tego wektora W, / 1 1I* wyznaczymy w po-
ezatkowej fazie algorytméw ze wzordw definicyjnych /5/. Wymaga to, jak widadé, wykonania operacji
mncze6, ktérych w algorytmie staramy sie uniknaé¢, Wykorzystujac zatem fakt, ze pochodne czastkowe
oktadowych wektora etycznej stopnia od drugiego wzwyzj sga tozsamosciowo réwne zero, rozkdadamy je
w szereg Taylora w otoczeniu punktu biezacego. Wykorzystujac nastepnie to rozwiniecie aktualizujemy
pochodne w nowo wyznaczonych punktach-weztach. Korzystamy przy tym z nastepujgcych wzoréw, w ktdérych

m.in. argumentami mnozenia sg wielkosci Ax, Ay i Az:
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Pochodne ozgatkowe 1-rzedu okdtadowych V*, i VZ wektora stycznej - state, wystarczy wy-

znaczy¢ jedynie na poczatku algorytmu, wykorzystujac ponizsze wzory:

~ " allobool ** al01b010* ~Sa020b001 ~ a011b010> Vz ” a001b001 ~ ~OC~O010

Vx ” nioibioo " 2a2ooboor . ’y ”a011b100 *“ allOb00Oi> ~ * 2a002b100” al01b001 n

VX

2a200b010 “ allObl00~ vy " allOb010 ™ 2a 020b100- vz “alO1b010 “ a011bl00 -

( -Prontota wyznaczenia sk#adowych wektora stycznej za pomocg powyzszych wzoréw wynika z faktu,
ze-warto6ci Ax, Ay i Az przyrostow wspotrzednych biezgcego punktu moga przyjmowac.wartos¢ +h
i 'O, u h=1 /zwykle/. Stad tez wystepujace we wzorach /32/ mnozenia sprowadza sie 00 najwyzej do
zmiany znaku lub wyzerowania odpowiedniego skkadnika sumy po prawej stronie kazdego ze wzoréw /32/.

r Aktualizacje kierunkéw elementarnych ruchéw nalezy réwniez przeprowadza¢ w petlach™algorytméw.
Skorzystaé¢ tutaj mozna z relacji /6/ stusznych dla przypadku ogélnego krzywych przestrzennych.
Relacje te zawierajg bowiem proste operacje testowania znakéw liczb oraz operacje sumowan i mnozen
na argumentach logicznych. Sg wiec operacjami prostymi w realizacji.

Przeprowadzi¢ nalezy réwniez lokalizacje LY2 /relacji /12/ /, ktéra wymagana jest na kazdym
kroku dyskretyzacji.

Wyznaczenie operatoréw kierunkowych funkcji P i Q, niezbednych do okreslenia tych funkcji
w punktach wynikajacych z lokalizacji LV2, nalezy przeprowadzié¢ wykorzystujac wzory /33/, bedace

odpowiednikami .wzoréw /15/ i /11/ dla n=2 i m=1:

IXP = A x?x * pr, i/p = AyPy # 9~ r Lzp - AgPz + V2z
1*Q = AxQX, LyQ = AyOy, L2Q » AzQZ /337
LRXyP = AxA¥]FXy - LRXZP = A xA §(§ 2 IRYZP « AyAzPye

LRxyz = O, LExyQ = LRxzQ = IRyzQ = O~

Aktualizacje pochodnych czgstkowych funkcji P i Q w nowo wyznaczonym punkcie mozna nato-

miast przeprowadzi¢ wykorzystujac wzory /34/i

Ixpy = /-\XP!Xf rxpy « AX?*y’ ! VZ T AxPxz

i/r = AyPXy¢ /b, = AVPoe YR, = Ay ?yz

lep = AzP_ ., LzPy, = AzZPy . LZP, = p;p2y 13
LnyPy - ﬁw*rx = IRy~P, = TRxwzP, » 0

iRxyp = LW&IP X LRyzP = LRxyzP . O
y y y

IRXYyP_ = j - = =
y oy jRxzp LRyZF’Z LRXyZF’Z 0 .
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Pozostate operatory kierunkowe pochodnych czastkowych funkcji P oraz wszystkie operatory pochod-
nych crnstkowyeh funkcji 0 sg tozsamosciowg réwne zero.
Schematy blokowe algorytméw dyekretyzacji ptaskich krzywych przestrzennych na siatkach GCs"h

i N przedstawiono sg na rys.7 i rys.8.

ANALIZA Z+0ZONOSCI OBLICZENIOWEJ ALGORYTMOW

Oszacujemy z#ozonos$¢ obliczeniowg opracowanych w poprzednim rozdziale algorytméw Jako funkcje
stopni n i m zadajacych krzywa powierzchni.

Zatbzmy, zo0 czas trwania knzdej operacji w algorytmie jest krotnoscig trwania okreslonej ope-
racji elementarnej. Wyznaczymy z#ozonos¢ kazdej z tych operacji, a nastepnie sumaryczng zidtbnosc
wszystkich operacji wystepujacych w petlach obydwu algorytméw.

Szacujac ztozonos¢ obliczeniowg algorytméw, opiera¢ sie bedziemy na pojeciu "operacji ghoéwnej':
ocenia¢ bedziemy nie liczbe wszystkich operacji w algorytmach, a jedynie liczbe operacji najbar-
dziej czasochdonnych komputerowo. Sumowanie i inne proste operacje /np. operacje na argumentach
logicznych/ celowo pomijany. Zkozonos¢ algorytméw oceniac¢ bedziemy wiec liczbg niezbednych do wyko-
nania operacji mnozen oraz operacji potegowania, dzielenia i operacji silnia, sprowadzonych do od-
powiedniej liczby mnozen.

Obliczanie ztozono$é algorytméw rozpoczniemy od obliczenia 24ozonosei wyznaczenia pochodnych
czgstkowych w punkcie poczatkowym, chociaz operacje te, wystepujac poza petlg algorytmu, wykonywane
sa tylko jeden raz, niezaleznie od dtugosci dyskretyzowanego odcinka krzywej.

Ztozonos$¢ obliczeniowa wyznaczenia Jednego wezd#a ciggu dla h1

Z¥ozono$S¢ obliczeniowa wyznaczenia jednego wezda ciggu jest sumg zdtozonosci obliczeniowej
operacji wykonywanych w algorytmie w fazie poczatkowej jego dziatania,oraz w czasie jednokrotnego
pr: obiegu petli algorytmu.

1/ Z¥ozonos$¢ wyznaczenia pochodnych czgstkowych w punkcie poczatkowym <Xxp,yp) zp> wyznaczymy jako
sume z#ozonosci wyznaczenia pochodnych iwzgledem jednej, dwéch i trzech zmiennych /wg wzoru /16/ /

dla obydwu funkcji P i p :

= Wyznaczenie wszystkich pochodnych wzgledem jednaj zmiennej wymaga /dla funkcji P/ Wykonania

nastepujacej liczby mnozen:

Lo@.x>y>zp(Xp ,yp,Zzp)) = [lo ~ («-D = fo + 2?"4 + ii"3 + +20 {

. -

dla.fenlennych x,yfs liczba ta jest trzykrotnie wigksza i wynoii:

+fnd *fn3 * jn2 t¢n .
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= Wyznaczenie" pochodnych mieszonych wzgledem dwéch zmiennych, dla jednej pary zmiennych wymngo

wykonania liczby mnozen wyrazajacej sie wzorem»

n-1 n-r n-r-s nsl-s nsi

r=1 a=1 i=0 T=r k=s

61 N ?
JO. . 35 7 4 n" n_  _n
144  BCT 144 -~ 48 - 18 “ 60 *

(dla par zmiennych xy, xz, yz liczba ta jest trzykrotnie wieksza i okresla sie wzorem!

Lin(M 0P #lg

= \Wyznaczenie pochodnych mieszanych wzgledem trzech zmiennych wymaga wykonania liczby mnozen

réwnej

n-2  «n-r-1 g-rpsn-r-s-len-s-t- iv—i—a~
r=T s=1 %1 1=0 j=r k=s
n7 S 6 n 5 4n n s n 2 +1 ¢

° 840 240 ** 240 748 24060 . 140

taczna libzba niezbednych do wykonania mnozen w czasie wyznaczania pochodnych czgstkowych funk-

cji P w punkcie poczatkowym<xp,yp,zp> wyraza sie wieo wzorem!
7P tPrxsytztVVV) =W +40+il"5+v +~ + fo"2 + ufr » /557 "

i nie zalezy od rodzaju siatki, na ktérej dokonywana jest dyskretyzaeja
Podobnym wzorem wyraza 3ie ztozono$¢ wyznaczania pochodnych czastkowych funkcji
w punkcie poczgtkowym!

TED (QF VLR g, * 8i6 + 16 + 2£ "5 + A @4 +: 46O M3 * A@m2 # TIIm -

Tak wiec ztozono$¢ wyznaczenia pochodnych czastkowychj w punkcie poczatkowym krzywej wymaga wyko-

nania liczby mnozen okreslonej nastepujacym wzorem:

LL ¢rrxsytz * Qrecsyz&p*7p*Zp)) = 849" + 40 + 24 + 4(nd+ma)+
13/

+ 0] I(n3az3) +]2(n2+m2) +T"A(n+m).



- 28 -

2/ Wyznaczenie sktadowych wektora stycznej VX, VW i VK /relacje /5// wymaga wykonania dwéch mno-

zen dla kazdej ze skkadowych, niezaleznie od"stopnia obydwu powierzchni P i Q* Tak wiec
L9CWHVy+VO)= 6 , " /37/

3/ Wyznaczenie elementarnych kierunkéw ruchu wymaga wykonania jedynie prostych operacji na argumen-
;tach logicznych. Podobnie .lokalizacja wektora V nie wymaga wykonywania mnozehn lub innych, po-

dobnie ztozonych operacji arytmetycznych.

4/ Obliczanie modudéw wartosci funkcji P “wymaga wyznaczenia wszystkich operatoréw jednopararae-
jtrowych tx, Ty i LX, wszystltich operatoréw réznicowych dwuparametrowych [IRXy, LIX7“ , IRyZ
oraz operatora roéznicowego tréjparametrowego I*xyz /operatory réznicowe oblicza sie tylko dla

Jsiatki Gpgg (h3)/. Operacje te wymagaja wykonania nastepujacej liczby mnozen!

= Wyznaczenie dowolnego z operatoréw jednoparametrowych /w przypadku funkcji P/ wymaga “wykona- .

nia liczby mnozen

LO (L x,y,z pj= 2i = N2 +n .

1=1

= Wyznaczenie dowolnego z operatoréw réznicowych dwuparametrowyoh /w przypadku funkcji P/ wyma-

ga wykonania liczby mnozen

n-1 i
LO (L Bxy,Rxz,Ryz p) _ 2A+1) =In3 - n .

< Wyznaczenie operatora réznicowego tréjparametrowego LRxyzP wymaga wykonania liczby mnozen

5=1 i i
=y Y Y - 2342 =/~ 4+ - - - -2
Lg(LR><y2|O)>i/j:lk:1 (i+2)

Wyznaczenie wszystkich operatoréw funkcji P niezbednych do obliczenia modutu funkcji w trdjce

wez46w wymaga wiec wykonania liczby mnozen okreslonej wzorem!
IjIENL'L P26s) =~ + | n3 +7~ n? + | /38/

dla siatki (121>3 (h3) ,oraz wzorem!

ré6s) * 3(n2+n) /39/

dla przypadku siatki G~ h 3)0



- 29 -
5/ Zkozono$¢ wyznaczenia operatoréw pochodnych czastkowych, niezbednych do aktualizacji tych po-
chodnych w nono wyznaczonym punkcie, okreslimy ponizszymi wzorami:

< Zkozonos¢ wyznaczenia operatoréw Jednopnrametrowych dla péchodnych wg jednej /dowolnej/ zmien-
nej wyrnza Bie wzorem

n-l n-r »

1 (¢ ==V Y @-48.

Dla zmiennych x, y i z /tzn. wyznaczenie EL’\PrX, ELXPSy oraz ELXP;Z/ ztozonos¢ wyraza

sie liczbg trzykrotnie wiekszg, okreslong za pomoca wzoru!
Lg)g(ELXPrX + EI/pSy + EIZPtz ) =n3 - n

/dla n=5 Lj = 120/.

= Zkozonos¢ wyznaczenia operatoréw jednopararaetrowych le, I¥ lub LZ dla pochodnych wzgledem

dwéch zmiennych wyraza sie wzorem

n-2 nY n-1-s R , 9
L< (EL3tprxsy) 2Zi=T2-F-T2+1

= £
s fa Kk -
Dla par zmiennych xy, xz, yz ztozonos$¢ okresla sie liczbag trzykrotnie wiekszg: -

B |%(ELxP + EI*? + EI.XP ES -S__2 +2
rxsy rxtz sytz n z m z

/dla n=5 L°=90/.

= Z¥ozonos¢ wyznaczenia operatoréw jednoparametrowych dla pochodnych wzgledem trzech zmiennych

wyraza sie wzorem!

n-3 nqr- 2 n-g-e-1 n-r-a-t 5 4 3 2 -
\ o B 2o S g
/ 60 T12 12 12 71

ul

r=1 s=1 =1

/dla n=5 Lj = 12/.

taczna liczba mnozen, ktoére nalezy wykona¢ aktualizujac pochodne czastkowe w nowo wyznaczo-

nym punkcie, po przemieszczeniu wykonanym nzddui jednej z linii OLG wyraza sie wzorem:

-"N\rrsytz >'D*S i “£ I”I"+ 10* 1 N

-/dla. n=5 g = 222/.

* Zkozonos¢ aktualizacji pochodnych czastkowych, gdy przemieszczenie odbywato sie wzdduz linii

2PLG /operatory dwuparametrowe/, okresla sie ponizszym wzorem:
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aktualizacja pochodnych wzgledem jednej zmiennej wymaga wykonania liczby mnozen okreslonej

przez

/dla n=5 Lg = 140/}

aktualizacja pochodnych dla wszystkich trzech zmiennych wymaga wykonania liczby mnozen

okrenl cnej za pomocg wzoru i

*77 n = £ - - -
i LYCEL*72,, + ELxyP, € ELAP ) == +n3 - - -n

/dla n=5 = 420/s

aktualizacja pochodnych wzgledem dwéch zmiennych wymaga wykonania liczby operacji okreslo-

nej za pomoca wzoru;
n-2 n-1-r n-r-s i n n

|
1=1 3=1 1=1 j=0

/dla n=5 Lj =84/}

dla przemieszczen wzdduz linii 2PLC zdozonos¢ obliczen wdraza sie liczbg trzykrotnie wiek-

sza, okreslong za pomocg wzoru;

If‘EL*T')rxsy *ELTP s t ELXyPsyfz)= - LT Y KN
/dla n=5 1$ = 252/}

aktualizacja pochodnych wzgledem trzech zmiennych wymaga wykonania liczby mnozen okreslonej

Za pomocg wzoru;

=8 N=r=-? n-r-e-1 n=-r-s-t a. 5 5 4 3 2
*, %k 2 21 2 .21 2 2
K _>. " w0 T L B-T
r=1 s=1 *t=1 i=1 j=0

/dla n=5 = 28/}

Z¥ozonos¢ aktualizacji pochodnych czastkowych,w wypadku ruchu wzdduz dwéch wsp64rzednych,

okresla sie wiec nastepnjacym wzorem:

ANNMNrwy tJ =180 +75 +S °4+12n?"90n2—fn /4,/

/dla n=5 1% » 700/.
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Z¥ozonos¢ Aktualizacji pochodnych czgstkowych w wypadku, gdy przemieszczenie odbywato sie

wzdduz linii 3PIG /operatory tréjparametrowe/, okresla sie nastepujgcymi wzorami i
- aktualizacja pochodnych wzgledem jednej zmiennej:
s 4 3 ?

i
R A R
))

n-1 n-r i
E%:{lEll,xszFXjE?l\/_ Z}_ )_

= ¢
r$3 171 j=0 T

/dla n=5 LIfc= 336/»
dla zmiennych X, y i z ztozonoscéeaktualizacji tych pochodnych okresla sie liczbag trzy-
i krotnie wigksza:
="n5+ M_
Dyon5+ndTN -2, n

] iSCEL"P

rx,8y,tz

- aktualizacja pochodnych mieszanych dla pary dwéch zmiennych wymaga wykonania liczby mnozen

okreslonej wzorem:

n-2 n-1-r n-r-s i J 6 5 4 3 2
1 m £ i i i 1 a-"*fe-1lr-r " *551%1iS
% r=1 s=1 i=1 j=0 k=0

/dla n=5 = 168/j

dla par zmiennych xyf xz oraz yz z#ozono$¢ okresla sie liczba trzykrotnie wigeksza, wyzna-

czong wg wzoru:

L~ CL * T rxsy,rxtz,sytz» = 40 + 40 n _ 8 n 8n + io+Tonf
- aktualizacja pochodnych mieszanych wzgledem wszystkich trzech zmiennych wymaga wykonania
liczby mnozen okreslonej wzorem:

n-3 n-2-r n-1-r-s n-r-s-t i J 7 5

LEXZns) “X, 2, X X XX - A="="°+7°n3" An

/dla n=5 1£ = 48/.

Ztozonos¢ aktualizacji pochodnych czgstkowych w wypadku ruchu wzdduz linii 3I’IC okresla sie

zatem mistepiejacym wzorem:

T<eyw W > - -

Podobnymi, wzorami okresla sie ztozonos¢ wyznaczenia odpowiednich funkcji i aktualizacja po-

chodnych funkcji Q,



Z¥ozonos¢ przebiegu Jednokrotnego algorytmu /jednego przebiegu petli algorytmu/ wyraza sie

zatem nastepujacymi wyrazeniami} . -

1/ w przypadku algorytmu dyskretyzacji na siatce G°g(h3) t

1-](6s) « — (n5+m5) + £(Nn4+m4) + jl(n3+a3) + -~{n24m2) + | (n+m) +6, /43/
i

7w ,przypadku algorytmu na siatce 3

)i

= gny przemieszczenie odbywato sie wzdtuz GIG:

1](26s1p) » g™M(n3+m3) + M(n4+M) + y7(n3+m3) + we(n2an2?) + -~(n-ha) +6, 744/

r 1 -
gdy przemieszczenie odbywato sie wzdduz linii 2PLG /wzdduz dwoch wspétrzednych xy, xz

i bad$ yz/ie- )

11{26s2p ) = jIM"(n6+m®) my]|(n5+m3) + y|(n4+H4) + |*(n3+m3) + 4gg(n2+m2) - + 6, 745/

gdy przemieszczenie odbywato sie wzdduz linii 3RLG, /wzdduz trzeoh wspétrzednych x, y i

i](26b3p) = ~A(n7-7) + 2{nc+m6) + M| (n5+m5) + | (Hh44m4) + |i(n3+m3) +
/46/

Ztozonos¢ obliczeniowa -wyznaczenia jednego wezda ciagu w przypadku h=1

H przypadku h=1 z#ozono$¢ poszczegdlnych operacji algorytmu jest prawie dwukrotnie mniejsza,
chociaz odpowiednie wzory przyjmuja podobng postaé. Dla poszczegdlnych operacji wzory te sa naste-
pujacej -

1/ Z¥ozonos¢ obliczeniowa wyznaczenia pochodnych czastkowych w punkcie poczatkowym nie zalezy od

wielkosci E, tzn. jest jednakowa tak dla przypadku 1/1» Jak i h=1 i wyraza sie wzorem /4.1/.
2/ Réwniez wyznaczenie wektora "7 wymaga wykonania /niezmienionej liczby/ 6 operacji mnozen.

3/ Wyznaczenie elementarnych kierunkéw Puchu i lokalizacja wektora "7 nie wymagaja wykonania mno-

zen lub innych, podobnie, ztozonych operacji.

4/ Wyznaczenie operatoréw funkcji F/Q/ niezbednych do wyznaczenia modudéw tej Ffunkcji w trdjce

wezdow wymaga wykonania operacji okreslajacych sie wzorami:

wyznaczenie dowolnego z operatoréw jednopararaetrowyCh

I—‘?(I *-v’z p)= Y| = T 1

=i



- 33 .
e wyznaczenie dowolnego z operatoréw réznicowych dwuparametrowych
n-1 i

LO(t Rxy,Rxz,Ryz p|] - £ ~ u+1l) ,S_ .S .

i=1 J=1

= wyznaczenie operatora réznicowego tréjparametrowego:

45y 1'|'| :

i=l j=) k=1

Wyznaczenie wszystkich operatoréw funkcji P, niezbednych do obliczenia modutu tej funkcji

v tréojoe wezkdéw, wymaga wiec wykonania liczby mnozen okreslonej wzorem:

L® U<*> pP26s) = sl +J n5 747/
dla siatki G26S(h3)?oraz wzorem:

1° (1/0?6s) = | n2 +n " /48/

dla siatki

5/ Z*ozonoddé wyznaczaniA operatoréw pochodnych czgstkowych, niezbednych do aktualizacji tych po-
chodnych w nowo wyznaczonym punkcie dla ruehu wzdduz linii GLG, jest réwniez dwukrotnie mniej-

sza. Wzory na zdozonos¢ wyznaczenia pész6zegdlnych operatoréw sa nastepujace:

e dla operatoréw jednoparnmetrowych i pochodnych wg jednej /dowolnej/ zmiennej

-1 -r
P e,
r.) - 1=6" ""

r=1 1-=1
< dla operatoréw jednoparnmetrowych i pochodnych wg dwéch zmiennych

n-2 ntl-r n--s * 4 3 2

m?2<l*,)-1 . ©
r=1 s=1 1-1
]

= dla operatoréw jednoparnmetrowych i pochodnych wg 6rzech zmiennych

RS n4 n3 n2 n

-3 n-2-r n-r-s—1 n-r-=-t
1 l1-t0_24+24+22 20

?.’?<—ILI\N,>—1 £

r=1 s=1 t=1 i1



.-

Ztozonos¢ aktualizacji pochodnych czastkowych po przemieszczeniu wykonanym wzdduz jednej z"linii
GIG x, y lub z okresla cie wiec wzorem

T°Mrxsytz )=ji +57 —# n3-57n"+W " « ~

6/ Gdy przemieszczenie odbywa sie wzdduz linii 2PIG, odpowiednie wzory na z#ozono$¢ maja nastepuja-

cg postac:

e dla aktualizacji pochodnych wg jednej, zmiennej

J
, ] ST 4 3 2 2

r=1 i=l j=0

. )

e dla aktualizacji pochodnych wg dwéch zmiennych

LT oW

i pochodnych wzgledem trzech zmiennych

e o0 dla aktualizac

n-3 n-2-r n-1-r-s n-r-s-t i * g 5 4 3 2
b x  x  x;-5fo-ifo-?5%ii*to-5§ -
r=1 s=1 t=1 i=l  j=0

Z¥ozonos¢ aktualizacji pochodnych czastkowych dla przemieszczenia wzdduz linii 2PIG okresla sie

wzorem:

7

smex *xgy y* A*ts 2- 27 -

7/ Z*ozonos¢ aktualizacji pochodnych czastkowych w wypadku, gdy przemieszczenie odbywato Bie

wzdduz linii 3PIG. okresla sie ponizszymi wzorami:

e dla aktualizacji pochodnych wzgledem jednej zmiennej

r=1 i=1 J=0 ,k=0

= dla aktualizacji pochodnych wzgledem dwéch zmiennych

_n-2 n-1-r n-r-2 i j _ s K .
Iqelp, )=y Y'Yy Y 1St sig 4+

r=1 s=1 i=l j=0



e dla aktualizacji pochodnydh wzgledem trzech zmiennych

n-3n-2-r n—X'—s n-g-s-t i j - _ *

r=1 1=1 t=1 i*1  j=B k=0

£ 3 .< < V. n i
Ztozonos¢ aktualizacji poehodnych czastkowych w wypadku przemieszczenia wzdduz linii 3PLG okres-

la 3ie wiec wzorem: .
t L° (ELXyZp Errsytz ) “ lleo + 80 + 48 n* + il +tof "io”~ "iln *

jPodobnymi wzorami okresla sie ztozono$¢ wyznaczania odpowiednich funkcji i aktualizacja pochod-

nych dla funkcji Q. [ ]

Z¥ozonos¢ obliczen wykonywanych w trnkcie jednokrotnego przebiegu petli algorytméw mozna zatem

wyznaczy¢ za pomocag ponizszych wzoréw:

1/ w przypadku algorytmu dyskretyzacji na siatce Ggs(h3}

PR(6s) = YiIiM3+m5) +y|(n44md) + -~(n3* 3) + y|(n2*n2) + ~(n+m) +6, . /52/ .

2/ w przypadku algorytmu na siatce Gpga(h3):

e gdy przemieszczenie odbywato sie wzdduz linii OLG:
IN(26s1lp) = — j(5+@5) + M (nd4-td) + ~(n34i3) + jj(n2+m2) + | (ndm) + 6, /53/¢
e gdy przemieszczenie odbywato sie wzdtuz linii 2PLG:

IN<26s2p) = m6)+~{n5+m5) + ||(nd4+a4) + |*(n3+a3) + *2(n2-4m) - ~|] + 6, / W

gdy przemieszczenie odbywato sie wzdduz linii 3PLG:

£*(26s3p) = -j-g~{n74m7) + — (N6-«/) + ~|(N5+m5) + yg0*4+n4) + y|(n3+m3)+



Tiib.1. Z*ozonos$¢ obliczeniowa wyznaczenia jednego wezda ciggu <
aproksymujacego krzywa ptaska w przestrzeni tréjwymiarowej -
/m=1/ w funkcji stopnia krzywej n .1 rzedu spéjnosci siatki
dla réznych modutéw siatki /h=1, h/1/

m=1 L°8(h=I) T"26a(h= " 160/1 ) WI)

n

1 12 12 12 ©
2 21 27 33 36
3 42 78 102 129
4 85 205 272 399
9 165 465 629 1059
6 305 933 1304 2490
7 527 1703 - 2487 5325
8 873 2889 4443 10557
9 1386 4626 7530 19874
10 2121 7071 12219 34824
1 3144 10404 19116 59013
12 4533 14829 28986 96339
13 m 6379 20575 42779 152285
14 8787 27897 61658 233934
15 11877 37077 67029 350529
16 15785 48425 120573 513581
17 20664 62280 164280 737928
18 26685 79011 -~ 220485 1041228
19 34038 99018 291906 1445529
20 42933 122733 381684 1977399
53601 150621 493425 2668719

22 66295 183181 631244 3557442
23 *81201 220947 799811 4688421
24 98889 264489 1004399 6114309

25 119416 314414* 1250934 7896534



Tab.2 Z¥ozonodd obliczeniowa wyznaczenia jednego wezda ciggu
aproknymujacego lcrzywa lezaca na powierzchni 2-otopnla
/m=2/ w Ffunkcji stopnia krzywej n i rzedu spéjnocci siatki,

dla réznych modudéw siatki /h=1, h/l/.

m=2
n L6Ah*1> t2eBCh=1) '~ £78(h/D £26s<y1l>
1 21 27 3 36
.2 30 42 54 80
3 51 93 123 153
4 -4 220 203 420
5 174 . 480 650 1093
6 312 948 1325 2514
7 536 1718 2508 5349
8 882 2904 4464 10581
9 1395 4641 7551 19698
10 2130 7086 12240 34848
1 3153 10419 19137 50037
12 4542 14844 29007 *96363
13 6388 20590 42800 152269
14 8796 27912 61679 233958
15 11886 37002 87050 350583
16 15794 48440 120504 513705
17 20673 62295 164301 737952
18 26604 79026 220506 1041252
19 34047 99033 291927 1445553
20 42942 122748 381705 1977423
21 53610 u150636 493446 2668743
22 66304 183196 631265 3557466
23 81300 220962 799832 4688445
24 98898 264504 1004420 6114383

25 119427 314429 .1250955 7896558



PODSUMOWANIE I ZAKONCZENIE

Z literatury znany jest w zasadzie jeden szczegétowy opis algorytmu dyskretyzacji zadanych
algebraicznie linii w trojwymiarowej przestrzeni i dotyczy on dyskretyzacji prostej /Danielsson
1970 r./. Inne, nieliczne opisy metod, dyskretyzaoji linii przestrzennych sg pobiezne i fragmenta-
ryczne, zbyt og6lno na to, aby mozna byto przeprowadzi¢ wzajemne poréwnanie tych metod. Wystepuja
oo prawda, odwotania do bardziej szczegétowych Zzrdédek, sa to Jednak publikacje niedostepne /rapor-
ty dla okreslonych firm badz instytucji/ czy tez opracowania niepublikowane. Kie ma zatem mozliwos-
ci poréwnania zaproponowanych algorytméw z algorytmami literaturowymi. Jedyne mozliwe poréwnanie
moze dotyczy¢ algorytmu dyskretyzacji prostej; zaproponowanego przez Danielssona, z algorytmami
opijanymi w niniejszej pracy. Wypada ono na korzys¢ tych ostatnich tak ze wzgledu na wigksza "gkad-
kos¢" krzywej dyskretnej /w wypadku algorytmu dyskretyzaoji na Biatce 026a(h )/, jak tez ze wzgle-
du na liczbe niezbednych do wykonania operacji w Jednym kroku dyskretyzaoyjrym /niewielka przewaga
algorytmu dyskretyzaoyjnego na siatce 0’\B(h3) i ok. 1,5 krotna przewaga algorytmu dyskretyzaeyj->
nego na siatce Cgs(h™), a przede wszystkim ze wzgledu na uniwersalnos¢:* zaproponowane algorytmy
dyskretyzacyjne obejmuja dyskretyzaoje algebraicznych krzywych przestrzennych dowolnego stépniaj
algorytm Ilinielssona - tylko’prostg w przestrzeni.

Opisane algorytmy dyskretyzaoji sa obeonie w stadium implementacji na minikomputerze 3M-4
w zapisie zmiennoprzecinkowym pojedynczej precyzji. Beda one kodowane oddzielnie dla prostej, od-
dzielnie dla krzywych ptaskich 2-stopnia /szczeg6lna klasa krzywych przestrzennych/ oraz dla krzy-
wych zwichrowanych wyzszych stopni. Poprawnos¢ ich dziatania zostanie sprawdzona na dostatecznie
duzej, reprezentatywnej grupie przykdadéw. Sadzimy, ze ta implementaocja potwierdzi prawidtowosc
przeprowadzonych rozwazan teoretycznych i poprawnos¢ konstrukcji algorytméw. Jej wyniki zostang

opublikowane po zakonczeniu tyoh doswiadczen. _ - - -
Przeprowadzona ocena ztozonosci obliczeniowej algorytméw w ich komputerowej realizacji, mie-
rzona liczbg niezbednych, do wykonania operacji lia Jednostke diugosci dyskretyzowanej krzywej w. fun-
kcji stopni przecinajacych sie powierzchni /zadajgcych krzywa przestrzenna/, rodzaju siatki oraz
wielkosci jej modutu, pozwoli oceni$ szybko$é dziatania algorytméw bedaca, dla wielu z ich zasto-

sowan, jednym z podstawowych parametréw uzytkowych tych algorytméw.
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A method of algabraio discretization of 3-D space curves on homo-
geneous rectangular grids

Summary

In this paper a new method of discretization /intiger approximation/ of algebraio 3-dimen-
sional spaoa curves in form of intersecting surfaces P(x,y,z)= 0, Q(X,y,z)= 0 is analized. =m

An implementation to homogeneous space grids G(h") discretization is being of the method.

The introduction of the paper presents a review of literature concerning methods and
algorithms of 3-D space curve discretization and compares them each other.

In the main past of the paper two new algorithms of discretigatlon/on 6-conriectiVe gridB
G6s(h3)and 26-connective grld”® Dges(h”"V* based on the method above are presented. Three imple-
mentation forms of the algorithms! for straight lirieB, 2-degree flat curves and universal
hlgobraic Curves in 3“D space are made.

The computation complexity of each algorithm _/as the function of n- and m-dagrees of inter-
secting surfaces/ is evaluated.

Od HOROTOPOK 1KJTOI8 XHCKpeTKSamtB  airedpftBVOOKXX  lipOCrpaHCIBOHHUX
KIMBVX Ha OXHOpoJHUX HpOCipaHOtBeHHMX CeTM X

Pea»he
B e

B nydBHitamMi npexoraBxeHO hobwR xerox XxHCBperMamtx /¢leitmcxeHHOl annpOKOffxauxa/ axreGpax-1
neckKHx npooTpanor&eni»Hx kjhibhx, aaxamri/X b bhxb X»yX nepecenawuBreH HOBepxHocrei n*xa P(.x»y.*)= 0
QIx.y ,s)= 0 - 1

Cyri npasc'TaBJoremoro xeroxa XBOKpemraau*« aaKJnwaeroH b npneaaBai oxHopoxBHx npocipaHoiBeH—
HHX CeTOK G (h").

B HavaaiHcrfi tocth aydxaKauai! onHCHBaercR nydxxtmpoBBHHtre xo owe nop xeroxa x»okpetxaaux*®
npoctpaHcrBwaxx aarrtbpak<rsc««ix Kpx&ux, HepesoxH xx BsanBoa cpaBHemm.

B xaxtHe BuelS - rx&Baott <racrx nydxncaipiH npoaaaioraxpoBaHo x»a aosue xxokperxBaniOKHUS
axropHTxa /axropmrx xxottpenwau«» Ha 6-oBaaaflnoi oarire G6s(h3) m aaropxrx xxoxparxaauHK Ha 26-
OBHBaujrofl cerKs G26s(h5) [/, paspaOoraHBkte Ha ocaoae aioro xeroxa Xxoxperxaauxxi

npHBexmio 3 poaxHBamtoHHite sxxa axropxTiios: x*h njmxoB h hxooko# xpiBoB 2-cteneai b rpex-
xapnox npoctpaircTBe, a. rame 00xyn ipopxy xxh npooipatfCTBeHHHX kphbxx npoxsBOUBOR oieneHX.

npoaHtwiHBKpoBHBo loxe BUHHCBHieBBHyB oaoxHOcrv axropxTXOB b jiyBHQix cteneHX n x m onpexe-
jihbxkx KpHByo noBepxHOOTEeB.
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Nonpreemptive Scheduling
for Two- Processor Systems

by  Andrzsj ROWICKI

The purpose of the paper is to oonsldear an algorithm for
‘nonpreemptive eohedullog for two—processor systems with
Identioa.1l proooasora. Computations submitted to the eysta«”
are oompoaed of dependent tasks with the ease execution
times and ooatain no loops and have Only one output.
Moreover, the algorithm determines the total exeoutlon
time of the oamputation. It has been proved that this
algorithm is optimal, that is, the total execution tins
(schedule length) Is minimised. Bxtension* of the nonpre-.
emptivs algorithm are considered’both for preemptive oase
by sseumptlon® that all tasks of the computation have the
same exeoutlon times and for preemptive oase provided

that all tanks of the computation have the mutually
commensurable execution times. .

Jdat of gyafools

logiwl oelpulu»:

m>U*Fy*<op* \&
Sot theory»

g*/\»c* £*£ . n. - _u * *Xl* ﬁ* f*
Arttbanetioat
+ t “ i/
Greek alphabet* .
r. 1.
Braoketst - . -
CO,.<>{) nio
Markss

it asterisk



1. Introduction

Multiprocessor oomputer systems arc potentially very effective in decreasing the
oomputation times of programs. This oan he especially important for programs or computations
which ore executed many times, particularly in real-time applioatlons. In these oases, the

problem of "Optimal soheduling of. multiprocessor computer systems is of great importanoe.

The purpose of this paper la to oonsider algorithms for optimal soheduling of two-
prooessor systems. We shall consider systems in rahioh there are two identical prooessors and
assume that the computations submitted to the 6»st*i;:u are composed™ of dependent tasks with
the same execution time. Moreover, 'e assume that once a processor is assigned to a task it
must work eontinuosly on this tnsk until it is completed. It should be noted that we have
assume that the exec%ion "time for each task and the precedence relation are known a priori-.
Thi3 means that #a only oonalder the static problem."From a more general point of view it is
oleor that the ntotlo scheduling model we have introduced is most applicable to those oases
iii Which a program or compubstion l« to be executed many times, particularly in real time
situations.

As a model of computation we admit a directed, ooaneoted graph which contains no
circuits and has one terminal vertex. This mod«! w® oan interpret as follows: Only one task
of the jxmJputatlpn is «tted-hed to each vertex of the graph. Tfoe -attaohdment of tasks of the
computation to the vertices of the graph is such that the order of execution of the taSks is

in accordance with the jruche«»ion relation, of the vsrtices- of the graph.

Algorithms for optimal jtoripreamptive cohcduJUtg of two-processor systems has bean
presented in [1J , [?] and other papers. It has been assu.-ired that all tasks have the same
execution™ time and a-mode-1 of computation® fs a directed aoyclio graph. The time complexity <«
of the algorithm considered in [I] is C{n2) and for algorithm considered in 2] is O(n) =

[3]- - It turns out [4] that the oh"T"i"Wwl%eoh3idered in [l] o-onstruot an optimal sohed-"
ule only when there are no transitive arcs in the computation, "The "best known algorithm
deleting transitive arcs is of ltime complexity c(n**S)[5] , And thus if we admit trasitive
arcs in a model of oomputation and want to use the algorithm given in [1] Ffirst we must
"delete transitive area using algorithm given in [3] or other one and then we oan apply the
algorithm given in [ij . For this ease the time complexity of this process is at least
o(n2»6).

In this paper, wa shall consider an algorithm Sor optimal nonpreemptive soheduling
of two-prooeasor systems which determines the total execution time and has at most time
complexity 0(n3). The algorithm considered is valid for computations admitting transitive
arcs and thus has no Constraints on the struoture of the computation as was in the algorithm
considered in {l] . The problem of determining the execution time has been not considered
in [11 and [2] . QP course, if scheduling or computation 13 completed, then we oan determine
the execution time of computation by counting the number of assignment of prooessors to the

tasks. Using the algorithm presented in this paper, we oen determine the exeouticn time before



completing the eohedullng. This algorithm Is optimal In the sense that the total exeoution
time (schedule length) Is minimised. We shall oonslder an extension of this nonpreemptlre
algorithm for preemptive oase by assumption that all tasks of the computation have the mutually
oommensurable exeoution times l.e., we make the same assumption as In [6] . In this oaae, we
assume that is permitted to Interrupt any processor at stated times. This means that we admit
a limited split of any task.mMoreover, we shall oonslder an extension of this nonpreemptlre
algorithm for preemptive oase by assumption that all tasks of the computation have the same
exeoution times.

m Description of the algorithm oonsldered in this paper Is strongly dependent on the
struoture of the computation, nils faot allows us to Inquire into the structure of the compu-

tation and to reoognlae the limitations In realisation of the oomputatlon.

The sohedullng algorithm considered, for nonpreemptlre oase,, has been programmed in
PASCAL for ODRA 1304 smell computer [I] . There are given no information about programming

and computational results for algorithms presented in [1] and [2J .

The results obtained In this paper ere an extension of the results presented In [G] »
[©] and[10] . The algorithm oonsldered la this paper is so general that oan be extended
for computations ooosisting of tasks having an arbitrary exeoution times [11] , [12J , [13] ,

[i4] and thus having no constraints on exeoution time given in [6] and [1] ,

2. Baalo notions and definitions

Let us oonelder a graph8 «< X , T, x,,> , where X Is a finite set of rertloes, P la
a relation defined on the set X and is a terminal vertex of the graph 0, that Is auoh

a vertex that T(x0)« O , where 0 is a void set.

The graph 0*<X , T , x@ will be oalled the network If, and only If, it Is oonneoted

and contains no circuits and has one terminal vertex.

In further considerations we confine ourefselves to the networks. In the sequel, the

networks will be denoted by a oapitel S.

A network 8 -<X% T* » »111 oalled a reduot of the network 3 -<X , T, x0>
if, and only 1ft
1) x*c X and M T
11) if x«X® then P(x)CX"®
It is easy to see that if the network 3 P* , x"> Is the reduot of the network

9 -<* , T._.*0> th#n *0 " xo0 * - .
A reduot S"- <X," P", *;>1* »«ld to be a direot reduot of the network 3 < X , |

x > 1f, and only if«
D) I<jx-x"1<2
i) r (X -X) C x-

where | X - X"jl denotes the osrdinality of the set X - X".

The sequenoe of networks S1,..,SI...,SE will be oalled a direot reduotion of the

network 3 (in symbols R (3)) If, and only if :



)} 31 -S
I1) for every 1< k , 3 + 7 1Is dlreot reduot of

111) for 3" there exists no dlreot reduot

let R(S)- S1tS2,..,Sjc . The oardInallty of the Bet £s1P S2***»S]c] "ill ~ oalled the
length ofthe reduotion R(3) and denoted ty d(R d))-

let 1 (@ for 0< 1~ p he a subset of X defined hy Induotlon In the

following way !

! -fvl P P
1 11) if X £ X - 0 K3) and f(i)CuU 1(4) then x6 1(i)
] 3"+l 3*1+1
5
then the set 1 (@ willbe oalled 1-th level of the network3 « <X , p, *0> ,

whore p-1 la the length of the longest pathof the network 3 .

3. A general idea of the scheduling algorithm

To describe the algorithm some notions will be needed. In order to make easier
understanding of essential notions we shall first sketoh the baslo step of the algorithm.
To avoid obsourlng the baslo ldea some details will be omittedhere. Informally speaking,
the heart of the soheduling algorithm oonslsts In searchingfor setsof the mutually

Independent vertioes of the network In question.

We now prooeed to an Informal desorlptlon of the algorithm. letus assume that 1-1 -

th step of the algorithm has been exeouted, whioh means that a reduot Sj m<Xi, PL,x0>0f the

network S »<X , P, x0> is oreated suoh that
1-1
U 1(4)0 X. -t
4*1 1

In the 1-th step of the algorithm we create a reduot Si+1 of the network 3 by removing
a set F(i)of vertioes from the set Xj of vertioes of the reduot Sj . The set F(i)will be ohoosen
by considering the sets
L*(i,0) = Kin~"i
L*(i,1) - L(1 +)Dxi
(1) L*(i,2) - L(i +2)0Xj 1

L*(i,p~i) » KpiOoXj~”
as follows! . AI
If the oardlnallty of the set I* (1,0) Is an even number (th;t Is L*(1,0))» 2*f (O
then we set F (1) « L* (1,0) , In the oase where the oardlnallty of the set L*(i,0)is an

odd number (that Is L*(1,0) = 2*f(D- 1) then we consider the following oases s



1. IT there exlets no vertex x 6 1*(1,0) suoh that 1* (1,0)- T(X) /7 0 then we analyse
the sequenoe of the sets (1) until we determine the smallest 3 satisfying the Tfollowing

relation! n
(2) I*(I,i)ayfln(l*(l,O))"O
where Pn is n-th superposition of the relation P .
IT there exists J satisfying the relation (@) then we set
F(i) - L*(1,0)Ujsg*!

whdre sg is a vertex belonging to the set 1* (1, 3)- P(1*(l1, 3-1D)) for whioh the number of
immediate suooessors in the set I>*(1,3+1)Is maximal .
IT there exists no 3 satisfying the relation (2) then we set
F(D = L*(1,0)

*

2_If there exists a vertex xi 1* 1ijO) suoh that 1* (1,0) -P(x) t 0O then we
oonsider the following oases:
D If jir@,1)] »2 then we analyse the sequenoe of the sets
@ until we determinethe smallest 3 *or whioh there exists a vertex x. 6 L*(1,0)

satisfying the relation
A L (.linrlxj>2
Next, we set
F(t) - L*(i,1)Uu{" )
where [8n]- h*(i, 1jDpij”
i- . )
IT there exists no 3 satisfying the relation (3) then we ohoose from the set £“(1,0)
a vertex x» suoh that L"(i,0) - P(Xj) 7 0 88*
7 () - 1~d.Dufs*}
In this ocase s*“ Is an arbitrary vertex from the set L* (1,0) ~P(XjJ)-
I If |2(1L,0) «2n+1 (n « 1,2,3,...) then we ohose a vertex x*e £~ (1,0)
satisfying the relation L* (1,1) -P(x) /0 and we set

FG> -L*(1,0)Un“J

—where »"6 1 (1,1) ~PCj)



Hi) If |Ix(@,0) §>2n+ 2 n >1,2,3, ... then weohoose from the set L*(i,0) a subset
H(I) of vertioes satisfying the relation L*(1,1) -f(x) /7 0 . From the set H(i) we ohoose a sub-
set of vertioes H"(l) that for every element of this subset there existssuoh avertex y6 L*(l,1)

- P(x) that L*(1,2) ~P(y)> 0. Hext, we set

F(i) > 1*(1,0) (s»]
where s* is an arbitrary vertex from the set H*(i) .

Let Xj be an arbitrary and fixed vertex belonging to the set H (1) . In the oase where

the set H*(l) is empty then sw is an arbitrary vertex fromthe set L*(i, 1) -piXj) -

The vertioes a’é ~ s; 3 si 7 SW will be oalled slgular vertioes and in order to simplify

desoription of the algorithm the vertioes s* , a* ands* will be denoted by s*

If the set F(1) is determined, then we create a disjoint partition B

P(F (D) -P(1.1), P2, , P(F (D , D

of the set P (i) so as to obtain the following sequenoe

Si * SI»l »™*e* Si f(i)" 3i+l

of direot reduots for whioh

X1,1" Xi ~ 2151 ) * Xi,2 " Xi,1 = e
L XL * Xi,F(1) -1 - P(FCi), 1)

If IL*@G,0)]]» 2*Ff(i) - i and the.vertex s” exists, then we oreate the disjoint partition
P(F (ID)In suoh a way that
P(F1D),DmE  af j
Sinoe is the direot reduot of N (D-1 Mhia means that s” is a vertex ohosen from
the 3et L (i,0) in suoh a way as to do not violate the preoedenoe relation among tlie vertioes,
that is, s”pSj)

The disjoint partition p(p(i)) determines the sets of mutually Independent vertioes and
thus gives an assignment of the tasks to the prooessors. The tasks corresponding to the sets

PCi,i)(1* 1,2, .._,f(i)) oan be oonourrently exouted

4. Desoription of the algorithm

To desoribe the algorithmsome notions will beneeded. This notions OBn bedefined

formally as follows* |

Let S ><X ,p, x0>be an arbitrary but fixed network and let Sj ><X1,p XQI y.
be the reduot of the network S oreated as a result of exeouting i-th step of the scheduling

algorithm.

A set L*(i,n) for O<i”p andO<n”~p-1 is saidto bearestrlotlonof the set

L (i) if it is defined as follows;
L (i,n) - L(i+n) R PG)

j-o0



where P(jJ) ia a Bubset of set X oreated as a result of exeouting j-th step of the soheduling
algorithm.

In the set L (i,n)we distinguish a subset H(i) defined in the following wayi
H(D) (x€l*(i,0) oG, -f) /0 J
1
Under assumption that _H(i) m O

, we define a funotlon g

in the following way»
the smallest 1< n”

p-1 suoh that

1*(i,n) - Or 3(rtli0 ) O O
g(i)- 3-1

1 otherwise

where la a relation defined by reoursion as follows»

rv) -Tw
rH =rr3)

Basing on the funotlon g , wg_)define sets D (O and D8 (i) in the following way»
a(r «

D <i) « I*(i,g(iD- UME=*(i.0))
8 3=1 "

Bg(i) =fxSDg() :1,*Ci,g(i)+1) -P(X) = 0]

It is easy to see that if g(i) 1 then DO(i) 0

. It should be noted that there
exist some oases where D (i) 0
«

0 and Db(i)z 0

It should be noted that there exist some oases where D6(i)—

For the sake of oonvenlenoe, we intToduoe a set Dj*(1)defined as follows »
r: - z
if Bg(i) m *
if Bg(i)i O
How,

we distinguish some vertex S satisfying the relation 36 eIIB,(i)—. The
vertex s*

will be oalled singular vertex of the network S induoed by thef»motion ¢
Under ass»imption that H(I) /7 O , we define a function n

the smallest 1<n”p-1
n(i) = xel,*(i,0) suoh that

1 otherwise

in the following way»
for whioh there exists an

Ip?x) 0 11>2
where I X fdenotes the cardinality of the set X.
In the set H(I) we distinguish a subset Hn(i)deflned as follows »

Hn@G> = £x6 H (i) ! L*(i.n¢i)) -Fn<iw 7 0 ]

iseasy to verify that if n(i)
Itshould he noted

It

m 1 then ¢nU) " H) .
that there exist some oases where Hn (i)= 0 and H(i)= 0

We distinguish some, vertioes sfl and o* satisfying the

*
relations 8n€Hn (1) and sh €DnU)
The vertioes s_ and s*

will he oalled singular vertioes of the network 3 induoed by the
funotlon n . How,we define the sets HA(I) and Djl)

in the following way j
HCD if. H,(i) =0

L H> |f Hn(@) * o0

H*U)



Lot us assume that sq ie an arbitrary hut fixed vertex belonging to the aet H*(i). By

this assumption we define the aet Dn(i)as follows t

Dn(i) - L*(i,0 -r(»n)
It is easy to verify that if Itd)/* 0 then -0M(1) O R

let Hw(i)be a subset of the set H(i) defined as follows»

Hw (I)-[x6H(1) »(Vys B*(i,i) .-Rx)) ( -Rey)- i
K ~ m m
1 We diatingulah some vertioea Sy and Syt satisfying the relations 0W€H (1) and an€DW(i)*

The"vertioes SW and sﬁ will be oalled singular vertioes of the network S . low, we define the

set's H*(i) , B,(i) , end B{J(1) in the following ways
> H(D) if Hw@) -0
H=(i)
K,,(1) if H{i) 00

let e, be an arbitrary hut fixed vertex belonging to the set H\;\*’ (i). By this assumption
we define the sets D,,(I) , ~(i) and D*(i) as follows r
DB(@) =L*(i,D - HS8,)
B;(i) = 161,(1) tL*(1,2) -f(x) - 0]
It is easy to verify that if H*(i) « O then Dyjd) “ 0
Dw (1) if Hw()-0
D*(1)
Bw (1) if HB(i)O O
Moreover, we distiguish some vertioes s and s”™ oalled singular vertioesof the network
3 and satisfying the relations s”eHCi) and s*6 ~(1) <« HO"» 1,8 define the set ®hd) the
following way»
let us assume thats” 1is an arbitrary hut fixedvertex belonging to the set H (i)
Under thisassumption we define the set ®h (D a3follows»
bh(l) = -P(sh)
To forjnulate the algorithm, we define a funotlon f . For eaoh 1 (0 i~ p ) the
f»»notion f assooiates with the aet L*(i,0) a natural number in the followingway»
f(a) *1""»0)dL -
2 1 "
where [x] denotes the smallest integer greater than or equal to x.
Let r(l) denote the remainder of the division ||L*(i,0)]]lby 2,

We are now in a position to desoribe the process of oreation the sets F(l). This

process will he oalled an initial sequenolng algorithm.



The initial sequenoing algorithm is defined by Induotlon in the following wayt
1. Baslo step.

F()-0
2. Induotion step.
Case 1.

If r (i) -0 then F(i) » L*(i,0)

Case 2.
If r(i) £ 0 then
a) if H(@) -0 then
D if g(l)= 1 then F(i) « L*(i,0)
ii) if g(1)/1 then P(I) - L*(i,0XjJs*j
h) if H@) /7 0 then

i) ifFL*,1) I - 2 then” F(1) -L*(i,0)U[s*]
1)) if JL*@G,1)d» 2n +1 (n « 1,2,3,....)

then F() - L*(i,0)u{sE |
il if eGa,.nAa -2n + 2 (n - 1,2,3,....)

then P (i) = L*(i,0)1j[s*]

For the sake of oonvenienoe, the singular vertloes s* , s* , s* and sn , 8h * 8w

determined as result of exeouting 1-th step of the initial sequenoing algorithm will he denoted
by s* and s, respeotively.

As a result of the aotion of the initial sequenoing algorithm we obtain a disjoint par-
tition [p (V] of the set X of the network S , that is, for every 1,J<P If 1 X7

then P(i)oP(3) =0 a“3 X e If there exists no suoha number 1< 17 k that
J=1

s’i‘*GP (i) then the disjointpartition f’E(l)}]/ determinesthesets of mutually

teyP.
independent tasks oH the computation whloh is represented by the network 3 and thus the tasks
corresponding to the set3 P(i) oan beoonaurrently “executed. On the other hand, if s*«P(i) then
the set F(I) -"~s* ] determines the set of mutually Independent taskB of the oomputation. The
task3 corresponding to the vertices st and s* oan be oonourrently exeouted after oompleting

the tasks corresponding to the set ? (i) - {s” s*J.Obviously, the tasks corresponding to the

set F(i) - £slt s* Joan be oonourrently exeouted. *

What remains now is to solve the problem of assigning the tasks to the different proces-
sors, that is, .the problem of oreation of a disjoint partition of the sets P (1) in suoh a way
so as to minimize the total exeoution time of the oomputation and to do not violate the prooe-
denoe relation among the tasks. This process will be oalled a partitioning algorithm.

Let the sequenoe

PCF () = P(1,1) ,.-., P(N,0) ..., P(K,i)
be a fixed disjonit partition of the set F(i) defined as follows:



-Ss O -

i P3i> 9-2  *r Xk
11) Pk, 1) - 2(i)m- le P, i)
31

and 1Pk, i)1]<2

i) j~, s«jcP(lc,l)
To describe the way In whloh tasks are assigned to the processor, we define now a funotion

into the set of natural numbers. let us assume that for eaoh set P(i) (for

provided that this partition exists. The
in the following

q mapping the set X
O0<Il<p ) the disjoint partition P(P (i))ls given,

funotion g assigns to the element of the partition p(? (@)) natural numbers

way't

i T f@)-1@+n for x£P(n,l) if P(P(D) exists

g@om 1
Y F(3) ior x€EP(1) If no suoh P(?2(i)) exists

3-1
induoed by the fuhotion q . Let

How, we Introduoe a disjoint partition of the set X

1 denote the set of values of the funotion g and let Q(I) be a subset of the set X defined

in the following ways
0 for 1-0

Q(i)=
*€X j,q(x)= 1] for lei

*8 * disjoint partition of the

It is easy to verify that the fatally of sets @ jgl
set X of the network S , that is, for every i,j&l if i j then,
Ql)ng(J) ma and LJI _QG) -X
1el >
Moreover, for every 16 1 we have i~ 1R (1hH)anr 2 .

The disjoint partition |q ()] determines an assignment of the tasks to the prooessors.

It will be interpreted in the next section.

it is noteworthy that the total exeoution time T(S) of the oomputatlon

Finally,
is given by the following formula

(schedule length) whioh is represented by the network 8

T(S) - Vv tl
and oan be determined before-determining the disjoint partition

5. Optimality and interpretation

In this seotion we shall prove some fundamental faots oonoeming the soheduling algorithm

and its optimality. On the ground of these faots we shall interpret baslo properties of the
1

algorithm oonslsered.



Theorem 1.
Let Ej for he a graph defined in the following wayt

(>H4 -< y Q@) .V/y 0@ . *0>

Ik » xfeX*15 * *h0On the 8@<B>enoe
RQ(3J* H.J,- -- -, RjJ«ee»,
is the direot reduotion of the network 3 «<X ,P , *0> *

Proof. By definitions of the funotion g and the seta Q(l)we obtain that 3 and
HK<TQ(R)» 1"V Q(h) t *,,> and thus in order to prove the theorem it is neoeasary to show that

for gvery i<k the graph.R3 . is the direot reduot of the network R1 . We prooed to proye

thti theorem by induotion on i .

1. Baslo step. For i « 1 in virtue of {») we obtain that X» - Xg - Q (i) , Prom defini-
tion of the funotion q it follows that Q (1)C? (1) whioh by definition ofthe set F(1)
yields P(q (1))CIlj . Itmeans that the graph Rg isthereduot of thenetwork 21# Onthe
other hand, by definition of the sets Q (1) weobtainthat 1-£]]Q(1)]|<2 whiohmeans that

the reduot RO is the direot reduot of the network R™ .
2. Induotion step. Let us assume that the induotion hypothesis holds for 1 «n - 1< k ,
that is, that the network
v < u Au ) »or/ou Q(3) * to> *
J=n J*n
is the direot reduot of the network RQ_1 .

To prove the theorem, It is sufficient to show that the graph V i is the reduot of

the network Ra .

Sinoe -f]jQ(n)J<2 (see definition ofthe sets (J(i)), and thusinorder to prove

the theorem it suffloes to show that the following relation

M)  PQ(C U QD)
J=n+1
holds.
We shall show now, by leading to a oontradlotlon that the relation (1) holds. Suppose

the oontrary t the relation (1) does not hold, that is
k 1

TQ (*»£ jJUI «(@3)
whioh by definition of the sets Q(i) yields

@ P(Q (n>)D %_1'Qti> 0
On the other hand, in virtue of initial sequencing algorithm and by definition of the

sets Q(i) we obtain that

0) RgMD (3 QG) 7 O
1-1



In virtue of () and () we get a oontradiotion, and thus the relation (1) holds.
From (3) it follows that
(&) r((ic)) H Q@i -0
3-1
On the other hand, by definition of the sets Q(i) we have
k-1

©) Wy - X - Q)
31

-Prom (9 and (@) it follows that for R® there exists no direot reduot. Thus the

theorem hBS been proved.
i

In further considerations, the direot reduction of the network =3 induced by the
funotion q , that means the sequence Rq(s) “ Rj ».eee» Rij will be oalled the g-
reduotion of the network S . Prom theorem 1 it follows that if x,y€ Q (i) then neither xeP(y)
nor y 6 f(x) and, moreover, if X6Q(n),y€ Q(m) and n<m then there exists no path le-

ading from the vertex y to the vertex x

In this conneotion, the partition (i)j ~gj of the set X of the network 3 oan be
interpreted as follows : let TX and Ty be tasks attaohed to the vertioes Xx and y , respeo-
tively. If x,y6Q(l) then the tasks T and T are oonourrently executed. Moreover, if x 6Q (n)

and y & Q(m) and n<m then the task Ty is executed after the exeoutlon of the task 3*

let us intodruoe a partial ordering relation 4 on the set X as follows s

x<y<=*.q ) <q ()

It is easy to see that if zEQ(n) and y6Q(m) and n<m then x"y

We shall non show that the sequenoing of the tasks of the computation based on the
partial ordering relation < is optimal, that is, the total execution time of the computation

(schedule length) is minimized.

Theorem 2 .

let d(R(S)) and d(Rg(®)) be the length of the direot reduotlon of the network S and
the length of the qg-reduotion of the network S , respectively. Then for the network 3 there
is no such direot reduction R(3) that dR®)) < d,H(S))-

Proof. Let a sequence.
@D Ry(S) » RN, ...., Rn,..., R® |

be the direot g-reduotion of the network 3 . Let us consider a direot reduot Rn+l ot the

network S for whloh

@ QMMEL() and QM 0- 1
The oonditlon(2) is satisfied if the following oondition

@) r@" 0, H{«o0 , g(i). 1
holds. Prom (@) it follows that



4 X e I* (i,0)a= J 1*(i,n) - (J pV -0
@ (i,0a=»((J € 1*(i.n) - L3 pVI))
Let us..assuma that the reduot Rn+l i0 the first (in the sense of the numeration of the

reduots in qg-reduotiou) from the reduots for whloh the oondltlon (2) holds. Let us assume

that for 1-1 the following oondition
@ f(i-D>1 r(i-1) /A O iH (i-1)/7 0

holds. Prom (3) it follows that there exists suoh vertex x P (i-1) that

1
©® 7(1-1)0 I1*(i-1,1) xi j «

Whloh hy definition of the set P (i-1) means that Xj - s*i_i <«

We distinguish t‘he following oases : - -
@ L* (1,1) - P(Xi) «O0
" L* @.,1) _pXi)fit t

Wa shall ehini now, hy leading to a oontradiotion that oase (e) oannot hold. Suppose the

contraryi the oaae (8) does faoldZ - -

Prom conditions (G) and () it follows thatjil*(i-1,)|p 2n (0 »1,2,3,...) and
ml* (1-1,1) - - Slncs *< - S*1-1~ H*“ 2« and ¢*@(-1,.1>« X,*(i,0)u (x1J
then in virtue of (6) and (4) we obtain finally that

® =F
In virtue (8 and (9) we geta oontradiotion, and thus inorder, to provethe theorem

it suffices only to oonsidcr the case .

me question arises whether the singular vertex oennot be ohoaen by means of other
rules in such a way as to obtain a reduot Hn+l for which DY) \« 2 and for every J<n there
exists no suoh a reduot RJ+t 1in the sequence (1)that jQ () f- 1 . We shall now show that the

answer for tho question given above is negative.

Let x denote an arbitrary but fixed vertex from the set L*(i,0) . Let P"(i-l)and L"(1,0)
be sets defined as follows:

P*(i-1) -P(-Du [xs]- (xjJ

(10" 1°(1,0) - L*Citunr{*J- ¥
IT the condition (7) is valid then by (4) we obtain that for every x6L"(i,0) we have
L*(1,1) -P(x) =0 , whioh means that we oannot oreate any direot reduot oontalnlng simulta-
neusly the vertioes from the sets L"(i,0) and L*(i,0), and thus we oannot oreate suoh a direot
reduot Rn+l for which Ila@W) I = 2 . This fact means that If we apply other rule for ohooeing
singular vertices in suoh a way as to obtain the sets ?"(i-l) and L"(i,0)determined aooording
to (10), then in the sequenoe (1) appears before the reduot Rn+l auoh a reduot Rj+1(for J<n )

that JI9 () U 1.



Repeating the reasoning given above to the suooeding reduots from the sequenoce (@) we
oome to the oonoluslon that there exists no suoh a dlreot reduotion of the network S that

its length is smaller than the length of the g-reduotion of the network S .

The length of the reduotion of the network 3 oan he interpreted as the number of

assignments of processors to the ta3ks of the computation which is represented by the network
S .

Prom theorem 2 it follows that the g-reduotion of the network S determines the smallest
possible number of assignments of prooessors needed to perform the computation represented by
the network S . In other words, the disjoint partition j™Q(i)J jgj of the set 1 of the
network 3 determines suoh a squenoing of the tasks of the computation that the total execu-

tion time is minimized.
e

Theorem 3 .
If T 1is a funotion defined as

T(e) - £ f(M)

then d (S )D)» TS

Proof. By definition of the length of g-reduotion we have
Uu) dB &) * max iqx)]
q X6 X L J

On the other hand, frora{l) by virtue of definition of the funotion g it follows that
d(Rqts)) = jr F(i)
Khioh means, by definition of the funotion. T that

dRg (D)= T(S)

What has been to be proved.

Prom theorem given above it follows that g-reduotion of the network S is not needed to
determine the dotal exeoution time of the oomputation whioh is represented by the network S ,

whioh means that the total exeoution time of the oomputation oan be determined before comple-

ting the sequenoing of the task of the oomputation being under consideration.
let us summarize the results obtained in this section s

1. The partial ordering relation-~ determines the optimal sequenoing of the tasks of the

oomputation, that is, suoh a sequenoing that the total exeoution time is minimised.

2. Por a given i , the tasks attaohed to the elementes of the set Q (i) oan be concur-

rently exeouted.

3. For a given network S, the value of the funotion T determines the total exeoution
time for optimal sequenoing of the taskts of the oomputation whioh is represented by the

network S .



6. An extension of the algorithm

In thla section, we shall give an extension of the sohedullng algoritthm for preemptive
oase by assumption that all tasks of the oomputation have the mutually oommensurable exeoutlon
times. We assume that is permited to interrupt any prooessor at stated times. It means that we
admit to split any task In a limited way. Next, we shall oonsider an extension of the sohedu-
1Ing algoritm for preemptive, oase, provided that all tasks of the oomputation have the same

exeoutlon times.

let T, denotes a task attaohed to the vertex x and t, denotes exeoutlon time of the task
Tx . Let t be the largest real number suoh that eaoh task exeoutlon time oan be expressed as

an .integral multiple of t .

Let S m< X ,r, xo> be a network with the mutually oommensurable exeoutution time of the

tasks. We now asaoolate with the network S a network S* «<X*, p* , x*> in the following

way s

i) if x€X and t~ - n.t then £X,,,...., XnJcx™*

and for 1<n p*nA) T *1+1

11) if x,y6X and yEf(X) then yi6 P ~n)

1 M *

il if x,IG X then t—xt« t

iiii the network 3* oontalns no other vertloes as obtained b)/ the above rules

It should be observed that XS * Xy -

Let us assume that we have a system in whioh preemptions are allowed only at stated
times t,2t,3t...... . It is easy to verify that an optimal preemptive sohedule for the ne-

twork 3*, given by algorithm presented in this paper is an optimal preemptive sohedule for the
network 3 , provided that the oase where f (i)>1 , r (D?i0 ,H (i) «0and g (1) »1 does
not hold see definition of the set F(l) . If the oonditlon mentioned above holds, it means
that the oardinality of the set F (i) is an odd number and is greater than two and

moreover F(.i)C LQ).-

From the consideration given above it follows that the extension of the nonpreemptive
algorithm for preemptive oase by decomposing all tasks into ohains of the tasks with the equal
exeoutlon times not always yields optimal sohedules* This remarks is of c general nature and
oonoerns all preemptive algorithms obtained from nonpreemptive algorithms by assuption that
all tasks of b oomputation have the mutually oommensurable exeoutlon times. It is easy to
verify that for every algorithm we oan ohoose suoh a oomputation that on some stage of the

oomputation we obtain the folowing network fragment

The exeoutlon time of this fragment is 2t. On the other hand, if we admit a split of

one of the tasks into two equal parts as is piotured below



Then this fragment oan he exeouted In 1 1/2 t. In this oase, in order to obtain an optimal
algorithm it is neossaary to introduce additional rules for sequenoing the tasks. For the
algorithm oonsidered in this paper it is relatively easy to introduce new rules, sinoe this

oase appears in explicit nay in the desorlption of the algorithm.,,
> Now ee givB an oxten3ion of the algorithm for the oaae where
f(i)>1 , r(i) /7 0 ,H@) -0 and g(i)- 1
Obviously, this considerations are valid for extensions of nonpreemptive algorithitf hoth
for preemptive oase by assumption that all tasks of the ooniputation have the same execution

times and for preemptive oase where all tasks of the oomputation have the mutually oommensura-

blo execution times.

let us assume that aotion of the nonpreemptive algorithm for the fixed network S* is
oorapleted, that is, we are given a fixed sequence F(1™...., F(i)...., F(p)of the sets for the
network S* . bet Xj* be an arbitrary fixed vertex belonging to the set P(i) . With the vertex
x* we assoola];e two vertioes o” and o* such that tQ < tO* m 1/2 t™» . By this assumption we

define a set F (i) as follows j

F(i) otherwise
bet the sequence P*(F*(i)) - P*(1,i1),.--., ?*(n,i),-.,,P*(k,i) be a fixed disjoint
partition of the set F*(1) defined as folows s.
1°. 0if F(i)- KD then P*(p*(1) ) - p(p (')
2°. ifF F*@) /7 F(D) then
1) for J<k, P* (J3,D |I-2
il) oAG P*(1,i) and o*SP*(2,1)
We are now in a position to redefine the funotion q and the disjoint partition
as follows sl

ngl £f@) - f@) +n for x€P*(n,1) if P*(+* (i)) exista

E 3 for x £ Pti) if no suoh PH(F*(i)) exists
3»i



The vertioes o, and o* oan be interpreted ae follows! let T« be a task attached to the
A
vertex x*. We split the task T"w into two subtaeks T and T2 in auoh a way that they have

the same exeoutlon times equal to 1/2 t;i . If exeoution of the task T, is completed then the

1
“"task Tg oan be executed and moreover, the subtasks T1l and Tg oannot be exeouted by the same

prooessor. The subtasks T1 and Tg are attaohed to the vertioes o™ and x* .respectively.

If we assume suoh an interpretation of the vertioes Q* and o* as above, then the disjoint
partition 16 1 ¢etermlnes optimal preemptive sohedule for the computation represented
by the network S . Moreover, the total exeoution time of the oomputation (sohedule length)for

o4

this oose is given by the following formula:

) T*(s)« £ (F@{) - 0o/2 )= t
i-1

where f (@) is the value of the function f for the. network S* and o is the number of

ooourrenoes the oases where F*(1) / P (i) for the network S*.

The resolution of a problem of preemptive sohedullng by reduolng to a problem of nonpre-
emptive sohedullng by assumption that all tasks hve the mutually oommensurable exeoution times,
aparat from the faot that not always this reduotion is possible, oannot be find satisfactory.
Obviously, the reduotion based on deoomposing all tasks into ohains of tasks with the equal
exeoution times yields problems whloh oan be of size exponential in the size of the original
problems. And thus, in some oases, sohedullng algorithm oan take exponential time oomplexlty

and the number of preemptions oan be exponential. Moreover, some algorithms oan fail tobeoptimal.

In the Seoond part of this paper, we shall oonsider an optimal algorithm for preemptive
sohedullng of two—prooessor systems for oomputatlons consisting of dependent tasks with arbit-
rary oxeoution times. And thus we have no constraints on exeoution time. Moreover, we assume
that preemption times are completely unconstrained. The algorithm in question is an extension of
the nonpreemptlve algorithm oonsidered in this paper. On the oontrary to the extensions consi-
dered above, the extension of the algorithm in question is obtained by introducing and changing
some rules for sequencing the tasks, but not by reduolng a problem of preemptive sohedullng

to a problem of nonpreemptive sohedullng.
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Planowanie zadan bez wstepnego dzielenia zasobow

dla systeméw dwuprocesorowych

Streszczenie

W praoy rozwaza sie algorytm planowania obliczen dla systeméw dwuprooeaorowyoh zawierajgcych
identyczne prooesory. Zaktada sie, ze obliczenia zawieraja zadanie niepodzielne o Jednakowym
czaBle wykonania, nie zawieraja petli oraz majag Jedno wyjsoie. Ponadto algorytm wyznacza réwniez
oz”"s wykonania obliczenia.

1W pracy pokazano, ze rozwazany algorytm Jest optymalny tzn., ze czas wykonania obliczenia
Jeit minimalny.

Hozwazono roéwniez rozszerzenie algorytmu planowania obliczen na zadania podzielne,gdy zadania
maja Jednakowy czas wykonania,oraz gdy zadania majawsp6lnag wielokrotnosc¢.

ILtaHipoBane <&@ BOiynHTeakHoro AeaeuKa pecypcoB

Xxaa XByxnpoueooopH«X chotbr

Kpatkoe oogepXaxma

3 patfore paoowaTpwBaeTCH aarop«TU RaaaapoBfiHaa BintHozeHHf! jju XBjnpopeooopHux okoieM, cojsp-
aaftki onHKOEwe npoueccopu.

llpuiifito, «tio Butrci&HKR oogapaat Hegearaue sagaHHH o ogKHaKOBtm BpeneHBM buhozhbhhh, hb €o-
gepaaT uenoieR, a Taiae hmbdt oxmh BHxog. Kpone Toro aaropimioH sagaeiOH iaxxe Bpena buiiojihbbhh
BULH0Z6HHR.

B paCOTe nOKasaHo, no pacoiiaTpKBaeuutt aaropaw hmhbtoh onTMMaztHMC, t.b. Hueei mhhhx8U>hob
Bpeun..BiiaoRReaia svaiHoieI:Iiw.

PacoHorpatao tbksb pacmjpeHHe aaropaiua naampoBaHns BU<noaeuR8 ua neaHMhie aaaaHKH b caytae,

Koraa sagami« rkbbt 0XHRaxOBU6 Bpeaa BunoaHSHRn, a tbkzb aorga sagaHHH rmbdt ofigyc uHoroKpaTHocti.
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