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Prac©  n a u k o w o -b a d a w c z e  Instytutu M aszy n  M atem aty czn y ch

O pewnej metodzie dyskretyzacji 
algebraicznych krzywych przestrzennych 
na jednorodnych siatkach prostokątnych

Wojciech M O K R Z Y C K I

'.YSTgP

komputerowej generacji obrazów przestrzennych, numerycznym sterowaniu obrabiarkami i proce- 
nami technicznymi oraz w innych dziedzinach nauki i techniki zachodzi potrzeba dyskretyzacji 
/aproksymacji bądź generacji/ krzywych i powierzchni w trójwymiarowej przestrzeni.

W 3‘zczególności w obrazowaniu przestrzennym brył krzywo powierzchni owych dyskretyzac ja krzywych 
występuje pod co najmniej trzema postaciami: jako /wytyczanie i/ dyskretyzacja krawędzi przecina­
nia się obrazowanych powierzchni', jako /wytyczanie 1/ dyskretyzacja kraz/ędzi przecinania się po­
wierzchni z granicami pola obrazowania oraz jako /wyznaczanie i/ dypkretyzticja gnanie widoczności 
obszarów i brył w zagadnieniach eliminacji ukrytych linii i powierzchni.

Literatura na ten temat jest stosunkowo uboga, często szczątkowa bądź niepełna. iTzrasta nato­
miast zapotrzebowanie na metody dyskretyzaoyjne. Zachodzi więc potrzeba podjęć a własnych bndaó 
w tym zakresie.

Spośród kilku znanych reprezentacji krzywych przestrzennych najpowszechniej stosowana jest 
reprezentacja parametryczna.-Reprezentacja ta zapewnia przejrzysty zapis krzywej oraz prosty zwią­
zek między dwu, trój- i wielowymiarowym przedstawieńjem krzywej. Dyskretyzacje /aproksymacją/ krzy­
wych parametrycznych są proste algorytmicznie i w niewielkim stopniu zależne od stopnia krzywej 
i liczby wymiarów jej przedstawienia. Sprzętowa realizacja dyskretyzacji /generacja krzywej dyskret­
nej/ prowadzi do dobrze znanej techniki CAR /cyfrowych analizatorów różniczkowych/. W tej technice 
proste i łatwe jest przejście z dwóch do trzech czy większej liczby wymiarów /powielenie liczby ta­
kiego samego typu układó-w całkujących/. Istotnymi wadami metody parametrycznej jest natomiast trud­
no do przewidzenia niebe. pieczeństwo kumulacji błędów oraz zmienna szybkość generacji. Dla pewnych 
zastosować powyższe wady czynią tę metodę nieprzydatną.



Mniej znaną metodą dyskretyzacji krzywych jest metoda nieparametryczna. Dyskretyracja krzywych 
nieparametrycznych wymaga innej techniki, która jednak wydaje się byó porównywalna w kosztach 
z technika dyskretyzacji krzywych parametrycznych, przy tej samej złożoności, krzywej. Również a tero­
wanie prędkością generacji /szczególnie w układowej realizacji generacji/ nie jest problemem, jeśli 
.ostało przewidziane w rozwiązaniu. Błędy dyskretyzacji dają się natomiast kontrolować. Przejście 
w przedstawieniu krzywej z dwóch do trzech wymiarów jest jednak złożone, wymaga opracowania algoryt­
mów od nowa i prowadzi do złożonych rozwiązań.

Autor niniejszej pracy prowadził badania w zakresie dyskretyzacji algebraicznych krzywych dwu­
wymiarowych [li] . Sądzi więc, że algorytmy dyskretyzaoyjne płaskich krzywych algebraicznych dadzą 
się wykorzystać do konstrukcji algorytmów dyskrstyzacjt krzywych przestrzennych i powierzchni krzy­
woliniowych algebraicznych i że dyskretyzacja ta będzie miała - podobnie jak w wypndku krzywych 
płaskich - wielo pozytywnych cech.

17 opio iąym przez lAiha i Królaka /1965 r./ komputerowym systemie do wspomagania projektowania 
części mechanicznych punkty krzywej przecinania się dwóch powierzchni kwadratowych wyznacztlne są 
za pomocą dwóch niorównoóci. Nierówności te wynikają z równań przecinających się powierzchni, gdy 
obliczane są pierwiastki tych równań dla jednej ze zmiennych x, y lub z. Zakłada się wówczas, że 
dla każdego z równań zachodzi 'f& > 0.Wyrażenia na VÂ, zawierające pozostałe dwie zmienne, powin­
ny byó równocześnie spełnione. Z tego właśnie warunku wyliczone są pozostałe dwie współrzędne bie­
żącego punktu na krzywej przecięcia. Niestety autorzy publikacji nie opisują dokładnie zastosowanej 
przez siebie metody, stąd też niemożliwe jest określenie Jej pozytywnych i negatywnych cech. Z opi­
su można jednak wywnioskować, że Jest to metoda ogólnogeomotryczna i nié wynika ona ze specyfiki 
problemu, do rozwiązania którego została wykorzystana.

Weiss /w I960 r./ opisuje procedurę znajdywania krzywyah przecinania się powierzchni kwadrato­
wych zadanych równościami F^(x,y,z). = 0, . F2(x,y,z) = 0. Kolejne punkty na krzywej przestrzennej , 
/metodą punkt po punkcie/ wyznacza się w ten sposób, że dla kolejno zmienianej /o elementarny przy­
rost równy rozdzielczości urządzenia obrazującego/ jednej ze współrzędnych, np. współrzędnej z
w przedziale obrazowania /widoczności/ z , „ ¿T z z , rozwiązywane są równocześnie obydwa równa-min ̂  max
nia dla pozostałych dwóch współrzędnych /tzw. metoda płaszczyzn tnących/.

Metoda powyższa dostosowana Jest częściowo do wymagań /dyskretności obrazowania/ urządzeń gra­
ficznych. Autor twierdzi jednak, że progrńm wyliczający krzywe przecięć tą metodą jest długi i zło­
żony. Problemem jest również długi czas obliczeń.

Comb:. / 1968/ opisuje procedurę wyznaczania obszarów wspólnych przecinających się obiektów ogra­
niczonych powierzchniami kwadratowymi opisanych równościami F^(x,y,z) = 0. Procedura ta może byó 
wykorzystana również do określenia krzywych przecinania się powierzchni kwadratowych. 17 tym celu 
wykorzystywana jest tzw. funkcja charakterystyczna /karna/ Q, która jest tak zdefiniowana, że przyj­
muje wartości ujemne wewnątrz wspólnej części przecinających alę obszarów,oraz wartości dodatnie 
r. 1 zewnątrz tej części. Troblemem jest znajdowania tych punktów, dla których Q przyjmuje 'wnrtośei . 
zerowe lub bliskie zeru. Autor nie podaje Jednak algorytmu znajdowania tych punktów. ï/spomina tylko, 
te wykorzystywana jest do tego metoda gradientów. Metoda ograniczona jest tylko do powierzchni wy­
pukłych 2-stopnia.

D ’.ni'elsoon /1972 r./ opisuje szczegółowo algorytm dyskretyzacji krawędzi przecinania się dwóch 
powierzchni, który krawędź tę zamienia w ciąg jednostkowych przesunięć wzdłuż jednej z osi układu. 
Kryterium wykorzystywanym do określenia kierunku ruchu w tym algorytmie jest niezwiększanie 3ię bez­
względnych wartości funkcji Fj(x,y,z) i F2(x,y,z) opisujących przecinające się powierzchnie. Autor 
pt daje wyrażenia logiczne wyznaczone na podstawie znaków funkcji i oraz ich pochodnych w bio- 
incyrr. punkcie, wyznaczające ruchy wzdłuż poszczególnych osi. Wyrażenia te "są jednak złożone. ' rzed



każdym elementarnym ruchom należy wykonać dużą liczbę obliczeń pomocniczych. Konieczne Jest również 
pamiętanie i uaktualnianie w punkcie bieżącym tak wartości funkcji '7](x,.y, ) i Pg(x,y,e), jok
i ich wszystkich niestałych pochodnych oraz składowych wektora kierunhewe ■ ••••.-•; do kr-, ywej,
który określa nię dość złożonym wyrażeni c-m. Podstawowym mankamentem algor,, tmu just.t-ułki.-.o duża 
"chropowatość" krzywej dyskretnej, spowodowana ograniczeniem kierunku jcdhpn I k-wego ruchu do kie- 
runku .jednej z osi układu.

V.oon i Freeman /1971 r./ wyznaczają ciąg przylegających i równo odległych punktów krzywej prze­
cinania nię powierzchni drugiego stopnia w sposób następujący: Definiują siatkę przestrzenną okreś­
lając trzy zbiory równoległych płaszczyzn: x^ = i-<5, y^ = i-S, = i-i, i - +1, +2, ¿3,..., 
a S jest założoną rozdzielczością. Następnie poszukują takich punktów krzywej, których wzajemna 
odjegłoźó nie przekracza zadanej wielkości /np. 2 i/. Zakładając, że 6 Jest małe w porównaniu 
z promieniem krzywizny krzywej, kierunek przesunięcia wzdłuż krzywej z punktu 1 do punktu P^ 
wykorzystywany je3t do określenia ki erunku ruchu, następnego, tj. kierunku ruchu do punktu P,, t j.
Jeśli składową x poprzedniego przesunięcia jest dłuższa od składowych dwóch pozostałych współ­
rzędnych, -wówczas wyliczona jest składowa xj.+ ] następnego przesunięcia

xk+1 = xk + 6 ‘ SUH 1 Xk “ Xk-1> >
Wartości współrzędnych y oraz z,. + ] otrzymuje się po rozwiązaniu układu równań F,(x,y,z) = 0,
F2(x,y,z) = O przecinających się powierzchni, wstawiając do tycli równań wartość współrzędnej xJi, 1 

wyznaczaną wc wcześniejszej operacji.
Mehl / I974 r./ opisuje algorytm znajdowania krawędzi przecinających się płatów powierzchni,

K tej metodzie przecinające się powierzchnio są cięte zbiorem równoległych wzajemnie i względem 
jednej z osi układu płaszczyzn, zwanych płaszczyznami tnącymi. Przecięcia powierzchni z płaszczyz- 
r. im i tnącymi obliczane są indywidualnie dla każdej z płaszczyzn tnących. Odległości między płasz­
czy rn-m i określają dokładność /moduł/ dyskretyzacji. Metoda Mahla Jest ulepszoną nieco metodą 
•łoi a aa.

Babin /1974 r./ do obrazowania przecięć algebraicznych powierzchni stosuje zapis Cayley’a
krzywej, w którym krzywa jest reprezentowana jako funkcja F dwóch punktów i P^. F(P,| ,?„) = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy prosta P1? 2 przecina krzywą. Zastępując pozycję oka punktemP^, równanie 
F(fJltP ) = 0 staje się równaniem punktów płaszczyzny leżących na projekcji krzywe j.

f-a pomocą tego równania można przeprowadzać wszystkie obliczenia w przestrzeni dwuwymiarowej 
obrazu zamiast' trójwymiarowej przestrzeni krzywej.

J.evin /1976 i 1979 r./ opisuje metody wyprowadzania parametrycznych form krzywych będących 
przecięciami powierzchni algebraicznych kwadratowych, wykorzystując pewne matematyczne zależności 
tych powierzchni.

’.V tej metodzie pierwszą czynnością jest wyprowadzenie parametry żującej powierzchni. Powierzch­
nia t> zawiera kpzywą przecięcia, a typ tej powierzchni określą rodzaj parametryzacji. Następnym 
krokiem jest transformacja wyjściowej przestrzeni 0XY7, w przestrzeń kanoniczną fUY’.V, w której pąro~ 
mefryzuje.c - powierzchnia określona Jest w kanonicznej postaci. Z kolei wyznaczona jest krzywe prze­
cięcia w kanonicznej przestrzeni OBY.', której współczynniki są następnie transformowane z powrotom 
do orzostrzeni wyjściowej 0XYZ.

niniejszej pracy proponuje się inną niż wyżej omówione metody wytyczania dyskretnej krzywej 
pr eotrzęnnej, będącej krawędzią przecinania się powierzchni algebraicznych. Koncepcyjnie metoda ta 
jest najbliższa metodzie opisanej przez Danielssona /1970 r./. Nie zawiera Jednak ograniczenia na 
kierunek elementarnych ruchów wzdłuż krzywej, które powodowało dużą "chropowatość1' krzywe.) nyskret- 
rej. Inne jont również kryterium wyboru punktów aproksy.nujących. loza tym proponowany algorytm



dy« kr« ty stacji dotyczy dyskretyzacji dowolnych aigcbrui cznych krzywych przestr: cnn,v eh, a nie tylko 
krzywych wyznaczonych powierzchniami kwadratowymi.

SFORMUŁOWANI!? I ANALIZA; ŻAOADNIKHIA IKSKHKTiZACJI BtZKSTRZRtOnrÓH KRZYWYCH ALOKDJIMOZBYCH

Sformułowanie zagadnienia

tli och w prostokątnym układzie współrzędnych OXYZ zadana będzie krzywa K będąca krawę­
dzie orzec.i nenia się dwóch powierzchni algebraicznych zndiinych równaniami w postaci uwikłanej!

n n- 1  nKi-j , . . . .
V{x’*'*> * I  t  I  “ l.k.n-i-j-k x' 8 ' = 0

i-0  .1=0 k=0

/<)
m m-i m-i-.l .1 k m-i-j-k* V Z. =!

Q x , y ’* = I  I  L  bJ,k,m-i-a-k x” y" 2‘"-^  = 0  
1=0 3=0 feo

/u, , b, - liczby rzeczywistej m,n - liczby naturalnej r,y,z - zmienne rzeczywiste/. ■.! , k i * ,1, jC
i niocii powierzchnie te będą w rorważanym obszarze analityczne, ’tj. mają w każdym swoim punkcie 
ciągłe i jednocześnie nie równe zeru pochodne cząstkowe stopnia 1-»n oraz 1 +® odpowiednio. 

Uprowadźmy uprcezczone oznaczenia dla zapisu pochodnych cząstkowych!

ł / J l ^ z i dr 
3 xr rx

«  P u  } ■ 
axr 3y° rxsy •

3 rłntt i:(x,.y.z.} df ,

.'•'.•idajray w układzie C>XYZ siatkę przestrzenną z modułem h G(h ). Frzedtem jednak określmy 
kilis reipiłcr.iczyoh definicji. • ^

Befjnio.it! i
lizędeT. spójności eintki USC nazwiemy liczbę półproatych siatkowych wychodzących z Jej węzła.

Definicja P
Bezpośrednio spójnymi węzła siatki BSYO nazwiemy takio dwa węzły, które linia siatkowa łączy bez­
pośrednio /bez pośrednictwa .innych węzłów/.

bo f J Ti a : ' 3
Głównymi liniami siatki 01X5 mrwieay te linie, wzdłuż których najkrótsza odległość między JBOB rów-



na jest modułowi ulotki h, dwuprzekątnyrai liniami siatki 21’1-G - gdy ta odległość równa Jest h/F, 
trójprzokątnymi 3I’L0 - gdy h1/}.

2 definicji 3 wynika, że w trukoie ruchu wzdłuż" głównej linii siatki zmienia się tylko Jednu 
ze współrzędnych x,y lub z punktu bieżącego, gdy ruch ten odbywa Się wzdłuż 2TLG, wtedy zmieniają 
się dwie współrzędne, natomiast gdy Jest to ruch wzdłuż 3PIX3 - ulegają zmianie wszystkie trzy 
współrzędne x,y i z punktu przemieszęzanego.

3
t/y znaczmy jednorodną siatkę przestrzenną z modułem h G(h ) za pomocą zbioru płaszczyzn zdefi­

niowanych niezależnymi równaniami!

1/| ,Vi = h-i + 2 x , - o o  <x,z <  +oo ,

-  7 -

3/- x^ = h*l + ^ z , - Ot“ <  y,z <  + csw ,

h - liozba naturalna, i = -[®jr̂ j V, <1 ~ liczby całkowite, q/0 , x,y,z -
zmienne, rzeczywiste, m - rozmiar liniowy obszaru dyskretnego /liczba naturalna/.
Linie siatki są krawędziami przecinania się płaszczyzn / 2/

Przyjmując dla p i q różne wartoóci, otrzymać można różne rodzaje siatek. Zdefiniujmy dwie
poniższe /najprostsze/, mające największe zastosowanie w praktyce!
a/ P--0, siatka przestrzenna 6-spójna G, (h^), której linie wyznaczone są za pomocą krawędzi przeci-'08

nania się płaszczyzn okreńlonych niezależnymi równaniami!

1/ xi = h-i, - cv° <y,z <  ,
2/ y, =■ h*i, - no <x,z <  + o o , - /3/
3/ - h-i, - oo <x,y < +oo j

. -. ** 
b/ E = +1 , siatka przestrzenna 26-spójna G6 (h ), której linie wyznaczane są krawędziami przecina-CJ <.08

nia się płaszczyzn zadanych niezależnymi równaniami!

1/ >') = h-i + x, - oo  <x,z <  + op,
2/ zj = h*i ± y, - oo  <x,y <  +c~7, . /3a/
3/ x^ = h - 1 + z, - o o < y , z <  +cv7.

Formułujemy zagadnienie dyokretyzacji polegające na aproksymowaniu krzywej K postaci /1/ 
krzywą dyskretną H - ciągiem: ^<Xp,yp)> ,•••» <XjL»y^> »*•• i B3WP, w taki sposób, aby
"odległość" między krzywymi K 1 H, definiowana jako

2/ 7 .^  = h-i + £ y , -o=> <x,y <  + e>" / 2/

p H  .
3 e,Q

/ 4/

była minimalna. Algorytm powinien byó prosty 1 szybki w realizacji komputerowej, metoda natomiast 
nie powinna powodować błędów systematycznych.



łatki piczestraennonIlustracja do określenia
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Rys', 2, Linie przestrzennej siatki wyznaczone
przez krawędzie przecinających się płaszczyzn



_  10 -

Analiza zagadnieniu

Zdefiniujmy na krzywej / 1/ kierunek określając w każdym punkcie krzywej i w dootatcez.aie blis­
kim jej sąsiedztwie wektor przemieszczenia wzdłuż stycznej do krzywej V, będący iloczynem wektorowym 
normalnych do powierzchni j? i Q, w sposób następujący:

~V = 7(VX,VY,VZ) = ~t(V Q . - V 'Q , V Q - P Q , T Q - P Q ) /5/' ' ,y z z y ’ z x x z* x y y x' '

"’prowadźmy również zmienną logiczną B, która przyjmuje wartoóói logiczne!

—> —> *
B = 1 dla dodatniego kierunku wektora V (+V), tzn. dla

V  s "v(P Q - P Q , P Q - P Q , P Q - P U )y z z y z x x z x y y x
»*■

or-.z wartośó ,

B = 0 dla ujemnego kierunku wektora"7(-V), tzn. dla

Y  = “?(? Q - P Q  , P Q  - P Q , P Q  - P Q )  /5’/z y  y z x z  z x y x  x y

Określmy także kierunki przemieszczeń wzdłuż GLG, odpowiadające przyjętemu w /5/ kierunkowi 
ruchów wzdłuż wektora T/lokalizacja LY1, LV1i j^rI,Vy,VZJ , VX = Vy(Ax,0,o), Vy » Yy(o,Ay,o),
V'8 = Vz(0.0,Az)/:

h gdy zachodzi (Y* ̂  0) A Bv (VX <  0) /\ B = 1

-h w przeciwnym wypadku

h gdy zachodzi (Vy >  0) A Bv (Vy <  0i A B = 1 ^
-h w przeoirmym wypadku

h gdy zachodzi (V" 0) f\ Bv (Vz <  0) A B = 1

-h w przeciwnym wypadku.

A x :  =

Ay:

A  Z ! =

Relacje /6/ nakładają istotne ograniczenia na ruchy wzdłuż linii siatki. Z sześciu możliwych 
przemieszczeń wzdłuż linii siatki Gg^ eliminują połowę, tj. 3 przemieszczenia. Ha siatce C26s 
wzory /6/ eliminują 19 z 26 możliwych przemieszczeń pozostawiając 7 węzłów, z których jeden należy 
wybrać na węzeł ciągu aproksymującego.

Przyjmijmy miarę odległości punktu od krzywej przestrzennej. Hiech to będzie suma modułów war­
tości funkcji

|P(x,y,z)|+ |Q(x,y,z)| /!/

Kroczenie wzdłuż krzywej /1/ wymaga więc, aby na kolejny punkt ciągu aproksymującego wybrany został 
ten z *BS WG, który można osiągnąó wykonując ruch okreólony przez relacje /6/ oraz, aby w tym węźle 
zachodziło

o -- > min ' /fl/
'5p.Q (x1,yj,zk)6{ciąg BSW.J,

tj. spoóród wszystkich rozważanych węzłów.



Należy więc wyznaczać moduły wartości funkcji P . i Q w wyselekcjonowanych przez relację /6/ 
węzłach siatki.

Rozważmy rozwinięoia funkcji P i Q w szereg Taylora mające ogólną postaós

n . r-* i d  3 3
P(x+Ax,y+Ay, z+A z) = P(x,y,z) +■ 2_ TT (Ax gi +. A  y + A  z 57 ) P(*»y»z)

i«1

m i
Q(x+Ax,y+Ay, z+Az) = Q(x,y,z) + ^  ił (Ax cfx + A y  + A  z 5z ) Q(xty.z)

/9/

• i
1 wprowadźmy poniższe operatory kierunkowe funkcji P i Qi

IxP(x,y,z) =Hf P(x+Ax,y, z) - P(x,y,z) = Y  — ■|j- Pix(x,y,z)

LyF(x,y,z) tef P(x,y+AytE) - ?(x,y,a) = ^ j ł ~  Pjy^x,y,z^
J=1

r-~ łJ k
LzP(x,y,z) tef P(x,y,z+Az) - P(x,y,z) = Y  Pkz(x,y,z)

n i
Ł^PU.y.z) ief P(x+ Ax,y+ Ay, z) - P(x,y,z) = Y  Y  P(i-j) xjy ^ U ^ T T

n i
LxzP(x,y,z) =ef P(x+Ax,y, z+Az) - P(x,y,z) = (Ax)1-,k ( Ą z Y  . .

(l~k)xkz (i-k)! k! /10/

n j
ŁyzP(x,y,z) ¿ef P(x,y+Ay, z+A z ) - r(x,y,z) Y Z  P( j-k)ykz (j-kfi

j=1 k=0

I.>yz P(x,y,z ) =° P(x+ Ax,y+Ay,z+Az) - P(x,y,z) =



Dla funkcji Q podobniei
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, .
J'XQ ( x . y . ® )  = ° r  Q(x+ A x , y ,  z ) -  Q ( x ,y ,  z ) = ^  Q^x U . y , z )

i=1

“ j
ŁyQ u.y.z) =ef Q(x,y+Ay,z) - Q(x,y,z) = \ Qjy xty,z)

r - kI'ZQ <x,y,z) !ef Q(x,y,z + Az) - Q(x,y,z) = \  —  <^.(x,y,z)

lXyQ U,y,z) lef Q(x+ Ax,y+ Ay, z) - Q(x,y.,z) = J  ^  Q(i-J)x3y ̂ £ 3^ ?  J
1=1 3=0

n i i k k
hxzQ (x ,y ,z )  ¿e f  Q(x+Ax,yf z+ Az) -  Q (x ,y ,z )  .  V  V  Q(1_k )^  (A(x >k~ & * '■> / 1 0’/

SH k=0

LyZQ (x,y,z) ief Q(x,y+Ay,z+Az) - Q(x,y,z) = ^  Y  Q (j-k)ykz ̂ ( j - k M ^
j=1 feo

LXyzQ (x,y,z) =cf Q(x+ Ax,y+ Ay,z+Az) - Q(x,y,z) =

• i  I i  I f e l i M  .
i=1 j=o k=0

Wzory z prawej strony równości / 10/ i / 10'/ w komputerowej realizacji są wygodniejszymi odpo­
wiednikami wzorów wynikających z rozwinięcia /9/ funkcji F i Q w szereg Taylora.

Zakładając, że znane są wartości pochodnych cząstkowych dla funkcji P i Q rzędu 1+n 
i 1łn odpowiednio, wyznaczenie funkcji P i Q w sąsiednich węzłach sprowadza się ?iięc do obli­
czenia operatorów / 10/ i / 10'/ dla tych funkcji, przy określonych przez relacje /6/ wartościach 
A  x, Ay  i A- oraz do dodania ich do wartości P^.yjz) i Q(x,y,z;.

Dalsze czynności prowadzące do wyboru kolejnego punktu ciągu wymagają przeprowadzenia wzajemnych 
porównali wartości ? p tQ w analizowanych węzłach /wyznaczonych przez relacje /6/ /. Węzeł, dla któ­
rego zachodzi^p q = m i n  będzie węzłem krzywej dyskretnej H.

Wartości pochodnych cząstkowych rzędu odpowiednio 1+n i 1+m dla funkcji P i Q wyzna­
czyć nożna wpro3t z równań /1/, bądź też uaktualnić je, gdy znane są one w poprzednim punkcie,



z)

~yPrxsy tz^Xf y *z  ̂ = X  Prx (s+ J )y tz  j!
J=1 

n-r-s-t

Z
 ' *  ' *  (A z

Prxey(.t+k)z M
k=1

n-r-s-t i 4 H 4
xy_ ) V  V  p (A x) (Av)

rxsytz^x,y,z = ]_ ¿_ (r+i-j) x(s+j) ytz (1-J)! J!
1=1 j=0

n-r-s-t. 1
xz V  V" p \ tAx)3~il(Az)
L Prx8ytr/X,y’ /__ ¿_ (r+i-k)xsy(t+k)z (i-k)! k!

1= 1 k=0

n - r - s - t  j j ,, i,
vz , , V  V  a (Ay) (Az)
L ?rxsytz = ¿_ ¿_ ' rx(s+j-k)y (t+k)z (j-k)! k!

3*1 k=0

/U/

wykorzystując ich rozwinięcie w szereg Taylora. Można w tym celu wykorzystać podane niżej wzory.
Wprowadźmy operatory kierunkowe pochodnych cząstkowych funkcji P i Q, podobnie jak dla 

funkcji P 1 Qi

LX Prxsytz(x’y*z) Prxsytz(x+Ax'y>z) " Prxsytz(x’y'z>

L'Y Prxsytz(x*y’z) =6f Pr*sytz(x’y+Ay’z) " Prxsytz(x*y’z)

Ł* Prxsytz'X’y’z) Prxsytz(x*y’z + A z > - Prx8ytz(x’y’z> 

i lXY Prxsytz(x>y>z ^  Prx8ytz(x+Ax’y + A y -Z) ' Prxsytz<x*y >

? 1,7 Prxsytz(x,y,z  ̂= Prxsytz^x+Ax,y,z+Az  ̂~ PrxBytz^x,y'z)

^  Prxsytz(x’y’z> ̂  Prxsytz<x’y"A y * ^ Az) - Prxsy tz<x’y>z >

LXyZYxsytz(x*y*z) |Bf Prxsytz(x+Ax-y + A y 'z+Az) - Prx3ytz^'y*z > .

Operatory te można wyznaczyć z następujących wzorów:

* n-r-s-t ^

LXpr*sytz(x,y’z) = X  P(r+i)xsytz( it
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n - r - s - t  4
(A y )3'

/ 1 1 '/
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n- r - B - t  i j

IlXyZW 2(x’y ’ z)  = Z  I  X V l - j ) x ( B+ j l | y ( | k ) z
1=1 j=0 k=0 ' ' ' "Is?

dla r,s,t = 1 (1 )n-1, r+s+t = 1 (1)n- 1  .
Dla pochodn,ych funkcji Q operatory powyższe definiuje się podobnie. Uaktualnienie pochod­

nych wymaga dodania do pochodnej właściwego przemieszczenia i operatora tejże pochodnej.

! 3
Optymalizacja wyznaczania węzła na siatce G26s*‘łl  ̂metodą uściślenia położenia wektora stycznej

Określone relacjami /6/ kierunki elementarnych ruchów TiV1 eliminują z rozważań na siatce 
G2gQ(h ) 19 z 26 możliwych przemieszczeń do węzłów bezpośrednio spójnych.

W celu wyboru jednego z pozostałych 7 węzłów na kolejny punkt ciągu należy obliczyć moduły
wartości funkcji w tych węzłach dla obydwu funkcji P i Q i porównując sumy modułów tych funkcji
w tyoh węzłach wybrać węzeł, w którym suma ta jest minimalna. Możliwe jest Jednak uproszczenie tych5Tczynności przez uściślenie LV1 dotychczasowego położenia .wektora stycznej V /z dokładnością do ,

które można osiągnąć przeprowadzając wzajemne porównanie modułów składowych VX .17̂ j. V" tego 
wektora.

Rozważmy kostkę sześcienną o boku h z węzłami ponumerowanymi od 1 do 7 jak na rys.2, w któ­
rej zlokalizowane zostało /relacjami /6/ położenie wektora Jf. Rozważmy również obszary, na które 
ko3tk« ta została podzielana płaszczyznami /4/, których krawędzie przecinania się tworzą linie 
siatki. Płaszczyzny te dzielą kostkę na 6 obszarów - ostrosłupów,o podstawie trójkątnej, z wierz­
chołkami w węzłach siatki /wierzchołkach kostki/. Każ’dy z tyoh ostrosłupów ma jeden wierzchołek 
w punkcie o numerze 0, pozostałe 3 w węzłach sąsiadujących ze sobą. Wzajemne relacje nierówności 
między składowymi Y*, Vy i Vz wektora V pozwala, ą na jego lokalizaoję w jednym z tych sześciu 
obsi^row /lokalizacja TiV2/, a więc uściślają położenie wektora V. Eliminują w ten sposób 4 s 7 
'niewyeliminowanych dotąd Węzłów,

Zachodzić mogą następujące’, niesprzeczne przypadki porównań składowych wektora V, tj. Y*, 
i Vz. Odpowiedni obszar "/ostrosłup przestrzenny/ wyznaczony przez płaszczyzny /opisane równaniami 
/4/ / ograniczony jost wtedy przez te płaszczyzny, które przechodzą przez węzeł aktualny /o numerze 
0/ i węzły wymienione w prawych częściach relacji występujących w lokalizacji LV2:

. ’ gdy zachodzi (lir*! > lvyl) A (|v*1 <!vzl) = 1 , to węzeł 0 i węzły 3,5 i 7

gdy zachodzi (llT*! >lv^l) A (|vXl ̂ |vZ|) A |Vy|^ |vz| = 1 , to węźeł 0 i węzły 1,4 1 7
gdy zachodzi ( ^  > |v̂ |) A (!rt!>jvs|) A |vy|^|vzl = 1 , to węzeł 0 i węzły 1,5 1 7
gdy zachodzi (I^Uly5]) A = 1, to lęzeł 0 i węzły 2,4 i 7 /12/
gdy zachodzi (|vx|<| 7̂ 1) A (l^l<|vz|) A  i lvz i ’= 1 , to węzeł 0 i węzły 2,6 i 7
gdy zachodzi (|Vxj<| Vy|) A Uv*l <|vK|) A l ^ k l y 2 ! = 1 , to węzeł 0 i węzły 3,6 i 7

'i ostatnich relacjach znaki słabej nierówności - lokalizujące położenie wektora V wewnątrz 
określonego ostrosłupa w przypadku granicznym i oznaczające równoległość wektora stycznej do jed­
nej z płaszczyzn tnących - ustawione zostały według układu priorytetów współrzędnych BF7i

#



• y ma priorytet nad x '
• z ma priorytet nad y / 13/
• x ma priorytet nad z.

Relacje /12/ i /13/ redukują więc z 7 do 3 liczbę węzłów, w których należy wyznaczać moduły 
wartości furikcji. Do dalszego rozstrzygnięcia pozostał Jeszcze przypadek, dla którego wartości sumy 
modułów w dwóch z trzech węzłów są minimalne.

Yfprowadżmy następujące kryterium rozstrzygająee opisany przypadek: wybieramy węzeł bardziej od­
legły od węzła aktualnego. Dochodzimy w ten sposób do określenia priorytetu wyboru punktów-węzłów 
p w w :

j • priorytet najwyższy ma węzeł o numerze 7

• priorytet niż3zy mają węzły o numerach 4,5 1 6  / 14/
• priorytet najniższy mają węzły o numerach 1, 2 i 3 .

Ostatnie kryterium całkowicie rozstrzyga o wyborze węzła siatki na kolejny punkt aprokbymujący, 
bowiem żaden z dwóch punktów w remach,wymienionych w relacjach trójek / 12/ nie ma tego samego prio­
rytetu.

Ustala się więc następujące zaeady wyboru węzła ZWW na kolejny punkt ciągu!

• wybierany jest węzeł, dla którego zachodzi |p | + lQI = min /14'/
• wybierany jest węzeł z wyższym priorytetem.
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Optymalizacja wyznaczenia węzła na siatce G- (h^) metodą uproszczenia obliczeń wartości funkcji
'268

Rozważmy operatory kierunkowe funkcji P i Q wprowadzone wzorami /10/. Dla każdej trojki 
punktów wyznaczonych nierównościami / 1 2/ należy obliczyć odpowiednie operatory kierunkowe funkcji 
P i Qj w sumie 6 operatorów.

Złożoność wyznaczania tyoh operatorów jest różna. Najbardziej złożonych obliczeń wymaga wyzna­
czenie operatora 1 ^ z, który /dla siatki należy wyznaczać dla każdej trójki punktów i oby-

x y zdwu funkcji P i Q. Najprostsze do wyznaczenia są operatory L , L i 1 .
Zauważmy Jednak, że bardziej złożone operatory można rozłożyć na operatory pro3te i pewne ope­

ratory reoztowe, prostsze do obliczeń niż operatory wyjściowe. Istnieją bowiem poniższe zależności:

L ^ P ^ y . z )  =* L*P + LyP + LRxyP .

¿ h u . . .  . f  i  ’
j=1 k=1 i

’ • .. ; r ‘ ': ' ■ ' , / i
tXZ.„ , -X- Tz_ , tRx z- !Ł I(x,y,z) =» L P + L P + 1  P

n- 1  j

V(j-k+1)xkz (j-k+1j I k!I?“ pa.y.z) - £  ¿  \  .
j=1 k=1
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/15/

(j-k+1)ykz (j-k+1)! k!
( A y ^ + W ) *

oraz zależność .

gdzie
n- 1 i ^

(Ax)i ~l)'f1(Ay)3~łt+1(AZJkLRxyKp^x,y,z) = y _ Y. Y . 7(i-j+1)x(j-k+1)ykz (i-j+1)! (j-k+1 )! k!
1=1 j=l k«1

Podobnie dla funkeji Q-.

Operatory LRxy(...), LRxz(...), LR^Z(...) nazywać będziemy operatorami różńicowyrai dwuparame- - 
trowymi, operator LRx^Z(...) natomiust operatorem różnicowym trój parametrowym.

Korzystając ze wzorów / 15/ możemy więc wyznaczyć moduły wartości funkcji w każdym punkcie każ-.
dej trójki węzłów, wykonując obliczenia modułu wartości funkcji P i Q jedynie dla punktu o nu­
merze 7, dla którego wyznaczenie operatora jest najbardziej złożone. Y/artości funkcji w pozostałych 
węzłach nie wymagają wtedy wykonania praktycznie żadnych obliczeń, z wyjątkiem wykonania kilku ope­
racji dodawania, tj. operacji najprostszych.

4 Przeprowadzone wyżej rozważania pozwalają skonstruować przedstawione w następnym rozdziale - 
korar.uterowo realizowalne algorytmy dyskretyzacji /aproksymacji/ krzywych algebraicznych przestrzen­
nych zadanych za pomocą uwikłanych równań przecinających się powierzchni.

ALGORYTMY DYSKRKTYZACJI ALGEBRAICZNYCH KRZYYYYCH PRZESTRZENNYCH •

Algorytm dyskretyzacji na-siatce Ógg(.ĥ )

Załóżmy, żo znane są współczynniki a , , , oraz b , . równań uwikłanych /“\/J f j—iC j » Kjlll—1—j—K
przecinających się powierzchni wyznaczających krzywą, (współrzędne < x  ,yp,z^>punktu początkowego na 
krzywej /lub w najbliższym jej sąsiedztwie/ pokrywającego się z jednym z węzłów 3iatki przestrzen­
nej, a takie wartości funkcji P i Q w tym punkcie. Niech zadany będzie również kierunek ruchu 
wzdłuż krzywej B oraz punkt końcowy<xk,yjt>Kjc>leżący na tej krzywej /lub w najbliższym sąsiedz­
twie/. \T celu wyznaczenia drugiego węzła ciągu aproksymującego wymagana jest znajomość wartości 
pochodnych cząstkowych wszystkich stopni dla obydwu funkcji P i Q w punkcie< x^,y^,Zp>. Pochod­
ne te możni wyznaczyć z następującego wzoru:
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n-r-s-t n-i-s-t n-i-j-t n-i-k-J J

PrxBytz^*y*z  ̂= Y .  Y  Y  n(P) ' ' n<l) *
i=0 j=r n=o p=n-i-j-k-t+1 q=jr-r+1

/16/

rWy - ¡ . . . A . *  ■ .
.u = k-s+1

r+s+t m i (1 )p, r,8, t ■ 1(1 )n. Dla funkoji Q podobnie, •

Następnie wyznaczyć należy składowe Y*, .V̂ , YZ wektora kierunkowego stycznej /relacje /5/ /
oraz kierunki elementarnych ruchów wzdłuż głównych linii siatki, zdefiniowane relacjami /6/.

Następnie należy obliczyć moduły wartaśai funkcji P i Q w węzłach 1, 2 i 3, Posługując się 
pierwszymi trzema wzorami / 10/ wyznaczyć można operatory LX (...) , i/ (...), 1 Z(...) dla obydwu 
funkcji P i  Q. Kolejnym punktem oiągu aproksymującego będzie węzeł siatki ”/o numerze 1, 2 lub 3/, 
w którym suma modułów funkcji ' P i Q przyjmuje wartość minimalną /relacje /7/ /. Gdy kryterium 
to nie rozntrzyga wyboru, należy dodatkowo zastosować kryterium z układem priorytetu /14/ i /14'/.

Mając wyznaczony kolejny węzeł aproksyraująoy należy sprawdzić, czy punkt ten nie Jest punktem
końcowym <Xji,yk,zlt>aprok8ymowanego segmentu krzywej. Proces dyskretyzaoji należy zakończyć, gdy
osiągnięty punkt Jest p u n k t e r a < >, czyli, gdy spełniony Jest warunek końca dyskrotyzacji 
Y-KDi # :

(|x-xkl< h)AlIy-ykl <h)A(|| < h) - 1 • •/’7/
W przeciwnym razie należy uaktualnić wartości pochodnych cząstkowych funkcji P i Q w osiągnię­
tym węźle /jeden z trzech pierwszych wzorów / 11/ i / 1 1 '/ - odpowiedni do przemieszczenia/ i przy- 
stopić do określania kolejnego punktu aproksymującego, wyznaczając składowe Wektora tj. V*, 
i Vz oraz kierunku elementarnych ruchów wzdłuż głównych linii siatki.

Schemat blokowy tego algorytmu przedstawiony .został na rys.3.

Algorytm dyskretyzaeji na siatce C26s^h^

3
Załóżmy, że zmno są, Jak w wypadku siatki ) współczynniki a^ ^ n-i-J-k oraz

b ■ , p równań uwikłanych, przecinających się powierzchni wyznaczających krzywą /I/, współ-J t KfRl— 1— J— K • . ....  ■ —--■ — I... —  -------   _----------.  •_ >  —
rzędne i wartości funkcji 'Pi Q w punkcie początkowym, t*n«<Xp,yp,Zp> 1 *p>Qp oraz współrzędne
punktu końcowego <x. ,y. , z >, a także kierunek obiegi! krzywej B. Y/artości pochodnych cząstkowych lC K K •
funkcji P i Q w punkcie początkowym, które są niezbędne do wyznaczenia drugiego punktu ciągu
aproksymujneego krzywą, wyznaczymy ze wzorów /16/ ppdanych wyżej, w opiiie algorytmu dyskretyzaoji
ha'si itee C. (h^). Kolejne dwie czynności algorytmu, tj. wyznaczenie okładowych wektora stycznej 

6o t '
/rei ac-jo / 5/ / oraz elementarnych kierunków ruchu wzdłuż głównych lirili siatki /relacji /6/ / są
/podobnie jsk czynności dotychczasowe algorytmu/ identyczne, jak dla algorytmu dyekretyracji na
siatce C, ( h^). Operacją, która nie występowała w poprzednim algorytmie, jest lokalizacja wektora
- Ji
V /rei eje /12/ /, w wyniku której wyselekcjonowane zoetaną do dalszej analizy 3 z siedmiu R3V.G.
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Należy ter;.a obliczyć moduły wartości funkcji P i Q w tych węzłach- Trzeba posłużyć się tu 
pierwszymi trzema wzorami / 10/ oraz dodatkowo wzorami / 15/t wyznaczając operatory 1X (...), (...),
T.z (...), L*,X'’(...), IRxz(...), LIiyz (-..), a także LRxyz(...). Kolejnym punktem ciągu aproksymujące- 
go będzie węzeł siatki, w którym funkcja przyjmuje wartość" minimalną /relacji /'}/ /. Gdy kryte­
rium to nie rozstrzyga, należy dodatkowo zastosować kryterium z układem priorytetu /ił/. Iłując wyz­
naczony kolejny punkt ciągu należy wyznaczyć wartości pochodnych cząstkowych funkcji I’ 1 Q w tym 
punkcie /odpowiedni do przemieszczenia jeden ze wzorów /i 1/ / i przystąpić do wyznaczenia kolejnego 
węzła uproksyraującego, gdy kryterium końcu generacji /17/ nie zachodzi /tzn. nie został osiągnięty 
końcowy punkt segmentu krzywe j <  s^.y^, z^ > /  lub zakończyć proces dyskretyzac jl, gdy kryterium /17/ 
jest spełnione. . \

Określimy^ jeszcze, które operatory funkcji P i Q należy wyznaczać dla określonej trójki 
węzłów, wybranej za pomocą relacji / 1 2/, oraz których operatorów należy używać w trakcie aktualiza­
cji pochodnych cząstkowych w nowo wyznaczonym węźle aproksymująoym.

Omówimy numerację węzłów kostki przestrzennej przedstawionej na rys.4. Ponieważ węzły oznaczone 
numerami 1 , 2 1 3  położone są na GLG, osiągnięcie każdego z nich z aktualnego punktu /o numerze 0/ 
wymaga przemieszczenia jedynie wzdłuż jednej współrzędnej. Wymaga więc wyznaczenie jednego z opera­
torów Lx (...) , Iy (...) lub LZ(...) dla każdej z funkcji P i Q. Węzły o numerach 4, 5 1 6  leżą 
na płaszczyznach tworzących GLO /płaszczyznach równoległych do osi układu współrzędnych 0X7Z/r 
a ich osiągnięcie z punktu 0 wymaga przemieszczenia wzdłuż dwóch /określonych/ współrzędnych. 
Wymaga więc wyznaczenia operatorów li**1 ( ...), LXZ(...) oraz LyZ(...), jak również operatorów różni­
cowych ŁRxy(...), LRxz(...) oraz operatora LEyz(...). Osiągnięcie natomiast punktu o numerze 7 
wymaga zmiany wartoóci współrzędnych wzdłuż każdej z osi układu. Punkt ten leży bowiem na krawędzi 
przecinania się ukośnych płaszczyzn tworzących siatkę /na 2PLG/, dlatego też wymaga wyznaczenia 
operatora LXyZ(...). Tym samym, Jako jego składowych operatorów: jednoparametrowych LX (...), 
Ly(...) i Lz (...), dwuparametrowych różnicowych LKxy(..^, LRxZ(...) i LRyZ(...) oraz opera­
tora różnicowego trójparametrowęgo lRxyZ(...).

W trakcie operaoji lokalizacji LV2 wektora ~T" /dokonywanej za pomocą relacji /12/ wyznaczyć 
należy następujące operatory /dla funkcji P i Q/i
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/ 18/

Wyznać renie operatora 3iXyZ(...) jest więc niezbędne w wypadku wyznaczenia dowolnej z trójki 
węzłów otrzymywanych w trakcie lokalizacji liV2 wektora V.

Uaktualnienie pochodnych cząstkowych w nowowyzn4czonym węźle jest operacją prostszą od po­
przedniej. Wymaga bowiem wyznaczenia operatorów pochodnych cząstkowych funkcji ? i Q tylko 
w jednym, wybranym na runkt aproksymujący węźle. Wzór, który należy w tym celu wykorzystać, zależy 
cd wybranego węzła. I tak, gdy wybrany został punkt o numerze:

- 1 , to należy korzystać z pierwszego ze wzorów / 1 1 '/
- 2, to należy korzystać z dru-iogo ze wzorów / 1 1 '/ / 19/

-7, to należy korzystać-z siódmego ze wzorów /11'/

- gdy zachodzi ( |v^ |> łvy!)A  (lY^lcly^l) = 1, to LZ, 1 XZ i
- fsóy zachodzi (|vx |> |v y|)A  (|vx i> |v zl)A ( |vyk  |vz|) = 1 , to IjX., LXZ i

- Póy zachodzi ( |v x |> |v yl ) A ( | vx l> |v zl ) A ( |v yl > |v zl) = 1 , to TjX, Lzy i Lxyz

- gdy zachodzi ( |vx k | v y| ) A ( |v x |> lv zl)  = 1, to Ty, Lxy 4 Lxyz

- gdy zachodzi ( ivxk | v y|)A (¡vx i< |v z| ) A ( lv yI> |vz|) = i, to Ly, LyZ 1

- gdy zachodzi ( |vx k i v yl)A { |v x |< |v z| ) A ( |v yk | v zj) = 1, T zto I , XyZ i  !XyZ
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dla wartości r,s,t = 1(1)n-l/m-Vl r+s+t = 1 (1 funkcji P/Q/.
Algorytm dyskretyzacji krzywej przestrzennej na siatce w postaci blokowej przedsta--

wicny został na rys.4.

Algorytm dla prostej przestrzennej

'X przypadku lirili prostej /przestrzennej/ algorytmy są niezwykle proote. W pętlach algorytmów 
wykijnywanych Jest bowiem niewiele prostych operacji komraracji modułów liozb i operacji na argu­
mentach bóolowskich. Algorytmy nadają się więc do realizacji układowej.

Ifiećh przestrzenna prosta zadana będzie za pomocą' dwóch przecinających się płaszczyzn:

P (x ,y ,z )  = a 10Qx + a010y + a ^ z  + a0Q0 -  0

/20/
Q(x,y,z) = bioox + b010y + b001z + b000 = 0 *

Wyznaczmy pochodne cząstkowe funkcji P i Q:

V- ~ a100’ PY = S010' ?z = a001
/2 1 /

Qx = b100’ Qy = W  Qz = b001

które, jak widaó są stałe. Pochodne wyższych rzędów obydwu funkcji P i Q są tożsamościowo równe 
zero. Rektor V ma więc składowe stałe równe:

V = a010b001 ~ a001b010

Vy = a b, - a,^,b„„, /22/001 100 100 001

v = a iooboio " aoiabioo.

Kierunki elementarnych ruchów określone za pomocą operacji 1V1 /wzór /6/ / wystarczy wyzna­
czyć raz nu początku algorytmu. Są bowiem stałe. Również raz, na początltu algorytmu uściślić należy 
/w przypadku siatki G ^ ^ h ^ ) /  położenie welctora V stosując operację lokalizacji T,V2 /relacje 
/12 / oraz obliczyć właściwe operatory kierunkowe dla funkcji P i Q. Przyjmą one wtedy następu­
jące wąrtości /wzory /10/ i /15/ /: I

L*P =Ar.a100, 1/P =Ayn010, l/P '
| /23/

l.XQ =Axbio0.' =A.vb0,0, LZQ =Azb001

,1
•a opemtory różnicowe funkcji P 1  Q oą tożsarooóciowo równe zero. Stąd też• i■ - ' ■ ’ ■ * " '
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= L*(...) + T.y(..i)
ŁX?(...J = !•*(...) + LZ(...) . / 24/

L y Z ( *  • • )  =  ( • ■ • • )  +  Ł Z ( - * * )  •

Operatory te, tak dia funkcji P. jak'i Q, wyznacza się jedynie dla wyselekcjonowanej /w przypadku
Biatki węzłów, Kolejną operacją jest obliczenie modułów wartości funkcji P i Q
we wspomnianej trójce węzłów«

P 1 = po P2 P0 + L" % ’ P3 ' c  • " • > ;

Q1 = Qo + LV Q2 “ Q0 + % * «0 * ‘“ "»o ■

gdzie znaki x, xx i *xx ózhaczają odpowiednie operatory: Jednopafametrowe, dwuparametrowa i trój- 
parametrowe wybrane wg relacji / 17/ /dla siatki Ggg(h^) wyznacza się jedynie operatory jednopnrnrae- 
trowe/.

Sumy modułów funkcji P i *1 w trójce węzłów wylicza się wtedy wg wzorów:

?, = IJ’ , 1  + |Q,I
= 1*2 I + l\l /26/

h  *  ! p3 1 +  I s l

Ha kolejny punkt apróksyraujący wybierany Jest ten z węzłów, dla którego zachodzi M*mln lub dodat­
kowo, który ma również wyższy priorytet /zgodnie z ZWV? - relacje /14'/ /:

- jeżeli zachodzi (?^ < to punkt P(?j)
- jeżeli zachodzi (f, > ?2 >A(f2 < ? 3>=1 Punkt P{f2) /27/
- w prs^ciwnym wypadku punkt P(f ̂

Pochodne funkcji P i Q są stałe. Kie ma potrzeby ich uaktualniania w nowo osiągniętym węile.

Kolejną operacją Je3t sprawdzenie warunku WKJ) dyskretyzowanego odcinka: gdy wynik jest nega­
tywny - przejście do wyznaczenia kolejnego węzła aproksymującego, tj. do operacji wyznaczania war- 
touoi funkcji w trójce węzłów, o' tych samych numerach co poprzednio /wzory /25/ /, następnie obli­
czanie sumy modułów funkcji P i Q w tych węzłach /wzory /26/ / oraz sprawdzenie mniejszego 
modułu /relacje /27/ /.

3 3Szczegółowe algorytmy dyskretyzaojl prostej w przestrzeni na siatknch Ggg(H ) G£fcĝ h  ̂
przedstawione zostały nn rys. 5 i rys.6.



■pQ©w&

§H_

M a© kd *>ü•Vo
§ a
E?5O ©
60 -, li
©
(5



-  23 -

Algorytm dla płaskiej krzywej 2-stopnia określonej w przestrzeni

W przypadku krzywej przestrzennej płaskiej 2-stopnia algorytmy dyskretyzacjl na siatkach

pętli algorytmu współrzędne wektora stycznej, kierunki elementarnych ruchów wzdłuż głównych linii

dla h=1 algorytmy dają się sprowadzić do takich postaoi, w których, w pętlaoh algorytmów występują 
jedynie proste operacje arytmetyczne sumowania i koraparacji modułów liczb oraz operacji na argumen-

ezątkowej fazie algorytmów ze wzorów definicyjnych /5/. Wymaga to, jak widaó, wykonania operacji 
mncżeó, których w algorytmie staramy się uniknąć, Wykorzystując zatem fakt, że pochodne cząstkowe 
okładowych wektora etycznej stopnia od drugiego wzwyżj są tożsamośćiowo równe zero, rozkładamy je 
w szereg Taylora w otoczeniu punktu bieżącego. Wykorzystując następnie to rozwinięcie aktualizujemy 
pochodne w nowo wyznaczonych punktach-węzłach. Korzystamy przy tym z następujących wzorów, w których 
m.in. argumentami mnożenia są wielkości Ax, Ay i Az:

siatki oraz pochodne cząstkowe I-rzędu funkcji definiujących powierzchnię 2-etopnla. Niemniej jednak

toch logicznych.
Hioch krzywa w przestrzeni .będzie krawędzią przecinania się powierzchni 2-stopnio oraz płasz­

czyzny, opisanych równaniami uwikłanymi:

/28/

'ffzory /11/ i /11'/ na pochodne cząstkowe funkcji F i Q, które dla rozważanego przypadku • 
krzywej płaskiej 2-stopnia w przestrzeni przyjmują postać /29/, zawierają operacje mnożeó:

1 lOy + “l01Z + *100’ ~2x “ ^ 20 0

/29/

P »a.,., P =* a,_., P 3xy 11 0* xz 10 1* yz 011

Pochodne cząstkowe wyższych rzędów obydwu funkcji P i Q tożsamościowo równe są zero.

Wektor kierunkowy stycznej V, będący iloczynem wektorowym normalnych do powierzchni ? i Q, 
zmienia się więc w każdym kroku dyskretyzacjl. Składowe tego wektora Vx , /  i 11* wyznaczymy w po-
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Pochodne oząatkowe I-rzędu okładowych V*, i VZ wektora stycznej - stałe, wystarczy wy­
znaczyć jedynie na początku algorytmu, wykorzystując poniższe wzory:

^  ' a110b001 " al01b010* ~ Sa020b001 ~ a011b010’ Vz ” a001b001 ~ ^OC^OIO

Vx ” nioibioo " 2a2ooboor . ’y ” a011b100 “ a110b00i’ ^  “ 2a002b100” a101b001 ^

Vx = 2a200b010 “ a110b100’ Vy ” a110 b010 " 2a 020b 100’ Vz “ a 10 1b010 “ a0 11b100 •

( . Prontota wyznaczenia składowych wektora stycznej za pomocą powyższych wzorów wynika z faktu, 
że-wartoóci Ax, Ay i A z  przyrostów współrzędnych bieżącego punktu mogą przyjmować.wartość +h 
i "O, u h=1 /zwykle/. Stąd też występujące we wzorach /32/ mnożenia sprowadza się oo najwyżej do 
zmiany znaku lub wyzerowania odpowiedniego składnika sumy po prawej stronie każdego ze wzorów /32/.

r Aktualizację kierunków elementarnych ruchów należy również przeprowadzać w pętlach"algorytmów. 
Skorzystać tutaj można z relacji /6/ słusznych dla przypadku ogólnego krzywych przestrzennych. 
Relacje te zawierają bowiem proste operacje testowania znaków liczb oraz operacje sumowań i- mnożeń 
na argumentach logicznych. Są więc operacjami prostymi w realizacji.

Przeprowadzić należy również lokalizację LY2 /relacji /12/ /, która wymagana jest na każdym 
kroku dyskretyzacji.

Wyznaczenie operatorów kierunkowych funkcji P i Q, niezbędnych do określenia tych funkcji 
w punktach wynikających z lokalizacji LV2, należy przeprowadzić wykorzystując wzory /33/, będące 
odpowiednikami .wzorów /1 5/ i / 1 1/ dla n=2 i m=1 :

IXP = A  x?x + P^, I/P = A y P y + v^ r L«p - A z P z + V2z

I *Q = AxQ , LyQ = AyO , L2Q » AzQ /33/x y z

LRxyP = A x A y F  , LRxZP = A x A zP , I,RyZP « A y A z P
J xy ’ xz * ye

LRxyz = 0, LExyQ = LRxzQ = I,RyzQ = 0 •

Aktualizację pochodnych cząstkowych funkcji P i Q w nowo wyznaczonym punkcie można nato­
miast przeprowadzić wykorzystując wzory /34/i

+ p j/p _ AyP + P Lzp _ AeP +

lx p =X A x P ■ f 2x r xp « Ax? , l V  = y *y z A x P xz

i/r =X A y P  # 
xyf

i/p = A y P  , Lyp = y J 2y* z A y ?yz

Ilzp ’ =* X AzP ,xz LZP = AzP , LZP = y yz’ z A z P 2z

LRxyP
y

tRX7*,- ii rX = IRy~P = TRx-vzP »  0 X X

iRxy p
y

= LHx5!P
y

X LRyzP = LRxyzP .  0
y y

i.RxyPZ = jRx z p
7.
- LRyZP = LRxyzP = 0 . z z

/ 34/
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Pozostałe operatory kierunkowe pochodnych cząstkowych funkcji P oraz wszystkie operatory pochod­
nych crnstkowyeh funkcji 0 są tożsamościową równe zero.

Schematy blokowe algorytmów dyekretyzacji płaskich krzywych przestrzennych na siatkach GCs'h 
i  ̂ przedstawiono są na rys. 7 i rys.8.

ANALIZA ZŁOŻONOŚCI OBLICZENIOWEJ ALGORYTMÓW

Oszacujemy złożoność obliczeniową opracowanych w poprzednim rozdziale algorytmów Jako funkcję 
stopni n i m  zadających krzywą powierzchni.

Załóżmy, żo czas trwania knżdej operacji w algorytmie jest krotnością trwania określonej ope­
racji elementarnej. Wyznaczymy złożoność każdej z tych operacji, a następnie sumaryczną złdŁbność 
wszystkich operacji występujących w pętlach obydwu algorytmów.

Szacując złożoność obliczeniową algorytmów, opierać się będziemy na pojęciu "operacji głównej": 
oceniać będziemy nie liczbę wszystkich operacji w algorytmach, a jedynie liczbę operacji najbar­
dziej czasochłonnych komputerowo. Sumowanie i inne proste operacje /np. operacje na argumentach 
logicznych/ celowo pomijany. Złożoność algorytmów oceniać będziemy więc liczbą niezbędnych do wyko­
nania operacji mnożeń oraz operacji potęgowania, dzielenia i operacji silnia, sprowadzonych do od­
powiedniej liczby mnożeń.

Obliczanie złożoność algorytmów rozpoczniemy od obliczenia 2łożonośei wyznaczenia pochodnych 
cząstkowych w punkcie początkowym, chociaż operacje te, występując poza pętlą algorytmu, wykonywane 
są tylko jeden raz, niezależnie od długości dyskretyzowanego odcinka krzywej.

Złożoność obliczeniowa wyznaczenia Jednego węzła ciągu dla h/ 1

Złożoność obliczeniowa wyznaczenia jednego węzła ciągu jest sumą złożoności obliczeniowej 
operacji wykonywanych w algorytmie w fazie początkowej jego działania,oraz w czasie jednokrotnego 
pr: obiegu pętli algorytmu. /
1/ Złożoność wyznaczenia pochodnych cząstkowych w punkcie początkowym <x p,yp) zp>  wyznaczymy jako 

sumę złożoności wyznaczenia pochodnych i względem jednej, dwóch i trzech zmiennych /wg wzoru /16/ / 
dla obydwu funkcji P i p :

• Wyznaczenie wszystkich pochodnych względem jednaj zmiennej wymaga /dla funkcji P/ Wykonania 
następującej liczby mnożeń:

l,°(l,x>y>zp(xp,yp,zp)) = |lo  ̂ («-D = fo + 2 ?" 4 + ii" 3 + + 20 {
■ - ' " • i

dla.fenlennych x,yfs liczba ta jest trzykrotnie większa i wynosi:
. : l 1

+ fn4 * fn3 * ¡n2 t ¿ n  .



• Wyznaczenie" pochodnych mieszonych względem dwóch zmiennych, dla jednej pary zmiennych wymngo 
wykonania liczby mnożeń wyrażającej się wzorem»
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n- 1  n-r n-r-s n-l-s n-i-jI  I 1-'"
r=1 a=1 i=0 T=r k=s

6 1  ̂ ?
JOl. . 3 5 7 4 n" n_ _n
144 BCT 144“ ~ 48 ~ 18 “ 60 *

(dla par zmiennych xy, xz, yz liczba ta jest trzykrotnie większa i określa się wzorem!

I i » ( ^ f  . g * $  #  I g  .
•  Wyznaczenie pochodnych mieszanych względem trzech zmiennych wymaga wykonania liczby mnożeń 

równej

n- 2  n-r- 1  n-r-s n-r-s- 1  n-s-t-i n-t-i-i~i  [  [  [  Y. I°-1) ■
r=T s=1 t=1 1=0 j=r k=s

7 6 5 4 3 2n _s_ n n n n_ +1_Ł_
° 840 240 “ 240 ” 48 ” 240 60 . 140

Łączna libzba niezbędnych do wykonania mnożeń w czasie wyznaczania pochodnych cząstkowych funk­
cji P w punkcie poczatkowym<x ,y ,z >  wyraża się więo wzorem!P P P

r7P tPr x s y t z t V V  V )  = W  + 40 + i! " 5 + V  + ̂  + fo" 2 + ufr » /55/ '

i nie zależy od rodzaju siatki, na której dokonywana jest dyskretyzaeja 
Podobnym wzorem wyraża 
w punkcie początkowym!

r,£ o ( Qr * s y t z ( V V V ; ” 8ió + 40 + 24 " * A a * ~6Ó m " 40 “ ł

Podobnym wzorem wyraża 3ię złożoność wyznaczania pochodnych cząstkowych funkcji

T,rn (Q ™ivtR(xw»y»**w)) " ^ o + I5 + 2f “ 5 + 4 m4 +:łl o m3 + ! o m 2 + Tl l m •

Tak więc złożoność wyznaczenia pochodnych cząstkowychj w punkcie początkowym krzywej wymaga wyko­
nania liczby mnożeń określonej następującym wzorem:

LT (r + + Q (x *7 *z )) = "fum" + + + ¿(n4+m4) +Ł V rxsytz r?csytz' p p p ‘ 840 40 24 4

+ i | l ( n 3 ąz3 ) + | 2 ( n 2+m2 ) + T ^ ( n + m ) .

/ 36/
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2/ Wyznaczenie składowych wektora stycznej VX_, VY i VK /relacje /5// wymaga wykonania dwóch mno­
żeń dla każdej ze składowych, niezależnie od'stopnia obydwu powierzchni P i Q* Tak więc

LO(Vx+Vy+V0 ) = 6 , ' /37/
V

3/ Wyznaczenie elementarnych kierunków ruchu wymaga wykonania jedynie prostych operacji na argumen- 
;tach logicznych. Podobnie .lokalizacja wektora V nie wymaga wykonywania mnożeń lub innych, po­
dobnie złożonych operacji arytmetycznych.

4/ Obliczanie modułów wartości funkcji P 'wymaga wyznaczenia wszystkich operatorów jednopararae- 
jtrowych Łx, Ty i LX, wszystltich operatorów różnicowych dwuparametrowych IRXy, L‘!x7‘ , IiRyZ
oraz operatora różnicowego trójparametrowego IĴ xyz /operatory różnicowe oblicza się tylko dla 
jsiatki Gpgg(h3)/. Operacje te wymagają wykonania następującej liczby mnożeń!

• Wyznaczenie dowolnego z operatorów jednoparametrowych /w przypadku funkcji P/ wymaga ̂ wykona- .
' nia liczby mnożeń

n
L 0 (L x,y,z p j = 2i = n2 + n .

1 = 1

• Wyznaczenie dowolnego z operatorów różnicowych dwuparametrowyoh /w przypadku funkcji P/ wyma- 
ga wykonania liczby mnożeń

n- 1  i
L0 (L Bxy,Rxz,Ryz p ) _ 2 (1+1 ) = |n3 - | n .

1= 1 j=1

• Wyznaczenie operatora różnicowego trój parametrowego LRxyzP wymaga wykonania liczby mnożeń ,

5=1 i i

Lg ( LRxyzp ) = y Y Y -  2(i+2) = ^ + -  -  -  - 2
iii j=1 k=1

Wyznaczenie wszystkich operatorów funkcji P niezbędnych do obliczenia modułu funkcji w trójce 
węzłów wymaga więc wykonania liczby mnożeń określonej wzorem!

IjIElI ' 1 P26s) = ^  + | n3 + ̂  n? + | /38/

dla siatki (1 (h3),oraz wzorem!
2t>3 |

r6s) * 3(n2+n) /39/

3dla przypadku siatki G ^ h  ) •



5/ Złożoność wyznaczenia operatorów pochodnych cząstkowych, niezbędnych do aktualizacji tych po­
chodnych w nono wyznaczonym punkcie, określimy poniższymi wzorami:

• Złożoność wyznaczenia operatorów Jednopnrametrowych dla póchodnych wg jednej /dowolnej/ zmien­
nej wyrnża Bię wzorem

n- 1  n-r ^

1  ( ** ) = Y Y 2i - ł(n3-”).
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tx L ' ' 3

Dla zmiennych x, y i z /tzn. wyznaczenie EL^P , E L XP oraz E L XP+ / złożoność wyraża, rx sy xz
się liczbą trzykrotnie większą, określoną za pomocą wzoru!

L«(ELXP + El/p + E I ZP. ) »= n3 - n *' rx sy tz '

/dla n=5 Lj = 120/.

x y z• Złożoność wyznaczenia operatorów jednopararaetrowych Ii , Ir lub L dla pochodnych względem 
dwóch zmiennych wyraża się wzorem

n- 2  n-1-r n-1-s , , 9

L< (EL3tprxsy) = £  Y 2i = T 2 - f - T 2 + l s  fer i«i -
Dla par zmiennych xy, xz, yz złożoność określa się liczbą trzykrotnie większą: •

. l2(ELxP + El*? + EI.XP ) » - S_ _ 2_ + 2
6 rxsy rxtz sytz ' n z n z

/dla n=5 L°=90/.

• Złożoność wyznaczenia operatorów jednoparametrowych dla pochodnych względem trzech zmiennych 
wyraża się wzorem!

n-3  n-r- 2 n-r-e- 1  n-r-a-t 5 4 3 2 '\ n* ii— _ 2 — . S— +  2 _  „2
/ "  60 12 12 12 10,  I  I

r=1 s=1 t=1 i=1

/dla n=5 L j = 12/.

Łączna liczba mnożeń, które należy wykonać aktualizując pochodne cząstkowe w nowo wyznaczo­
nym punkcie, po przemieszczeniu wykonanym nzdłui jednej z linii OLG wyraża się wzorem:

-^^rrsytz >" to *S ~ f  ~ £ n* + 10 * 1 /A0/
- /dla. n=5 Łg = 222/.

* Złożoność aktualizacji pochodnych cząstkowych, gdy przemieszczenie odbywało się wzdłuż linii 
2PLG /operatory dwu parametrowe/, określa się poniższym wzorem:



&

- aktualizacja pochodnych względem jednej zmiennej wymaga wykonania liczby mnożeń określonej 
przez

n-ł n-r i 4 3 2
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r=1 i=1 j=0
i .

/dla n=5 Lg = 140/}

aktualizacja pochodnych dla wszystkich trzech zmiennych wymaga wykonania liczby mnożeń 
okreńl cnej za pomocą wzoru i

i 1,9 (EL*7? + E L xyP -t E L ^ P  ) = £- + n3 - f - - n4 ' rx ay tz ' 2 2

/dla n=5 = 420/s

aktualizacja pochodnych względem dwóch zmiennych wymaga wykonania liczby operacji określo­
nej za pomocą wzoru;

n-2 n-1-r n-r-s i  ̂ ^

I  I  21 - f s - r
1=1 3=1 1=1 j=0

/dla n=5 Lj =84/}

dla przemieszczeń wzdłuż linii 2PLC złożoność obliczeń wdraża się liczbą trzykrotnie więk­
szą, określoną za pomocą wzoru;

I & E L * 7? + E L ^ P  + E L XyP . )= £ 7  - TT + i n1 rxsy rstz sytz/ 10 2 5

/dla n=5 1$ = 252/}

aktualizacja pochodnych względem trzech zmiennych wymaga wykonania liczby mnożeń określonej 
za pomocą wzoru;

n-3 n-r-2 n-r-s-1 n-r-a-t i. 5 5 4 3 2
n  _2_ 21 2_ . 21 , 2_ _2

180 " 60 ' 36 12 45 ~ 16

n-o n-r-* n-r-a- 1 n-r-s-1. a

*«**.>■1 I  I  U
r=1 s=1 *t=1 i=1 j=0

/dla n=5 = 28/}

Złożoność aktualizacji pochodnych cząstkowych,w wypadku ruchu wzdłuż dwóch współrzędnych, 
określa się więc następńjącym wzorem:

^ ^ r w y t J  = 180 + 75 + S  °4 + 12 n? " 90 n2 - f n /4,/
/dla n=5 1$ » 700/.
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Złożoność Aktualizacji pochodnych cząstkowych w wypadku, gdy przemieszczenie odbywało się 
wzdłuż li nii 3PIG /operatory trójparametrowe/, określa się następującymi wzorami i

- aktualizacja pochodnych względem jednej zmiennej:
n-1 n-r i j s 4 3 ?

L^(ELxyzP__ ) = V  Y_ } 2i = ^ + 7 - ^ - T : - T ^ »
rS3 1=1 j=0

Li« ILI, v i = »  } ) > 21 — zrz + z—  + z—  — z—  — Ttrfc' rx ¿_ ¿_ ¿_ 20 4 4 4 10
rS3 1=1 j=0 fei)

i

/dla n=5 Lfc = 336/»
dla zmiennych x, y i z złożoność•aktualizacji tych pochodnych określa się liczbą trzy- 

i krotnie większą:

l iSCEL^P . ) = ̂ n 5 +|n4 +\r? - | n2 . n ,! 4 rx,8y,tz ' 2 0  4 4 4 10

- aktualizacja pochodnych mieszanych dla pary dwóch zmiennych wymaga wykonania liczby mnożeń 
określonej wzorem:

n-2 n-1-r n-r-s i j 6 5 4 3 2

1 ■ £  i  i  i  1  a - ^ * f e - l r - r ' * 5 5 ł iS
% r=1 s=1 i=1 j=0 k=0

/dla n=5 = 168/j

dla par zmiennych xyf xz oraz yz złożoność określa się liczbą trzykrotnie większą, wyzna­
czoną wg wzoru:

L^ CL ’ T rxsy,rxtz,sytz^ = 40 + 40 n _ 8 n _ 8 n + i o + T o n f

- aktualizacja pochodnych mieszanych względem wszystkich trzech zmiennych wymaga wykonania 
liczby mnożeń określonej wzorem:

n-3 n-2-r n-1-r-s n-r-s-t i j 7 5

Li(EiXyZprxsytz) “ X  Ż  X  X  X X . 2i = ̂ °~^°+^ ° n3" ^ nr+1 s=1 t=1 .1=1 j=0

/dla n=5 l£ = 48/.

Złożoność aktualizacji pochodnych cząstkowych w wypadku ruchu wzdłuż linii 31’IC określa się 
zatem mis tępiejącym wzorem:

’!<£¥w’W >  ' '>*■
Podobnymi, wzorami określa się złożoność wyznaczenia odpowiednich funkcji i aktualizacja po­

chodnych funkcji Q,
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Złożoność przebiegu Jednokrotnego algorytmu /jednego przebiegu pętli algorytmu/ wyraża się 
zatem następującymi wyrażeniami} . -

1/ w przypadku algorytmu dyskretyzacji na siatce G^g( h3) t

I-|(6s) « — (n5+m5) + £(ń4+m4 ) + j|(n3+a3 ) + -^{n24m2) + ̂ |(n+m) + 6 ,  /43/
i

- ' ’ - 32/ w przypadku algorytmu na siatce ) i

• gńy przemieszczenie odbywało się wzdłuż GIG:

l|(26s1p) » g^(n3+m3) + ^(n4-hn4) + y7(n3+m3) + ■̂ •(n2ąn2') + -^(n-ha) + 6, /44/

r I ' -
• gdy przemieszczenie odbywało się wzdłuż linii 2PLG /wzdłuż dwóch współrzędnych xy, xz 
i bądś yz/i• .

l|{26s2p ) = j|^(n6+m®) +■ y|(n5+m3) + y|(n4-Hn4) + |^(n3+m3) + 4gg(n2+m2 ) - + 6, /45/

• gdy przemieszczenie odbywało się wzdłuż linii 3RŁG, /wzdłuż trzeoh współrzędnych x, y i

i|(26b3p ) = ~^(n7-*m7) + ̂ { n ć+m6) + ̂ |(n5+m5) + |(ń44m4 ) + |i(n3+m3) +
/ 46/

Złożoność obliczeniowa -wyznaczenia jednego węzła ciągu w przypadku h=1

H przypadku h=1 złożoność poszczególnych operacji algorytmu jest prawie dwukrotnie mniejsza, 
chociaż odpowiednie wzory przyjmują podobną postaó. Dla poszczególnych operacji wzory te są nastę­
pującej '

1/ Złożoność obliczeniowa wyznaczenia pochodnych cząstkowych w punkcie początkowym nie zależy od 
wielkości E, tzn. jest jednakowa tak dla przypadku 1/1» Jak i h=1 i wyraża się wzorem /4.1/.

2/ Również wyznaczenie wektora "7 wymaga wykonania /niezmienionej liczby/ 6 operacji mnożeń.

3/ Wyznaczenie elementarnych kierunków Puchu i lokalizacja wektora "7 nie wymagają wykonania mno­
żeń lub innych, podobnie, złożonych operacji.

4/ Wyznaczenie operatorów funkcji F/Q/ niezbędnych do wyznaczenia modułów tej funkcji w trójce 
węzłów wymaga wykonania operacji określających się wzorami:

wyznaczenie dowolnego z operatorów jednopararaetrowyCh i

L°°(l *-v’z p ) = Y i = T !
i=1
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• wyznaczenie dowolnego z operatorów różnicowych dwuparametrowych

n-1 i
L0(t Rxy,Rxz,Ryz p| . £  ^  U + 1 ) , S_ . S .

i= 1  J = 1

• wyznaczenie operatora różnicowego trójparametrowego:

n-1 i j4*'*’» - I I I  ■
i=1 j=) k=1

Wyznaczenie wszystkich operatorów funkcji P, niezbędnych do obliczenia modułu tej funkcji 
vł trójoe węzłów, wymaga więc wykonania liczby mnożeń określonej wzorem:

L° U<*> P26s ) = sl + J n5 /47/

dla siatki G '(h3),oraz wzorem:26s ?

1° (l/0?6s) = | n2 + n ' /48/

dla siatki

5/ Złożonodó wyznaczaniA operatorów pochodnych cząstkowych, niezbędnych do aktualizacji tych po­
chodnych w nowo wyznaczonym punkcie dla ruehu wzdłuż linii GLG, jest również dwukrotnie mniej­
sza. Wzory na złożoność wyznaczenia pószózególnych operatorów są następujące:

• dla operatorów jednoparnmetrowych i pochodnych wg jednej /dowolnej/ zmiennej

n-1 n-r
r „ )  - I  I , 1, „3 „

1 = 6 " " "
r=1 1=1

• dla operatorów jednoparnmetrowych i pochodnych wg dwóch zmiennych

n-2 n-1-r n-r-s 4 3 2

’■ ? < ! * „ , ) - 1 . i  £  * •
r=1 s=1 1=1

!
• dla operatorów jednoparnmetrowych i pochodnych wg órzech zmiennych

n-3 n-2-r n-r-s-1 n-r-s-tI  I  I  Ir=1 s=1 t=1 i=1

• n -^  n - ¿ - r  n - r - a -  i n - r - a - i .

?:? <łŁlW , > - 1  £  I  I  1 - t
n5 4 3 2n n n n n
20 _ 24 + 24 + 21 20
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Złożoność aktualizacji pochodnych cząstkowych po przemieszczeniu wykonanym wzdłuż jednej z'linii 
GIG x, y lub z określa cię więc wzorem

T° M r x s y t z  ) = j i  + 57 - #  n3 - 57 n' + W  " • ^

6/ Gdy przemieszczenie odbywa się wzdłuż linii 2PIG, odpowiednie wzory na złożoność mają następują­
cą postać:

• dla aktualizacji pochodnych wg jednej, zmiennej

j, SsJ SrT 4 3 2 2

r=1 i=1 j=0
■ )  .

• dla aktualizacji pochodnych wg dwóch zmiennych

n- 1  n-1=r n-r-s 1 c ,£  [ [ [  ‘ - f c - W ;
r=1 n=1 k=1 j=0

• o dla aktualizacji pochodnych względem trzech zmiennych

n-3 n-2-r n-1-r-s n-r-s-t i * g 5 4 3 2

Ł X  X  X  ;-5fo-ifo-?5*ii*to-5§ -
r=1 s=1 t=1 i=1 j=0

Złożoność aktualizacji pochodnych cząstkowych dla przemieszczenia wzdłuż linii 2PIG określa się 
wzorem:

>■•* * i * # ”4 * ń”3 * tS -2 - ? • /i'

7/ Złożoność aktualizacji pochodnych cząstkowych w wypadku, gdy przemieszczenie odbywało Bię 
wzdłuż linii 3PIG. określa się poniższymi wzorami:

• dla aktualizacji pochodnych względem jednej zmiennej

r=1 i=1 J=0 ,k=0

• dla aktualizacji pochodnych względem dwóch zmiennych

n- 2  n-1-r n-r- 2  i j , K 0lo(el^p )=y y y y y 1 = -ić + s!.si.£ + s! + _n,1V rxsy ¿_ l_ ¿_ ) 240 80 48 16 + 60 + 20
r=1 s=1 i=1 j=0



• dla aktualizacji pochodnydh względem trzech zmiennych

. n-3 n-2-r n-1-r-s n-r-s-t i j ' _ *i  X I
r=1 1=1 t=1 i*1 j=B k=0

£ ’• _ ; . •; •' V. ■ i
Złożoność aktualizacji poęhodńych cząstkowych w wypadku przemieszczenia wzdłuż linii 3PŁG okreś­
la 3ię więc wzorem: .

t L°(ELXyZp Errsytz ) “ lleo + 80 + 48 n* + il + to f  " io ^  " il n ‘

¡Podobnymi wzorami określa się złożoność wyznaczania odpowiednich funkcji i aktualizacja pochod­
nych dla funkcji Q. ■

Złożoność obliczeń wykonywanych w trnkcie jednokrotnego przebiegu pętli algorytmów można zatem 
wyznaczyć za pomocą poniższych wzorów:

1/ w przypadku algorytmu dyskretyzacji na siatce Ggs(h3}

I*R(6s ) = Yjjjj(n3+m5) +. y|(n4-iin4) + -^(n3^ 3) + y|(n2*n2) + ^(n+m) +6, . /52/ .

2/ w przypadku algorytmu na siatce Gpga(h3):

• gdy przemieszczenie odbywało się wzdłuż linii OŁG:

I^(26s1p) = — j(n5+®5) + ̂ |(n4-to4) + ̂ ( n 34ji3) + jj(n2+m2 ) + |(n4m) + 6, /53/‘

• gdy przemieszczenie odbywało się wzdłuż linii 2PLG:

I^<26s2p) = m 6 ) + ~ { n 5+m5 ) + ||(n4+a4) + |^(n3+a3 ) + ^ 2 ( n 2-+m2 ) - ~ |  + 6, / W

• gdy przemieszczenie odbywało się wzdłuż linii 3PLG:

Ł*’(26s3p) = -j-g~{n74m7) + — (n6-«/) + ^|(n5+m5) + ygO*4+n4) + y|(n3+m3) +
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Tiib.1. Złożoność obliczeniowa wyznaczenia jednego węzła ciągu •
aproksymującego krzywą płaską w przestrzeni trójwymiarowej - 
/m=l/ w funkcji stopnia krzywej n .1 rzędu spójności siatki 
dla różnych modułów siatki /h=1, h/1/

m=1
n

L°8(h=l) T'26a(h= ^ I'6sC V 1  ) ć̂sCh/l)

1 12 12 12 12
2 21 27 33 36
3 42 78 102 129
4 85 205 272 399
9 165 465 629 1059
6 305 933 1304 2490
7 527 1703 ' 2487 5325
8 873 2889 4443 10557
9 1386 4626 7530 19874
10 2121 7071 12219 34824
11 3144 10404 19116 59013
12 4533 14829 28986 96339
13 ■ 6379 20575 42779 152285
14 8787 27897 61658 233934
15 11877 37077 67029 350529
16 15785 48425 120573 "513581
17 20664 62280 164280 737928
18 26685 79011 ~ 220485 1041228
19 34038 99018 291906 1445529
20 42933 122733 381684 1977399

53601 150621 493425 2668719
22 66295 183181 631244 3557442
23 '81291 220947 799811 4688421
24 98889 264489 1004399 6114309
25 119416 314414' 1250934 789 6 534



rr

Tab.2 Złożonoóó obliczeniowa wyznaczenia jednego węzła ciągu 
aproknymującego lcrzywą leżącą na powierzchni 2-otopnla 
/m=2/ w funkcji stopnia krzywej n i rzędu spójnoćci siatki, 
dla różnych modułów siatki /h=1, h/l/.

m=2
n L 6 ^ h*1 > Ł26B(h=1) ' Ł°8(h/D Ł26s<y1 >

1 21 27 33 36
. 2 30 42 54 80
3 51 93 123 153
4 - 94 220 293 420
5 174 . 480 650 1093
6 312 948 1325 2514
7 536 1718 2508 5349
8 882 2904 4464 10581
9 1395 4641 7551 19698
10 2130 7086 12240 34848
11 3153 10419 19137 59037

12 4542 14844 29007 '96363
13 6388 20590 42800 152269
14 8796 27912 61679 233958
15 11886 37092 87050 350583
16 15794 48440 120594 513705
17 20673 62295 164301 737952
18 26694 79026 220506 1041252
19 34047 99033 291927 1445553
20 42942 122748 381705 1977423
21 53610 ■150636 493446 2668743
22 66304 183196 631265 3557466
23 81300 220962 799832 4688445
24 98898 264504 1004420 6114383
25 119427 314429 .1250955 7896558
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PODSUMOWANIE I ZAKOŃCZENIE

Z literatury znany jest w zasadzie jeden szczegółowy opis algorytmu dyskretyzacji zadanych 
algebraicznie linii w trójwymiarowej przestrzeni i dotyczy on dyskretyzacji prostej /Danielsson 
1970 r./. Inne, nieliczne opisy metod, dyskretyzaoji linii przestrzennych są pobieżne i fragmenta­
ryczne, zbyt ogólno na to, aby można było przeprowadzić wzajemne porównanie tych metod. Występują 
oo prawda, odwołania do bardziej szczegółowych źródeł, są to Jednak publikacje niedostępne /rapor­
ty dla określonych firm bądź instytucji/ czy też opracowania niepublikowane. Kie ma zatem możliwoś­
ci porównania zaproponowanych algorytmów z algorytmami literaturowymi. Jedyne możliwe porównanie 
może dotyczyć algorytmu dyskretyzacji prostej; zaproponowanego przez Danielssona, z algorytmami 
opijanymi w niniejszej pracy. Wypada ono na korzyść tych ostatnich tak ze względu na większą "gład- 
kość" krzywej dyskretnej /w wypadku algorytmu dyskretyzaoji na Biatce 026a(h )/, jak też ze wzglę­
du na liczbę niezbędnych do wykonania operacji w Jednym kroku dyskretyzaoyjrym /niewielka przewaga

3algorytmu dyskretyzaoyjnego na siatce 0 ^ B(h ) i ok. 1,5 krotna przewaga algorytmu dyskretyzaeyj-> 
nego na siatce Cgs(h^), a przede wszystkim ze względu na uniwersalność:' zaproponowane algorytmy 
dyskretyzacyjne obejmują dyskretyzaoję algebraicznych krzywych przestrzennych dowolnego stópniaj 
algorytm llinielssona - tylko’ prostą w przestrzeni.

Opisane algorytmy dyskretyzaoji są obeonie w stadium implementacji na minikomputerze 3M-4 
w zapisie zmiennoprzecinkowym pojedynczej precyzji. Będą one kodowane oddzielnie dla prostej, od­
dzielnie dla krzywych płaskich 2-stopnia /szczególna klasa krzywych przestrzennych/ oraz dla krzy­
wych zwichrowanych wyższych stopni. Poprawność ich działania zostanie sprawdzona na dostatecznie 
dużej, reprezentatywnej grupie przykładów. Sądzimy, że ta implementaoja potwierdzi prawidłowość 
przeprowadzonych rozważań teoretycznych i poprawność konstrukcji algorytmów. Jej wyniki zostaną 
opublikowane po zakończeniu tyoh doświadczeń. _ ' - . '

Przeprowadzona ocena złożoności obliczeniowej algorytmów w ich komputerowej realizacji, mie­
rzona liczbą niezbędnych, do wykonania operacji lia Jednostkę długości dyskretyzowanej krzywej w. fun­
kcji stopni przecinających się powierzchni /zadających krzywą przestrzenną/, rodzaju siatki oraz 
wielkości jej modułu, pozwoli oceniś szybkośó działania algorytmów będącą, dla wielu z ich zasto­
sowań, jednym z podstawowych parametrów użytkowych tych algorytmów.
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A method of algabraio discretization of 3-D space curves on homo­
geneous rectangular grids

S u m m a r y

In this paper a new method of discretization /intiger approximation/ of algebraio 3-dimen­
sional spaoa curves in form of intersecting surfaces P(x,y,z)= 0, Q(x,y,z)= 0 is analized. ■

An implementation to homogeneous space grids G(h^) discretization is being of the method. 
The introduction of the paper presents a review of literature concerning methods and 

algorithms of 3-D space curve discretization and compares them each other.
In the main past of the paper two new algorithms of discretigatlon/on 6-conriectiVe gridB 

G6s(h3) and 26-connective grld^ Dges(h^V* based on the method above are presented. Three imple­
mentation forms of the algorithms! for straight lirieB, 2-degree flat curves and universal 
hlgobraic Curves in 3“D space are made.

The computation complexity of each algorithm _/as the function of n- and m-dagrees of inter­
secting surfaces/ is evaluated.

Od HOROTOpOK 1KJTOJ8 XHCKpeTKSamtB airedpftBVOOKXX IipOCrpaHCIB9HHUX

KJMIBMX Ha OXHOpoJHUX HpOCipaHOtBeHHMX C e T M X
« “ • ;

P e a » h e

r# •
B nydBHitamMi npexoraBxeHO hobwR xerox xHCBperMamtx /¿leitmcxeHHOl annpOKOffxauxa/ axreGpax-1 

necKHx npooTpanor&eni»Hx kjhibhx, aaxamri/x b bhxb x»yx nepecenawuBreH HOBepxHocrei n*xa P(.x»y.*)= 0 
Qlx.y ,s)= 0 ' 1

Cyri npasc'TaBJoremoro xeroxa XBOKpemraau*« aaKJnwaeroH b n p n ea aB a i oxHopoxBHx npocipaHoiBeH—
HHX CeTOK G(h^).

B HavaaiHcrfi tocth aydxaKauai! onHCHBaercR nydxxtmpoBBHHtre xo owe nop xerox a x»okpetxaaux* 
npoctpaHcrBwaxx aarrt5pak<rsc««ix Kpx&ux, HepesoxH xx B sanB oa cpaBHemm.

B xaxtHe BurelS -  rx&Baott <racrx nydxncaipiH npoaaaioraxpoBaHo x»a aosue xxokperxBaniOKHUS 
axropHTxa /axropm rx xxottpenwau«» Ha 6-oBaaaflnoi o a r ire G6s(h3) ■ aaropxr x xxoxparxaauHK Ha 26-
OBHBaujrofl cerKs G26s(h5) / ,  paspaOoraHBkte Ha ocaoae a io ro  xeroxa xxoxperxaauxxi

npHBexmio 3 poaxHBamtoHHite sxxa axropxTiios: x*h njmxoB h hxooko# xpiBoB 2 -c te n e a i b rp ex - 
xapnox npoctpaircTBe, a. r a m e  oOxyn ipopxy xxh npooipatfCTBeHHHX kphbxx npoxsBOUBoR oieneHX.

npoaHtwiHBKpoBHBo loxe  BUHHCBHieBBHyB oaoxHOcrv axropxTXOB b jiyBHQix cteneHX n x m onpexe- 
jihbxkx KpHByo noBepxHOOTeB.
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Nonpreemptive Scheduling 
for T w o - P ro ce sso r System s

by A ndrzsj RO W ICK I

The purpose of the paper is to oonsldear an algorithm for 
'nonpreemptive eohedullog for two—processor systems with 
ldentioa.1 proooasora. Computations submitted to the eysta«^ 
are oompoaed of dependent tasks with the ease execution 
times and ooatain no loops and have Only one output. 
Moreover, the algorithm determines the total exeoutlon 
time of the oamputation. It has been proved that this 
algorithm is optimal, that is, the total execution tins 
(schedule length) Is minimised. Bxtension* of the nonpre-. 
emptivs algorithm are considered’both for preemptive oase 
by sseumptlon' that all tasks of the computation have the 
same exeoutlon times and for preemptive oase provided 
that all tanks of the computation have the mutually 
commensurable execution times. .
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1. Introduction

Multiprocessor oomputer systems arc potentially very effective in decreasing the 
oomputation times of programs. This oan he especially important for programs or computations 
which ore executed many times, particularly in real-time applioatlons. In these oases, the 
problem of 'Optimal soheduling of. multiprocessor computer systems is of great importanoe.

The purpose of this paper la to oonsider algorithms for optimal soheduling of two- 
prooessor systems. We shall consider systems in rahioh there are two identical prooessors and 
assume that the computations submitted to the 6>yst*i;:u are composed' of dependent tasks with 
the same execution time. Moreover, "e assume that once a processor is assigned to a task it 
must work eontinuosly on this tnsk until it is completed. It should be noted that we have 
assume that the e x e c %ion 'time for each task and the precedence relation are known a priori-. 
Thi3 means that #a only oonalder the static problem.'From a more general point of view it is 
oleor that the ntotlo scheduling model we have introduced is most applicable to those oases 
iii Which a program or com pubs t ion 1« to be executed many times, particularly in real time 
situations.

As a model of computation we admit a directed, ooaneoted graph which contains no 
circuits and has one terminal vertex. This mod«! w® oan interpret as follows: Only one task
of the ¡xmJputatlpn is «tted-hed to each vertex of the graph. Tfce_ -attaohdment of tasks of the 
computation to the vertices of the graph is such that the order of execution of the taSks is 
in accordance with the ¡ruche«» ion relation, of the vsrtices- of the graph.

Algorithms for optimal ¡toripreamptive cohcduJUtg of two-processor systems has bean 
presented in [l J  , [?] and other papers. It has been assu.-ired that all tasks have the same 
execution' time and a-mode-1 of computation' fs a directed aoyclio graph. The time complexity • 
of the algorithm considered in [l] is Cr{n2) and for algorithm considered in [2 ] is O(n^) ■
[3]. . It turns out [4.] that the oh^T'i'Wwl' «•oh3idered in [1 ] o-onstruot an optimal sohed-' 

ule only when there are no transitive arcs in the computation, 'The "best known algorithm 
deleting transitive arcs is of 1 time complexity c(n’“*S) [5] , And thus if we admit trasitive 
arcs in a model of oomputation and want to use the algorithm given in [1 ] first we must 
'delete transitive area using algorithm given in [3] or other one and then we oan apply the 
algorithm given in [ij . For this ease the time complexity of this process is at least 
0(n2»6).

In this paper, wa shall consider an algorithm Ŝ or optimal nonpreemptive soheduling 
of two-prooeasor systems which determines the total execution time and has at most time 
complexity 0(n3). The algorithm considered is valid for computations admitting transitive 
arcs and thus has no Constraints on the struoture of the computation as was in the algorithm 
considered in {1] . The problem of determining the execution time has been not considered 
in [1] and [2 ] . CM? course, if scheduling or computation 13 completed, then we oan determine 
the execution time of computation by counting the number of assignment of prooessors to the 
tasks. Using the algorithm presented in this paper, we oen determine the exeouticn time before
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completing the eohedullng. This algorithm Is optimal In the sense that the total exeoution 
time (schedule length) Is minimised. We shall oonslder an extension of this nonpreemptlre 
algorithm for preemptive oase by assumption that all tasks of the computation have the mutually 
oommensurable exeoution times I.e., we make the same assumption as In [6] . In this oaae, we 
assume that is permitted to Interrupt any processor at stated times. This means that we admit 
a limited split of any task.■Moreover, we shall oonslder an extension of this nonpreemptlre 
algorithm for preemptive oase by assumption that all tasks of the computation have the same 
exeoution times.

■ Description of the algorithm oonsldered in this paper Is strongly dependent on the 
struoture of the computation, nils faot allows us to Inquire into the structure of the compu­
tation and to reoognlae the limitations In realisation of the oomputatlon.

The sohedullng algorithm considered, for nonpreemptlre oase,, has been programmed in 
PASCAL for ODRA 1304 smell computer [7] . There are given no information about programming 
and computational results for algorithms presented in [1] and [2J .

The results obtained In this paper ere an extension of the results presented In [e] ,
[9] and [10] . The algorithm oonsldered la this paper i s  so general that oan be extended

for computations ooosisting of tasks having an arbitrary exeoution times [1 1 ] , [12J , [13] ,
[i 4] and thus having no constraints on exeoution time given in [6] and [1 ] ,

2. Baalo notions and definitions

Let us oonelder a graph 8 « <  X , T , x„> , where X Is a finite set of rertloes, P la
a relation defined on the set X and is a terminal vertex of the graph 0, that Is auoh
a vertex that T(x0)« 0 , where 0 is a void set.

The graph 0*<X , T , xQ> will be oalled the network If, and only If, it Is oonneoted 
and contains no circuits and has one terminal vertex.

In further considerations we confine ourefselves to the networks. In the sequel, the 
networks will be denoted by a oapitel S.

A network 8 - < X %  T* » »111 oalled a reduot of the network 3 -<X , T , x0 >
if, and only 1ft

1) X'C X and r #c r
11) if x«X' then P(x)CX'

It is easy to see that if the network 3 P' , x'> Is the reduot of the network
9 - <  * , T . *0 >  th#n *0 " xo * ' „A reduot S'- <X,' P', *¿>1* »«ld to be a direot reduot of the network 3 <  X , | ,
x > If, and only if«

1 ) 1 < j | x - X ' I < 2
ii) r (X - X )  C x'

where | X - X'jl denotes the osrdinality of the set X - X'.
The sequenoe of networks S1,..,Sl...,Sj£ will be oalled a direot reduotion of the 

network 3 (in symbols R (3)) If, and only if :
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I) 31 - S
II) for every 1 <  k , 3^ + ̂  Is dlreot reduot of
III) for 3^ there exists no dlreot reduot

let R(S)- S1tS2,..,Sjc . The oardlnallty of the Bet £s1P S2***»S]c| "ill ^  oalled the 
length of the reduotion R(3) and denoted ty d(R (3)).

let 1 (1) for 0 <  1 ̂  p he a subset of X defined hy Induotlon In the
following way !

! -’{vl P P
! 11) if x £ X -  0  K3) and f(i)CU 1(4) then x6 1(i)
■, 3"I+1 3*1+1I

*»• '
then the set 1 (1) will be oalled 1-th level of the network 3 « < X  , p, *0 >  ,
whore p-1 la the length of the longest path of the network 3 .

3. A general idea of the scheduling algorithm

To describe the algorithm some notions will be needed. In order to make easier 
understanding of essential notions we shall first sketoh the baslo step of the algorithm.
To avoid obsourlng the baslo Idea some details will be omitted here. Informally speaking,
the heart of the soheduling algorithm oonslsts In searching for sets of the mutually
Independent vertioes of the network In question.

We now prooeed to an Informal desorlptlon of the algorithm. let us assume that 1-1 -
th step of the algorithm has been exeouted, whioh means that a reduot Sj ■ < X i, P1,x0>of the
network S »<X , P, x0> is oreated suoh that

1-1
U  1(4)0 X. - t>
4*1 1

In the 1-th step of the algorithm we create a reduot Si+1 of the network 3 by removing 
a set F(i)of vertioes from the set Xj of vertioes of the reduot Sj . The set F(i)will be ohoosen 
by considering the sets

L*(i,0) = K i n ^ i
L*(i,1 ) - L(1 +1)Dxi

(1) L*(i,2) -  L(i +2)0Xj I

L*(i,p~i) » KpiOXj^ 
as follows! A

' .. I
If the oardlnallty of the set I* (1,0) Is an even number (that Is L*(1,0))» 2*f (1) 

then we set F (1) « L* (1,0) , In the oase where the oardlnallty of the set L*(i,0)is an 
odd number (that Is L*(1,0) • 2*f(D- l) then we consider the following oases s
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1. If there exlets no vertex x 6 I*(1,0) suoh that I* (1,0)- T(x) / 0 then we analyse • 
the sequenoe of the sets (1 ) until we determine the smallest 3 satisfying the following
relation! ^

( 2 ) l*(l,i)-Ufln(l*(l,0))^ 0
n-1

where Pn is n-th superposition of the relation P .

If there exists j satisfying the relation (2) then we set 
F(i) - L*(l,0)Ujsg*!

whdre sg is a vertex belonging to the set 1* (1, 3 ) - P(l*(l, 3-1)) for whioh the number of 
immediate suooessors in the set I>*(l,3+1)ls maximal.

If there exists no 3 satisfying the relation (2) then we set
F(l) = L*(i,0)

*
2.If there exists a vertex xi 1* lijO) suoh that 1* (1,0) -P(x) t 0 then we 

oonsider the following oases:
I) If j|l* (1,1 )| » 2 then we analyse the sequenoe of the sets

(1) until we determine the smallest 3 *or whioh there exists a vertex x. 6 L* (1,0)
satisfying the relation

'(3) ||l, (l.linr1 x j > 2
Next, we set

F(t) - L*(i,1)U{^ )

where [ 8n]- h*(i, 1 jDpiĵ
■i • . .

If there exists no 3 satisfying the relation (3) then we ohoose from the set £“(1,0) 
a vertex x^ suoh that L"(i,0) - P(Xj) / 0 88*

7 (1) - I^d.Dufs*}

In this oase s“ Is an arbitrary vertex from the set L* (1,0) ~P(Xj).
II) If | £*( 1,0) j| « 2n + 1 (n « 1,2,3,...) then we ohose a vertex x^ e £* ( 1,0 ) 

satisfying the relation L* (1,1) -P(x) / 0 and we set

F(i> -L*(1,0)U^“ J

-where »^6 1 (1,1) ~P(*j)
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Hi) If ||Lx(i,0) ¡| > 2n + 2 n >1,2,3,... then we ohoose from the set L*(i,0) a subset
H(l) of vertioes satisfying the relation L*(l,1) -f(x) / 0 . From the set H(i) we ohoose a sub­
set of vertioes H'(l) that for every element of this subset there exists suoh a vertex y6 L*(l,1)
- P(x) that L*( 1,2) ~P(y)> 0. Hext, we set 

F(i) > L*( 1,0) (s»]
where s* is an arbitrary vertex from the set H*(i) .

Let Xj be an arbitrary and fixed vertex belonging to the set H (1) . In the oase where 
the set H*(l) is empty then sw is an arbitrary vertex from the set L*(i, 1) -piXj) .

The vertioes a* . s* , sj , s* will be oalled slgular vertioes and in order to simplifyg * n J n 7 w
desoription of the algorithm the vertioes s* , a* and s* will be denoted by s* .

If the set F(1) is determined, then we create a disjoint partition <*•

P ( F  (1)) -P(1,l), P(2,1) ,  P ( f  (i) , i)

of the set P ( i ) so as to obtain the following sequenoe

Si * Sl»1 »'*•* Si,f(i)' 3i+1 
of direot reduots for whioh

X1,1" Xi ~ ?(1»1 ) * Xi,2 " Xi,1 - .............
... Xi+1 * Xi,f(l) -1 - P(f(i),i)

If || L*(i,0)||» 2*f(i) - i and the.vertex s ^  exists, then we oreate the disjoint partition 
P(F (l))ln suoh a way that

P(f11),l)■ £ af j
Sinoe is the direot reduot of ^ (1)-1 ^hia means that ŝ  is a vertex ohosen from

the 3et L (i,0) in suoh a way as to do not violate the preoedenoe relation among tlie vertioes, 
that is, s^pSj)

The disjoint partition p(p(i)) determines the sets of mutually Independent vertioes and 
thus gives an assignment of the tasks to the prooessors. The tasks corresponding to the sets 
P(i,i)(l* 1,2, ...,f (i)) oan be oo nourrently exouted

4. Desoription of the algorithm

To desoribe the algorithm some notions will be needed. This notions OBn be defined
formally as follows* |

Let S > < X , p, x0> b e  an arbitrary but fixed network and let Sj > < X 1, p  XQl y. 
be the reduot of the network S oreated as a result of exeouting i-th step of the scheduling 
algorithm.

A set L*(i,n) for 0 < i ^ p  and 0<n^p-l is said to be a restrlotlon of the set
L (i) if it is defined as follows;

1-1L (i,n) - L(i+n) - P(j)
j-0



where P(j) ia a Bubset of set X oreated as a result of exeouting j-th step of the soheduling 
algorithm.

In the set L (i,n)we distinguish a subset H(i) defined in the following wayi

H(i) ( x € l*(i,0) : L*(i,1) -ftx) /  0 J
I

Under assumption that . H(i) m 0 , we define a funotlon g in the following way» 
the smallest 1 < n ^  p-1 suoh that

I*(i,n) - O r 3(rtliO ) 0 0 
g(i)- 3-1

1 otherwise

where la a relation defined by reoursion as follows»

r V )  - T w
r i+1* =rr3<i)
Basing on the funotlon g , we define sets D (1) and D (i) in the following way»

g(i) « 8
D <i) « l*(i,g(i|)- U M E * ( i . O ) )
8 3=1 '

Bg(i) = f x S D g(i) : I,*(i,g(i)+1) -P(x) = 0j

It is easy to see that if g(i) 1 then D (i)o 0 . It should be noted that there
exist some oases where D (i)«
0 and D' (i)= 0 .D

0 . It should be noted that there exist some oases where D (i)-
•  6

For the sake of oonvenlenoe, we intToduoe a set Dj*(l)defined as follows »r: -if

if

Bg(i) ■ * 

Bg(i)i 0

How, we distinguish some vertex sO satisfying the relation s* ell*,(i)-. TheO D
vertex s* will be oalled singular vertex of the network S induoed by the f»motion g .

Under ass»imption that H(l) / 0 , we define a function n in the following way»
the smallest 1<n^p-1 for whioh there exists an

n(i) = xel,*(i,0) suoh that || p?x) O  ||>2
. 1 otherwise

where || X fl denotes the cardinality of the set X .
In the set H(l) we distinguish a subset Hn(i)deflned as follows »

Hn (i> = £ x 6  H (i) ! L*(i,n(i)) - f n<iW  / 0 ]

It is easy to verify that if n(i) ■ 1 then ¿n U) " H(l) .
It should he noted that there exist some oases where Hn (i)= 0 and H(i)= 0

* .We distinguish some, vertioes sfl and o* satisfying the relations 8n €H n (l) and sn €DnU )  •
The vertioes s and s* will he oalled singular vertioes of the network 3 induoed by then n
funotlon n . How, we define the sets H^(l) and Djl) in the following way j

H(l) if. H„(i) = 0

L H£ >  lf
H*U)

Hn(l) * 0
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Lot us assume that sq ie an arbitrary hut fixed vertex belonging to the aet H*(i). By 
this assumption we define the aet Dn(i)as follows t

Dn(i) - L*(i,0 -r(»n )
It is easy to verify that if ltd)/* 0 then - 0^(1) 0 .

let Hw(i)be a subset of the set H(i) defined as follows»

Hw(i)-[x6H(i) »(V ys  B*(i,i) .-Rx)) ( -Rcy)- fj)j
K ~ m mI We diatingulah some vertioea s,, and s„ satisfying the relations c €H  (1) and a € D  (i)*W rt W n W

The'vertioes s and s* will be oalled singular vertioes of the network S . low, we define theW n
set's H*(i) , B„(i) , end B{J(1) in the following ways

»
H*(i)

H(i) if Hw(i) - 0

K„(i) if H„{i) 0 0

let e be an arbitrary hut fixed vertex belonging to the set H* (i). By this assumption n w
we define the sets D„(l) , ^(i) and D*(i) as follows r

DB(i) = L*(i,D - H 8,)
B;(i) = 1 6 1 ,(1 ) t L*(l,2) -f(x) - 0 ]

It is easy to verify that if H^(i) « 0 then Dyjd) “ 0

D*(i)
Dw (l) if Hw(i)- 0

Bw(l) if HB(i)0 0

Moreover, we distiguish some vertioes s^ and s^ oalled singular vertioes of the network
3 and satisfying the relations s^eHCi) and s* 6 ^(1) • If0"» 1,8 define the set ®hd) the
following way»

let us assume that s^ is an arbitrary hut fixed vertex belonging to the set H ( i) .
Under this assumption we define the set ®h (D a3 follows»

Dh (l) = -P(sh )

To forjnulate the algorithm, we define a funotlon f . For eaoh 1 ( 0 i ̂  p ) the
f»»notion f assooiates with the aet L*(i,0) a natural number in the following way»

f(i) * l ^ ^ » o).JL .
2 1 ' .

where [x] denotes the smallest integer greater than or equal to x.

Let r(l) denote the remainder of the division ||L*(i,0)||by 2,
We are now in a position to desoribe the process of oreation the sets F(l). This 

process will he oalled an initial sequenolng algorithm.



The initial sequenoing algorithm is defined by lnduotlon in the following wayt

1. Baslo step.

F ( 0 ) - 0
2. Induotion step.

Case 1.
If r (i) - 0  then F(i) » L*(i,0)

Case 2.

If r(i) £ 0 then

a) if H(i) - 0 then
I) if g(l)= 1 then F(i) « L*(i,0)
ii) if g ( l ) / 1  then P(l) - L*(i,0XjJs* j

h ) if H(i) / 0 then
i) if || L*(1,1) || - 2 then' F(l) - L*( i,0)U [s* j
II) if || L*(i,1 ) il » 2n + 1 (n « 1,2,3,....)

then F(l) - L*(i,0)u{s£ |
ill) if ||L*(i,l)(l - 2n + 2 (n - 1,2,3,.... ) 

then P (i) = L*(i,0)lj[s*j

For the sake of oonvenienoe, the singular vertloes s* , s* , s* and sn , 8h * 8w 
determined as result of exeouting 1-th step of the initial sequenoing algorithm will he denoted 
by s* and s, respeotively.

As a result of the aotion of the initial sequenoing algorithm we obtain a disjoint par­
tition [p (1)] of the set X of the network S , that is, for every 1,J<P If 1 )< 'J
then P(i)oP(3) = 0 a“3 x • If there exists no suoha number 1< 1 ̂  k that

J=1
s*6P (i) then the disjoint partition f? (1)V ■ determines the sets of mutuallyi L J teyP
independent tasks oH the computation whloh is represented by the network 3 and thus the tasks 
corresponding to the set3 P(i) oan beoonaurrently 'executed. On the other hand, if s*«P(i) then 
the set F(l) -^ s *  ] determines the set of mutually Independent taskB of the oomputation. The 
task3 corresponding to the vertices st and s* oan be oonourrently exeouted after oompleting 
the tasks corresponding to the set ? (i) - { s ^  s* J.Obviously, the tasks corresponding to the 
set F(i) - £slt s* Joan be oonourrently exeouted. ^

What remains now is to solve the problem of assigning the tasks to the different proces­
sors, that is, .the problem of oreation of a disjoint partition of the sets P (1) in suoh a way 
so as to minimize the total exeoution time of the oomputation and to do not violate the prooe- 
denoe relation among the tasks. This process will be oalled a partitioning algorithm.

Let the sequenoe
P(F (1)) = P(1,1) ,..., P(n,i) ,..., P(k,i) 

be a fixed disjonit partition of the set F(i) defined as follows:
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l í  | |P(3, i> S -  2 *°r 3<k
k-1
U
3-1

11) P(k,l) - ?(i)■ - P(J,i) and ||P(k,i)1|<2

i l l )  j ^ ,  s « j c P ( l c , l )

To describe the way In whloh tasks are assigned to the processor, we define now a funotion 
q mapping the set X into the set of natural numbers. let us assume that for eaoh set P(i) (for 
0 < l < p  ) the disjoint partition P(P (i))ls given, provided that this partition exists. The 
funotion q assigns to the element of the partition p(? (1)) natural numbers in the following 
wayt

i

q(3t) ■

T  f (3 ) - í (1) + n for x£P(n,l) if P(P(D) exists 

1
Y  f(3) ior x€P(l) If no suoh P(?(i)) exists 
3-1

How, we lntroduoe a disjoint partition of the set X induoed by the fuhotion q . Let 
I denote the set of values of the funotion q and let Q(l) be a subset of the set X defined 
in the following ways

0 for 1 - 0  
Q(i)= -

(x € X j ,q(x) • 1 ] for lei

It is easy to verify that the fatally of sets (i).̂  jg I *8 * disjoint partition of the 
set X of the network S , that is, for every i,j&I if i j then,

Qll)nq(j) m a and L J  Q(i) - Xi e i >
Moreover, for every 16 1 we have 1 ̂  ||Q (l)J^ 2 .

The disjoint partition |q (1)| determines an assignment of the tasks to the prooessors.
It will be interpreted in the next section.

Finally, it is noteworthy that the total exeoution time T(S) of the oomputatlon 
(schedule length) whioh is represented by the network 8 is given by the following formula

T ( S)  -  V  t 1

and oan be determined before-determining the disjoint partition •

5. Optimality and interpretation ^

In this seotion we shall prove some fundamental faots oonoeming the soheduling algorithm 
and its optimality. On the ground of these faots we shall interpret baslo properties of the 
algorithm oonslsered. 1



Theorem 1.
✓

Let Ej for he a graph defined in the following wayt

(*> H4 - <  y  Q(3) , V/ y  0(3) . *0>

.If k » xfcX*!5 * *h0n the 8®<B>enoe
Rq(3 J* H.j,. .. ., Rj}«••»,

is the direot reduotion of the network 3 «< X , P  , *0 >  *
Proof. By definitions of the funotion q and the seta Q(l)we obtain that 3 and 

Hk<TQ(R)» i""V Q(h) t *„> and thus in order to prove the theorem it is neoeasary to show that 
for every i < k  the graph.R. . is the direot reduot of the network R. . We prooed to prove* 3. 1 /■
thti theorem by induotion on i .

1. Baslo step. For i « 1 in virtue of {») we obtain that X^ - Xg - Q ( i ) , Prom defini­
tion of the funotion q it follows that Q (1)C? (1) whioh by definition of the set F(1)
yields P(q (1))Clj . It means that the graph Rg is the reduot of the network 21# On the
other hand, by definition of the sets Q ( 1) we obtain that 1-£||Q (1)|<2 , whioh means that
the reduot R0 is the direot reduot of the network R^ .

2. Induotion step. Let us assume that the induotion hypothesis holds for 1 « n - 1 <  k , 
that is, that the network

v < u  ^ u ) » r / u  Q ( 3 )  * t o >  *J=n j*n

is the direot reduot of the network RQ_1 .

To prove the theorem, It is sufficient to show that the graph V i  is the reduot of
the network Ra .

Sinoe -f^]jQ(n)J<2 (see definition of the sets (J(i)), and thus in order to prove
the theorem it suffloes to show that the following relation

M) P(Q(n))C U  Q(J)j=n+l
holds.

We shall show now, by leading to a oontradlotlon that the relation (1) holds. Suppose 
the oontrary t the relation (1) does not hold, that is

k I
T(Q ( * » £  j U i  «(3)

whioh by definition of the sets Q(i) yields
(2) P(Q (n>)D O  ' Qti> 0

1-1

On the other hand, in virtue of initial sequencing algorithm and by definition of the
sets Q(i) we obtain that

O )  R q M D  (J Q(j) / 0 
1-1

-  31 -
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In virtue of (2) and (3) we get a oontradiotion, and thus the relation (1) holds.
From (3) it follows that

(4) r(9(lc)) H  Q(i) - 0
3-1

On the other hand, by definition of the sets Q(i) we have 
k-1

(3) Q(k) - X - Q(3)
3-1

I - Prom (4) and (3) it follows that for R^ there exists no direot reduot. Thus the
theorem hBS been proved.

i
In further considerations, the direot reduction of the network '3 induced by the 

funotion q , that means the sequence Rq(s) “ R.j ».•••» Rjj will be oalled the q-
reduotion of the network S . Prom theorem 1 it follows that if x,y€ Q ( i) then neither xeP(y) 
nor y 6 f(x) and, moreover, if x 6 Q ( n ) , y €  Q(m) and n < m  then there exists no path le­
ading from the vertex y to the vertex x .

In this conneotion, the partition (i)j ^ g j  of the set X of the network 3 oan be
interpreted as follows : let T and T be tasks attaohed to the vertioes x and y , respeo-x y
tively. If x,y6Q(l) then the tasks T and T are oonourrently executed. Moreover, if x 6 Q ( n)
and y & Q(m) and n < m  then the task Ty is executed after the exeoutlon of the task 3^ .

let us intodruoe a partial ordering relation -4 on the set X as follows s 
x<y<=*.q (x) < q  (y)

It is easy to see that if zEQ(n) and y6Q(m) and n < m then x ^ y  .

We shall non show that the sequenoing of the tasks of the computation based on the 
partial ordering relation < is optimal, that is, the total execution time of the computation 
(schedule length) is minimized.

Theorem 2 . ,
let d(R(S)) and d(Rq(S)) be the length of the direot reduotlon of the network S and

the length of the q-reduotion of the network S , respectively. Then for the network 3 there
is no such direot reduction R(3) that d(R(3)) <  d,(Hq(S)).

Proof. Let a sequence.
(1) Rq(S) » R^,...., Rn,..., R^ I
be the direot q-reduotion of the network 3 . Let us consider a direot reduot Rn+1 ot the 
network S for whloh

(2) Q(n)£L(l) and |'Q(n) || - 1

The oonditlon(2) is satisfied if the following oondition

(3) r(i)^ 0, H( i) « 0 , g(i). 1
holds. Prom (3) it follows that
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(4) X e I* ( i,0)a=»((J ( I*(i,n) - (J p V ))) - 0n=1 3 si 1 ''

Let us..assuma that the reduot Rn+1 i0 the first (in the sense of the numeration of the 
reduots in q-reduotiou) from the reduots for whloh the oondltlon (2) holds. Let us assume 
that for 1-1 the following oondition

(3) f ( i - D > 1  r(i-1) /i 0 i H ( i-1) / 0

holds. Prom (3) it follows that there exists suoh vertex x ^ P  (i-1) that

I
(6) 7(1-1)O  l*(i-1,1) xi j “

Whloh hy definition of the set P (i-1) means that Xj - s*i_i •

We distinguish the following oases : . . -
» ‘ • . 4 .

(7) L* (1,1 ) - P ( Xi) « 0
(n) L* (1,1 ) _ p ( Xi) f i t  t

Wa shall ehini now, hy leading to a oontradiotion that oase (e) oannot hold. Suppose the 
contraryi the oaae (8) does faoldZ • '

Prom conditions (5) and (3) it follows that ¡¡L*(i-1,1) ||» 2n (n » 1,2,3,...) and

■1* (1-1,1) - - Slncs *< - S*I-1’ H “ 2« and ¿*(i-1,.1>« X,*(i,0)u (x1 J
then in virtue of (5) and (4) we obtain finally that

(5) = f*

In virtue (8) and (9) we get a oontradiotion, and thus in order, to prove the theorem
it suffices only to oonsidcr the case (7).

m e  question arises whether the singular vertex oennot be ohoaen by means of other 
rules in such a way as to obtain a reduot Hn+1 for which |)Q(n) \ • 2 and for every J<n there 
exists no suoh a reduot R J+t in the sequenoe (1)that ¡Q (j) f - 1 . We shall now show that the
answer for tho question given above is negative.

Let x denote an arbitrary but fixed vertex from the set L*(i,0) . Let P'(i-l)and L'(l,0)
/

be sets defined as follows:
P'(i-1) - P(1-1)u [x s ] - (xjJ

(10' I '(1,0) - L*CitU ^ { * J -  }

If the condition (7) is valid then by (4) we obtain that for every x6L'(i,0) we have 
L*(1,1) -P (x ) => 0 , whioh means that we oannot oreate any direot reduot oontalnlng simulta- 
neusly the vertioes from the sets L'(i,0) and L*(i,0), and thus we oannot oreate suoh a direot 
reduot Rn+1 for which ||q(n) || ■ 2 . This fact means that If we apply other rule for ohooeing 
singular vertices in suoh a way as to obtain the sets ?'(i-l) and L'(i,0)determined aooording 
to (10), then in the sequenoe (1) appears before the reduot Rn+1 auoh a reduot Rj+1(for J<n ) 

that || 9 (j) |U 1.



-  54 -

Repeating the reasoning given above to the suooeding reduots from the sequenoe (1) we 
oome to the oonoluslon that there exists no suoh a dlreot reduotion of the network S that 
its length is smaller than the length of the q-reduotion of the network S .

The length of the reduotion of the network 3 oan he interpreted as the number of 
assignments of processors to the ta3ks of the computation which is represented by the network 
S .

Prom theorem 2 it follows that the q-reduotion of the network S determines the smallest 
possible number of assignments of prooessors needed to perform the computation represented by 
the network S . In other words, the disjoint partition j^Q(i)J j g j  of the set I of the 
network 3 determines suoh a squenoing of the tasks of the computation that the total execu­
tion time is minimized.

#**

Theorem 3 .

If T is a funotion defined as

T(S) - £  f(l)
1=1

then d ( S ))» T(S)

Proof. By definition of the length of q-reduotion we have
U) d(B (SJ) * m a x iq(x)]

q x 6 X L J

On the other hand, frora{1) by virtue of definition of the funotion q it follows that 

d(RqtS)) = jr f(i)

Khioh means, by definition of the funotion. T that 

d(Rq (S))= T(S)

What has been to be proved.

Prom theorem given above it follows that q—reduotion of the network S is not needed to 
determine the dotal exeoution time of the oomputation whioh is represented by the network S , 
whioh means that the total exeoution time of the oomputation oan be determined before comple­
ting the sequenoing of the task of the oomputation being under consideration.

let us summarize the results obtained in this section s

1. The partial ordering relation-^ determines the optimal sequenoing of the tasks of the 
oomputation, that is, suoh a sequenoing that the total exeoution time is minimised.

2. Por a given i , the tasks attaohed to the elementes of the set Q (i) oan be concur­
rently exeouted.

3. For a given network S, the value of the funotion T determines the total exeoution 
time for optimal sequenoing of the taskts of the oomputation whioh is represented by the 
network S .
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6. An extension of the algorithm

In thla section, we shall give an extension of the sohedullng algoritthm for preemptive 
oase by assumption that all tasks of the oomputation have the mutually oommensurable exeoutlon 
times. We assume that is permited to interrupt any prooessor at stated times. It means that we 
admit to split any task In a limited way. Next, we shall oonsider an extension of the sohedu­
llng algoritm for preemptive, oase, provided that all tasks of the oomputation have the same 
exeoutlon times.

let T denotes a task attaohed to the vertex x and t denotes exeoutlon time of the taskX A >
Tx . Let t be the largest real number suoh that eaoh task exeoutlon time oan be expressed as 
an .integral multiple of t .

Let S ■ <  X , r, x >  be a network with the mutually oommensurable exeoutution time of the ’ o —

tasks. We now asaoolate with the network S a network S* «<X*, p *  , x*> in the following
way s

i) if x € X and tx - n.t then £x,,,...., xnJ c x *
and for l < n  P * ^ )  “ T  *1+1

11) if x,y6X and yef(x) then yi 6 P ^ n )
ill) if x, 6 X* then t_ « tl xt
iiii the network 3* oontalns no other vertloes as obtained by the above rules/
It should be observed that x* * x._ .o on
Let us assume that we have a system in whioh preemptions are allowed only at stated 

times t,2t,3t...... . It is easy to verify that an optimal preemptive sohedule for the ne­
twork 3*, given by algorithm presented in this paper is an optimal preemptive sohedule for the 
network 3 , provided that the oase where f (i)>1 , r (i)?iO , H (i) « 0 and g (1) » 1  does 
not hold see definition of the set F(l) . If the oonditlon mentioned above holds, it means 
that the oardinality of the set F (i ) is an odd number and is greater than two and 
moreover F(.i)C L(J).

From the consideration given above it follows that the extension of the nonpreemptive 
algorithm for preemptive oase by decomposing all tasks into ohains of the tasks with the equal 
exeoutlon times not always yields optimal sohedules* This remarks is of c general nature and 
oonoerns all preemptive algorithms obtained from nonpreemptive algorithms by assuption that 
all tasks of b  oomputation have the mutually oommensurable exeoutlon times. It is easy to 
verify that for every algorithm we oan ohoose suoh a oomputation that on some stage of the 
oomputation we obtain the folowing network fragment

The exeoutlon time of this fragment is 2t. On the other hand, if we admit a split of 
one of the tasks into two equal parts as is piotured below



Then this fragment oan he exeouted In 1 1/2 t. In this oase, in order to obtain an optimal

algorithm oonsidered in this paper it is relatively easy to introduce new rules, sinoe this 
oase appears in explicit nay in the desorlption of the algorithm.„

> Now ee givB an oxten3ion of the algorithm for the oaae where

Obviously, this considerations are valid for extensions of nonpreemptive algorithitf'hoth 
for preemptive oase by assumption that all tasks of the ooniputation have the same execution 
times and for preemptive oase where all tasks of the oomputation have the mutually oommensura- 
blo execution times.

let us assume that aotion of the nonpreemptive algorithm for the fixed network S* is 
oorapleted, that is, we are given a fixed sequence F(1^...., F(i)...., F(p)of the sets for the 
network S* . bet Xj* be an arbitrary fixed vertex belonging to the set P(i) . With the vertex 
x* we assoola|;e two vertioes o.̂  and o* such that tQ «> t0* ■ 1/2 t^» . By this assumption we
define a set F (i) as follows j

bet the sequence P*(F*(i)) - P*(1,i),...., ?*(n,i),..,,P*(k,i) be a fixed disjoint 
partition of the set F*(l) defined as folows s.

1°. if F*(i)- F(l) then P*(p*(l) ) - p(p (i"))
2°. if F*(i) / F(l) then

algorithm it is neossaary to introduce additional rules for sequenoing the tasks. For the

f(i)>1 , r(i) / 0 , H(i) - 0 and g(i)- 1

F(i) otherwise

1) for J<k, |i P* ( J,i) ||- 2
il) oA G P*(1,i) and o*SP*(2,l)

We are now in a position to redefine the funotion q and the disjoint partition 
as follows s1

i
£  f (3 ) - f(i) + nJ-1

for x€P*(n,1) if P*(f* ( i )) exista

E r<3> 
3»i

for x £ F*ti) if no suoh PH(F*(i)) exists
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The vertioes o, and o* oan be interpreted ae follows! let T «  be a task attached to the
Avertex x*. We split the task T^w into two subtaeks T^ and T2 in auoh a way that they have

the same exeoutlon times equal to 1/2 t *  . If exeoution of the task T, is completed then thex1 1
'task Tg oan be executed and moreover, the subtasks T1 and Tg oannot be exeouted by the same 
prooessor. The subtasks T1 and Tg are attaohed to the vertioes o^ and x* .respectively.

If we assume suoh an interpretation of the vertioes Oĵ  and o* as above, then the disjoint 
partition 16 I (*etermlnes optimal preemptive sohedule for the computation represented
by the network S . Moreover, the total exeoution time of the oomputation (sohedule length)for

•Ithis oose is given by the following formula:

) T*(s)« £  ( f(i) - o/2  )• t
i-1

where f (1) is the value of the function f for the. network S* and o is the number of 
ooourrenoes the oases where F*(l) / P (i) for the network S*.

The resolution of a problem of preemptive sohedullng by reduolng to a problem of nonpre- 
emptive sohedullng by assumption that all tasks hve the mutually oommensurable exeoution times, 
aparat from the faot that not always this reduotion is possible, oannot be find satisfactory. 
Obviously, the reduotion based on deoomposing all tasks into ohains of tasks with the equal 
exeoution times yields problems whloh oan be of size exponential in the size of the original 
problems. And thus, in some oases, sohedullng algorithm oan take exponential time oomplexlty 
and the number of preemptions oan be exponential. Moreover, some algorithms oan fail to be optimal.

In the Seoond part of this paper, we shall oonsider an optimal algorithm for preemptive 
sohedullng of two—prooessor systems for oomputatlons consisting of dependent tasks with arbit­
rary oxeoution times. And thus we have no constraints on exeoution time. Moreover, we assume 
that preemption times are completely unconstrained. The algorithm in question is an extension of 
the nonpreemptlve algorithm oonsidered in this paper. On the oontrary to the extensions consi­
dered above, the extension of the algorithm in question is obtained by introducing and changing 
some rules for sequencing the tasks, but not by reduolng a problem of preemptive sohedullng 
to a problem of nonpreemptive sohedullng.
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Planowanie zadań bez wstępnego dzielenia zasobów 
dla systemów dwuprocesorowych

S t r e s z c z e n i e

W praoy rozważa się algorytm planowania obliczeń dla systemów dwuprooeaorowyoh zawierających 
identyczne prooesory. Zakłada się, że obliczenia zawierają zadanie niepodzielne o Jednakowym 
czaBle wykonania, nie zawierają pętli oraz mają Jedno wyjśoie. Ponadto algorytm wyznacza również 
oz^s wykonania obliczenia.

1 W pracy pokazano, że rozważany algorytm Jest optymalny tzn., że czas wykonania obliczenia 
Jeit minimalny.

Hozważono również rozszerzenie algorytmu planowania obliczeń na zadania podzielne,gdy zadania 
mają Jednakowy czas wykonania,oraz gdy zadania mająwspólną wielokrotność.

ILtaHipoBane <5ea BOiynHTeaŁHoro AeaeuKa pecypcoB

xaa  xByxnpoueooopH«x chotbr

K p a  t  k  o e o o g  e  p x a  x ■ a

3 patfore paoowaTpwBaeTCH aarop«TU RaaaapoBfiHaa BłntHozeHHf! j j u  XBjnpopeooopHux okoieM, c o js p -  

a a ftk i onHKOEwe npoueccopu. 

Ilpuiifiło, «tio Butrci&HKR o o g ap aa t H egearaue sagaHHH o ogKHaKOBtm BpeneHBM buhozhbhhh, hb ęo -  

gepaaT  u en o ieR , a  T a iae  hmbdt oxmh BHxog. Kpone Toro aaropim ioH  sagaeiOH ia x x e  Bpena buiiojihbbhh 

BU1H0Z6HHR. 

B paCOTe nOKasaHo, n o  pacoiiaTpKBaeuutt a a ro p a w  hmhbtoh onTMMazŁHMC, t . b . Hueei mhhhx8JU>hob 

Bpeun BiiaoRReaia BaiHoieHiw.. • , v •

PacoHorpatao tbksb pacmjpeHHe a a ro p a iu a  naam poBaHns BU<noaeuR8 ua neaHMhie aaaaHKH b c a y ta e ,  

Koraa sagam i« rkbbt 0XHRax0BU6 Bpeaa BunoaHSHRn, a tbkzb ao rg a  sagaHHH rmbdt ofiąyc uHoroKpaTHocti.





Informacja o cenach i warunkach prenumeraty na 1985 r.
- dla czasopism Instytutu Maszyn Matematycznych

• Cena prenumeraty rocznej
Techniki Komputerowe - Biuletyn Informacyjny _ 1560.-
Przegląd Dokumentacyjny - Nauki i Techniki Komputerowe 1260.-
Informacja Ekspresowa - Nauki i Techniki Komputerowe 2̂ 00.
Prace naukowo-badawcze Instytutu Maszyn Matematycznych 660.
• Warunki prenumeraty
1/ dla osób prawnych - instytucji i zakładów pracy:

- instytucje i zakłady pracy zlokalizowane w miastach wojewódzkich
i pozostałych miastach, w których znajdują się siedziby '»oddziałów 
RSW "Prasa-Książka-Ruch" zamawiają prenumeratę w tych oddziałach;

- instytucje i zakłady pracy zlokalizowane w miejscowościach, gdzie nie 
ma oddziałów RSW "Prasa-Książka-Ruch" i na terenach wiejskich 
opłacają prenumeratę w urzędach pocztowych i u doręczycieli;

2/ dla osób fizycznych - prenumeratorów indywidualnych:
- ośoby fizyczne zamieszkałe na wsi i w miejscowościach, gdzie nie ma 
oddziałów RSW "Prasa-Książka-Ruch" opłacają prenumeratę w urzędach 
pocztowych i u doręczycieli;

- osoby fizyczne zamieszkałe w miastach - siedzibach oddziałów RSW 
"Prasa-Książka-Ruch" opłacają prenumeratę wyłącznie w urzędach pocz­
towych nadawczo-oddawczych właściwych dla miejsca zamieszkania pre­
numeratora. Wpłaty dokonują używając "blankietu wpłaty" na rachunek 
bankowy miejscowego oddziału RSW "Prasa-K,siążka-Ruch";

3/ Prenumeratę ze zleceniem wysyłki za granicę przyjmuje RSW "Prasa-
Książka-Ruch", Centrala Kolportażu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 
00-958 Warszawa, konto NBP XV Oddział w Warszawie nr 1153-20104-5- 
139-11. Prenumerata ze zleceniem wysyłki za granicę pocztą zwykłą jest 
droższa od prenumeraty krajowej o 50% dla zleceniodawców indywidual­
nych i o 100% dla zlecających instytucji i zakładów pracy.

• Terminy przyjmowania prenumeraty na kraj 1 za granicę?
- do dnia 10 listopada na I kwartał,I półrocze roku następnego oraz 
na cały rok następny,

- do dnia 1-każdego miesiąca poprzedzającego okres prenumeraty roku 
bieżącego.
Zamówienia na .prenumeratę"Prac naukowo-badawczych Instytutu Maszyn Ma­
tematycznych przyjmuje Dział Sprzedaży Wysyłkowej Ośrodka Rozpowszech­
niania Wydawnictw Naukowych PAN, Warszawa, Pałac Kultury i Nauki, teł. 
tel.20-02-11 w.2516. Egzemplarze pojedyncze Prac są do nabycia w księ­
garni ORWN PAN, Warszawa, Pałac Kultury i Nauki, tel.20-02-11 w.2105.
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Instytut Maszyn Matematycznych zawiadamia, źe od 1984 r., 
po dwuletniej przerwie,' wznawia wydawanie miesięcznika 
«Informacja ekspresowa - Nauki i Techniki Komputerowe«,
W czasopilmie zamieszczamy opisy bibliograficzne /wraz 
z krótkimi notatkami objaśniającymi/ dokumentów źródło­
wych, które znajdują się w bibliotece IMM - najlepiej 
zaopatrzonej w branży komputerowej.
Dokumentujemy ok. 600 pozycji książkowych rocznie /krajowych, 
i zagranicznych/ oraz 184 tytuły czasopism /około 2000 ze­
szytów/ w językach: polskim, angielskim, rosyjskim, nie­
mieckim, czeskim; katalogi i in.
Informacja ekspresowa NiTK informuje o najnowszyoh publika­
cjach z zakresu branży komputerowej i dziedzin pokrewnych 
oraz nauk związanych z branżą /monografie, słowniki, podrę­
czniki, materiały szkoleniowe, artykuły w czasopismach, 
przyczynki, któtkie notatki o najnowszych zdobyczach tech­
niki komputerowej na świeoie itp,/ jest więc podstawowym 
i niezbędnym narzędziem pracy każdego pracownika naukowego, 
studenta, inżyniera - praktyka, projektanta i in.
Nasi Czytelnicy mogą zamawlaó mikrofilmy i kserokopie doku­
mentów, których opisy znajdują się w Informacji ekspresowej.
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