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z modutem h |! 1
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oraz réznicowy

krzywej napod-

na siatce

F(x,y) odpowiednio x-owy, y-owy, przekatny

operatory kierunkowe pochodnych mieszanych / jms/- rzedu
P(x,y) odpowiednio: x-owyt y-owyf przekatny i réznicowy

frxsy(x*y) funkcji

lokalizacja 1- i 2-stopnia wektora stycznej V

dtugos$d tuku krzywej wyznaczonego przez punkty dwéch kolejnych przecle6
krzywej z tamang

zbior weztdw siatki dyskretyzacyjnej

rozmiar liniowy obszaru dyskretnego

stopien krzywej /liczba naturalna/

liczby catkowite p i q zredukowane do liczb wzgledem siebie pierwszych
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(i:s)- przekatne linie siatki dyskretyzacyjnej
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zmiana wskaznika r od wartosci 1do s co 1

reszta z catkowltoliczbowego dzielenia liczb

promien krzywizny krzywej /staty badZz zmienny/

rzad spdjnosci siatki dyskretyzacyjnej

wyrazenie /funkcja/' pomocnicze

znak liczby

pole powierzchni zawarto miedzy krzywg i jej aproksymanta dla dwéch kolej-
nych wzajemnych przecie6

parametr

pasmo tolerancji dyskretyzacji krzywej /Tp - dla prostej, gy
wektory kierunkowe stycznej

wymiary powierzchni obrazowania mierzone liczbg znakéw
warunek konca dyskretyzacji

wspoétrzedne biezace i-tego wezta ciggu aproksymujacego

» poczatkowy 1 koncowy punkt segmentu dyskretyzowanej linii
mziozono$d obliczeniowa algorytmu A

mztozono$d obliczeniowa dyskretyzacji krzywych K klasy X
algorytmoéow A

operacje arytmetycznego dodawania, odejmowania, mnozenia 1 dzielenia oraz
logiczne - alternatywy i konlunkcji

mkaty nachylenia stycznych do krzywej w dwdch kolejnych weztach ciggu aproksy-
mujacego oraz kat s$rodkowy

mfunkcje pomocnicze

nachylenie oatkowltollczbowe linii dyskretnej

mprzyrost wartosci funkcji F(x,y) w trakcie ruchu z wezta <CxlIfy~">do wezta
< Xi+lyi+1>

przyrost parametru t

mprzyrosty wzdtuz wspétrzednych x oraz y
operacja catkowltoliczbowego dzielenia

dla okregu/

ze wzgledu na zbiér



- odchylenie katéw nachylenia stycznych /od kata jSrodkowego/

ElI* £2
Vv - kat nachylenia gtéwnych linii siatki w stosunku do osi uktadu wspoétrzednych
O - kat nachylenia stycznej w stosunku do gtéwnych linii siatki
- pochodne czgstkowe I-rzedu funkcji F(x,y) wzgledem zmiennych x oraz y
odpowiednio
ri? a SP . . . .
- pochodne czgstkowe r- 1 s-rzedu wzgledem zmiennych odpowiednio x i y
0 I p - pochodna czastkowa mieszana (r+s)- rzedu funkcji F(x,y) wzgledem zmiennych

3xr dy3 ' rxEy x/r-rzedu/ i y/s-rzedu/

- katy Srodkowe krzywej K wyznaczone przez trzy kolejne punkty przecinania
sie krzywej z ftamang
- bezwzgledny bigd szczytowy dyskretyzacji krzywej mierzony prostopadle do

9 krzywej
- btad szczytowy dyskrotyzaoji krzywej K mierzony wartoscia F(x,y)
- modut pola przylegajacy do krzywej
- warto$¢ Srednia modutu pola przylegajacego do Jednostkowego odcinka krzywej
- wzgledny szczytowy bigd aproksymacji
- warto$¢ $rednia wzglednego szczytowego biedu aproksymaciji
- warto$¢ liczby x zaokraglona do najblizszej liczby catkowitej, nie wiekszej
od X
M - warto$¢ liczby x zaokraglona do najblizszej liczby catkowite j.nls mniaj3zej od x
W - warto$¢ liczby x zaokraglona do najblizszej liczby catkowitej
] - koniec dowodu.

1. WSTEP

1.11 Uzasadnienie podjecia tematu

Wwielu réznych dziedzinach nauki i techniki, a wiec takze mikroelektronice i informatyce, wyni-
kajg potrzeby doskonalszych badZ nowych rozwigzaé w dziedzinie metod numerycznych, m.in. w zakresie
dyskretyzacjl 1 aproksymacji krzywych. Potrzeby te odnoszg sie zwtaszcza do tych dziedzin zastosowan,
w ktdrych zachodzgce procesy opisuja sie prosciej w przestrzeni dyskretnej, ze zdefiniowanymi weztami
catkowitollczbowej siatki wspoétrzednych, np. w monitorach graficznych, kreslakach, dyskrotyzatorach,
cyfrowym sterowaniu obrabiancami, mapach topograficznych, itp. Terminale obrazowe, w tym graficzne
w komputerowych systemach uzytkowych wielkich 1 matych, a nawet w mikrokomputerach osobistych staja
sie bowiem coraz powszechniejszo, a ich znaczenie ciggle ros$nie. Zwiekszajg sie tez wymagania doty-
czace jakos$ci zobrazowania: zada sie ergonomicznej formy przedstawiania opracowanych wynikéw, tzn.

dostosowanej do cech psychofizycznych cztowieka.

Dyskretyzacjl stawia sie wiec szczeg6lne, jakoSciowo nowe wymagania, Jak np. bardzo duza szyb-
kos$¢ wykonywania algorytméw, uzywanie jedynie najprostszych operacji /typu sumowania, przesuwu war-
tosci binarnych w rejestrach, prostych operacji logicznych/, dziatania jedynie w arytmetyce catkowi-
tollczbowej, lub w najgorszym wypadku stotoprzeclnkowej, wyeliminowanie kumulacji btedéw, itp. Wyme
gan tych nie spetniajg dobrze znane klasyczne metody dyskretyzaoji /aproksymacji/ krzywych, w ktérych

punkty aproksymujace ohllcza sie za pomocag podstawowych funkcji trygonometrycznych lub rozwinigé



w szeregi potegowe. Ich stosowanie jest przyczyna kumulujacych sie w procesie obliczeA biedéw sys-

tematycznych, prowadzacych do "degeneracji' krzywych, zwtaszcza przy diugotrwalych obliczeniach.

W zwigzku z tymi potrzebami opracowano kilka metod tzw. catkowitoliczbowych aproksymacji /dy-
skretyzacji/, ktére aproksymuja krzywe ciagiem punktéw majacych wspétrzedne catkowitllczbowe 1 ze
swojej natury dziatania nie wnosza bledéw systematycznych. Odrzucono zostato zatozenie typowe dla
klasycznych metod dyckretyzaoji, ze punkty aproksymujace powinny leze¢ na krzywej. Wmetodach catko-
witoliczbowych punkty aproksymujace nie lezg na krzywej z zatozenia. Majg one jednak takie wspot-
rzedne eatkowltollczbowe, ktérych odchylenie od punktéw zadanej krzywej jest z géry ograniczone
i nie przekracza odlegto$ci miedzy sasiednimi weztami siatki, czyli nie przekracza jednej jednostki.
Poza tym odchylenie to jest uwzgledniane podczas wyznaczania kolejnego punktu ciggu. Istnieje bo-
wiem zalezno$6é miedzy warunkami wyboru kolejnego punktu ciggu 1 odchyleniem poprzedniego punktu od

krzywej zadanej.

Krzywa dyskretyzowana opisana jest zwykle w kartezjariekim uktadzie wspo6trzednych. W tym ukta-
dzie zapis wiekszo$ci krzywych oraz rézne przeksztatcenia krzywych sg tradycyjnie stosowane. Poza
tym wyrazaja sie one w prosty sposéb i realizuja za pomoca stosunkowo prostych operacji. W tym wy-
padkach dla celow dyskretyzacji wprowadza sie siatki prostokatne, najczesciej kwadratowe jednorodne

1 na nich przeprowadza sie dyskretyzacje krzywych.

Wystepujg jednak zastosowania /np. rastrowe monitory graficzne z radialnym badZ koncentrycznym
rozwinieciem obrazu/, w ktérych zapis krzywych 1 realizowanych na nich operacji wyraza sie prosciej
w innych uktadach wspétrzednych, np. wuktadzie tréjkatnym czy biegunowym. Wprowadza sie wtedy odpo-
wiednie siatki: tréjkatne, szesciokatne, koncentryczne, spiralne, itp. 1 dyskretyzacje krzywych

przeprowadza sie na tych wtasnie siatkach.

Wniektérych z zastosowan stawia sie wymaganie uktadowej realizacji dyskretyzacji, co oznacza,
zo algorytmy powinny prowadzi¢ do tatwych 1 prostych rozwigzan technicznych. Wymaganie to wyklucza
stosowanie funkcji trygonometrycznych, wyktadniczych, pierwiastkowan, a nawet dzielen i mnozen przez

dowolne liczby rzeczywiste, czy podobnego typu operacje.

elch realizacja techniczna jest zwykle ztozona 1 trudna, wymaga bowiem skomplikowanych rozwigzan
uktadowych i z natury rzeczy wprowadza btedy systematyczne /zaokrgglanie do wartosci catkowitych/.
Wymaganie mozllwio prostej realizacji ukladowej algorytmu narzuca na niego ograniczenie stosowania
jedynie prostych operacji, tzn, sumowania liczb catkowitych lub w najgorszym wypadku statoprzecin-
kowych, mnozenia 1 dzielenia przez catkowite potegi dwdjki, proste operacje logiczne typu sumy

i iloczynu na argumentach boolowsklch, operacje poréwnywania argumentéw statoprzeclnkowych lub inne.

Niektére z metod sg ukierunkowane na $ci$le okres$lone zastosowania, w ktérych wystepuja zwiek-
szone wymagania w stosunku do okresSlonego parametru dyskretyzacji, jak np. zwiekszona doktadnos¢
czy "gtadko$¢"™ w sterowaniu obrabiarkami lub duza szybko$¢ w monitorach graficznych. Wniektérych
z zastosowan pewne cechy moga byé pierwszoplanowe /kosztem innych/, np. doktadno$¢ 1 "gtadkos$é™ kosz-
tem szybkos$ci /w sterowaniu obrabiarkami/ lub tez szybko$¢ generacji kosztem doktadnosci /monitory

graficzne/.



Wdyskretyzacji ztozonych krzywych wyzszych stopni moze wynikngé probiera niedostatecznej pojem-

\Y%
, Arj $nieci crer.-iryjnej koonutora. czy tez niedostatecznego przedziatu liczbowego dla réznych re-
prezentacji liczbowych. Powsta¢ wiec mogg dodatkowe utrudnienia, czy nawet nialirZHWIdzi«iie wczesniej

btedy /np, wynikie ze sposobu reprezentacji l.iczb w komputerze/.

1.2. Podstawowe pojecia i definicje

Stosowany w teorii aproksymacji termin "dyskretyzacja" oznacza odwzorowanie zbioru funkcji
rzeczywistych lub zespolonych 11 zbiér n-;vwyraiarowych ciggéw liczb rzeczywistych, zespolonych badz
tez w zbidr nieskonczonych ciggéw liczbowych.

15 teorii sygnatéw termin "dyskretyzacja"™ dotyczy konwersji sygnatdw ciggtych na dyskretne i
obejmuje dwie operacje, tzw. probkowanie oraz kwantowanie /porcjowanie/. Prébkowanie polega na po-
miarze /analogowych/ warto$ci ciggtego sygnatu w okres$lonych odstepach czasowych. Jest wiec prze-
ksztatceniem ciggtego ‘przebiegu sygnatu w odpowiadajacy mu dyskretny zbiér prébek. Kwantowanie /por-
cjowanie/ polega na zamianie analogowej warto$ci probki najblizszym tej prébce poziomem wartosci
opercjowanej / skwantowanej/.

Wniniejszej rozprawie termin "dyskretyzacjo. linii" rozumiem z jednej strony jako jedng z metod
aproksymacji linii, ale przede wszystkim jako odwzorowanie analitycznie zadanych, ciagtych krzywych
okres$lonych réwnoscia P(x,y) = 0, w skonczony zbiér dyskretnych wartosci. Zbiér ten jest dyskretnym
obrazem linii ciggtej /analitycznej/i roksymuje /w sensie pewnej metryki, np. metryki przestrzeni
euklidesowoj/ linie zadana.

Motywacja do dyskretyzacji linii Jest potrzeba stosowania technik i metod cyfrowych w réznych
procesach technicznych /opisujgoych sie za pomocg dyskretyzowanyeh krzywych/, a zwtaszcza w obrazo-
waniu informacji za pomoca graficznych urzadzen komputerowych.

2e szczegblnym zainteresowaniem traktuje dyekretyzaeje linii na dwuwymiarowych siatkach. Polega
ona na zdefiniowaniu, na obrazujacej linie ptaszczyznie, dY/uwymiarowej siatki i wyborze weztow tej
siatki lezagcych wzdtuz linii i tworzacych ciag, ktéry przybliza linie zadang. Ciag ten nazywam linia
dyskretna. Kolejne wezty linii dyskretnej tgczy sie zwykle aproksymantami, tj. elementarnymi wekto-
rami skierowanymi wzdtuz linii siatkowych badZ skierowanymi segmentami wybranych krzywych.

Standaryzacja aprolcsymant /do zbioru np. 4- badZz 3-elementowego/ 1 ich ponumerowanie /kolejnymi
liczbami ze wzgledu, np. na wzrastanie ich kata nachylenia/ umozliwia zapisanie linii dyskretnej
w tzw. "tahncuchowo-kodowej" postaci. Jest to cigg liczb-numeréw aproksymant, ktérych tancuch tworzy
linie dyskretna.

Znang technika dyskretyzacji linii, prowadzacg wprost do tancuchowo-kodowej reprezentacji linii
jest wybieranie, dla kazdego przeciecia krzywej z linig siatki, najblizszego temu przecieciu wezla
i utworzenie ciggu z numeréw aproksymant taczacych kolejno wybrane wezty.

Wdalszych rozwazaniach nad odwzorowaniem krzywych ciggtych na krzywe dyskretne uzywam /w wielu
wypadkach zamiennie/ trzech nastepujgcych terminéw/:

« aproksymacja krzywej analitycznej /zadanej/ za pomocg krzywej dyskretnej,
« dyskretyzacja krzywej analitycznej /zadanej/ do postaci krzywej dyskretnej,

e generacja krzywej dyskretnej na podstawie /zadanych/ parametréw krzywej analitycznej.



Pojecia "aproksymacja krzywej" uzywam w rozwazaniach nad przyblizaniem krzywej ciggtej - krzy-
wa dyskretng szczeg6lnie wtedy, gdy oceniam jakos$¢ tego przyblizenia. "‘

Poje¢ "dyskretyzacja krzywej"™ oraz '"generacja krzywej" uzywano w trakcie rozwazan nad zbiorem
elementéw wykorzystywanych do tworzenia krzywej dyskretnej, nad generaojg tej linii i ztozonosciag
tej generacji. Drugiego z tych terminéw uzywam szczegdlnie w trakoie omawiania algorytméw generacji
krzywej dyskretnej /generacji ciagu sporejowanych warto$ci wsp6trzednych kolejnych punktéw-weztéw
badz standaryzowanych aproksymant tworzgcych krzywa dyskretng/ i w trakcie oceny ztozonos$ci tej ge-
neracji.

V rozwazaniach uwzgledniam wiec trzy parametry dyskretyzacji:

O forme /jednorodng kwadratowg siatke na ptaszczyzniel/,
O rozmiar /modut siatki/,

O aprokaymante uzytg do reprezentacji porcji /odcinek prostej badZ standardowy segment krzywej/.

Wniniejszej rozprawie rozwazania ograniczam jedynie do dyskretyzacji krzywych algebraicznych
ptaskich na jednorodnych kwadratowych siatkach za pomoca prostoliniowych aproksymant, innymi stowy,
rozwazania jest aproksymacja, w ktérej aproksymantami moga byé Jedynie odcinki linii siatki, na
ktorej jest ta aproksymacja dokonywana.

Kloch w uktadzie Oxy bedzie zadana kwadratowa jednorodna siatka O(h ) za pomocag IInilt
O pionowych =h'i, -» < y <+o00 oraz

o poziomych 1 uko$nych yi =h-i + (p/q)-x, -00<x < +00

gdzie$

h - modut siatki,

m - rozmiar liniowy siatki, /h oraz m- liczby naturalne/,
plqg - liczby catkowite.

Pomocnicze deflnioje dotyczace struktury siatki G(h”).
Definicja 1. Weztami siatki nazwano punkty przecinania sie gtéwnych linii slatkowyoh.

Definicja 2. Rzedem spéjnoéci siatki RSG nazwano liczbe poétprostych slatkoY/ych wychodzacych z dowol-

nego wezta siatki.

Definicja 7. Bezposrednio ep6jnymi weztami siatki BSSG nazwano takie dwa wezty, ktére linia siatkowa

taczy bezposrednio /bez posrednictwa innych weztéw siatki/.

Definicja 4. Gtdwnymi liniami siatki OLG nazwano to linie- siatki, wzdtuz ktérych odlegto$¢ miedzy
bezposrednio spéjnymi weztami réwna jest h, 2-przekatnyml 2P1G - gdy ta odlegto$¢ Jest ré6m&\[2 h,
(r+s)-przekatnymi (r+s)PLG - gdy jest ona réwna /r i s - liczby naturalne/.

Przyjmujac za p i q r6zne liczby catkowite /ale q /> 0/, otrzymuje sie rézne rodzaje siatek:

1/ p=0; jednorodna kwadratowa 3iatka 4-sp6jna Gg(h2) z linii:
- pionowych xi *h>i, -®o<y < +00 , oraz
- poziomych yi * h*i, -co <x < +o00
2
2/ p/lq = +1; jednorodna kwadratowa, siatka 8-spdjna @&B3(h£) z linii:
- pionowych = h>i, -00<y<+o00 , oraz

- poziomych 1 uko$nych - y» =mh-i +x, -00<x<C +°0
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V mp» - dowolna liczby catkowite, g/0; otrzymano siatke k-spdjng &k, (h2)/k=21, 1 - liczba naturalna/.

al

Rys.1. Jednorodne siatki kwadratowo: a/ 1-spéjno, b/ 8-epéjna, c/ 32-spdjna

Aproksynanty na siatce moga nie¢ diugoséci obejmujace wszystkie mozliwo odlegtosci miedzy

weztami w ccioj przestrzeni dyskretnej. Wpraktyce najczesciej kilka-kilkanascie jednostek.

1,3. Uklad tresci rozprawy

Wyniki analizy rozwazanych zagadnien autor starat 3ie uog6Ini¢ do poziomu twierdzen i w takiej
postaci /sze$ciu twierdzeh z dowodami/ zawart w tok$oio rozprawy.

Rozprawa sktada sie z sze$ciu rozdzialdéw oraz dodatku.

Po wstepie, wrozdziale 2 oméwitem znane z literatury algorytmy catkowitoliczbowej dyskretyza-
cji /laproksymacji/ krzywych. Algorytmy te podzielitem na grupy wedtug metodyki konstruowania ciggéw
riproksymujacych, typu krytorium wyboru weztéw siatki na cigg aproksymujgey oraz rodzaju siatki apro-
ksymacyjnej. H kazdej z grup algorytmy przedstawitem w kolejnosci ich publikacji. Stan dotychczaso-
wych badan zaprezentowatem wiec jako zespd6t nastepujgcych zagadnien szczeg6towych:

e rodzaju siatki, na ktérej jest dokonywana dyakrctyzacja,

9 metodyk konstruowania ciggéw aproksynrajacych /podejscie warunkowe, strukturalne i strukturalno-wa-
runkowe/,

i» kryteriow wyznaczania weztéw ciggu aproksymujgcego.

Omawiajac zaleznos$ci aproksymacji od rodzaju siatki skupitem uwage przede wszystkim na siatkach
Cl h2> <Wh2) 1 ks(h2)’

Analizujac rézne metodyki dyskretyzowania krzywych rozrdzniam algorytmy dyskretyzacji oparte na
podejsciu strukturalnym, warunkowym oraz strukturalno-warunkowym.

Spos$réd wyznaczania catkowitollczbowych punktéw ciggu aproksymujacego stosowane sg rézne: mini-
mum odlegtosci liniowej wezta od krzywej badz minimum warto$ci funkcji F(x,y) opisujacej krzywa
zadang réwnaniem F(x,y) - 0 w tych weztach, badZ przemlennosci znakéw wartosci funkcji P(x,y)

w kolejnych weztach ciggu aproksymujacego; niekiedy tez wyznacza sie catkowitéllezbowo pierwiastki
rébwnania P'x,y) = 0, bedace wspéirzednymi punktéw, ktére majg obydwie cochy, tj. sa catkowitolicz-
bowe 1 lezg na krzywej. Stosowane sg tez inne Kkryteria.

Podstawowe tres$ci rozprawy, obejmujace analize algorytméw catkowitoliczbowej dyskretyzacji

krzywych algebraicznych ptaskich na siatkach g(h2) i Gitlh2) , ocene ztozonos$ci obliczeniowej
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algorytméw dyskrotyzacyjnych oraz szacowanie szczytowych i polowyoh bledéw aproksymacji -a pomoca
tych algorytméw, zawarto sg w rozdziatach: 3, 4 i 5.

3 rozdziale 3 przeprowadzitem analize dyakretyzacji krzywych olgebraleznych ptaskich na jedno-
rodnych siatkach kwadratowych i, na podstawie metod warunkowych, zsyntotyzowalem dwa algorytmy
dyakretyzacji tych krzywych na siatkach G"s(h2) i Q|®(h”"). Metryka generacyjna w tych algorytmach
jest modut wartosci funkcji E(x,y).

wrozdziale 4 oszacowalem ztozono$é obliczeniowg i wynikajaca z niej szybkos$¢ realizacji opra-
cowanych w rozdziale 3 algorytméw oraz wyprowadzitem wzory na liczbe tzw. "operacji gidwnych", wyko-
nywanych yi trakcie dyakretyzacji krzywych. Liozba ta okreéla ole wielomianem wzgledem stopnia krzy-
wej. Stopien Y/lelomianu zalezy natomiast od zastosowanej metody.dyakretyzacji oraz od wiej kosci mo-
dutu siatki h. Ztozono$¢ dyakretyzacj-i krzywych algebraicznych za pomoca opisyYianych metod okazata
3le wiec ztozonoscig wielomianowa.

@ rozdziale 5 przeprowadzitem lokalng 1 globalng ocene jakos$ci aproksymacji krzywych algebra-
icznych zadanych réwnaniom ?(x,y) =0 najednorodnych siatkach °1s72) 1 W h2)*‘ Dokfadno$¢
aproksymacji wzrasta wraz ze wzrostem rzedu spoéjnosci siatki, na ktérej jest dokonywana dyskretyzacja

Wrozdziale 6 podsumowatem uzyskane w rozprawie wyniki i wskazalem na potrzebe dalszych badan
vi dziedzinie catkowito!."cztowej aproksymacji /aproksymacji na siatkach/.

V dodatku oméwitem implementacje algorytméw r.a komputerach IRIS 80 oraz HERA 400 i nrzedata-
witem rysunki zdyskretyzowanych krzywych 3-, 4- i 6-stopnla na statkach e4«\t/h2> 1 G3$';‘ 2\,

z réznymi warto$ciami h.

2. STRUKTURALNE, WARUINKOAE | STRUKTURALNOWARUMKOWE DYSKRETTZACIE

Podziat na dyskretyzacje strukturalng, warunkowg oraz strukturalno-warunkowg wynika z zastoso-
wanej metodyki konstrukcji linii dyskretnej /wyboru weztéw nproksymujacych zadang linie/.

Wpodejsciu strukturalnym zaktada sie wystepowanie okre$lonej struktury linii dyskretnej, tj.
wystepowanie w linii dyokretnoj zwigzkéw miedzy diugos$cia i nachyleniem tworzacych ja segmentow
linii siatkowych oraz kolejnoscig ich wystepowania, zaleznie bezposrednio i jednoznacznie od para-
metréw linii zadanej /termin “struktura'™ uzywany jest tutaj w sensie potocznym/.

W podejéciu warunkowym zaktada sie, ze o wyborze punktu-wezta na wezet aproksyraujacy decyduje
wynik testowania pezmego v.v-runku /zwykle arytmetycznego/, na podstawie ktorego wybiera I sgsia-
dujacych z krzywag weztéw kolejny wezet aprokoymujaey. Warunek ten pozwolg wybra¢ wezet najblizszy
krzywej zadanej wedtug okreslonej /zwykle liniowej/ metryki.

Kazda z metod dyskretyzacjl ma swoje wady i zalety.

Metody strukturalne sg bardziej skomplikowane, wymagajag wiekszej liczby ztozonych operacji oraz
diugiego czasu realizacji, a takze wiekszych obszar¢?/ pamieci komputera. W zamian za to dajg przej-
rzysty obraz struktury linii dyskretnej i z/ystepujacych w niej u-warunkcwan. Z literatury- znanych
jest jednak zaledwie kilka /sze$¢/ algorytméw dyskretyzacjl opartych na podej$ciu strukturalnym

i wszystkie dotyczag dyskretyzacji linii prostej na siatce W h 1
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Metody warunkowe, opisywane w literaturze wcze$niej i cze$ciej sg metodami prostszymi, szyb-
szymi, uzywajacymi prostych operacji arytmetycznych, wymagajacymi /w ich komputerowej programowej
-eallzacji/ niewielkich pojemnosci pamieci operacyjnej komputera oraz sga doskonalsze. Z literatury
znanych jest kilkanascie réznych podej$¢ warunkowych do dyekretyzacji linii, a dotycza one tak
lyskretyzacji prostej, jak i krzywych drugiego i wyzszych stopni. Niestety, metody warunkowych
dy3kretyzacji nie uwidaczniajg struktury linii dyskretnej.

Znane sg réwniez algorytmy, w syntezie ktérych zastosowano zaréwno metody strukturalne, jak
i warunkowe.

V podej$ciu strukturalno-warunkowym w pewnym stadium dziatania sg wykonywane operacje charakte-
rystyczne dla ‘odejscia strukturalnego, a w stadium kolejnym - operacje typowe dla podejscia warun-
kowe "0. .Mgorytmy tego typu tgcza n sobie zalety ohydwu metod dyokretyzacji: prostote obliczeniowg
metody warunkowej oraz przejrzysto$¢ struktury iinii dyskretnej metody strukturalnej.

Wdalszej cze$ci rozdziatu zaprezentowatem znane z dostepnej literatury algorytmy dyskretyzacji
krzywyci : strukturalne, warunkowe oraz struktur ilno-wairunkowe. Oméwitem réwniez algorytmy dyskrety-
zacjl krzywych algebraicznych na jednorodnych kwadratowych siatkach &ks(h2>-

Na zakonczenie rozdziatu sformutowatem problemy badawcze w catkowitoliozbowej dyskretyzacji

krzywych oraz problem badawczy rozprawy.

2.1. Dyskretyzacje strukturalne

Dyskrctyzaoje strukturalne opieraja sie r.a zatozeniu, ze linia dyskretna ma $ci$le okreslong
strukture, tj. tworzace ja odcinki linii siatkowych o réznych dtugosciach i nachyleniach sg uszerc-
.-cwane -wedtug $cisle okres$lonej zasady, a typy tych odcinkéw, ich dtugosci, nachylenia i kolejnosci
wystepowania sg catkowicie zdeterminowane parametrami linii zadanej.

Z literatury znana jest jedynie struktura prostych zdyskretyzowanych na siatce Gg8(h2), opisana

r-rzes Freemana w 1970 r. i sformulowana w postaci trzech podstawowych zasad:

1/ w tancuchu prostej dyskretnej wystepujg co najwyzej dwie rézne aproksymanty,

2/ jezeli w tancuchu prostej dyskretnej wystepujg dwie rézne aproksymanty, to maja one kierunki
sgsiednie /tsn. réznigce sie o kat +1T/4/,

ot jeze :m+ tahncuchu prostej dyskretnej wystepuja dwie rézne aproksymanty, to sg one w tancuchu

prostej tak jednolicie uszeregowane, jak jest to tylko mozliwe.

iMo sg jednak znane struktury krzywych dyskretnych.

Katody strukturalnej dyskretyzacji sg stosunkowo ztozone, wymagaja wykonania znacznej liczby
operacji oraz obszaru, pamieci komputera na jednostke dtugosci linii dyskretyzowanej. liczba ta
. zalezy w niewielkim tylko stopniu od diugos$ci dyskretyzowanej linii. Zalezy réwniez od kata
ncchylenia linii. Proces dyskretyzaeji sprowadza sie do sprecyzowania okreséw i podokreséw w struk-
turze linii dyskretnej i ewentualnie do wyposrodkowania linii dyskretnej w stosunku do linii zada-
nej, weelu minimalizacji btedéw szczytowych dyskretyzaeji.

Botychcarc opisanych zostato zaledwie kilka algorytméw strukturalnych i wszystkie dotycza dy

skretyzacji linii prostej.
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Metzger R.A. w 1969 r, jako pierwszy zaproponowal algorytm strukturalnej dyskretyzacji prostej.
Centralnym problemem w Jego metodzie je3t problem okre$lenia wartosci A - liczby /catkowitej/
elementarnych przyrostéw wzdiuz osi x, przypadajacych na Jednostkowy przyrost wzdiuz osi y /dla
prostej o kacie nachylenia OiJOC~ .45°/. Jezeli A wyznaczona jest wedlug wzoru /punkty <x”,yp>

sa punktami zadajacymi prosta/:

A-Tdd= pkp | rojykyp

wtedy btad e dyskretyzacji w punkcie kohcowym odcinka Jest réwny reszcie (res) z catkowltollczbo-
wego wzajemnego dzielenia wartosci przyrostow Ax i Ay okreslajacych dyskretyzowany odcinek pro-
stej. Gdy A =[q] , wtedy btad g dyskretyzacji w punkcie kofAcowym dyskretyzowanego odcinka Jest

réwny:

res gdy res™ Ay/2
A y_res gdy res >Ay/2

Wogo6lnosci, gdy przyjmuje sie wartosé A a [gJ , wtedy po to, aby w punktach kohncowych dyskre-
tyzowanego odcinka byt biad zerowy, nalezy kod prostej ztozyéd z (res) przyrostéw réwnych (Q+1)
oraz z(Ay_res) przyrostow A réwnych Q. Otrzymujemy wtedy nastepujaca zalezno$¢ miedzy parametrami

dyskretnego odcinka linii:
A x = (Q+I)'(res) +(Ay_res)*Q = O"MAy+res .

Metzger uwaza jednak ten algorytm dyskretyzacji za zbyt ztozony 1 proponuje stosowanie znacznie
prostszych jego zdaniem algorytméw warunkowych.

R.Bron3 w 1974 roku proponuje algorytm tzw. rdwnolegtej generacji prostej. Wychodzac z trzech
podetawowych stwierdzenn Freemona dotyczacych ciagdw kodowych reprezentujacych linie proete na siatce
@XBs(h2), a szczegoblnie na "jednolito$ci uszeregowania, jak to tylko mozliwe", podaje ponizszy reku-
rencyjny algorytm konstrukcji okreséw i podokreedw ciggu symboli reprezentujacych prosta o nachyle-
niu p/q, 0<p<q, p, q - calkowite:

1/ zredukuja /gdy to mozliwe/ p/q do P0/90! Po,do ~ liczty wzgledem siebie pierwsze,

2/ oblicz ro =1lo_"o! ro By°boleln zera. wokresie, pQ - Jest symbolem jedynki,
3/ oblicz =max(pi,ri); nazywaj symbolami symbole wystepujace ¢ razy,
4/ oblicz =minfp~.rn); nazy_waj symbolami symbole wystepujagce nM razy,
5/ gdy m~™Il generuj okres i zatrzymaj program,

6/ oblicz = E(cNm7),

7/ oblicz PI+1 = Oj-m™n~"
8/ oblicz r,+1 =n.-p.,
9/ generuj *i+1 podokreséw DN nazywaj Je Bi+1,

Jiim
10/ generuj pl+1 podokreséw Djj nazywaj Je Al+1*

11/ przejdz do kroku 3.



14
i

Algorytm powyzszy jest podobny do /znanego z teorii liczb/ algorytmu Euklidesa znajdowania
najwiekszego wspoélnego dzielnika dwdch liczb.

Odmienng metode strukturalnej dyskrotyzacji prostej prezentuje Stamopoulos w 1974 r. Do dys-
kretyzacjl prostej stosuje on komérkowy procesor obrazu oraz algorytmy "pocieniania™. Zasada zdzia-
tania algorytmu dyskretyzacji opartego na tej metodzie jest nastepujgca: na punktach koncowych dy-
skretyzowanego odcinka buduje sie réwnolegtobok za pomoca linii, poprowadzonych w dwdch sgsiednich
/na danej siatce/ kierunkach, ograniczajgcych ooustronnie kierunek, okres$lony przez odcinek linii
dyskretyzowanej. Tak zbudowany réwnolegtobok rozwaza sie jako obraz dyskretny, w ktérym kazdy wezet
siatki jest "czarng" komdrka tego obrazu. Z kolei stosuje 3le algorytm "pocieniania™, ktéry przek-
ksztalca 'ciemny" obraz ptaszczyzny dyskretnej w dyskretng linie/ztozona z weziéw siatki/.

Jako$é dyskretyzacji odcinka zalezy praktycznie od doskonatosci dziatania algorytmu "pocienia-
ni«','. Autor podaje dwa rdéznigce sie miedzy soba algorytmy "pocieniania', stosowane w proponowanym
algorytmie dyskretyzacji. Pierwszy z nich eliminuje "czarno"™ punkty, ktére majg czterech "Matych"
sgsiadéw i czterech 'czarnych™ /na siatce Ggg/. Drugi eliminuje te '"czarne"™ punkty, ktére maja
czterech "bialych™ sgsiadéw oraz trzecji lub czterech "czarnych".Obydwa algorytmy sa rotacyjne
i asymetryczne, dziataja kolejno w jednym, a nastepnie w innym kierunku, usuwajac selektywnie
punkty spetniajace warunek "pocieniania™.

Algorytm pierwszy generuje linie dyskretng podobnag jak algorytmy warunkowe na siatce G”. Algo-
rytm drugi - podobng jak algorytmy warunkowe na siatce Ggg. Obydwie linie dyskretne sa jednak mniej
doskonato niz linie generowane przez warunkowe algorytmy dyskretyzacji na siatkach odpowiednio G'g
1V

Podobnego typu algorytmy zaproponowat Stamopoulos réwniez dla siatki 6-ep6jnej /heksagonalnej/.

Arcelll i Massarottl, wykorzystujac uzyskane wyniki badan teoretycznych nad regularnymi dyskret-
nymi odcinkami, wykazujg w 1978 r ., ze algorytm prostej, zaproponowany przez Bronsa w 1974 r. rze-
czywiscie generuje prosty dyskretny odcinek, tj. dyskretyzuje segment prostej, a jej dyskretna postaéd
spetnia tzw. zalezno$¢ cieciwy.

Proces generacji linii za pomocg algorytmu Bronsa jest réwnolegty, przez co nalezy rozumie¢,
ze VI kazdym stadium generacji dyskretnych odcinkéw /tworzgcych generowany segment/ pozostajg one
niezalezne /tj. nie potgczone/. Segment otrzymuje sie w koncowym stadium generacji.

Arcelli i Massarottl twierdza, ze algorytm Bronsa konstruuje, zaréwno regularne, jak niere-
gularne odcinki. Proponujg zatem modyfikacje tego algorytmu w taki sposéb, aby w kazdym stadium

generacji otrzymywa¢ jedynie regularne odcinki. Modyfikacja wymaga wprowadzenia funkcji pomocniczych:

£ df Y(Pi“ri) dla Pi>rl
c-U(pl-rl) dla ,

parametru t~, a takze dodatkowych operacji wewnatrz algorytmu:
3a/ oblicz S,;
ib/ gdy i=0, przyjmij tj=1, dla pozostatych i przyjmuj t,=tkL"e S,;
8a/ gdy rl+) = pl+1 generuj: podokres Ai+1Bi+1 . gdy *;=1 lub podokres Bi+1Ai+1. gdy t"~-1
i zatrzymaj program. Natomiast operacje wyszczeg6lnione w punktach 7/ 1 8/ algorytmu Bronsa

nalezy zastgpi¢ ponizszymi:
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n, n,
Il generuj rl+l podokreséow Cj DIf gdy tj=1 lub podokresébw DjC"l gdy t"®-1, nazywaj jo Bl+1;

Noii tij . 4
8/ generuj pi+l podokreséw CA Dl gdy -ti=1 lub podokreséw DJC’{Jl+ gdy tj=-1, nazywaj je Al+r

Zmodyfikowany w ten sposéb algorytm Bronsa generuje regularne 1 dyskretne odcinki w kazdym
stadium generaoji.

Arcelli i Massarotti proponujg réwniez inng modyfikacjg algorytmu Bronsa. Twierdzg, ze algo-
rytm vyjsbiowy nalezy odwréci¢ i podzieli¢ na dwie cze$ci. Cze$¢ X powinna identyfikowaé hierar-
chiczng strukture generowanej linii oraz generoy/a¢ sekwencje liczb naturalnych fO0,f1f... fjc,g0,

glt...,g,c, ktore w zapisie tancucha kodowego sg wyktadnikami /odpowiednikami wielkos$ci ri+l ,pi+ /.

Gdy tylko znane sg kody wyjsciowe /O™ i "1" dla pierwszej "désemki" ptaszczyzny/, mozliwa jest ge-
neracja wymaganej linii. Cze$¢ Il powinna odpowiada¢ z grubsza krokom 7/ i 8/ algorytmu Bronsa

i generowa¢ tancuch kodéw w zwartej formie, tzn. w postaci ciggu par: podokres i liczba jego
powtdrzen.

Rothstein i Weiman w 1976 r. proponujg odmienny od poprzednich algorytm strukturalnej dyskre-
tyzacji prostej, oparty na ponizszej zasadzie: prosta przecinajaca linie siatkowo przecina kazde
pare przeciwlegtych hadz sasiednich bokéw elementarnych pdl siatkowych /komdérek/. Generujac kod
takiej prostej /lezacej w1 "6semce"/ wstawiamy "0" na odpowiedniej pozycji kouu woéwczas, gdy
prosta przecina przeciwlegto boki odpowiadajacej tej pozycji komdrki lub wstawiamy "i', gdy prze-
cina ona sagsiednie boki tej komérki. Innymi stowy: wstawiamy 1" na pozycji j kodu linii, gdy
kodowana linia przecina pozioma lini¢ siatki na odcinku miedzy j-ta (J+l)-pionowymi liniami siatki.

Z tej zasady wynika w spos6b oczywisty maksymalnie mozliwa jednolito$¢ uszeregowania 1" w ko-
dzie linii.

Otrzymany tym sposobem kod linii y * (P0/e0) j e st periodyczny, gdy qo 1 p0 sg wzgledem
siebie pierwsze. Diugo$¢ okresu jest wtedy qQ pQ jest liczbg "1" w okre$la. Cigg kqQkpO |,
k»1,2,5,... wyznacza te wezly siatki, przez ktoére przechodzi zadana linia.

Zasadniczg réznicg miedzy kodem prostej otrzymanym powyzszym sposobem i kodem prostej genero-
wanym za pomocg algorytmu Bronsa jest przesuniecie w fazie okreséw tych kodéw. Cykliczne permutacje
grup kodowych w opisywanym kodzie zalezg od nachylenia linii. Zalezno$¢ ta jednak jest dos¢ ztozona.

W 19/9 r. Coderberg opisat algorytm réwnolegtej generacji linii prostej, w ktérym problemem
centralnym jest Jak najbardziej jednorodne uszeregowanie /rozstawienie/ elementéw w kodowej repre-
zentacji linii oraz problem oentrowania linii.

Rozstawienie elementéw we freemanowskiej rgnezentaoji linii odbywa sie wediug nastepujacej
zasady:

niech

06 [0,2,4,6], D6 [1,3,5,7] , [°-J>lmod8* T

q0 A X -Ay, pO0 'ef Ay, dlaq0O>PO

qg p
Cigg kodow C 0 D*° tworzy tzw. O-aproksymacje,



Przyjmujac liniowa zalezno$¢ miedzy qQ

Ozna.Pﬁ)l-l- (0]

i zapisujgc powyzsza zalezno$¢ v/ postaci

qgo

m(Po ~ K1} + (“0 + *0) *ko)

16

i pQ

otrzymuje sie kodowe /permutacyjne/ grupy pierwotne

For

(C °D)

m+jc

(co

m D)

ko " SiPK).

tworzace tzw. 1l-aproksymacje; aby dojs¢ do idealnej prostej, grupy te powinny zmienia¢ sie tak

czesto, jak to jest tylko mozliwe. 7 zwigzku z tym kolejny, 1-stopieé /poziom/ rozstawiania osiaga

sie przez ponizsze czynnosci:

Otrzymuje sie w ten sposéb p~-jn~?

def I 1 def
«1l 3

Po - Pol =

def

m, —m. n +k,,
(C°D) 1 CO0 °D
oraz jn~ grup postaci
m a.+l: m +k_
(cery 1 1 C D

“Pi

+ nl

dodatkowych grup pennutacyjnyeh postaci

Ogédlna postad grup kodowych reprezentujacych linie jest nastepujqcaz.

I If m m, mA+k
.. [(C°D)y1CO0 D

mg

(...

)

ml+k1l

(.

r3

fi.

Parametry i-tego poziomu rozstawienia wyznacza sie na podstawie zaleznosci:

gqi = mpi + £l

pi -hl>Ki

qgi = pi-i_ |ai-il
pi = ai-i

ki = sgn(nl).
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Algorytm konczy dziatanie, gdy nt = 0.pt >1 oznacza (pt~Il) przecle6 dyskretnej i zadanej
linii.

Otrzymana za pomocg tego algorytmu linia dyskretna nie zawsze jest scentrowana /wypos$rodkowana/
na linii zadanej, chociaz rozpoczyna sie i konczy w punktach zadanych. Idealne wyposrodkowanie po-
winno doprowadza¢ linie dyskretng do postaci, w ktédrej odpowiadajgca jej linia $rednia arytmetyczna
pokrywa sie z linig zadanj.

Coderberg zastosowal metode centrowania wynikajacg wprost z hierarchicznego zapisu linii /2/

i polegajaca na przestawieniu kolejno$ci wystepowania poszczeg6lnych cztonéw réwnania linii /?/.
Centrowanie segmentéw linii dyskretnejeodbywa sie na kazdym poziomie rozstawiania w 3poséb ponizBzy.

Gdy nc =0, woéwczas réwnanie /2/ ma postaé
m d
(c °d) O

i rozwigzanie problemu centrowania osigga sie sprowadzajgc grupe

0. m/2 m/2
C D do postaci C0 DCO

gdy nQ jest parzyste oraz do postaci /rGwnowaznych

gdy nD jest liczbg nieparzysta.
Gdy nQ (0, woéwczas, zaleznie od parzystosci badZz nieparzystoscl nD, dzieli sie na polowe

badz to mQ badZ (no+ko).

Wprowadzajgc oznhaczenia:

Cl=C*°D
c 0
D1
ID_
C2 = ci Di
m + K

mozna nadaé¢ regule centrowania linii nastepujaca tres$¢: kazdy poziom rozstawienia zawiera C" grupy
oraz grupe; gdy mQ jest parzyste, wdéwczas generacja linii rozpoczyna sie w $rodku grupy CY
gdy nQ jest nieparzyste - w $rodku grupy D”. Na nastepnym poziomie sytuacja jest nastepujaca:
gdy mQ jest nieparzyste i punkt poczatkowy znajduje sie w grupie D1t wdwczas zaleznie od parzy-
sto$ci badZz nieparzystoscl m" grupa D1 umiejscowiona jest w $rodku grupy Cg badZ Dg. W obydwu

wypadkach po D1 nastepuje

Cl D1
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G5 nD jest parzyste, woéwczas sg dwa przypadki, zalezne od ra,. Gdy m, jest nieparzyste, to
pnnkt Srodkowy je3t w Cg i nastepuje podziat liczby (1,-1), gdy m, jest parzyste - punkt Srodkowy
jest w Dg i nastepuje podziat liczby (m,+kl-1).

Powyzsza zasada obowigzuje dla kazdego poziomu. Reguta uzywana na danym poziomie jest okreslona
przez wybér punktu $rodkowego na poziomie 0 2 nizszym.

Metoda centrowania zalezna jest wiec od parzystosci mj oraz miejsca potozenia punktu $rodko-
wego na poprzednim poziomie.

Generacja linii opisang tu metoda realizowana jest wiec w trzeoh ponizszych etapach:
9 iteraeyjne wyliczanie statych n”», k™ p~»,
9 permutacja cztonéw réwnania / 2/,

9 generacja przyrostow'dla kolejnych grup permutaoyjnychl

2.2. Dyskretyzacjo warunkowe na siatkach G°g i Ggs

Dyskretyzacje warunkowe oparto sg na zatozeniu, ze na punkty aproksymujgoe krzywg wybierane sg
te wezly siatki, ktore spetniaja pewien warunek /zwykle arytmetyczny/. Warunek ten wybiera z reguty

wezty najblizsze krzywej w sensie okreslonej metodyki, np. wybierany jest punkt:

U/ blizszy linii zadanej w sensie odlegtosci liniowej, mierzonej prostopadle do linii badz wzdiuz
osi uktadu, badz

2/ lezacy po przeciwnej stronie linii zadanej niz poprzednio wybrany punkt, badz

3/ z najmniejszym modutem wartosci funkcji F(x,y), badz

4/ z modutem w.urto$cl funkcji P(x,y) lezacym w pewnym /okreslonym dla kazdej z krzywych/ zakresie
/podanie tolerancji/, badz

5/ w ktéorym pewna funkcja kontrolna Jest wieksza, badZz mniejsza od zera,

itp.

W literaturze opisane sg liczne rézne algorytmy warunkowej dyskretyzaoji krzywych na siatkach
®As ®Ba* one z reguty dyskretyzaoji prostej badZ tez prostej i okregu, czy krzywych
algebraicznych 2-etopnla, a nawet wyzszych stopni. R6znig sie miedzy soba postacig warunku decyzyj-
nego, rodzajem i liczbg stosowanych operacji arytmetycznych oraz szybkos$cia dziatania i zajetoscia
pamieci operacyjnej. Istotng role w algorytmach warunkowych odgrywa postaé warunku decyzyjnego,
ktéra w zasadzie okres$la ztozono$é oraz szybkos$é dziatania algorytmu.

Najliczniej 1 najwcze$niej opisane zostaty algorytmy dyskretyzaoji linii, w ktérych wezet
aproksymujacy wybierany jest wediug zasady minimalizacji Jego odlegtosci liniowej /euklidesowej,
badZz mierzonej wzdtuz osi uktadu x Ilub y/.

Stockton w 1963 r. Jako pierwszy opisat aproksymacje linii prostej na siatce 8&3(h2), w ktérej
wezly aproksyaujace sga wybierane na zasadzie minimum odlegto$ci, mierzonej wzdtuz osi x badz vy
od prostej zadanej. W algorytmie zastosowal on arytmetyke catkowitoliczbowg oraz tylko proste opera-
cje typu sumowali i przesuniez w rejestrze binarnym.

Bresenham w 1965 r. zaprezentowat algorytm catkowitoliczbowej aproksymacji prostej oparty na po-

dobnej zasadzie co algorytm Stocktona /minimum odlegtos$ci wezta od prostej - odlegtosci mierzonej
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wzdtuz Jednej z osi x badz y/. Algorytm Bresonhama .jest znacznie czybszy /o ok. 50p/ i oszczed-
niejszy pamieciowo / jest zakodowany zwieZlej - wymaga okoto po6itora raza mniej miejsca w pamieci
komputera/. Podobnie jak algorytm Stocktona uzywa jedynie prostych operacji typu sumowania 1 poréw-
nywania modutéw liczb.

Pittev.ay w 1968 r. rozszerzyt algorytm Bresenhama na krzywo 2-stopnia zachowujac sposéb minima-
lizacji btedu liniowego, mierzonego wzdtuz 03i uktadu. Rzeczy/loty btad aproksymacji krzywych
2-stopnia w tym algorytmie jest wiekszy od bitedu aproksymacji prostej, gdyz w algorytmie
Pittcwaya pomiar odlegtos$ci weztdw siatki od krzywej zostat zamieniony pomiarem odlegtosci weztdw
od stycznej, wystawionej w biezacym wezle siatki. Je$li v/iec modut siatki jest dostatecznie maly

/m' stosunku do krzywizny krzywej/, to i btad popeiniony a powodu powyzszej zamiany Jest maty.

Algorytm jest jednak ztozony. Wkazdej "6semce" piaszczyzny obowigzujg rézne wzory, a zalez-
nosci sprawdzajace przejscia do sgsiednich "6semek™ eg skomplikowane, chociaz uzywane sg jedynie
proste operacje sumowan i komparacji modutdw liczb catkowitych.

Botting i Pitteway w 1968 r. podali zaleznoéci rozszerzajgce algorytm Pittewaya na krzywe
5-stopnia. tlie podali jednak zadnych danych na temat ztozonosci implementacji tego algorytmu. Sadzi¢
jednak nalezy, zZe jest ona znacznie wiekeza niz w wypadku algorytmu dla prostej czy krzywych
2-stopnia.

Metzger w 1969 r. zaproponowat warunkowo algorytmy dyskretyzacji prostej, okregu i paraboli
/dla kazdej z tych linii oddzielny algorytm/, w ktérych punkty dyskretyzujgce wybierane sa wedtug
kryterium minimum odlegtos$ci liniowej od linii,'mierzonej prostopadle do linii. Dla przypadku linii
prostej odpowiednie wyrazenia warunkujace wybér punktu sg identyczne, jak proponowane przez Breaen-
hama w 1965 r. Dla okregu wzdér podany przez Metzgera na warto$é, ktérej znak okres$la wybér punktu,
jest dos¢ ztozony, wymaga potegowania wartos$ci wspoétrzednych punktu biezgcego, a poza tym nie je3t
to wzér og6lny. Wkazdej z "6semek™ ptaszczyzny obov7igeuje- inny. Dla paraboli obowigzujgce wzory
sg jeszcze bardziej ztozone, wymagaja pierwiastkowania liczb rzeczywistych i ro6-.miez zalezne sg od
“"6semek™ ptaszczyzny, w ktérej Jest potozona dyskretycowana linia.

W sumie algorytmy proponowane przez Metzgera sg ztozone, nieuniwersalne, okres$lone nie tylko
oddzielnie dla kazdej z wymienionych linii, ale réwniez sg rézne dla kazdej z "6semek" ptaszczyzny.
Biedy aproksymacji za pomocg tych algorytméw sg jednak mate - nie przekraczaja

Freeman w 1970 r. dal dwa ogdlne schematy aproksymaojl /dyskretyzacji/ dowolnych krzywych ptas-
kich na siatkach kwadratowych. Jeden z nich, zwany "schematem dyskretyzacji metodg przecie¢ siatka"
polega na rejestrowaniu punktéw przeciecia sie krzywej z nalozong na ptaszczyzne siatkg 1 zastgpowa-
niu tych punktéw najblizej potozonymi weztami siatki /najblizej w sensie liniowych odlegto$ci mie-
rzonych wzdtuz osi uktadu wspétrzednych/. Ten schemat dyskretyzacji odpowiada dyskretyzacji na
siatce G-~.

Wedlijsg innego schematu dyskretyzacji krzywych zaproponowanego przez Freemana w 1970 r. zwanego
"dyskretyzacjg typu kwadratowa skrzynka™ i odpowiadajgacego dyskretyzacji na siatce gt okres$lony
v,ezet siatki wybierany jest na punkt ciggu aproksymujacego wowczas, gdy krzywa przechodzi przez
kwadrat réwny elementarnemu polu 3iatki /komdrce siatki/, umieszczony symetrycznie wokét danego

wezta siatki.
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Horn w 1976 r. opisat algorytmy dyskretyzacji orootej i okregu dziatajace na zasadzie przecig¢
siatka opisanej przez Freemana ®& 1970 r.

o wypadku prostej Horn twierdzi, ze nalezy wyznaczy¢ to punkty siatki, dla ktérych -wielkos¢
&~ px - q(y + ) jest najmniejsza z liczb dodatnich /rainitaallzacja odlegtosci liniowej wzduz jed-
nej z osi uktadu/. Obliczanie wartosci S(-q-C & p) jest jednak istotg algorytmu Breseahama
z 1965 r. generacji prostej.

W wypadku okregu wzér na 6 /dla pierivszej "désemki' ptaszczyzny/ ma postac:
{x - -¢f +y2 - a2

Dla okregu zakres zmian & jest -2x~[<S”™ 2y.
Ten spos6b wyznaczania ciaggu punktéw aproksyraujaeych jest réownowazny z wyliczaniem punktéw
skrajnych dla kazdego z poziomych rzadéw okregu wedtug nastepujacego wzoru:
1
x =[U2-vy2)? + |j,

Ztozonos$¢ algorytmoéw jest duza i spowodowana odmiennos$cig wzoréw w kazdej z *ésemek" ptasz-
czyzny, na podstawie ktérych wyznacza sie wspoéirzedne weztdw aproksymujacych.

Bc.dler w 1977 r. zmodyfikowat algorytm Horna z 1976 r. do postaci, w ktérej generuje on w sto-
sunkowo prosty i 3zybki sposéb /uzywajac jedynie operacji sumowania i binarnego przesuniecia wre-
mjentrse/ dysk kotowy oraz pole obszaru prostokgtnego. Jak twierdzi Eadler, algorytm jest wystarcza-
jaco szybki do generacji dysku kotowego  czasie rzeczywistym dla regeneracji obrazu na raotrovya mo-

nitorze graficznym, wymagajagcym odnawiania obrazu z czestotliwo$cig 50 Hz.

Kulpa w 1979 r., rozwazajac dyskretyzacje eatkowitoliczbowa okregu zaproponowang przez Horna
z 1976 r. wykazal, ze przy stosowaniu jako kryterium dyskretyzacji minimum odlegtosci liniowej
wzdtuz jednej z osi ukiadu, w dyskretyzacji okregu majacego parametry catkowitoiiczbowe nie wyste-
puje dwuznaczno$¢ w wyborze punktu - wezta na wezet ciggu aproksymuldacego.

Stosunkowo liczbg grupe stanowig algorytmy, w ktérych punkt aprobejmujacy jest wybierany na
podstawie wyniku testowania kombinacji znakéow wartosci F(x,y), i.F*x,y), F., Fy wediug zasady,
aby warto$é F(x,y) nie wzrastata /wzrastata mozliwie najmniej/.

Partridge w 1968 r., w aproksymacji krzywej 2-stopnia uzywal wartosci funkcji F(x,y) jako
kryterium odchylenia punktu. Do wyznaczania warto$ci funkcji w kolejnych punktach ciggu aproksymu-
jacego Partridge wykorzystat rozwiniecie funkcji P{x,y) w szereg Taylora, nastepny ruch wybierany ,
jest w takim kierunku, aby warto$¢ F(x,y) byta mozliY/ie bliska zeru. Kierunek ruchu wzdtuz krzywej
nie malenia sie, jes$li warto$¢ funkcji w wezle biezacym oraz przyrost wartosci funkcji, poy/stajacy
w trakcie przej$cia do nastepnego punktu, majg przeciwne znaki.

Zaproponowany algorytm jest prosty i przejrzysty.

Danielsson w 1970 r. opisat podobny algorytm, w ktérych znak wartosci funkcjiF(x,y) jest
wykorzystywany do okre$lenia kierunku nastepnego kroku.

Wodréznieniu od podejscia Partridge w podejsciu Daniel3sona przemieszczenia moga odbywaé sie

jedynie w czterech kierunkach /aproksymacja na siatce 43/- Kierunek nastepnego ruchu zalezy



od jmakéw wartosci P(x,y) i jej pochodnych czastkowych 2x i Fy w punkcie biezagcym. Wybieranie
ruchu nastepuje wedtug zasady, aby nie powieksza¢ bezwzglednej wartosci F(x,y). 1
Algorytm generuje mato 'gtadkie" krzywe i niejednoznacznie zatraca symetrie krzywyoh.
Bresenham w 1977 r. zaprezentowat algorytm catkowitoliczbowej dyskretyaacji okregu, w ktérym
wybor kolejnego punktu na wezet ciggu aproksymujacego dokonywany jest na podstawie znakow F» - war-
tosci funkcji, F(x,y) w punkcie <x"+1, 1 oraz znakéw pewnych wartosci /wzory dotyoza

pierwszej "osemki' ptaszczyzny/:

2P1 + 2yt - 1 dla Fj< 0

dla FL> 0

Algorytm jest Jednak do$¢ ztozony, gdyz wystepuje w nim duzo operacji pomocniczych, polegajacych
na przesuwaniu okregu do $rodka uktadu, okre$leniu poczatkowej "ésemki' ptaszczyzny i $ledzeniu
przechodzenia punktu biezacego do kolejnych ™"ésemek™ ptaszczyzny.

Bresenham udowodnit Jednak, ze wybrane za pomocg Jego algorytanu weEty na oigg aproksymujgoy
sg wybrane najlepiej wodlug trzech rdznych kryteriow doktadnosci:
e minimum kwadratu odlegto$oi od okregu eadanogo,
¢ minimum modutu wartosoi funkcji w punkcie - weZle oraz
e minimum odlogto$ni liniowej miedzy okregiem i punktem “mweztem /gdy tylko $rodek i promiei okregu

sg catkowitoltozbowol/.
Miedzy tymi kryteriami istnieje, dla przypadku okregu, nastepujaca zaleznosc.

Wyrazenia na S i $ mozna przepisa¢ w postaci:

c«2 (xi +1)2 +(y;1-~) =CG2— |

co Jest podwojong resztg wartosci funkcji F(x,y) okregu o promieniu

wyznaczong W punktach

< Xj+l, yt-j> i < y*-1> -

Formuta decyzyjna ma dla tego przypadku postac:
e jeslL 6 t- 0, to ruch wzdtuz x,
o jesli SI >0, to ruch wzdtuz -y.
W przeciwnym razie ruch po przekatnej <x, -y>.
Algorytm Pittewaya z 1960 r,, stosujgc te samg formule decyzyjna, uzywa wartosci promienia R.



Stosunkowo liczng grupe stanowia algorytmy, w ktédrych na wezet aproksyraujacy wybierany Joot
taki wezet z otoczenia krzywej, ola ktérego jF(>i»y)l jest minimalny. ‘

Jordan 1 inni w 1973 r. opisali metode catkowitol Iczbowcj dyskretyzacji krzywych 2-s tnpnia
na siatce Gga, w ktéorej modut wartosci funkcji F(x,y) przyjety zostat jako miara oddalenia wezta
od krzywej. Kolejnym punktem ciggli aprokaymujacego jest ten z trzech wezidw sgsiednich, wyznaczo-
nych przez kierunek ruchu oraz kierunki réznigce sie o + j , w ktorym modut wartosci funkcji ma
warto$¢ najmniejszg. W kazdym kroku aproksymacji nalezy wiec obliczy¢é moduty wartosci funkcji
w trzech sgsiednich weztach i wybra¢ na kolejny punkt ciggu aprokaymujacego wezet z najmniejszym
modutem F (x,y).

McLain w 1974 r., rozwazajac dyokretyzacje krzywych zadanych réwnaniem F(x,y) « 0 na siatce
kwadratowej, krzywag w elementarnym polu siatki przyblizyt odcinkiem prostej, taczacym rogi tego
obszaru w taki sposéb, aby zminimalizowaé¢ bezwgledng warto$¢ F(x,y).

A,Ziemkiewicz w 1975 r. opisat metode catkowitoliczbowej aproksymacji okregu na slatoe Ggs
catkowicie podobng do metody Jordana 1 innych z 1973 r. W tej metodzie aprokoymuje sie okrag réwniez
tymi weztami, w ktérych wartos¢ |F(x,y)j jest minimalna. Zagadnienie dyskretyzacji okregu sprowadzit
on do wyprowadzenia rekurencyjnej zaleznoéci, stuzacej do wyznaczania warto$ci btedu w weztach
z otoczenia punktu biezacego. Obliczanie zmiennych wystepujacych w zaleznos$oi rekurencyjnej jest
jednak ztozone, sprowadza sie bowiem.do dziatania na macierzach j3x3J oraz uzaleznione jest od
numeru "6semki" ptaszczyzny, na ktdérej potozony jest dyskretyzowany okrag.

A.Ziemkiewicz wykazat réwniez, ze aproksymacja okregu wedtug kryterium min |F(x,y)j daje
mniejszy od btagd dyskretyzacji, tj. |R2- d2|<(H - <£), a stad | - rl< ™ Jco jest prawdziwe
pod warunkiem, ze promien okregu i jego S$rodek majg wspo6trzedne catkowita/, i jest réwnowazna kryte-
rium minimum odlegtos$ci euklideeoweld.

W sumie algorytm A.Ziemkiewicza Jest mniej atrakcyjny od algorytmu Jordana.

Rubin w 1976 r. zaproponowat ulepszenie algorytmu Jordana i In. z 1973 r. twierdzac, 4a kie-
runek ruchu wzdtuz krzywej nalezy wybiera¢ tylko raz na poczatku algorytmu, a nastepnie przyjmowaé
ten, w ktérym zostat wykonany ostatni ruch. Przy tym zatozeniu mozna bedzie wyeliminowaé ogranicze-
nie na funkcje F(x,y), ze musi ona by¢ algebraiczna i rézniezkowalna. Funkcja ta nie moze jednak
zbyt szybko zmieniaé¢ 3ie, tzn. nie wiecej hiz o e. w jednostce rastra.

BelBer w 1976 r. wysungtl wniosek, ze algorytm Jordana z 1973 r. nie $ledzi poprawnie wszystkich
krzywych 2-stopnia i Ze przyjecie |F(x,y)| jako miary odlegtosci punktu od krzywej jest dobre Jedy-
nie dla prostej i okregu. Ponadto zarzuca Jordanowi, ze nieprecyzyjnie formutuje warunki, przy
ktérych aproksymacja jest catkowicie poprawna. Termin "dobrze zachowujgca sie funkcja"™ jest terminem
nic nie méwigcym. Natomiast algorytm Jordana niepoprawnie dyekretyzuje niektére krzywe np. krzywa
y * 8(2.

Ramot w 1976 r. zaproponowat rozszerzenie algorytmu Jordana na krzywe 3-stopaia.

Analizujagc dziatanie algorytmu $ledzenia krzywej zadanej réwnaniem F(x,y) = 0 na siatce
®0SLA"), Sutcliffe w 1976 r, réwniez zauY/azyt, ze kierunek ruchu wzdtuz krzywej nalezy okresli¢
jedynie raz, na poczatku dziatania algorytmu. Kierunki kolejnych ruchéw wzdtuz krzywej nie powinny
rézni¢ sie od siebie wiecej niz o +j . Rozwazyt rowniez wystepujgce w algorytmie zjawisko wybiera-
nia lokalnych miniméw funkcji bez sprawdzania jej znaku i zjawisko "zeS$lizgiwania sie z krzywej"

oraz jej '"degeneracji".
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Sugeruje on, aby w trakcie $ledzenia krzywej w rejonach, w ktérych moze zaistnie¢ zjawisko
"zeSlizgiwania sie z krzywej" /tj. wyhoru weztéw siatki z lokalnym minimum |P(x,y)|'/ obliczy¢ war-
tosci funkcji F(x,y) i kontrolowaé¢ jej znaki w trzech easiednioh weztach wyznaczonych przez kie-
runek ruchu biezgcego i kierunki réznigce sie od niego o +§/r , Gdy warto$¢ funkcji przyjmuje rézne
znaki, $ledzenie przebiega prawidlowo. Gdy znaki sg jednakowe, woéwczas nalezy wiaczy¢ do algorytmu
Sledzenia dodatkowe operacje, realizujgce rozwigzywanie réwnania kwadratowego, otrzymanego z funkcji
F(x,y) przez przyréwnanie jednej ze wspoétrzednych do zera 1 zmiany drugiej w zakresie +1. Jest to
Jednak zabieg bardzo ozasoohtonny, stad zalecany tylko w nadzwyczajnych wypadkach. Inna, zaleoang
przez Sutcliffe operacjg Jest zmiana kierunku $ledzenia krzywej.

Chung w 1977 r. zanalizowat algorytm Jordana z 1973 r. i stwierdzit, ze jakiekolwiek poréwna-
nia algorytmoéw majag sens tylko wtedy, gdy robi sie ja wedtug jednolitych, $cisle okreslonych kry-
teriow. Wediug niego w aproksymacji np. okregu takimi kryteriami moga byc¢i
1/ eymetrla i jednolito$§¢ aproksymacji, co zapewnia estetyke figur i funkcjonalno$¢ algorytmoéow*

2/ doktadno$¢ aproksymacji, mierzona miarami!

al |r - dj~ [, di;j - odlegto$é wezta < *»y-j> od $rodka' okregu aproksymowanego

- |¥j<*f 11] *e

b/ modut wartosci funkcji
¢/ modut z réznicy! pole okregu aproksymowanego oraz pole okregu dyskretnego;

3/ ztozono$¢ obliczeniowa, predko6¢ aproksymacji oraz ekonomia.

Zdaniem autora generacja okregu za pomocg algorytmu Jordana jest rownowazna generacji okregu
metoda tancucha reeztowego, opisana przez Freemana w 1969 r., minimalizujgca odlegto$¢ liniowa
wezta od okregu wyjsciowego.

Podobne do algorytméw Jordana sg réwniez algorytmy opisane przez autora rozprawy w 19/7 r.
/algorytmy dyBkretyzacji krzywych 2-atopnia na siatkach G&G48(h2) 1 &s(lIl12)/- Odstawowa réznica
w stosunku do algorytmu Jordana polega na wprowadzeniu do algorytmu zaleznos$ci typu miedzy
pochodnymi I-rzedu funkcji F(x,y) w wezle biezacym, co umozliwito wyznaczanie kolejnego wezta
ciggu aproksymujacego jako jodnego z dwoch sasiednich weziéw, a nie trzeoh, jak to jest w algorytmie
Jordana. Ten zabieg uproscit w pewnym stopniu algorytm oraz przyspieszyt go.

We wspomnianej publikacji z 1977 r. przeprowadzono réwniez globalng i lokalng ocene doktadnosci
dyekrotyzacji krzywych 2-stopnia na siatkach G"™0(h”~) i Ggs(h2). Zgodnie z tg oceng kres gérny
btedu szczytowego dyskretyzaoji dowolnego okregu metodg minimalizacji modutu wartosci funkcji

P(x,y) przy zatozeniu, ze >h, nie przekracza h opaz h ¢rp. odpowiednio dla

% <h2) 1 °8s(h2)-

S, Paszkowski w 1978 r., rozwazajac dyskretyzaeje okregu na siatce G8s” ~’ r™wn™0™ wykorzystat

modut wartos$ci funkcji do wyboru weztdw na cigg aproksymujacy. Postawit jednak warunek, aby wykorzy-

stane w algorytmie parametry miaty wartosci jak najmniejsze i catkowite.
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Prezentowany przez niego algorytm Jc3t optymalny w tym sennie, ze w swojej podstawowej, cyk-
licznie powtarzalnej czes$ci dziata wytacznie na liczbach catkowitych i na Jak najmniejszych wartos-
ciach, nie przekraczajacych wartosci promienia okregu /doktadniej H+ ~/. Udowadnia poza van, ze tej
granicznej wartosci nie da sie obnizy¢ dla dowolnych okregéw /o parametrach catkowitoliczbowych/.

Inny od poprzednich algorytm dyakretyzaeji prostej i okregu na siatce QQg zaproponowali
Suenagi i in. w 1979 r. Do wyznaczania kolejnych weztéw aproksymujaeych wykorzystali oni réwniez
warto$é6 modutu wartosci funkcji, z ta jednakze rdéznicg w stosunku do algorytmoéw wczes$niej opisanych,
ze nie wybierali wezta z najmniejszym modutem F(x,.y) lecz wezet, dla ktérego jF(x,y)j™ T, gdzie i
jest pasmem tolerancji dyskretyzacji krzywych, ustalanym indywidualnie dla kazdego typu krzywej.
Dla prostej T = =" /h - modut siatki/. Jest ona réwne wartosci funkcji opisujacej ptaszczyzne
z = ay - bx w punkcie, ktérego rzut ra plaszczyzne xv jest weziem odlegtymi o ~ od krawedzi
przecinania sie ptaszczyzn: z i xy. Dla okregu | = To]J( = R i jest ono réwne wartosci funkcji opi-
nujgcej parabololde z @ax*‘ + yp - R0 w punkcie, ktérego rzut na ptaszczyzne xy /tworzacej na
przecieciu z parabololdg okrag/ jest odlegty od aproksymowanego okregu nio wiecej niz ij. Autorzy
twierdzg réwniez, ze wtedy paomo tolerancji wokét okregu ma szerokoddé wiekszg od modutu siatki.

Biedy dyskretyzacji tego algorytmu sa ldentyczne lub niewiele wieksze od biedéw algorytmu Jor-
dann. Hlzsze niz w algorytmie Jordana sg jednak wymagania dotyczace zajeto$ci pamieci. Ztozonos$é
obliczeniowa dyokretyzacji, tj. liczba operacji potrzebnych do wyznaczenia jednego wezta, jest
znacznie mniejsza niz w algorytmie Jordana, mniejsza niz w innych algorytmach a wyjatkiem algorytmu
Danielssona. Zdaniem autoréw Jedynym mankamentem metody Jest koniecznoé¢ okre$lenia a priori typu

generowanej linii oraz okre$lenie wartosci T - pasma tolerancji dyskretyzacji.

2.3. Dyskretyzueje strukturalno-warunkowe na siatkach G8s

Wdyskretyzaejach strukturalno-warunkowych wystepuja na pewnym etapie realizacji algorytmu
operacje typowe dla podejscia strukturalnego, a nastepnie operacje typowo dla podej$cia warunkowego,
np. poczatkowy podziat dyekretyzowanego odcinka linii na podokreay z zastosowaniem podej$cia struk-
turalnego, a nastepnie wyhor kolejnych wredCY/ dyskretyzujgcych dla jednego z podokreséw, z zastoso-
waniem podej$cia warunkowego 1 proste przeniesienie kolejnosci wybranych punktéw/ na pozostate pod-
okresy.

Tego typu dyskretyzacje tacza w aobie zalety obydwu metod: prostote obliczeniowg algorytméw
warunkowych oraz przejrzysto$¢ struktury linii dyskretnych algorytméw strukturalnych. Dotyczg jednak
tylko linii prostych.

Z literatury znanych jest zaledwie kilka publikacji na temat tego typu dyskretyzacji.

Reggiori w 1972 r. opisat algorytm dyskretyzacji prostej, ktéry wykorzystuje, zaréwno podejscie
warunkowe. Jak réwniez podej$cie strukturalne. Wmetodzie Reggiori podejscie strukturalne zastosowane
jest jeden raz. * wyniku powstajg dwa podokresy. Dla kazdego z nich stosowane jest podej$cie warun-
kowo. Zastosowana tu metoda dyskretyzacji prowadzi do bardziej wydajnego algorytmu niz metoda warun-
kowa 1 moze bydé stosowana bardzo prosto, w odréznieniu od algorytmu strukturalnej generacji, ktéry

Jest ztozony.



Songiovanni (.. i In. w 1976 r. przedstawili algorytm dyskretyzacjl /(jeneracji/ prostej,

i; ktorym generacja linii dyskretnej odbywa, sie w dwoch etapach. ! pierwszym etapie'okres$lone sa
/na podstawie podanego prr.ez autoréw réwnania prostej dyskretnej/ punkty-wczty /elementarne ruchy
wzdtuz linii siatkowych/, tworzace w strukturze prostej dyskretnej okres. Drugi etan generacji
polepa na cyklicznym powtarzaniu wyznaczonych n pierwszym etapie ruchéw /tworzacych okres/, az do
stanu, ktérym zostanie osiggniety punkt koficowy dyakretyzowanego segment-u prostej.

®m.’.generowana v+ ten cposéb prosta dyskretna pokrywa sie z prostg dyskretng wygenerowang en po-
mocg aignrytméw warunkowych, dobierajacych na punkty aproksymujgce wezty siatki z minlmaliig odleg-
fo.'Iclg liniowg od prostuj zadanej.

-otajnos$¢ czynnoséci w ostatnim algorytmie jest odwrotna niz w algorytmie Heggiori. Tutaj naj-
pierw ntpsuje sie podejsScie warunkowe, tj. wyznacza sie tworzace okres w strukturze prostej dyskret-
nej ‘ty gp m'ksymuj;;::e, ktdro sa catkowitoliczbowymi rozwigzanlami réwnanis dyskretnego prostej,
i pnie stosuje si* podej$cie strukturalne, lza. znaleziong m>herwszym etapie grup- kodowa

powtro- ui do cs:aftnlec.ia punktu koricowa-, segmentu.

I'iyskrotyzaejo 'mearunkowc na siatkach

iv.'ikrofyzac.ic na siatkach Cy5 sg stoooware wtedy, gdy nic ca ograniczenia maksymalnej odleg-
jo;>i miedzy kolejnymi punktaMi ciggu aproksymuja-ego. ktaccy sie Jo «tedy aproksymani jjl, zwykla
pro ’li*" iniffjwymi /r.p. v monitorach graficznych ze oprze Lomymi. generatorami wektoréw/, utyskujgc bar-

cj "g; ika" tamana »¢¢oksymujaca oraz znacznie mniejszg lior.aj punktdw aproksymujaeych. Co cie -

ca, w d.vskrctynacji siatkach < -»prowadza sie warunek uzyskiwania maksymalnie mozliwych od-
-1 rrce i fiW sasiednimi punktami aprokoymujscymi, przy zatozonej doktadnosci aproksymaciji.
Togo typu dyski-ctywaeje, podobnie jak i i¢uto dyskre tysucJe oaikowotiiczDo.ve, sg mato znane

I stosunkowo rzadko = literaturze opisywane.

ii pierwszej zo znanych publikacji z 1972 r. tappalainen i Ojala zaproponowali prostg i szybka
oraz doktadng metode dyskretyzacjl okregu, opracowana specjalnie do generowania testu-szablonu.
pozwalajacego rozpoznawaé niedoskonatosci obrazu telewizyjnego.

zasada vlziniania tego algorytmu jest nastgpujaca: jedna .m wspdtrzednych /x badz y/ cia/pu
punktéw dyrkretyzuJuovcii okrag zmienia sie na kazdym kroku dyskretyzacji o jedng jednostk . lIrzyroet
wzdtzz Jrrgiej rc wspdtrzednych Jest zmienny, sic réwniez jest catdrowl.toliczbowy, /wadrat dIVgto$Cl
kolejnych punktéw. c.lagu od $rodka okregu wzdtu.. drugiej ze wspéirzednych Jest liniowg funkcja pro-

“P.in oke -u om/. numeru punktu ciggu i bedzie liczbg catko*«' ta, gdy podwojony promiei okregu

i i .catko li Ifj. Ha on nastepujacg postac:

S = nt. i fRHt - 2i
6. =0, : - 1(1)23
“tyZznr-. v- r rokuren mjny jest zupetnio prosty i bledéw nie kumuluje. Byzr . .~ | podstawie

- . punktu ciggu, ktory jest réwny pierwiastkowi kwadratéw z liczby



26

catkowite 1 i$it autorzy wykonujg w sposéb bardzo naturalny i ekonomiczny, polegajacy na generacji
sekwencji k2+k, k=1,<?,3,... 1 poréwnywaniu kazdej wartosci + kN e 8~”. Jako wynik tego
poréwnania jest brane to k”, dla ktérego k2 + k, ~ Kwadrat wielkosci k otrzymywano metoda

Brauna za pomocg nastepujgcych par rakurencyjnycli:

ki+1 “fi+l = fi + ei+l1"'f1” 1*
gl+1 "ei + 2 * elc 1

Metoda powyzsza jent bardzo prosta. Wkazdej petli gonoracyjnej jeat wymaganych zaledwie kilka
operacji sumowania liczb catkowitych oraz ich poréwnywania. Z tych tez wzgledéw Jest ona bardzo
azybka. Je.) dokladno$¢ dyskretyzacji Jeat okre$lona doktadno$cig wyznaczania pierwiastka kwadrato-
wego z 1 Jest nie gorsza niz jedna Jednostka.

Oryginalng metode catkowitoliczbowej dyskretyzacji okregu zaproponowat E. Denert w pracy
t. 1973 r. Punktem wyjscia w tej metodzie jest spostrzezenie, ze istnieje catkowitoliczbowe rozwig-
zanle réwnania okregu x 2+ y2 + R%. Trzy liczbyx”™, vy,, Rspetniajgce to réwnanie ag zwane tréjka
Pitngoraoa.Jedna taka tréjka dajo osiem punktéw naokregu, ktéretgcznie z czterema punktami na obu
oaiach dajg 12 punktéw aproksymujacyoh okrag. Poniewaz jednak trojki Pitagorasa istniejg jedynie dla
nielicznych okregéw z promieniem catkowitoliezbowyn. a aproksymacja dwunustobokaml jeot niewystarcza-
jaca, zwtaszcza dla wiekszych okregéw, wiec w tym wypadku wyznacza sie réwniez trojki dla okregow
o promieniach mniojszych. Przez punkty te 1 $rodek okregu prowadzi sie linie az do przeciecia
z okregiem zadanym. Przemieszczajac sie wzdtuz tych linii wedlug podanego algorytmu, osigga sie
dodatkowe punkty w pohlizu okregu zadanego.

Metoda Denerta jeat do$¢ ztozona. Wszczeg6lnosci jent ztozone wyznaczanie dodatkowych punktéw
na okregu. Poza tyra podziat katowy dokonywany przez wyznaczone na okregu punkty Jest ekstremalnie
nieréwny, co Jest przyczyng duzych btedéw dyskretyzacji /rzedu kilku jednostek/. * sumie metoda ta
Jest mato atrakcyjna ze wzgledu na jej ztozono$¢ 1 matg dokiadnosé.

Powyzszy algorytm Denerta ulepszyt M.L.Y.Pitteway w publikacji z 1974 r. proponujac, aby kolejne
punkty aprok3ymujace okrag byty wybierane wedtug ciggu

< \R-1)2 . [2i2 R - 14j 7>/ [...] - najblizsza liczba catkowita, 1 - 0,1,2,3,.../.

Postepujgc tak otrzymuje sie catkowitoliczbowg aproksymacje okregu odcinkami linii prostej
o mniej wiecej jednakowej diugos$ci. Liczba odcinkéw aproksymujacych Jest proporcjonalna do ~R.
Ostatni algorytm, w poréwnaniu z algorytmem Denerta, ma te przewage, te punkty aproksymujace
okrag rofloi me sg na nim réwnomiernie. Liczba tych punktéw Jent /dla wiekszych okregéw/ znacznie
mniejsza niz v algorytmie Denerta - przy zachowaniu tej samej doktadnos$ci aproksymacji. Ztozonos$¢
obliczeniowa algorytmu Jest taka sama. Jak i algorytmu Denerta. Wsumie Jednak algorytm Jest stosun-
kowo ztozony, wymaga bowiem oprécz sumowania réwniez potegowania oraz pierwiastkowania liczb.
Zasadniczo odmienng metode od dotychczasowych catkowitoliczbowych metod dyakretyzacji krsywych

przedstawit G.M.Chaikin w 1974 r. 1 tej metodzie niezemknieta krzywa bez punktéw przegiecia zadaje sie



ftroum catkowi iJ lozbo"V?*» 1 pukVMItl P1,;Vof i P4 wybranymi w naat” jjii.jfpy spopéh: punkty PI
i Vg fig odpowiednio poi»k toin j-ouv.") iRntryiu 1 koficowyrM krzywej. Pvi<-z punkty te prowau'x] oiu »tyci:Ti<«
00 kr*ywt;J Li? i 154: punkty P? i P3 nt*xnuwlg punkty {»rzeoJimnba rh, Jinli Li? 1 154 7 llniq b? >
pi>prO**<lttong w ton npoodb» ze .lent o*m nktyc; i>v do kryv/ej, u punkt styocnbrini d»<oi T vficinek I*>-
ba potowu. Al™oryUi {¢enemie} L krzywej dy.ia.in n”oi™ pujacod ¢niajfiujc aly £>%06k] od\*nkév< 1i? i 17>’
nowym punktem P4 ata.je ate punkt $rodkowy odcinka 1?3 /punkt stycanoVicl <« kr?.yv/A/:

P4 Tr(P? + 3) .

Newym punktem P? j uK éro«ioVodcinku 1»?, a nowym punktem P5 Joet 6rodok odcinka r ¢;n'ics'.onol.o
preny. (Kiprsedn\ punki p? t po/vkt S ty*, umiej Unii 1?5 z krzywag /utyli nowy punkt P#/s

PV. ~(p i P4).

Kii -4 mt? + IMi.

Przed wyznacznal.-m uosyrh j ii li-, e i £4 poprzednie mispétjéead«« punktéw S? i £ zupami-, tuje
sie -* npocJ.al.uyni ekcnic. W -* imujoduje ¢, $rcdk-1 nowo wyznoozonych odcinkéw 1*12 j Jj-- Ur<z 5y -
znaczn ul*- 'nthitt punkty, ! erte-, >1. e PS, idontycziilo Jak za pierwszym razmn. Operacjg te powta-
rza zie tak Ui . rZod! p'.-i¢ i"- Imd-y naslSun ltiL punktami PI, P2, P? 1 f4 staju ul-, nie .-eigktliH
od Zadanej, Wowczas totaczy  ete kolejno - nobg punkty 1*Li2. i'5 ti-1, a punki™ staje sie nowym
punktem Pt. Ostatnio ansioezozoni wtitoele- punkty R? P4 pobiera flte jakoaktualne i cykl podziatu
odeinkéw, tgczeni« te!, Srodkéw oraz sprawdzanlu odlegtos$ci pomiedzy sgsiednimi punktami powtarza
sie, 0~ do osi.poieoj« punatu IM -udanego pierwotnie,

Algorytm Ohatklna Junt otosfAuikowo prosty. Uzywano sg bowiem tylko operacje sumowania liczb coi-
kuwitych, dziéfeivia przez i oraz poréwnywania liczb, letnie Je jednak pe.trz*“'«* Uzywanie pamieci do
tworzeniu otcBU, 1l6roj pOjormORZ zalezy od rozmiaréw generowane) krzywej. 1*l« («In obrazowania
102-‘x i024- jedtiont»k sg wymagana cztery dcicsleoio«io*owe stosy. Predko$¢ generacji Jest zmienna
1 cm ohSratker narastijgoy, Na poczatku genera.:ji Jest wymagana wle-kaza liczb;* podziatéw. A trakcie
generacji wykorzystuje sie te punkty z* stosu, ktére wyznaczono w poprzednich cyk Jor); generacji ¢
o wy*nnc;-e*iin. ji punktdw jcpl wymaganych n iteracji. Istotng zaletg a)goryiss* jeat to, zo daje
sie 0)i tatwo rouozrrzy¢ na Lrmyw i.céjwymiarowe. Autor atgoryitcu n.ie poaat icos-ui zadnych danych
na teant doktadnosci rtnsrwcji kr-ywej. .'tudzi¢ Jednak nalezy, nn ule jest ona zbyt -wysoka, /btedy
rzetu Kkilku-H ‘kunnstn Jslnor tek/ .

d.r,.ieaenjeld w :47r. r. ulepszyt algorytm Chaikina do posted, w ktorej ffloze on generowaé
réwniez krzywo n*»inie to. rfykawnt vonadto, ze. Jcrzywe generowan” zrzez ton algorytm ea parodietrycscojm i
krzyyeliti B-:;letLMmi ?-at-*pnia. Pozoatajc jednak nic roBwlczany problem doktadnosci generacji zdefi-
niowanyeh ~ podobny »poréb krzywyct'.

Y.V, Alhuii w 1979 v., a nastepnie K.A.Sarnohayr w iy:0 r. rozwine*) oigory thh -.cneracji prostej
na siatce “*o-. wprowadzajac O dodatkowych kierunkéw i‘ucho.y. tizyaksji too sposéb al.-rorytn dyskre-

tyzacji prortaj na l6-hnoéjncj sialce, fio.iacje w algorytmie zawierajg zalezno$¢ miedzy znakami
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Autor twierdzit réwniez, zo wzory powyzsze zapewniajg generacje Jednakowo odlegtych punktéw
na okregu.

Tych pozytywnych opinii nie potwierdzili Maxwell i Baker w publikacji z 1979 r. Ich zdaniem
uzyskanie doktadnosci jednej j.r. generacji krzywych 2-ntopnia w obszarze 1024x1024 j.r. wymaga
zastosowania doktadniejszego wzoru kwadraturowego /z czionem 2-rzedu/ oraz dostatecznie matego przy-
rostu parametru A t, nie przekraczajgcego wartosci 2T'. Metoda aproksymacji wykorzystujgca réwnania
réznicowe kumuluje bowiem btedy juz z definicji.

D.C. Sutcllffe v/ 1976 r. opisat algorytm podobny do algorytmu Athaniego z 1974 r., ktéry do
aproksymacj'i dowolnej krzywej zadanej réwnaniem F(x,y) = 0 stosowatl prostoliniowe odcinki o diu-
gosci ‘'sfc i 2 jednostki, oraz wykorzystat wta3nos6 funkcji F{x,yl, ktéra przyjmuje rézne znaki po
obu stronach linii. Podobnego typu algorytm opisat réwniez Farnshaw w 1900 r.

Obszar, na ktérym ma by¢ dyskretyzowenn krzywa zadana réwnaniem F(x,y) = 0 dziolony jest na
prostokaty /komorki/, ktérych boki sa réwne podwojonej diugosci kroku kre$laka. Proces wyznaczania
krzywej dyskretnej odbywa oie w ton sposdb, Zze znajduje sie bok komérki /linie bazowa/, ktéry jest
przecinany przez krzywg zadang i do $rodka tego boku przemieszcza sie gtowice kres$laka. Nastepnie
odbywa sie $ledzenie potozenia krzywej, polegajace na wyznaczaniu wartosci funkcji w obu rogach
komérki przeciwlegtych do linii bazowej i wybranie na nastepny wezet aproksymujacy 6rodka tego boku
komorki, ktoéry przecinany jest przez krzywa. Przeciety bok komoérki staje sie linia bazowa /podstawa/
dla nastepnej komdrki poddawanej badaniu i procce powtarza ci¢, az do przekroczenia granicy rejonu,
» ktorym krzywa jest apréksyiuowana.

Autor publikacji przeznaczyt réwniez sporo miejsca problemowi tzw. ;degenerowanych komérek, tj.
takich, w ktérych wszystkie cztery boki sg przecinane irzez krzywa. Sutcliffe sugeruje, zeby powyzszy,
przypadek rozstrzygac¢ opierajac sie na zanudzi¢ minimalnej zmiany kierunku przemieszczenia. Polega
ona na wybraniu tego boku, ktérego osiggniecie wymogu jak najmniejszej zmiany kierunku ruchu /w ato-
ruTdeu do ruchu poprzedniegol/.

Odmienny od poprzednich algorytm catkowitlliczbowej aproksymacji krzywych 2-stopnia zaproponowat
autor niniejszej rozprawy w publikacji s 1977 r. oraz w publikacji z 1978 r. /algorytm aproksymacji
na siatce n-spéjnej./. Algorytm ten wyznacza cigg catkowiloliczbowyeh punktéw aproksymujacych /dy-
akretyzujacyoti/ dowolng z krzywych 2-otopnia.

Odlegto$¢ pomiedzy jiuiiktrual aprokoymujacyni nie jer.t z géry ograniczona. Jedna ze wspoétrzednych
x badi y kolejnego punktu ciggu I-6znl sie o' tejze wspoétrzednej puniitu poprzedniego co najwyzej
o jedng jednostke. Druga ze wspoéirzednych - o catkowitg liczbe jednostek zalezna od.parametréow
geometrycznych krzywej /lokalnej krzywizny/ oraz potozenia krzywej wzgledem (IW.

Wyznaczanie kolejnego punktu aproksymujacego krzywa odbywa sie za pomoca dwoéch typéw elementar-
nych ruchéw /rtichéw do punktéw sgsiednich, odlegtych o jedng lub \Ji jednostek/: jednego tzw. “ruchu
od krzywoj* oraz szeregu tzw. "ruchéw wzdiuz krzywoj", Kierunek nastepnego elementarnego ruchu nie
ulega zmianie, gdy modut wartosci funkcji w osigganym wezle Jest mniejszy niz w punkcie poprzednim.
®m przeciwnym razie nastepuje modyfikacja kierunku ruchu /o kat t 77 zgodnie z przyjetg zasada/,
aby ucyska¢ zmniejszenie Rie modulu wartosci funkcji lub przeciecie krzywej.

Puch "od krzywej" jest zawsze ruchem do oasiednego wezta wzdiuz przekatnej /odlegtego o V?

jednostek/. Ruchy "wzdluz krzywej" sa ruchami wzdiuz tej ze wspoétrzednych x badz vy, ktéra tworzy



z wektorem kierunkowym stycznej, .wystawionym w punkcie biezacym, mniejory kat. Kuchy "wzdiuz krzywej"
wykonywane sg az do przeciecia krzywiej. lia kolejny wezet aproksyraujacy wybierany jést ten z dwoch
sgsiednich punktéw, w ktéorym modut wartosci funkcji jest mniejszy.

Ten ostatni algorytm mo przewage nad algorytmemi poprzednio opisanymi przede wszystkim y.o
w/zgledu na uniwersalno$é /aprofcaymuje dowolno krzywe 2-otopnin/ i doktadnos$¢ /btedy nie wiekszo niz
VsF/2 jednostki/. Zapewnia réwniez jednoznaczno$¢ aproksymacji krzyvlyeh niazolezni,o od ich Kiorunku
obiegu. Ma on jednak istotno narty wynikajace z zatozenia, Ae niezaleznie ort potozenia krzywej Yi/zr.lo»
dem uktadu wspdtrzednych ruch "od krzywej" odbywa sie zav/szo wzdluz przekatnej, natomiast ruchy
"wzdtuz krzywej" - zawsze wzdiuz kierunku jednej z Oflt a badZz y. Powoduje to. Ae taioana ,aprokn;'T
mujace odcinek krzywej [trzebiegajgey réwnolegle /n przyb.llzeniu/ do przekatnej ukiadu wspdétrzednych
jest mato "gltadka™ i ztozona jest z duzej liczby krétkich odcinkéw.

Wpublikacji z 1970 r. iinrd opisatirwdodj zgrubnej aproksymacji krsywych, niepodobng do zadnej
z metod Poprzednio opisanycl>, a przeznaczong do obrazowania krzywoj zadanej réwnaniem F(x,y) » O
na. urzadzenia zf.aitosyn /nn. drukarce/. 7

koncepcja metody jest nastepujgca* obszar, w ktéorym krzywa ras by¢ wykre$lona dzieli ale na

mniejsze podobszary:

majgce potozenie < i,J> oraz wymiary identyczne jole wymiary pola znaku. Nastepnie bada sie porozu-
nic krzywej w kolejnych podohszaracli i w tych podohsznrueh przybliza sie jg odpowiednimi znakami gra-
ficznymi. Problemom jest wybranie z matego, statego alfabetu takiego symbolu graficznego, ktéry
bedac wykres$lony w unat,lzewanym iiodobszarze, bedzie wnim najs$ciSlej przylegat do krzywej.
Najprostsze / l-rzedu/ rmlam ai« zagadnienia dopasowania wymaga jedynie sze$ciu makéw /ssm.Cicz-
nych i prébkowania warto$ci funkcji ? vi czterech rogach badanego podobnznru. (idy badanie funkcji
v catym obszarze obrazowania o$bywa sie wedtug metody rozwiniecia rastrowego, wtedy liczba prébek
funkcji w caty» obszarze obrazowania wynosi .(Ifx+l)(Wj+I).
iiiiok graficzny pr«ybiizajguy krzywg w danym obszarze jest wybierany na podstawie kombinacji
50tozenin dodatnich i ujemnych znakéw wartosci funkcji F(x,y) w rogach badanego pocobsr.nr-i.
Doktadno$¢ odwzorowania krzywej opinanym Sposobom jest ograniczona. Poza tym pojawiajg sie lo-
kalne dwuznacznos$ci, np. gdy przecinajg sie gatezie krzywej /wystepujg punkty rozgatezienia krzywe,}/.
Lepsze dopasowanie znaku do potozenia krzywoj mozna uzyskaé wykonujac prébkowanie Oinkoji F
w ‘'wiekszej liczbie punktéw obszaru znaku i rozszerzajac liczebno$¢ zbioru znakéw graficznychi Dopa-
sowanie ?--rzedu wymaga prébkowania funkcji F réwniez w $rodkowych punktach obrzeze, pola znalu: o".:
;U odpo.yiséiiis dobranych znakéw graficznych. Zna e»rt"5cl kazdej probki 7 okre$la, ktére z ort -

p.V* polu z:":; sg przecinano przez lcrz okrzél o mzatem runkty skrajne znaku dor ’Sowjj "oci""

V ogole, dopasowanie r-rzedu wymaga operowania zbiera» cr?  znakéw graficznych i prébkowania
funkcji F r razy en kazdej z czterech granic pola znaku.

Interesujacy algorytm dyskrotysacji parametrycznych krzywych gietkich 3-stopnia zaproponowali
5.hoss 1 A.tindgurd w i'J79 r. Algorytmeten, opracowany do wykre$lania znakéw alfanumerycznych

na pomocg kres$loka postuguje sie Jedynie arytmetyka catkowi LoliczLawa.



Koncepoja algorytmu jest nastgpujaca: ksztatty znaku alfanumerycznego zadaje aie za pomocg nie-

wielkiej 1loaby k weztdw siatki, tzw. punktéow charaktarystycznych:

Trzcz punkty tc prowadzi sie parametryczng krzywg gietka P(t) 5-stopnia, nadajgcg znakom
ptynnie zmieniajace sie, przyjemne dla oka kontakty. P, jeat wartoscig funkcji w punkcie charakte-,
ryotycznym, a At jeat przyrostem parametru t pr.ny wyznaczaniu punktéw na krzywej gietkiej.

Na krzywej gietkiej wyznacza nig z kolei punkty:

ktére sprowadzone do najblizszych weztéw siatki dajg dyskretna forme tej krzywej.

Dyskretyzacja krzywej gietkiej wykonywana jeat nastepujgco: wyliczona jest réznica miedzy punk-
tem osiggnietym w poprzednim ruchu i punktem na krzywej gietkiej obliczonym przy przyroscie parame-
tru t o otalgwartos¢ At. Ruch nastepujewdwczas, gdy tardznicaprzekracza modutsiatki. Jesli
At Jest duze ,wtedy wyznaczy¢ nalezy wiecej nizjedenpunkt nakrzywej gietkiej zanim nastapi
ruch do kolejnego punktu. Jedli At jest mate - kolejne punkty na krzywej gietkiej odlegte sa od
siebie o kilka modutéw siatki. Goérna granica liczby krokéw, jakie nalezy wykona¢ zanim osiggnie sie
nastepny punkt na krzywej gietkiej, okre$la sie wyrazeniem §d/At/d - maksymalna odlegto$¢ miedzy
sasiednimi punktami charakterystycznymi/.

Maksymalne odchylenie miedzy tamang aproksymujaeg i krzywa gietka nie przekroczy modutu siatki,
gdy zachowana zostanie zalezno$¢ A t> Vd . Maksymalna liczba krokéw pomiedzy kolejnymi weztami
na krzywej gietkiej wyniesie wtedy 4 \T3.

tiyakretyznnje krzywej gletkioj mozna wiec przeprowadzi¢ za pomocg dwdch réznych schematéw:

9 ach « : pojedynczego kroku, gdy At > 4d oraz

9 schemat, liniiprostej, gdy At>"d,

Metoda rowyzsza jest ztozona, a poza tyra nlo zapewnia symetrii krzywym dyskretnym, bedacym
noataoUwi jymetrycanych krzywych gietkich, Zastuguje Jednak na szczeg6lng uwage, gdyz jea* jedyna
znar-g literatury catkowi Soliostbowg metodg dyskretyzacji paramotrycznych krzywych gietkich na dvrj-
wjiaiaro 'ej olatcc, z oszacowanym hiedem aproksymacji.

Ogélne podejscie do problemu dyskretyzacj.l krzywych Bfor .itowali H, Freeman i J.A.Saghri
n 1930 r. Opisali cni metode dyskretyzacji wedtug tzw. schematu uogélnionego tancucha kodowego.
tancuch kodowy jest ciggiem kodéw przemieszczen do kolejnych punktéw-weztéw anroksymujacych krzywa.
Punkty aproksymujace o. z: -ile po natozeniu na krzywg siatki i wybraniu weztéw tej siatki naj-
$§cislej przylegajacych do >e<zywej. Odlegto$¢ miedzy weztami aproksymujacymi nie moze byd wieko
nii zatozone.

Dyskrelyzj j ¢ wedlv : stwsalii uog6lnionego tancuchu kodowego realizuje sie w dwdch etapach:

9 w etapie pierwszym wyhioru sie /1in ; .".«ego wezda «'= ,y =, bedacego punktem poczgtkowym segmentu

aproksyirom._nego i pewn. j dct.w:jr.csaluéj dtugosci odcinka aproksyraujgcego krzywa/ zbidr szablonéw;
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» wetapie drugim yrybiera sie¢ tul:i szablon, ktéry w catos$ci zawiera pewien, mozliwie najdtuzszy
odcinat; aproksyisowauej krzywej. ‘ieset siatki, ktorego szablon zostat wybrany utaje sie kolejnym
weziem aproksymujacym.

Kazdy z dwoéch etapéw zawiera kilka czynnosci.

Okres$lenie zbioru szablonéw wykonywane jest w nastepujgcy sposoéb!

1/ tworzy sie koncentryczne wzgledem wezta <x *y > kwadratowe piers$cienie /ryo.2/;
2/ dla kazdego wezta na kazdym z pier$cieni wyznacza sie szablon za pomocg dwéch réwnolegtych linii,
od punktu <x ,y >, przechodzacych przez punkty $rodkowe ogniw pierscienia, przylegajacych do

danego wezta /rys."/.

Ryz. 2. Potozenie pieriezeni kodowych Rys 3. Szablon dla piersaenia 3
i wektoréw przemieszczen dla wezta 26, zowierajacz/
kodu przemieszczen 1-3-5 krzywa F(xyj -0

Wybranie szablonu zawierajacego okre$lony odcinek aproksyraujacy krzywg rozpoczyna sie od
szablonéw zewnetrznego piers$cienia i kontynuuje sie jo dla pier$cieni coraz to mniejszych.

Algorytm ten zapewnia biad aproksymacji nic wiekszy niz 4 i produkuje mozliwie najdiuz-
sze z dozwolonych odcinki aproksymujgco.

Zaproponowaty schemat aproksymacji jest uniwersalny. Obejmuje on bowiem aproksymacje do-
wolnych krzywych analitycznych. Ha jednak podstawowg wade: nie nadaje si¢ do realizacji wprost,
a moze jedynie stuzy¢ jako podstawa do opracowania szczegétowych algorytméw dyskretyzacji, obejmu-
jacych doktadniej sprecyzowana klasy krzywych, uwzgledniajgcych sposoby ich przedstawiania,

Wpracy s 1932 r. autor niniejszej rozprawy zaproponowat dwa inne algorytmy dyskretyzacji
krzywych, wolne od wad algorytméw wczes$niej opisanych oraz bardziej uniwersalno - dotycza bowiem
dyskretyzacji dowolnych algebraicznych krzywych ptaskich.

Pierwszy z tych algorytméw w swojej koncepcji dziatania jest podobny do algorytmu opisanego
przez autora w 1976 r. /algorytm aproksymacji na siatce n-spo6jnej/, jest jednak doskonalszy, chociaz
nieco bardziej ztozony. Dyskretyzaoje krzywej sproviadza oie w nim do $ledzenia przebiegu krzywej
i wyznaczenia wezta aproknymujacego, gdy krzywa ta jest przecinana przez ruch $ledzacy, odbywajacy
sie wedtug wybranego wczes$niej kierunku ruchu wzdtuz linii siatki On_( ). Ra wezet aproksyraujacy
wybierany jest wtedy wezet najblizszy punktowi przeciecia wedtug kryterium min j?tx,y)j. Siedzenie
krzywej odbywa sie réwniez za pomocg dwéch typéw ruchéw: ruchu "od krzywej™ orna sprzezonym z nim
ruchéw "wzdtuz krzywej" /ryo.h/. TTodréznieniu od algorytmu, ktory opisat autor w 197G r ., kazdy

z typéw ruchéw $ledzacych moze odbywaé sie zaréwno wzdiuz #Ci, jak 2PLG.
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Modyfikacja kierunku ruchu odbywa aig natomiact o kat + /a nic i.% / i dla jodnogo odcinka
ttunonej co najwyzej jednokrotnie, tamana aproksymujgca, generowana przez ten algorytm Jast bardziej
"gtadka™ niz w algorytmie a 1978 r. Odnosi oig to szczeg6lnie <lo tamanej uproksystujacoj sa-..sensy
potozone ukos$nie w stosunku do GI-G

Ponadto tamana sktada sig a mniejszej liczby dtuzszych odcinkiw. Biad auro! -.gj.-
szy od h. Algorytm z 1982 r. jest ponadto bardziej uniwersalny, dotyczy bowiem dynki-otynu."ji o
nych krzywych algebraicznych ptaskich, a nio tylko krzywych 2-atopnia. Ma on Jednak istotne .vacr.
X przypadku dyokretyzacji krzywych wiolegatazlowych, przy pewnym kierunku obiegu krzywej, moi.?:
nastapi¢'tzw. "ze$lizgniecie nig« ruchu "wzdluz krzywej", ktére doprowadza badZ do przejscia t»r-n¢*
§ledzacych na przylegajgca gataz krzywej, badz do izolowanego punktu krzywej i zapatlenia proce-
su dyskretyzacji. V takim wypadku dynkretyzacje nalezy przej-wae i powtérzyé ja przy zmienionym .- .
runku obiegu krzywej.

Drugi 7. zaproponowanych w 1932 r. algorytméw jest zasadniczo rézny, . powodu odmiennej i . .-op-
cji ruchéw s$ledzacych przebieg krzywej. Siedzenie przebiegu krzyw-. I odby..a nig su p-.rocg dyécb ru-
chéw: "gtéwnego” i "kontrolnego", wybieranych poczatkowo tak, ze ich kierunki pokrywajac nig z li-
niami siatki Gj~(h™) réznig sig o kat fj- i prowadza do weztéw siatki lezgcych po rsy”ci h

atronach krzywoj /rys,5/.

1,1=0 / is

T ~ * N v F AFE»1° 2IF* | Sy

NiFft-ZIFyl

ftys. 4 JLustracja ruchéw iledzacych
krajng wq sposobu |

kuchy $ledzace odbywajg eig Y/zdluz kierunku 'ruchu gtéwnego™ do sasiednich weztow siatki
i wykonywano sg dopo6ty, dopoki dwa wezty wyznaczone przez ruchy: “"gtdwny" i "kontrolny™ snojdg -.i.
po tej samej stronie krzywej. Stan, w ktérym wazty te znajdujg oig juz po tej samej jstroni-» kr-
oznacza, ze $ledzona krzywo pi-2Gkroc2yta “pasmo tolerancji* dyskretyzaeji i nalezy -znaczyé por: t
koncowy odcinka aprokoymujacego. Zostaje nim wezet siatki najblizszy /~m sensie min jk(r,y'j/ pum lewi

przecigcia.
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Rys. 5. Jlustracja ruchéw $ledzacych krzywa wg sposobu U

Ostatni algorytm rdéwniez jest przeznaczony do dyskretysaeji krzywych algebraicznych dowolnego
stopnia. Ma on jednak przewage nad algorytmem poprzednim z powodu niewystepowania tzw. "ze$lizgi -
wania 3ie" ruchu $ledzacego krzywa, anrokayrauje krzywe nieco mniejszg liczbg, ale dituzszych odcinkéw
i chociaz szczytowe biedy aproksymacji sa nieco wieksze, to Jednak nie przekraczajg one wielkos$ciag

modutu siatki h,

2,5. Problemy badawcze w dyskretyzacji krzywych

Lyskretyzacja rozwazana jako integralna cze$¢ zagadnienia wprowadzania i wyprowadzania /réwniez
generowania i przetwarzania/ konturéw i ksztattéw /rysunkéw, obryséw 1 powierzchni granicznych/ na
graficzne urzadzenia komputeréw /lub w postaci programéw sterujacych obrébka skrawaniem/ jest roz-
ktadem analitycznie zadanych krzywych na standardowo elementarne cze$ci; aby tyta pozyteczna, powin-
na bvé prosta, w wysokim stopniu standaryzowana, uniwersalnie stosowana i powinna pro7,adzié do
prostego kodowania.

Stawiajgc takie wymagania wobec algorytméw dyskretyzacji oraz wymaganie catkowitoliczbowodoi,

a takze i inne, sformulowane we wstepie niniejszej rozprawy, r.alezy stwierdzi¢, ze w catkowitolicz-
bowoj dyskretyzacji krzywych jest wiele probleméw, ktére nie zostaty dotychczas w dostatecznym
stopniu przebadane, chociaz istnieje duze i pilne zapotrzebowanie na pozytywne wyniki takteh badan.

Z zamieszczonego w tym rozdziale przegladu rozwigzan literaturowych algorytméw wynika nastepu-
jacy stan badsh w dziedzinie dyskretyzacji krzywych.

u warunkowej dyskretyzacji krzywych n;. siatkach 0/g( ) i Gg™h‘) jest nic przebadana
/w zasadzie catkowicie/ dyskretyzacja krzywych algebraicznych stopni wyzszych od drugiego, a takze
dyskratyzucja krzywych innych niz algebraiczne.

w ..arunkowej dyskretyzacji na siatkach G,a opracowano kilka algorytméw. Jednak kazdy z nich
obarczony jest dos$6é istotnymi ujemnymi cechami, jak nu. oporowanie w algorytmach bardzo duzymi licz-

bami«zalezny- i wprost proporcjonalnie od wjer.Jaréw geoaetryosnych i stopnia krzywej. Liczby to,



z powodu ich’zakresu zmiennosci, wymuszajg stosowanie /w komputerowej realizacji algorytmoéw/
zmiennoprzecinkowej reprezentacji liczb, ktéra jest przyczyng powstawania systematycznych btedéw
obliczen.

V dyskretyzacji strukturalnej i strukturalno-warunkowej opracowano jedynie algorytmy dyskrety-
zacji prostej. Dyskrotyzacje strukturalna i strukturalno-warunkowa krzywych nie Jest sygnalizowana
w literaturze w ogoéle. Sadzi¢ zatem nalezy, ze jest ona catkowicie nieprzebadana.

Zupetnie nie jest przebadany problem catkowitollczbowej dyskretyzacji krzywych przestrzennych.
Badania tego zagadnienia sa szczegélnie wazne i pilne, zaréwno w grafice komputerowej /zobrazowanie
przestrzenno/, jak i w numerycznym sterowaniu obrabiarkami, w ktérych to zagadnieniach istotnym
zadaniem jest proste /w sterowaniu obrabiarkami réwniez precyzyjne/ wyznaczanie przestrzennej drogi
ruchu /elementu kre$lagcego obraz lul) narzedzia skrawajgtogo/. Autor niniejszej rozprawy zamierza
podja¢ badania nad catkowitoliczbowg dyskretyzacjg krzywych przestrzennych.

Wymaga przebadania réwniez zagadnienie catkowitoliczbowej dyskretyzacji powierzchni, ktéro
wydaje sie by¢ istotne nie tylko w grafice komputorowoj L numerycznym sterowaniu obrabiarkami, ale

w og6le w komputerowo wspomaganym projektowaniu i wytwarzaniu.

2.6. Problem badawczy rozprawy

Rozwazane w dalszej ozeéoi rozprawy problemy sformutowane ognastepujgco.
Od uzytkownikéw napitywajg zadania, a kazde z nich ma postaé¢, jak w sformutowaniu /podrozdziat

3.1/. Zadaniem badawczym jest!

1/ opracowanie metody rozwigzywania takich zadan,
?I" skonstruowanie aigorytmu komputerowego realizujacego metode i charakteryzujacego sie szybkosciag

i prostotgy.

Rozwigzaniem zadania badawczego agra.tn,:
e metoda przyrostowego ‘"kroczenia"™ wzdtuz krzywej i $ledzenia jej przebiegu,
« dwa nowe algorytmy dyskretyzacji algebraicznych krzywych ptaskich dowolnego stopniana siatkach

V h2) £ B>2) >

« ocena ztozonoS$ci obliczeniowe 1 dynkretyzacjl krzywych w funkoji rodzaju siatki, wielkos$ci Jej

A

modutu oraz stopnia krzywej,
e o0szacowanie czczytowyoh 1 polowych btedéw aproksymacji dokonywanych za pomocg skoustruowanyon

algarytméw dyokrstyzacyjnych.



3. ALGORYTMY DYSKRETYZACIH KRZYNVIAT ALGEBRAICZNYCH! NA SIATKACH g} (h2) 1 é‘%, (h2)

3.1. Sformutowanie zadania dyskretyzacji

Niech w prostokatnym uktadzie wspoétrzednych Oxy bedzie nadana krzywa algebraiczna K

n-atopnia
. 15 n—1 m 1
Ko i(x.y)- anrOxn+ V-.-+ + «@.nN». +
'oan-10MN1 -+ +e0.n-Hn 1 +
I-"+ al.n-rxy*’r +a0,1yl' +
f a0,0
é n-k
k=0 =0
/In - liczba naturalna, macierz [af j ]- rzeczywista i nlezerowa/, i niech w tym uktadzie bedzie

zadana rocmiez kwadratowa siatka G(h2), okreslona za pomoca wzoréw / 1/.
Dla krzywej K i siatki iG(h2) poszukuje gie takiej krzywej dyskretnej Il - ciqgu:jl< xP,yP>
< xi,y1l> BSWG siatki C(n) , aby "odlegto$¢" miedzy krzywag K i aproksymu-.
jaca ja krzywg H definiowana jako

H .
g > max IFUj.y-L)! 141

F P<i<k

byta minimalna.

Dodatkowo pozadane jest, aby metoda dyskrotyzaoji nie powodowata btedéw systematycznych.

Ze wzgledu na przewidywane zastosowanie algorytméw /grafika komputerowa, numeryczne sterowanie
obrabiarek/ podstawowymi miernikami jakos$ci algorytmu sg szybko6é i prostota, n grafice komputerowej
wtasnie te cechy algorytmu okreslajg jego przydatnosé.

Chung /1977 r./, wypowiadajac sie na temat wielkoséci krytorialnych, jakienalezy stonowacd
w algorytmach dyskretyzaeji przeznaczonych dla grafiki komputerowej wymienit m.in.jF(x,y)j. Wydaje
sie wiec, ze ze wzgledu na szybko$¢ 1 prostote algorytmu dyskretyzaoyjnego najwtasciwsze bedzie
zastosowanie w nim przyblizenia jednostajnego, polegajgcego na uzyskaniu najmniejszego maksimum
"odlegtosci miedzy krzywymi K i li, a jako miare "odlegtosci® wezta <x”,y~> krzywej Il od krzywej K
przyjecie wartosci jp .y~ |. Jest bowiem oczywiste, zejezelikrzywa dyskretna H bedzie w kaz-

dym swoim puhkéie - wezle < x?,y, > spetnia¢ warunek
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IF(x1.yi) |= oln JFCGWI R /A al

to bedzie spetnia¢ réwniez warunek mintmalnoscl /4/.

Z przyjetego zatozenia o Jednostajnos$ol przyblizenia wynika w naturalny sposéb metoda /opisana
i uzasadniona w nastepnych podrozdziatach/,. Jaka przyjeto do dyskretyzacjl krzywej K, Istota tej
metody polega na przyrostowym "kroczeniu"™ wzdtuz krzywej i $ledzeniu Jej przebiegu, doktadniej -
"kroczeniu™ wzdtuz linii siatki dyBkretyzacyjnej G(h2) w kierunku wektora stycznej i wybieraniu

tych B3TC, ktére sa "najblizsze"™ krzywej w sensie |F(Xx,y)|.

Nalezy podkresli¢, ze znajomosci-‘wartosci F(x”,y”)' wymaga sama metoda $ledzenia krzywej. Przy-

jecie |F(x,y)jza "metryke" generacyjng zapewnia dodatkowe wykorzystywanie obliczanej wartosci

12{*,2) |-

3.2 Analiza zagadnienia

Niech krzywa K bedzie w rozwazanym obszarze ciagta, za wyjatkiem co najwyzej skornczonej
liczby punktéw /osobliwych, patrz punkt 3.2.4/, i niech F(x,y) ma réwnocze$nie nieréwne zeru po-
chodne czastkowe 1-rzedu. Okres$lmy kierunek ruchu wzdtuz stycznej do krzywej za pomocg wektoréw
V + i 1T, ktérych kierunki beda zgodne z kierunkami ruchéw po krzywej; kierunek wektora V +
nazywamy kierunkiem dodatnim ruchu po krzywej, natomiast kierunek wektora V “ - Kkierunkiem ujemnym.

Wektory te okreslamy nastepujgco:

/| 3F 3F\

T 57 1 /5/
af 3rl
ay’ 5"X.

Wprowadzmy réw-.ioz /dla wygody zapisu/ zolonng logiczng B oznaczajacg zwrot kierunku, jak ponizej:

i 1, Jedli przyjeto wektor 7 +
Bwn preyig _ /5al
0, jesli przyjeto wektor V

Przyjmijmy, Zze punkty <x ,yp> i <xKk,yj:> lezg w weztach siatki: na krzywej lub w najbliz-
szym ,laj sgsiedztwie. Tak wiec wezty te oraz warto$¢ zmiennej B jednoznacznie wyznaczajg dyskrety-
zowany segment krzywej. Nalezy okresli¢ ciggu BH/IG (< V yP”™> *» s]xi,yl>,...,< xZylc>j
spetniajacy podane wczes$niej warunki. .

Jeden z mozliwych sposobéw wyznaczania ciggu H aproksymujacego krzywg K polega na wylicza-
niu, dla kazdego wezta z otoczenia krzywej K, wartosci funkcji F(xt,yl) przez wykonywanie wszyst-

kich operacji potegowania, mnozenia 1 dodawania wystepujacych w réwnaniu /3/. Zakladajac warunek bez-
posredniej spéjnosci weztéw krzywej H nalezy zmieniaé¢, poczynajac od punktu <xp,yp > wspdtrzedne

X, i y™ kolejnych wjztéw siatki o modut h n taki spoBOb, aby byt zachowany zatozony kierunek



J8

obiegu krzywej olrredlony przez B oraz, aby punkty to lezaty w bezposrednioj bliskos$ci /w son3ie
nin |F(z,y)j/ dyokretysowanaj krzywej K. Metoda ta wymaga jednak wykonania duzej liczby operacji,
zwlaszcza potegowania dla kazdego z weztéw ciggu, ii tego powodu joat mato efektywna, rrzeanalisujtny
wiec metode wydajniejszag z punktu widzenia ztozono$ci obiiozonlowoj, wykurzyufujaca rozwiniecie
funkcji F(x,y) wszereg Taylora,
Wprowadzmy operatory kierunkowe funkcji F(x,y):
=fFf F(xx +Axi,yi) - P(x1,yi),
tyi;(x1,yi) P F(x1,yi °kXlyl) -
LrF{x1,yJ) wf F(xi +Ax1l,yi +Ayi) _ FXi<yi ),

gdsle:

!iz\Ajc !*»{fAVy’li **hoe

Wprp):adifery réwnint /Ala wygody sapisu/ oza&c&enla dla pochodnych cjefpHfcer,veh funkcji  F(xfy);

F i* JLziziA

*x 0xr
°y 3yX . >
f P ¢rt3 F(x.r)
rxBv 3xr dys
r,s - rzad pochodnych wzgledem zmiennych, odpowiednio x i y .

Korzystajagc k rozwlLniecla w szereg Taylora funkoji F(x,y) w otoczeniu punktu ' X,y
n * nl
F(x +AXx,y +tAy )» vy JY IAx ™ 1Ay jo?2(xyy)
i=0.
In - stopien krzywej/ i uwzgledniajac prazenia /fi/, otrzymujemy wzory:

LyF(x,y) = y\ Fiy(x.y) . .

I_
o
m

—_
x

=

1
*
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oraz zaleznoéé
»

LpF(x,y) = LxF(x,y) + 1yP(x,y) + bRP(X.y) 81

S'lzie:

ROy, ::g‘li kEl (AKIFL(AY)i LHAAY.

(k-i+1)! it

i jest znacznie prostszy do wyznaczenia niz operator |pF(x,y)/obliczenie operatora LRP(X,y)
wymaga mniejszej liczby operacji sumowania niz przy obliczaniu operatora |pP(x,y) o taka liczbe
operacji sumowania, jakg nalezy wykona¢ w trakcie wyznaczania' operatoréw LxF(x,y) oraz LyF(x,y)
taczniel/.

Stad na podstawie wyrazeit /6/ nozna v.yznacsy¢ -wartosci funkcji P(x,y) w punktach
< mi'i-Ax, \yi.>, <.xi,yi+Ay > oraz < x“+Axj,yi+Ayi> pod warunkiem, ze znane sg pochodne czastkowe
rzedu5 1+n v punkcie <"xi ,y”~>. Te ostatnie mozna wyznaczy¢ w podobny nposéb, korzystajac z rozwi-
niecia w szereg Taylora pochodnych czastkowych w punkcie poprzednim oraz z ponizszych wzoréw,

eni«logicznych do wzoréw /[ £/ i /8/:
PXprxsy(xi-1"yi-1 Prxsy(xi-1 +7xi-1,yi-1) + Prxcy(xi-I'yi-1) "
VFrxsy(*i~.1,yi-1) irxsj'(xi-1*yi-.1 +~ yi-1) + Frxsy(xi-1,yl-1) *

LI>Prxoy(xi-1*yl~1) Prxsy(H-I +“i-l,yi-1 tAy”~,) +irX3y(xi_1lyl_i) >

(Ax)1

1X':rxny /fa . P(rtk)xay KI

(Ay)k

byFxay « ¥k.~._7 rx(stk)y  fe. ’ 19
«i*
- V.. E Hitk-ix(s-ti)y™ EAEI r/
1;-1 i=C (k-i)! it
zoiezfl6s¢
'r'Pprxoy .xPrXSy ' E7yrxsy " I]fRPrxsy
edZii

Y r-irirJ k AxI™M"iAy)1
texuy . _L_O (r+k-i+x(a+i)y (k_i+1). t.
k- 1= \ ;
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Warto$ci pochodnych czastkowych w punkcie <xp,yp> wyznacza sie, gdy znane sg wspditczynniki

réwnania uwiktanego krzywej a™ ~/i,j = 0(1)n/, z nastepujgcego wzoru:

n-r-a  n-rik (n—f.<—1<)\!t H _ n-k-i-r  vi-a

r*sy feo (n-k-i-r)! (i-a)! ~ -i,i . y

[ 10/

dla r,o =0(l)n, r+a > 1(1)n.

Wozory /10/ mozna sprowadzi¢ do postaci wygodniejszej w komputerowej realizacji algorytmu.

Dla pochodnych wzgledem jednej zmiennej przedstawiajg sie one nastepujgco:

n-r n-r-k n-k-i
Prx “ £ TZ n (P). “an-k-i,i e .yl
i=*0 i=0  p=n-k-r-i+1
n-s n*k i ni, j i
sy BT WO @) *&n-k-iio=WTL . yL8 1~
k=0 i=a qg=i-a+
gdzie: r,a = 1(1)n,
a dla pochodnych mieszanych:
n-r-s n-k-r n-k-i i
rkK sy-r: n n<o» . m e < W QLI e * * o o
k=0 i=a p=n-k-r-i+1 g=i-s+1

gdzie: r.s = 1(I'n, r+a = 2(1)n.

Okresdlimy teraz zaleznos$ci pozwalajace wyeliminowaé wiekazo$é z mozliwych na danej siatce ru-
chéw i pozostawiajgce przemieszczenia wzdiuz tych linii siatkowych, ktdrych kierunek jest najhardziej
zblizony do kierunku wektora V . Unikniemy w ton sposéb koniecznos$ci wyznaczania operatoréw funkcji
dla wiekszosci B3WG. Wtym celu nalezy zlokalizowa¢ potozenie wektora V w Jednym z czteroch prze-

dziatow o wielkosci
i.[o.f), [f. f), [r.fsj. 2«

/lokalizacja w przedziale ~/ dla ruchéw wzdtuz linii siatki Gig(h2) oraz do jednego z o$miu prze-

dziatdw katowych o wielkosci

/lokalizacja w przedziale (Jf/ dla ruchéw wzdtuz linii siatki Ges”™2)*
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3.2.1. Dyskretyzacja na siatce °4a(h2)

Z przyjetej definicji wektorow T+ 1 Y “ wynika, ze znak przemieszczenia Axj™ z punktu
<*i,yi> do punktu xi+i»yl+Ipow i“l«* By¢ przeciwny do znaku pochodnej-czastkowej Fy funkcji
F(x,y) w punkcie <xi,yi>, a znak przemieszczenia Ayj powinien hyé zgodny ze znakiem pochodnej
czastkowej PN w tym punkcie. Zaleznos$ci te pozwalajag wyprowadzi¢ wyrazenia okreslajace dwa kie-
mnki ruchéow wzdtuz OLG okreslajace przedziat katowy w ktérym zawiera sie wektor V. Kierunki te,
okre$lone przez wektory V* i W sa wiec najblizsze do przyjetego kierunku wektora V. Okreslenie
kierunkéw ruchu wzdtuz CLO, miedzy ktéorymi zawiera sie wektor Y nazwiemy lokalizacjg 1-atopnia
wektora V /LY1/.

i V, V. 12l

Sktadowe tych wektoréw sg:

v* = v*(Ax,0) ,

Vy ta Vy ( 0,Ay), I12al

gdzie:
Ax J +h JezeldL (py> °) Asv (Py< 0)AaB=1
-h w przeciwnym wypadku /12b/

+h jezeli Px~*"0)ABv (?i<0)al™* 1
-h w przeciwnym wypadku.

Na siatce Gda(h2) wyrazenia /12/ eliminuja 2 z 4 mozliwych na tej siatce kierunkéw ruchu.
Wyznaczenie kolejnego punktu oiggu H wymaga wybrania jednego z dwoéch pozostatych weztéw - blizszego
krzywej K /w sensie min|F(x,y)|/. Y tym celu nalezy wyznaczyé wartosci £XF 1 LyF za pomoca
wzoréw /? /. Na kolejny wezet ciggu H nalezy wybra¢ za$ ten z punktéw < xJ+Ax1l,yi > badZ
<xi,yl +Ayl>, wktéorym jest mniejszy |y(x,y)|. A wiec kolejny punkt ciggu H osiaga sie wykonujac
elementarny ruch:

<AXx,0> jezeli |[F(xi+AXx,y1)j<jF(x;LLyl +Ay)

BRL 113/

<0,Ay>jezeli |FAyMA y)AMAA +AXYI)| » 1
Dla przypadka réwnosci modutéw:
| fF(X +AX.yD) |-| POyl +Ay)j
nalezy przyja¢ dodatkowa zasade, rozstrzygajaca o wyborze punktu na kolejny wezet ciggu. Niech nig

bedzie potozenie punktu po okreslonej stronie krzywej, np. po tej stronie krzywej, po ktérej zacho-

dzi F~.y”~ >0, co. Jak sie okaze, Jest warunkiem niezbednym do jednoznacznosci dyskretyzacjl.



Tak wiec moéwigc ogdélnie, algorytm wyznacza ton kolejny wezet, w ktérym osigga sie minimum bez-

wzglednej wartos$ci lewej strony w jednym z ponizszych wyrazen:

F(xi * Ax”~yj,) m LxF(xi,yl) + F(xi,yi)
114/
F(xi,yi +AyA)aLyy(xl,yl)+ F(xi,yl)

dla A xit wyznaczonych za pomocg relacji /12/,
Dla uaktualnienia wartosci pochodnych czastkowych w nowo wyznaczonym punkcie mozna postuzyé

sie wzorami /9/ 1/10/.

3,2.2. Dyskretyzacja na siatce &Bsfh2’

Wwypadku dyskretyzacji na siatce Qa(}2) wyrazenia /12/ rozszerzymy o cztony (Fy=0)A (yx< 0)
i (Fx-0)A(Fy<0), za pomocg ktérych doktadniej lokalizuje sie nachylenie "wektora W\ gdy jedna
z pochodnych czastkowych 1-rzedu jest réwna zeru /a nie Jest to punkt przegiecia krzywej/. Ma to
istotne znaczenie zwlaszcza w dyskretyzaeji krzywych o promieniach krzywizn niewiele wigkszych
od h. Relacje /12/ nie zapewniajg wéwczas wyboru kierunku ruchu doprowadzajacego do wezta w naj-
mniejszym modutem F(x,y), jak réwniez powodujg uzaleznienie ksztattu tamanej od Kkierunku obiegu
krzywej okreslonego przez B.
Lokalizacji wektora V w przedziale g bedziemy wiec dokonywa¢ w spos6b zmodyfikowany -
za pomocg LV1'.
LVI: | V) \'J 115/
V* «/ (Ai', 0) .
v w0, AY')

gdzie
+h Jezeli (F}/>O)AB v (FJv<O)AB v (FJ\/«O)a (F<0) w1
-h w przeciwnym wypadku,
/ 15a/
+h jezeli (Fx<0)AB v (Fx>0)AB « (Fx=0)A (Fy<o) =1
-h w przeciwnym wypadku.
Zawezmy teraz obszar katowy zawierania sie wektora Y : | do -j , nazywajac to lokalizacja

2-stopnia wektora Y /LV2/, Ograniczajagce ten obszar kierunki ruchu, Jeden wzdiuz linii GLG,
drugi - wzdluz 2PLG, okres$limy za pomocg wektoréw V* i V*x.

Oczywiste 33 nastepujace zaleznoS$ci:
e jezeli iFx|>|Fy | , to mniejszy z katéw miedzy wektorem V 1 osig X joat mniejszy od ,

o Jezeli J{" R * * katéw miedzy wektorem Y i oBig Y Jest mniejszy od |
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Uwzgledniajac w rozwazaniach réwniez kierunek obiegu krzywej okre$lony przez B, lokalizacjg LV2
definiujemy nastepujgco: I<2. @ | V* V**j | ' 116/

wyrazenia na skltadowe wektorow 74 1 Y*2* sg:

Vn(.Ax,0) jezeli (iPxj<iPy|)v (Px=Fy)ABv {P"-Py)AB =1

V= (0AT) jezeli (|FX|>[Fyi)¥ (i*—Py)AB VAPX“V A ®*“ 1

Ve = VER(AXAY),

gdzie Ai, Ay sa okreslone za pomocag wzordw /15a/.

Przeprowadzajac dyskretyzacje na siatce °g3(112) zastosujemy kolejno lokalizacjg LY
Irelacje /15// oraz lokalizacje LY2 /relacje /16//.

lokalizacje to eliminuja 6 2z 8 mozliwych na danej siatce, kierunkéw ruchu. Nastepnie
zastosujemy kryterium mniejszego modtitu funkcji 1 na kolejny wezet ciggu aproksymujacego wybie-
rzemy tc-n a pozostatych dwdch punktéw, w ktérym funkcja F(x,y) przyjmuje warto$¢ bezwzglednie
.mniejszg. Przypadek graniczny réwnosci modutéw funkcji, nie uwzgledniony wrelacjach /16/, roz-
strzygniemy na korzy$¢ punktow lezgcych zawsze po tej samol stronie krzywej, doktadniej, po tej
stronie krzywej, dla ktérej F(x,y)>0.

Nalezy réwniez rozstrzygna¢ przypadek graniczny réwnosci funkcji F(x,y) w dwo6ch punktach
lezagcych po tej samej stronie krzywej. Moze on zaistnie¢ wdyskretyracji krzywych o bardzo duzych
krzywiznach, gdy kat nachylenia stycznej na odcinku tuku krzywej, odpowiadajgcym diugos$cia modu-
3»wi siatki li, zmienia sie o wielko$¢ przekraczajaca IE Przypadek ten rozstrzygniemy na korzys¢
mchu wzdtuz linii 2PLG, jako przyblizajagcego dtuzszy odcinek krzywej.

Wprowadzajac oznaczenia dla wyrazen logicznych:

I =f (1~]>iPy])V(Fx . Py)A BV (PX O—Py)AB,

Nif pP(x+tAxy+Ay)J<jp(x.y+Ay)|Vjlp(X+AX,y+Ay)j =

[FOy+AYJAL?(X+AX,y+AY) > 0f
117/
U [iP(XZIxy+Ay)I<|F(x+Axy)[jvIp(x+Ax,y+AYy)| =

= [FCHAXGY)II A [p(x-»AX,y+Ay) > 0] ,

catoSciowy schemat okre$lenia elementarnego ruchu ER2, prowadzacego do kolejnego wezta ciggu H,

zapisujemy nastepujgco:

2N2:= <Ax, 0> Jezeli 1 a 5 =1
< 0.Ay > jezeli AN =1 /10/
"Ar.Ay> jezeli laN v 1Al = i
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Wartosci funkcji F(x,y) w nowo wyznaczonych weztach wylicza sie na podatawie wzoréw /6/

i /&I, wartosci pochodnych czgstkowych - ze wzoréw /9/ i /10/.

3.2.3. Dano poczatkowe dyskretyzacji

Przeanalizowane wyzej sposoby dyskretyzacji wymagaja, Jako danych poczatkowych, okreslenia
wspotrzednych punktu poczatkowego <Xptyp> i kohAcowcgo<x”™.y” > generowanego segmentu krzywej,
ylarto$ci funkcji w punkcie poczatkowym F(xp,yp), kierunku obiegu krzywej okre$lonego przez B
oraz wartosci pochodnych czastkowych rzedu Iwi w punkcie poczatkowym. Punkty poczatkowy i koncowy
powinny bezwzglednie pokrywa¢ Bie z weztami siatki /powinny mie¢ wspoétrzedne catkowitoliczbowe/.
Innym sposobem zadania krzywej, wygodniejszym z punktu widzenia realizacji komputerowej algorytmd-w,
jest okreslenie wspétozynnikéw a™ ~ réwnania /3/ krzywej, wmiejsce pochodnych czgstkowych.

i warto$ci funkoji w weZle poczatkowym. T/arto$6 F(xp,yp), niezbedng do wyznaczenia ciggu aproksy-
mujacego, mozna wtedy wyznaozy6 wprost z réwnania /3/, natomiast ivartoeci pochodnych czgstkowych
w wezle poczagtkowym - z réwnaé¢ /~0/ ewentualnie /11/.

Wezty poczatkowy<xp,yp> i koncowy<Xjc,y)c>/a szczegdblnie ten drugi/ powinny leze¢ mozliY/ie
najblizej dyskretyzowanego segmentu krzywej w sensie minimalnej odlegtosci /od krzywej/ mierzonej
w motryce generacyjnej, tj. kx,y) f.

Niezbedny w lokalizacjach LV1' i LT2 kierunek obiegu krzywej okre$lony przez B mozna
zastapi¢ okresleniem Ak~.Ay”~  _ elementarnymi przyrostami wzdtuz linii siatkowych, z wezta po-
czatkowego < xp,yp> do drugiego punktu oiggu. Na podstawie pierwszego elementarnego ruchu mozna
bowiem okres$li¢ kierunek obiegu krzywej okreslony przez B, Takie przyjecie kierunku ruchu wzdtuz
krzywej wydaje sie byd jednak mniej wygodno, ze wzgledu na konieczno$¢ wyznaczenia /poza algorytmem
generacyjnym/ Y.-artosoi funkcji w weztach siatki przewidywanych na drugi wezet ciagu aproksymujacego.

Dtugos$¢ dyskretyzowanego odcinka krzywej moze byd réwniez podana kilkoma sposobami, np. przez
okreslenie Ax, Ay _ zmian wsp6irzednych miedzy punktem poozatkowym i koncowym segmentu, przez
okresdlenie punktu koncowego segmentu lub w jeszcze inny sposéb. Gdy punkt koncowy dyskre-
tyzowanego segmentu krzywej Jest okreslony za pomocg wspdtrzednych <x]c,yk> wezta koricowego, warunek

konca dyskretyzacji WKD ma postacs

(3*i - *jcj<*)A([yi - yk[< h) » i . 119/

5.2.4. lzolowanie punktéw osobliwych krzyr.'ej oraz wybér poczatkowego i koncowego wezta

generowanego segmentu

Niezdegenerowane postaci krzywych n-stopnia, dla n>2, mogg mie¢ punkty osobliwe, w szczeg6l-
noéci punkty rozgatezienia ostrza krzywej, punkty samostycznoscl lub punkty odosobnione. W punktach
tych nie jest spetniony warunek regularnosci krzywej, tj. skonczono$é pochodnych czastkowych oraz

zalezno$¢ F, + FJ > 0. Z tego wzgledu w punkcie osobliwym nie mozna przeprowadzi¢ lokalizacji



=5

/1- 1 2-atopnla/ nachylenia wektora T. Ule moina tym samym okre$li¢ kolejnego punktu ciggu aproksy-

mujgoego krzywa. Punkty osobliwo nalezy wiec izolo?/a¢.

M dyskretyzacji ki'7.yv;ych zawierajacych punkty osobliwe i lezgce blisko siebie rdozne gatezie

krzywej opisanej jednym roéwnaniem /3/ wystepujg wiec nastepujace ograniczenia:

I/

2/

3/

dyskretyzowany segment krzy»/ej nie moze zawiera¢ punktéw osobliwych miedzy punktami poczatkowym
i koncowym; punkt poczatkowy segmentu <xp,yp> rdéwniez nie moze by¢ /ze wzgledu na niemozliwon¢

lokalizacji &£Y1' i LV2 /punktom osobliwym;

na punkty poczatkowe<xp,yp> nie mozna wybiera¢ weztéw siatki lezagcych w bezposredniej bliskos$ci
przylegajacej do rozwazanej gatezi krzywej /na odlegto$¢ mniejsza niz h/, tzn. w tych rejonach
krzywej, w ktérych przez elementarne pole siatki przechodzi "wiecej niz jedna gataz krzywej .
Rozpoczynajac z takiego wezta dyskretyzacje otrzymuje sie linie tamang z defektem, w ksztatcie
ostrej pity, z duzymi znieksztatceniami. Koze réwniez zostaé¢ v/ygenerowana niewtasciwa gataz
krzywej. Relacje /15/ lokalizacji LV1' wyznaczajg w takim punkcie ruch prostopadty do krzywej.
Punkt ton jest bowiem punktem lokalnym tych gatezi krzywej, ktédre przechodzg przez przylegajace
do niego elementarne pole siatki. Dla krzywej przedstawionej na rys.6 na punkt poczatkowy nie
powinien zosta¢ wybrany zaden z punktéw krzywej /w poblizu krzywej/ blizszy poczatkowi uktadu
niz punkt P(4,5).

na punkt koncowy segmentu < xk,yfc> nie mozna, podobnie jak w przypadku punktu < xp,yp>, wybie-
ra¢ punktow w tych rejonach krzywej, w ktédrych lezg blisko siebie rézne gatezie krzywej /ten.
gdzie przez elementarne pole siatki przechodzi wiecej niz jedna galgz krzywej/. Wprzedstawionym
nakry¢. 6 przypadku punkt koncowy <Cxk,y”~> nie zostanie znaleziony, a generacja zapetli sie:
nastagpi wygenerowanie wszystkich czterech petli krzywej, a nastepnie wielokrotne powtarzanie ge-
neracji catej krzywej. Punkty konicowe generowanych 3eEmsntévf mogg natomiast by¢ punktami osobli-
wymi. Podstawowym warunkiem jest umieszczenie ich w takim miejscu segmentu, w ktérym inne gatezie

krzywej sa oddalone co najmniej o odlegto$¢ réwng h.

3.3, Algorytmy dyskretyzacji krzywych

W algorytmach dyskrotyzacyjnyeh do obliczania sktadowych wektora V sg wykorzyctywano wartosci

pochodnych czastkowych funkcji F(x,y) w biezacym wezie ciggu H, ktéry w ogdlnosci nie lezy na krzy-

wej Z. Popetniany z tego powodu btad w okre$leniu wektora V jest jednak niewielki w stosunku do

przedziatdw katowych i w ktérych jest on lokalizowany. Poza tym doktadne potozenie wektora

Y

nio jest niezbedne do wyznaczenia kolejnego punktu ciggu H. Ostatecznym kryterium rozstrzygaja-

cym o wyborze wezta <Tx£;y~> na punkt ciggu H jest nim | F(x™Ny?) |.

Przeprowadzono w tym rozdziale rozwazania pozwalajg skonstruowaé¢ algorytmy dyskretyzacji krzy-

wych algebraicznych n-stopnia ptaskich na siatkach G*s(h ) i GgO(h ‘e

Po zapamietaniu danych poczatkowych wyznacza sie wartos$ci pochodnych czastkowych w punkcie

<Xp,yp>, a nastepnie przeprowadza sie lokalizacje LV1'. Nastepny krok algorytmu zalezy od R3G

siatki, r.a ktérej Jest dokonywana dyskretyzacja.



Rya, 6. ilustracja do zasady wyboru punktéw: poczatkowego<3CpVyp>.i koncowego<T,y >
w przypadku aproksymacji wiologatezioned krzywej algebraicznej /koniczyny
oskoroiistno,)/

3.3.1. Algorytm dyBkretyzacjl na aiatec O.fi(b 'i

Algorytm dynkretyzaeji na oiatco 0<8(h2) joat przedstawiony na rys.7,

To lokalizacji LV1‘ odbywa sie wyznaczenie wartosci F* 1 Py » weztach przewidywanych na
kolejny punki ciggu, IS tym colu wyznacza sie operatory +£*F i Iwzory /O //. Zostaje wybrany
- zgodnie z wyrazeniem / 13/ na elementarny ruch BRL - ten wezet, wktérym |p(z,y)| Job. mniejazy
/lewa badz prawa gatgz algorytmu/. Kohcowymi operacjami algorytmu sg: uaktualnienie pochodnych
czastkowych rzedu 1 * n-1 dln nowo wybranego punktu /wzory /10// oraz. sprawdzenie warunku WCD

Ule spetniony warunek WKJj powoduje przejscie do lokalizacji LVt w nono wyznaczonym punk.clo ciggu.



1?yj. 7. Algorytm difikntyzacjt kmjnej n-stopnia na siatce GA$(hl)

3.3.2. Algorytm dynkretysacji na siatce Gegti2)

\I wypadki nlat«i @n(li3) nastepnym krokiem algorytmu /po lokalizacji LV1', wzory /3 .13// jest
lokalizacja LV2 /wedtug wyrazen /16//. po czym nastepuje wyznaczenie wartosci funkcji w dwdch wez-
tach siatki /wzory /6/ - /8//, przewidywanych do wyboru na kolejny wezet ciggu. Catosciowy schemat
okreslenia elementarnego ruchu KrR2 na siatce @Qa(h2) opisany jest za pomoca wyrazehn / 17/ 1 /16/
/wybér lewej, $rodkowej badz prawej gatezi algorytmul/.

Prostszym od wyraze* /18/ kryterium wyboru kolejnego punktu cig”. nie wymagajacym przeprowa-

dzania lokalizacji LV2 wektoraT, jest nastepujace kryterium:
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- jezeli (|FM< |FJ)A(|F |< |fx]|), to ruch wzdluz osi vy,
- Jezeli (|Fx|*)CiFM > \(|KX| S| @#BT),, to ruch wzdtuz osi x, 12y
- w przeciwny™ wypadku ruch wzdiuz praciajtnej.

Moze jednak Bajac zalezno$é¢ |[fx j« |PN < |F-J| , a Yitedy zostanie wybrany e/nzet siatki z naj-
wiekszym modutem wartosci funkcji.

Operacja koncowg algorytmu jest, Jak poprzednio, sprawdzenie warunku konca generacji 7/KD /re-
lacja /19// i jej zakonczenie, gdy warunek ten jest. spetniony hadz przejs$cie do poczatkowych opera-
cji algorytmu, tj. do lokalizacji L.VI' /wzory /15//> gdy warunek konhca generacji nie zostanie spet-
niony. *

Algorytm dyskrotyzacji krzywych na siatce 8gs(h2) jest przedstawiony na rys.8.

( Pociagtek~")

X"xp L y“ij?, F R, 1% 1
Res Ak MWK i .
boKp 1) bar<on e Y

r,s *0(1)n, rf}ml(0On

h jeieli(Fy>t)6 v(FA<mv(Fy’ iHF, <t)‘ |
-h  ivpnedrwym wypadku

h jeieU(Ft >1))Bv(Ff <V)BVIF>*I» (ly<t)‘ |
~h w pindnntjm wypadku

JL

LFAdzn~Fu

Iofes>'E A F lu, FANE* LAF
ol % *

L"F:*L,Fil."*Fn*F , Fp:*F+L'F

OFVI<IF,OfOFNAFN M IE A T-Ify jtF A~ i~ A A JW FATEAIRD Y (R 1-1Fp)(F*>H] - /

WK
F-if*, y*y+ay X *X*AA T y*Ay FI’ FxI X‘Ax tA*
n-r-t S
1?Frrsy“ £ FrAM)y (::{P LxFr,ty :*£ Ftrtkiujjr
r,%' 0(0n-1 < i ,}* Freif1* LPFrity * Frmy Frity $*L’ Frtsy * Frusy
Fruy'~lyFrity *Frtjy r,s'0(1)n-1, r*i*I(ln-1 r,sD()N-I, r+s*1(\)n-I
7« (Ul-xkl<h)(ly,-ylli<h)-1

J/Wu.

( stop ) |

it i-  Algorytm dytkrttytacji knywej A-stopnia no siatce GSf (h*)
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5.3.3. Algorytmy dla krzywych 2-stopnia /n-2/

Szczegblnie prosta posta¢ majg powyzsze algorytmy dla krzywych ?-ntopnta. Zawierajg bowiem
jedynie operacje sumowaniu i poréwnywania modutéw liczb oraz proste operacje logiczne na arguroeutach
boolowskioh. Z tego wzgladu sag atrakcyjne dla realizacji uktadowej. Uktady generatoréw ag wtedy
bardzo proste, a generacja moze by¢ realizowana bardzo szybko. 33 wiec szczeg6lnie przydatne
w takich zastosowaniach, jak na przykiad monitory i drukarki graficzne.

Algorytmy uktadowej generacji krzywych 2-otopnia na siatkach G~fh”), Gralh2) oraz 1i2)
zostaty szczeg6towo przeanalizowane w pracy autora niniejszej rozprawy z 1977 r. H tej rozprawie

algorytmy te /dla przypadku h=Il/ przedstawione sg na rys. 9 i rys. 10.

(Poczatek )

(Poczatek )

x<=Xp ,y'--yp , F-~Fp

X*Xp . y:=yp ., FizFp Fn:-2ajo,Fv 2a,F,y:-ap
Fhos Bty at P '2atflXi-alilij* a 10
Peteato ey i Fy-s2aMytalx +a fli
Fy-2aM y *au x +av t- .1

I: =1

*ijeleh (Fv>»)3 v(Fy<9)Bv(Fv-8)(Ft < t)=1

+ ljezeli (Fy>0)B v (fy«l)B *I -1 alpneawnym wypadku
A
sl w przeciwnym wypadku *ljezeli fi, >$)BV(F,<i)BV(Fx*tHFv<i)=|
“tjezeli (Fxiij)By(Fx<3)8 Al ¢y: -1 w przeciwnym wypadku
ay:=

-1 w przeciwnym wypadku
(FAI<Ityl)y(FxzFy)B*(B,"-Fy)B -1

I
F m- Ftciip+tAxFx
Fv:zFraA2<aij r
F*~F+a.M +pyFy F“:*Fi-a.2xi+0xFx
(IFW M )w(\f't= [FV)(F'> C -1
ya, f&yFy

FR,-aifltaicoya u *a*Fx

L 2 t/IMZIFATIWINIFHFEAKFEAFLIO)

u:-ytay y -
tak TAK
F:* F* f om= F*
Fxi=Fx zayall Fx == Fx * 2aii0 zsx
Fy m=Fy*2a M o Fyii-Fy + oxaiti
’ ! Y Y ¢ X:rx,Ax't X 1*xtax X=*X*AX
v
y.= tjtjty yizytat) y mmry Ay-t)
E-F * r-.z F
(Ix\‘X,,/<I)(\yry Ki< 17-1
o WKU
Ne B -Fx*ia ]flA*+a,, Ay
iy zFy*2aM 6y+a,',aji
(stop ) [T -fM
U *rsx i <12{Aft: y *[i [}.
MKD
fraw
f STOP ) [e-*2 11
Rys 10

Rys. 9

Algorytm tiyskreiyiayi knywtj 2 stopnia na siatce S4s (i!) Algorytm dyskrefyzacjt krzywej 2-stopnia na siatce. C'gs (1*}



ANALIZA 7 OZONOSCI OBLICZENIOWE] ALGORYTMON

Wwielu zastosowaniach algorytméw dy.skretysacji parametrem podstawowym jagt ich ztozono$¢ obi 1-
ozeniowa, identyfikowana potocznie z szybkos$cig ich realizacji. Szybkos$¢ realizacji o' e-rytrou okres$-
la jego przydatnos$¢, bowiem sposréd réznych algorytméw stosowany jest ten, ktéry dla okreslonej
techniki, realizacji /np. komputerowej, ukladowej badi programowej/ jest realizowany najszybciej.
Ocena szybkoéci /ztozonosci obliczeniowej/ realizacji algorytmu Jest zagadnieniem réznie wsianym
jak jego opracowanie. 'U dalszym ciggu zajmiemy sie oceng ztozonos$ci obliczeniowej algorytméw . rzed-
slawionych w rozdziale 3. Bedziemy prébowa¢ znalez¢ odpowiedZ na pytanie: jak szybko mozna otrzymaé
rozwigzanie zadania stosujgc dany algorytm.

Miech X oznacza klase krzywych, ktére mozn . dyskrétyzowaé za pomocg algorytmu A ze zbioru
algorytméw r . Zakladamy, z- czas trv/anie kazdej operacji walgorytmie, dla dowolnego algorytmu
ACH , jest krotnos$cia czasu trwania okreslonej oporacjj elsmentarrej. Symbolem L(K,A) oznaczmy
liczbe operacji elementarnych, potrzebnych do przeprowaiizenli» dynkretyzacj | krzywej K6'X  za pomocg

algorytmu A6 R , Poszukujemy wiec dla danego algorytmu A wartosci

Z(A) * war. L(K,AI -, 1;2>/
KcX

ktéra okre$la jego ztozono$¢ obliczeniowg. Liczba

Zs = mir. max L(K,A) 1221/
AR Kt X

tj. najmniejsza liczba elementarnych operacji niezbednych do rozwigzania najtrudniejszego zadania
w klasie X, okres$la ztozono$¢ obliczeniowg klasy X ze wzgledu na zbiér R .

W celu zbadania ztozonos$ci obliczeniowej opisanych algorytméw zgrupujemy w klasie X wszystkie
te krzywo, ktédre majg ten sam stopien krzywizny n. Nastepnie zbadamy zaleznos$ci Z i Z3Jako
funkcje n.

Szacujac ztozono$¢ obliczeniowg algorytméw bedziemy opiera¢ sie na pojeciu ."operacji gtéwnej":
bedziemy ocenia¢ nie liczbe wszystkich operacji, a jedynie liczba operacji najbardziej czasochton-
nych /komputerowo/. Sumowanie i inne proste operacje /np. na argumentach logicznych/ celowo pomi-
jamy. Ztozono$¢ algorytméw bedziemy ocenlaé liczbg niezbednych do wykonania opt-racji mnozenia oraz
potegowania, dzielenia t operacji silnia, sprowadzonych do odpowiedniej liczby mnozen.

Analize ztozonoS$ci: obliczeniowej dyokretyzaeji krzywych autor uwaza za catkowicie oryginalng

/brak podobnych opracowan literaturowych/.

4.1. Catkowi to’iczbowos$¢ algorytméw

Catkowitoliczbowoé¢ lalgorytméw oznacza mozliwos$¢ wykonywania w tych algorytmach wszystkich
obliczen w liczbach catkowitych, rozwala to wyeliminowa¢ z komputerowej realizacjialgorytméw btedy

reprezentacji liczb oraz uzyskaé¢ duzg szybko$¢ obliczen.
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Rozwazmy algorytmy dyskretyzacji z rozdziatu 3. Wystepujg v nich operacje sumowania, mnozenia
i dzielenia liczb, a takze poro6v.nonie i testowanie znakéw liczb. Szczegblna klase ‘rownan /3/ dyskre-
tyzowanych krzywych sg réwnania o wspoétczynnikach . catkowitych, Wbéwczas mozna udowodnié

no-stepujace
© Twierdzenie 1

W szystkie operacje algorytmoéw dyskretyzacji /opisanych wrozdz.3.1/ nozna sprowadzi¢ do opera-

cji na liczbach catkowitych, gdy wspétczynniki ai ~ réwnania /3/ krzywej sg liczbami catkowitymi.

Dowod
Operacja podnoszenia do potegi i operacja silni sprowadzajg sie do mnozenia liczb. Z przyje-
tego wczednlej zatozenia, ze modut siatki h jest liezfcg naturalng, wynika catkowltoliczbowoed
% h i i Q
wspoétrzednych vieztéw siatki. Operacje potegowania X : oraz yI~ /vy stepujace we wzorze nha
poch-odne czgstkowo w punkcie < x ,y1»>/ sg wiec operacjami potegowania liczb catkowitych. Wyktad-,

niki potegowe sg bowiem s zatozenia liczbami naturalnymi.

Operacje dzieleniajT oraz ,¥ r ®oiaa sprowadzi¢ do réwnowaznych operacji mnozenia
liczb naturalnych p i o0, odpowiednio
i n-k-i
j~1(aij oraz f] <P
p-n-k-r-1+1

Wyznaczcie wartos$ci pochodnych czastkowych w punkcie poczatkowym sa wiec liczbami catkowitymi /przy
zatozonej catkowitoliczbowos$oi wspétczynnikéw réwnania /3 //.

Lokalizacja LV1' wymaga jedynie wykonania kilku prostych operacji logicznych na argumentach
logicznych i testowania znakéw wartosci pochodnych czgstkowych 1-rzedu.

Obliczanie wartos$ci LxP(x,y), Lyt‘(x,y) i LRF(x,y) wymaga wyznaczenia sum z wyrazen

Ax)r . (Ay)3 oraz

. . D (AXx)r~1+,(Ay)1
(r-1+t)xiy (r_1+n)! U

Poniewaz jAx |=]Ayj - h, pozostaje wykaza¢, ze ilorazy

| ™ , lgi oraz
r- {r-i+21)! il

sg liczbami catkowitymi, a wdéwczas wyznaczenie pov,yzszych wartos$ci bedzie wymaga¢ wykonania operacji

mnozenia 1 sumowania liczb catkowitych i da wynik catkowitoliczbowy.



Wyrazenie erPl1 mozna przedstawi¢ w postaci:

P *=F *}=fo* \
-5 =r r —I»-1-*}&__ - a .-
k«0 1=0 (n-1-k-r)! r! n-i-k, i

gdzie: Kt>;U) = t - xa~i-5¢”r ¢ yJ, wskaznik

xn-l-k-r . i

t=n-i-k, r < n-i-k , t+i - 1(1)n .

n-i-k”
( r |/ jako r~elementowa kombinacja z (n-i-k) elementéw jest z definicji catkowite.

FIx

59— Jest wiec liczbg catkowitg, gdy R* ~(x) jest liczbg catkowita. Podobnie Ziozna

przedstawi¢ wyrazenie:

p n-s n-k iwj nrk
SP > =0  Hai=Hr ar “ARslzks] Txnvick *yl S e fo G (8,7 Ry i)
k=0 i”s
gdzie: Ktjl(y) = an-i-k,i *x“"i~-L*yi~3 * > B> t+i o *
przyjmujace réwniez wartosci catkowite. TTyrazeniei
a n-r+s-1 n-i-re-s-i
Cr-s-i 1;xsy n > (n-1-k1!i! . & .An-l-k-r+s-1
(r-s+)1 s! k=0 i=s (r-a+1)! sl (n-i-k-r+s-1)! n-i-k,1
n-r+s-1 n-k-r+s-;
kO
gdzie; Rt>1(2,y) » * xn~i~k_r+a“1l « yi-a , i >s. n-i-k >r-s+1
Iprzy catkowitych j/ daje rowniez warto66 catkowita.

Operacje wyznaczenia modutéw wartosci liczbowych

prostych operacji sumowania liczb catkowitych.

\/ identyczny spos6b wykazemy, ze wyniki operacji:

LX®, LyF, PP

Ilild ify ~rx(s+q)y ?(r+p-gqMa+qly
p! ’ a! p

-gqi! q!

sg liczbami catkowitymi.

»

sprowadzajag sie wiec do
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Wyrazenie pierwsze daje sie przedstawi¢ w postaci:

n—-jv*r-P  n-k-r-p
(rep)xsy % y (n-1-k)t 11 -ickerep > s
P1 k=0 T . (n-l-k-r—p)t (1-5)] n-i-k,i

n-n-r-p n-k-r-p
(i) m (F)e*>xc- o I<mm @

gdzie: Rt>1(X) * «n_i-k-1 " xn"i-k_r“P -yi-° , n-i-k > r+p, i> s,

tj. jako suma iloczynéw liczb catkov/itych.

Natomiast wyrazenie drugie daje sie przedstawi¢ w postaci:

. n-r-g~ n-r-k
Fo sy y e (n-i-k)! il  Aisicker
: - n-i-k,1  x
4> Es+q eql(n-i-k-r)! (i-s-q) | «
L-r-o-g nar-k
S 1al
-~ H ° U ° 7 e rial . «
£ o | )+ (7)
kel >y . yi-s-q t n-lI-k > r, i > a+q.

t+i = 1(1)n-r-8-q , r+s+q< n,

jest wiec réwniez sumg iloczynow liczb catkowitych.

Wyrazenie trzecie za6é daje 3ie przedstawi¢ w nastepujacej postaci /p > q, r ~.q/:

n-r-p-s n-k-r-p+a
(rep+a)x (s+q)y = \
(p-a)! q!

(n-i-le)! i
(P-<h! I'1(n-i-k-r-p+q)!(i-s-q)!

-n-i-k,i - n-i“k‘r'P<l e~ m 8"q =
= %Left)f i:z»s;q/\ *U) *W  *(£piHrg)! "8l R,ifx 3

gdzie: Rt>i{x,y) = V -i-ktl * xB-i-lIl*r-P+q « yi-8-q

Tak wiec ¢ostato wykazane, ze wszystkie z wystepujacych w algorytmach operacje: sumowania, mno-
potegowania oraz operacje silnia sa - przy zatozonej catkowitollczbowos$cl wspoét-
daj”™ wyniki catkowitoliczbowa,

8

zenia, dzielenia,

czynnikéw a, réwnania /3/ —operacjaai na liczbach catkowitych i
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4.2. Zitozonos$¢ obliczeniowa algorytméw

t
V literaturze specjalistycznej, omawiajacej problematyke ztozonos$ci obliczeniowej algorytmoéw

Inp.[44])/ rozréznia sie dwie klasy ztozonos$ci obliczeniowej algorytméw: wyktadniczg i wielomianowa.

T $wietle tej klasyfikacji omawiane w niniejszej rozprawie algorytmy cechuje ztozono$¢ wielomianowa.
O Twierdzenie 2

Ztozono$¢ obliczeniowa algorytméw dyskretyzacji z rozdz.3 jest ztozonoscig wielomianowa, tzn.
wzrasta wlelomianowo wraz ze wzrostem stopnia dyskretyzowanej krzywej.

Dowod

Dla dowodu wyprowadzimy wzory nd ztozono$¢ obliczeniowg poszozeg6lnyoh algorytméw dla modutéw

siatki h=i oraz hjil.

4.2.1, Ztozono$¢ wyznaozenla jednego wezta ciggu dla h 4 1

Operacje wyznaczania pochodnych czgstkowych w punkoie poczatkowym <xp,yp> wymagajg wykonania

nastepujgacych mnozen:

e w celu wyznaczenia pochodnych wzgledem jednej imiennej dla zmiennych x oraz y /wedtug wzoru / il//

nalezy wykona¢ mnozenia, ktérych liczba okre$la sie wyrazeniem:

« w celu wyznaczenia pochodnych ozgstkowyoh mieszanyoh - mnozenia, ktérych liozba okres$la sie

wyrazeniem:

Wyznaczenie wszystkich pochodnych czastkowych w punkcie poczatkowym wymaga wiec tgcznie wyko-

nania nastepujacej liczby mnozen, okre$lajgcej sie wielomianem 5-stopnia wzgledem stopnia krzywej:

723/

®Vv )& 10 544144784/
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Kazda z operacji wyznaczenia operatoré6w LXF 1 LyF wymaga wykonania mnozen, ktéryoh liczba

okre$la eie wyrazeniem)

L? (1xF, # p)» ) (?k-1) ~n2 ,
fcl

oo daje racem:

1i? (LXP + IyF)o 2n2

a tgcznie z wyznaczeniem operatora LRF:

£° (EIF) - | n5+n2 +4 «

/dla n-3, L? (E 1f) * 28/.
Operacje wyznaczenia operatoréw +xPrX0, i &"Frxsy, dla r,0o o 0(1in-1 wymagaja wykonania

motepujacej liczby mnozen?

# operacje wyznaczenia operatoréw Lxr

n~1. 'n-r j 2
£? (E L*F,, ) - J [ (k- 2)«f- -7 tf
r*1 lt«i

tylez flaho mnozen nalezy wykona¢ w trakcie wyznaczenia operatora [I'XFsy.

taczna liczba mnozen wynosi wiec:

L2 (EEX*rx *1E\) -F -n2+§ -

Kazda z operaeji wyznaczenia operatoréow 1TRxm 1 Frv3/, dla r,pb >0, wymaga wykonania

mnozen, ktérych liczba okre$la aie wyrazeniem:

n-2 n-r-1 n-r-e

I/Frxsy t - 1Z ’ 2k" 1 "4 -f +TS$nz~2z2 *
y ¥*i nt*1 k}*! { }
Stad wyznaczenie operatoréw LxFrdtey i LyFrX(y wnzyatkioh pochodnych czantkowyoh /r.et=0(1)n-l/

wymaga wykonania tgcznie mnozen:

I't(EijXFrx8y ,EI'yFrxsy) *i? (rd4 + 4n3 - 7n2 > 2n) 125/

/dla n-3. t£* (ELxFrxsy, d.yFrxsy) » "/.



Wyznaczaniu oporalora +tpit wymaga wykonaniu mnozeni w liczbie!

ry

n-| j-r " k_ ; ) 9

tJCetPp , i ip? ) » y ’ > > ) 4 ?]
rat fci ;.9

dla kazdej ze zmiennych x i y /dJa n=1, TIfKil* , LKW "~)» i4/,

« dla pochodnych osastkowych wzgladem obydwu ;.»eer.ciyeb:

n-3 ji~x®ml u-r-s i V |
2(B3.%8)" 1 )):__'i ! V> Mk 1% W *4 1T0- §

taczna liczba niezbednych do wykonania mnozc-6, w krokwie obliczania operatora **/cXfiY o

kazdej z poahodnych czastkowych jent réwna:

[ /m,(/
{* 1" Frxry TC4T "T "TO /1

/dla n«j b? (E£i"VWkx*y) -

W petl) algorytiaii'sg ilt wykony-v.ne «nozenias

tC 'rc ’ 4 £( (i:i.*Prxaj;, - -y *h5 1t »* 7 1?271.
/dla n=2,1,4,0 . TP ! I'R* . 14, 35. 54, J.i?/,
badz

L* "px m*“ bE* rzLPp "+ Jt (7L*Krxov >" % *Tr o f*n? 470 u fzal-
/dla Ip (Pt") a 14,54, 154, 7S6/, zalotnie od tego, ozy odcinek tamanej Jest wysnaczor.y

wzdluz 01,0 czy SH.Ct, Zilozono$é przebiegu jednokrotnego pijtll algorytmu jest *j»c okreélona wielo-

mianem 5-stc>[-nia wzgladci rs, tj. wzgladem stopnia krzywej /rya.li/,

4.2.2, Ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczania Jednego wezta Ciagtt dla h-1

Zatézmy, zc h=1, tj. ze siatka ma wymiar Jednostkowy, dest to przypadek czesto wystepujacy
v. praktyce. Co wJgccj, przypadki, w ktérych h/!, mozno w prosty spooéb sprowadzi¢ do poprzedniego
pry«, np. odpo-wiediilo skalowanie uktadu wspétrzednych. Zitozono$¢ obliczeniowa algorytméw urmlejsr.y
nle e'.t»dy w nposéh istotny, chociaz nie zmieli! sie ztozono$¢ wyznaczania pochodnych czastkowych

w punkcie pocz(|tKo«yn.



25 27 29 3 33 3B 37 39 41 43

Rys. Il.  Stosunki zhzono$d chhaeniowych wyznaczania jednego wezta da,gu aproksymujacego dla
s. réznych metod aproksymacji w funkcji stopnia krzywej n

Wyznaczenie operatora LRP wymaga wykonania mnozen, ktérych liczba okre$la ai® wyrazeniem:

n-1 k
1° (LRF) = ~ N1 =
k=1 i=1
Wyznaczenie operatoré6w LXP i LyF wymaga wykonania, dla kazdego operatora mnozen v; liczbie:
n

;

czyli w miale:
L° (EXF+ LyP)=nZ- n ,
X

a tacznie z wvznaczeniea operatora L"F:

/dla n=5 L°(ZLP) = S/I
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Wyznaczenie operatoréw IXFrxsy oraz Ly?&g’\f dla r,s = 0(1)n-1 wymaga wykonania nastepu-
jacyeh mnozen:
¢ wyznaczenia operatora liXPrx:

n-1 n-r , -
N

w( ) = b -
r=1 k=1

wyznaczenia operatora P ?sy tylu samo mnozenj
taczna liczba mnozen jest wiec réwna:
L1 (EXFrx +£Xr8Y)="" - n2+7n *

Wyznaczenie operatoréw LXFXW; oraz dla r,a / 0, wymaga wykonania, dla kazdego

X0

operatora, nastepujacych mnozen:
1 |b < - ) -
r=1

Stad wyznaczenie tych operatoréw dla wszystkich pochodnych czastkowych /dla r,s = 0(1)n-1/ wymaga

wykonania mnozen, ktérych llozba okreéla sie wyrazeniem:

LIAELXprisy' Ely?rxsy ) *7i + T 2 -7tn2+7ifn 1301

/dla n=3 L° )- 2/.
Wyznaczenie operatora wymaga wykonania mnozen w liczbie:
# dla pochodnych czgstkowych wzgledem jednej zmiennej, kolejno x i y:

' n-1 n-r
I =3 (O N SRR N Y
= - 12 - T -12 +Z
™ fel 1*0
t dla pochodnych czgstkowych wzgledem obydwu zmiennych:
n-2 n-r-1 n-r-s k 5 4 302

n .
'TO- 12 T2+12- IO

taczna liczba niezbednych do wykonania mnozen w trakcie wyznaczania operatora PP~ri3y wynosi

<

To / <tP i nJ, n* n" LT,
L1 AL frxsy '=A +17 " T** 17 +35 /3

/dla n=3 L® (E£LPFrxsy ) = 4/.
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Tak wiec vykonuniG jednej petli algorytmu wymaga wykonania mnozeh w liczbie okresélonej poniz-

szym wzoremt

132/

/dla n=2,346 (pal) - 2,10,29,125/

dla ruchu wzdtuz GIG, bad$ tez wzorem:

/ 33/

dla ruchu wzdtuz linii 2PLG. Joat to-réwniez wielomian 5-stopnia wzgledem otopnia krzywej n, dajacy

liczbe operacji ponad dwukrotnie mniejszg niz gdy h/1 /rys.11/.

4.2.3. Ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczenia wezta oiggu na podstawie réwnania ogélnego

Okres$lmy réwniez ztozonos$é obliczeniowag wyznaczania weztéw ciggu aprokeymujgcego, generowanego
wymaga wyznaczenia pochodnych czgstkowych I-rzedu w biezacym punkcie ciggu /niezbednych do wyzna -
czenia wektoréw V/ oraz wartos$ci funkcji w co najmniej dwéch sasiednich weztach siatki, z ktérych
jeden zostanie wybrany na kolejny punkt aproksytuujacy.

Wyznaczenie pochodnej I-rzedu /wadtug wzoru /11// wymaga wykonania mnozen, ktérych liczba

okre$la sie wyrazeniem:

(nk)- 1 =  +8§-——m%n 1341

Natomiast obliczanie wartosci funkcji wprost z réwnania /')/ wymaga

135/
i»i
mnozen. Wyznaczenie pochodnych Fx i Py oraz wartosci funkcji Fir.y) w dwu weztach wymaga wiec
wykonania mnozehA w liczbie okreslonej nastepujacym wzorem:
hjl ai |I"+ 3n* —y n 136/

/dla n=2,3,4,6 =22, 62, 132, 394/, /rys.11/.

A wiec ztozonos$ci obliczeniowe poszczeg6lnych algorytméw okreslajg sie wielomianami wzgledem

stopni dyekrctyzowanyoh krzyvtych, co nalezato wykazaé. g



4.3. Porbéwnanie ztozonos$ci obliczeniowej algorytméw dla generacji krzywej dyskretnej
|
Wyprowadzone wyzej wzory na ztozono$¢ obliczeniowg wyznaczenia jednego wezta ciggu aproksymu-
jacego za pomocg réznych algorytméw /na siatkach G*g(*2) i o8e(”~). z ht:1f h/1 oraz wproat

z réwnania uwiktanego krzywej /3.1// pozwalajg nu nastepujgce stwierdzenia:

a/ najprostszym algorytmem jeet:
- dla 26 - algorytm dyskretyzaeji na siatce G*g(h2) z h“1.

- dla n> 26 - algorytm dyskretyzaeji wprost z réwnania uwiktanego /3/;

b/ najbardziej ztozonym algorytmem jeats

- dla n< 3 - algorytm dyskretyzaeji wprost z rédwnania uwiktanego /3/;

- dla n”4 - algorytm dyskretyzacji na siatce &Bc(h2) z h/1.

Z najmniejszej ztozonoS$ci wyznaczenia jednego wezta ciggu okreSlonym sposobsm nie wynika
jednak najmniejsza ztozono$¢ generaoji krzywej tymzo sposobem. Odlegto$¢ miedzy kolejnymi weztami
ciggu aprokoymujgcego, wyznaczonego za pomocg réznych algorytmoéw dyskretyzacji jest bowiem rézna.
Algorytm dyskretyzacji na siatce S48 h2) zapewnia, ze odlegto$¢ ta jest stata i réwna h. Walgo-
rytmie dyskretyzacji na siatce GgHh2) lub algorytmie generacji wprost z réwnania /3/ odlegtosé
ta moze by¢ réwna h lub '/Zh. Jeden punkt ciggu moze wiec aproksymowaé¢ dtuzszy niz w przypadku
poprzednim odcinek krzywej.

PrzeprowadZzmy wzajemne pordwnanie rozwazonych metod dyokrotyzacji, obliczajac stosunki ztozo-
nosci obliczeniowej wyznaczania Jednego wezta ciggu aproksymujgcego wfunkcjistopniakrzywej n

Irys. 11/. Interesowaé¢ nas bedg przebiegi zaleznos$ci oraz wartosci n,dla ktérychstosunki,ztozonosci

Lt,6s sg réwne |
*g i
¢h.”. i sa réwne !
‘12
H
Lt.8s 1 L1.8s sg réwne \2
L?,4s

Na podstawie analizy tych zalezno$ci formutujemy nastepujgco stwierdzenie o najszybszej gene-
racji krzywych dyskretnych stopnia n przez poszczeg6lne algorytmy:

Najszybsza generacje krzywych dyskretnych, aproksymujgeyeh krzywe algebraiczne stopnia r
mozna o0siggnac:
- dla n<! 3 - algorytmem dyskretyzacji na siatce Ggs(12)»
- dla 4" n«E 16 - algorytmom dyskretyzacji na siatce G"s(lz),

- dla n> 17 - algorytmem dyskretyzacji wprost z réwnania /3/.
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Tabela 1. Ziozono$¢ obliczeniowa wyznaczenia Jednego wezta oiggu aprokeymuJacego
krzywa /mierzona liczba wykonywanych mnoze/ w funkcji stopnia, krzywej n,
dla réznych algorytméw aproksymacji krzywych oraz dla rdznych modutéw
siatki /h=1, b/1/

n £« ,4S £?,8s L1,9s L1,8s
i 2 2 0 revoa 4
2 12 14 2 vo2 22
3 39 54 10 | | 62
4 94 154 29 i 522 1 132
5 190 364 65 i 112 240
6 342 756 1 125§ 252 394
7 567 1428 . 217 r 504 602
8 884 2508 ., 350 | 924 072
9 1324 4158 i 534: 1584 1212
10 1880 6578 | 700 j 2574 1630
1 2607 10010 1100 4004 21341
12 3522 14742 1507 6006 1 27321
13 4654 21112 2015 8736 1 5432
14 6034 29512 2639 1237C 4242)
15 7695 40392 3395 17136 | c1vor
16 9672 o 54264 4300 23256 6224
17 12002 71706 5372 31008 m | 7412
18 14724 93366 6630 40698 | arana
19 17879 119966 8094 52668 10222
20 21510 152306 9785 67298 | 1186011
21 25662 191268 11725 35008 , 13664
22 30382 237820 13937 106260 , 15642
23 35719 293020 16145 131560 17802,
24 41724 358020 19274 161460 ' 20152,
25 48450 434069 22150 196560 1 22700

<1.4. Ztozono$¢ obliczeniowa dyskretyzacji krzywych

V poprzednich podrozdziatach przeanalizowaliSmy ztozonosci obliczeniowe wyznaczenia jednego
wezta ciggu aprokcymujacego oraz generacji krzywej dyskretnej H, za pomoca poszczeg6lnych algoryt-
mow dyskretyzacyjnych.

Ze ztozonoéci tych nie wynika jednak wprost ztozono$¢ obliczeniowa dyskretyzacji krzywej K.
R6zne sg bowiem odlegto$ci miedzy' kolejnymi weztami w krzywych dyskretnych, jak i diugosci tych
krzywych i zalezg od algorytmu, ktéry te krzywe generowat. Odlegto$¢ miedzy kolejnymi weztami ciggu
w algorytmie G,J,h2) jak Juz wspomniano, jest stata 1 wynosi h, za$§ w algorytmach GSg(h2) oraz
w algorytmie generujgcym ra podstawie rézmania ogdlnego krzywej, odlegto$¢ ta moz" byc réwna h
badz i/2h, w zaleznos$ci od potozenia krzywej wzgledem linii siatki dyskretysacyjnej. Diugos$é I™s
krzywej dyskretnej, generowanej za pomocg algorytmu na siatce ,..(1 jest natomiast zav/sco wieksza

od dtugoséci 1?' i 180 krzywych generowanych za pomocg dwéch pozostatych .algorytméw. Z odlegtosci
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miedzy kolejnymi weztami krzywych dyskretnych wynika ponizsza zalozno$é na diugosci tych krzywych:
»

, N HOL
m'63,ro”"- Lish 6s,ro

H praktyce 1=# « 1,26 :i|3jl,0

Wodniesieniu do dtugosci 1" krzywej dyskretyzowanej K mozna podaé¢ inng praktyczng
zalezno$¢:

I]s “ 1.12 1K

Istotng role w ocenie ztozonos$ci obliczeniowej dyskretyzacji teHiywyeh K maja nastepujace

wtasnos$ci algorytméw dyokretyzaoyjnych:

gdy segment krzywej K przebiega réwnolegle /w przyblizeniu/ do 2KG, woéwczas ten sam segment
krzywej K aproksymowany jest rozng liczba weztéw oddalonych od siebie na rdézng odlegto$¢, np.
segment krzywej o difugosci ok. 3h aproksymowany jest przez algorytm G(Qh2) ciggiem pieciu

weztéw odlegtych od niebie o h, natomiast dwa pozostate algorytmy aproksymuja ten segment cig-

giem trzech weztéw, odlegtych od siebie o \fz h.

Ztozono$6 obliczeniowa wyznaczenia Jednego wezta krzywej H Jest, jak wiadomo, dla kazdego al-
gorytmu rézna. Chcac zatem poréwnaé ztozonos$ci obliczeniowo dyskretyzacji krzywych za pomocg po-
szczegblnych algorytméw pordwnamy jeszcze raz ztozonosci obliczeniowe wyznaczenia jednego wezta
ciggu aprokoyraujgcego. Interesowaé¢ nas jednak beda inne wartosci liczbowe stosunkéw tych ztozonosci,
a mianowicie stosunki odniesione do ztozonosci obliczeniowych dyskretyzacji jednostkowego odcinka
krzywej K. A wiec interesujg nas przedziatly liczbowe warto$ci n stopnia krzywej przy nastepuja-

cych wartos$ciach liczbowych poszczegélnych stosunkéw ztozonosci:

in . . ~.83
i réwnych 2
L1,4s i€y
Ln8s Lt,8s
réwnych 1
L? LP
r
LISs L?,4s
réwnych ~
Lp 1 LP

Dla wymienionych wartos$ci ztozonosci algorytmy, ktére poréwnujemy, sa pod wzgledem tych zio-
zonosci réwnowazne.
2 powyzszych poréwnan wynikajg przedziaty wartoé6ci stopnia krzywej n, dla ktérych dyskretyza-

cja krzywej E, za pomocg okres$lonego algorytmu jest najszybsza:

2.
- dla 5 - algorytmem dyskretyzacji na siatce Ggg(1l ) ,



- dla 6< n< 10 - algorytmem dyskretyzacjt na siatce G,1°) ,
-dla n> 1 - algorytmem dyskretyzacji wprost z réwnania / 5/.
Ztozono$¢ obliczeniowg dyskretyzacji okres$lonej krzywej, bedacej .funkcjg dtugosci tej krzywej,

mozna wyliczy¢ z ponizanych wzoréw,

W dyskretyzacji na siatce Gaa(12) ztozono$¢ wyraja oie wzorem:

tL14b- 4 +“xy 4 (Pal) *’

gdzie jest pomniejszong o 1 liczbg punktéw ciggu aprokaymujacego krzywag. W aproksymacji krzy-
wej odcinkami linii siatkowych liczba ta jest dtugoscig linii tamanej, aproksymujacej dang krzywa.

Dla siatki @Ba' 1?; ztozonos$¢ obliczeniowa dyskretyzacji krzywej wyraza ole innym wzorem»

sil "4 +nmKIhVipal ) *p 4 (pa2) -

przy czym Biy + jest pomniejszong o 1 liczbg punktéw ciggu nprokaymujgoogo krzywa:

- nxy jest liczbg punktéw wyznaczonych w petli pal algorytmu,

- natomiast np Jest liczba punktdw wyznaczonych w petli pax tegoz algorytmu.
Liczba my + ff-o k res$la dtugo$¢ linii tamanej, aprokeyraujacej krzywa zadana.

Przeprowadzona wyzoj ocena ztozonosci obliczeniowej algorytméw dynkretyznoyjnych dotyczy algo-
iytadw dysk\retyzacji dowolnych krzywych algebraicznych stopnia n. Stad tea, dla uproszczonych postaci

algorytméw, prawdziwe sg réwnosci:

2s(12) “tids W ,2)“EL8 zfrh)- L>.

gdzie i ZgB(1?! sa ztozonos$ciami obliczeniowymi dyS$lcretyzacji krzywych algebraicznych

stopnia n ze wzgledu na przedstawione algorytmy dyskretyzacji na siatkach

“4e(12> 1 GBs(l2) -

W praktyce wystepujg krzywe, dla ktérych niektére ze wspétczynnikéw a ~ réwnania /5/ aa
zerowe. Zerowe wartosci bedg mialy wéwczas réwniez 1 niektére z pochodnych czastkowych. Sprawdzajac
zatem wartosci tych wspdtczynnikéw mozna w przypadku ich zerowej warto$ci zmniejszy¢ liczbe operacji

w algorytmach.



b. ANALIZA PLEDOW DYSKRKTTZACJI

Glownym celem kazdej aproksymacji jest osiggniecie pewnego okreslonego stopni;« doktadnosci
przyblizenia wedtug zadanego kryterium. Tuk wiec podjecia aproknyiw |l puerj.no t.v¢ ncsrunia.wniiG
zatozeniem, ze skuteczno$¢ tego przybilzonta da ni« oszacowud.

W teorii aproksymacji znanych jcot wielo réznych miar Jakos$ci aproksymacji funkcji F(t)
funkcja f(t,p}/p - parametr aproksymacji/. Wyro6zni¢ mozna klate miar szczytowych, charakteryzuja-
cych aprokc.ytnaejc lokalnie, wykazujacych ekstremalne wartosci btedu i argumentu, przy ktéryelt on
wystepuje, ora:-, klase miar globalnych, charakteryzujacych aproksymacje w przedziale [n,b] global-
nie,bez wyréznienia argumentu t. dla ktérego to przyblizenie jest najgorsze lub najlepsze.

Ocena [>%déw .aproknyiaacji $cis$le zalezy od wyboru miary, w ktérej ocena ta Jest dokonywana.
Miara natomiast powinna by¢ adekwatna do problemu, w ramach ktérego aproksymacja jest wykonywana.

Mh etapie oyntezy algorytméw zastosowaliSmy przyblizenia jednostajne, polegajace na mlnimuii-
zacjl lokalnej odlegtosci miedzy krzywag zadang i jej przyblizaniem /tamang/, u tym rozdziale wybie-
rzemy metryke ¢o oceny tego przyblizenia, majagc na uwadze przeznaczenie omawianych metod. Sadzimy,
ze powinna to byé inna metryka niz generacyjna, ktéra zostata wybrana przed« wszystkim ze wzgledu
na prostote /i ozybkoéd/ dziatania algorytmoéw.

Zaktadajac zastosowanie algorytméw przede wszystkim w grafice komputerowej i numerycznym ste-
rowaniu obrabiarkami, w ktérych to dziedzinach stawia nie wymagania aprokovmowania ksztattow figur
geometrycznych, czy.ll aproksymacji w zbiorach sadzimy, ze wybrana do oceny Jako$ci aproksymacji
metryka powinna uwzgledniaé¢ cechy percepcji wzrokowej cztowieka, tzn. powinna by¢ odpowiednia do
"metrykie ryntemu wzrokowego cziowieka. Nalez.mwiec uwzgledni¢ fakty znano z dziedziny psychofizjo-
logii syuteimi wzrokowego cztowieka. Wiadomo, ze procesie oceny wzrokowej ksztattow figur geome-
trycznych tstnlojg dna stadia;

1/ ocena lokalnych odchytek «4 "regularnosci' przylegajacych czesci figury, co identyfikuje sie
z pomtBrora wzglednych szczytowych biedéw, mierzonych w metryce zbioréw;

?/ oceno globalna f.igury uwarunkowana kontekstem, wzorcami, regularnoscig ksztattéw i znieksztatcen.

Zadna ze znanych metod oceny aproksymacji nie uwzglednia jednak w petni czynnikéw wplywajacych
na ocene ksztattéw prze™ system wzrokowy czlowieka.

# literatur wm fachowej ta,tadnienie doboru metod oceny algorytmoéw dyokrctyzacjl krzywych do
r.antcaowan w grafice konintorowej nie jest prawie w og6le omawiane. W Jedynej publikacji porusza-
jacej te problemy, C.u>-/'177/r./ uwaza, ze algorytmy dyskretyzacyjno powinny minimalizowaé¢ Jedng
z nastepujacych wielkos$ci:
<« 9 - odlegto$é 1lir lowa w,zta od krzywej,

1/ | P{x,v!|- modut .vartohei funkcji opisujacej krzywa zadang rownaniem F(:<)y; « O,
c/|polf> wyjsciowe minus p,-.'l« wyoikcw«| aproknymowanej figury.

& nitiicj ; -c: '.aljic ¢0*.; uproV--iyiBugjl wykonamy a dwoch "metrykach': wmetryce przestrzeni
c-oktidceov.ej /miara loknlna/ oraz w "metryce poiowej" /miaraglobalna/, "nieczutej” nalokalne
ZMieksr tatz¢ nu fieur, a ocenlajac-J jako$¢ aproksymacji wielkos$cig aodutu pola miedzy krzywa

aproksyrerwaee i apr.V, sytuujaca.
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5.1. Szczytowe btedy dynkretyzacji

5.1.1. Bezwzgledne szczytowo biedy d.yskretyzacjl

Za pomocg omoéwionych w poprzednim rozdziale algorytméw, na podstawie réwnania F(x,y)= 0 opi-
sujgcego krzywa, mozna generowaé¢ ciag bezposrednio spdjnych weztéw siatki, w ktérych modut wartosci
funkcji F(x,y) osigga lokalne minimum. To minimum gwarantuje nic wieksza odlegto$¢ niz h kazdego
z punktéw ciggu od zadanej krzywej. Sposrdd weziow ciggu aprokaymujacego krzywg najbardziej odda-
lono od niej beda te wezty, w ktérych linia famana /tgczaca sgsiednie punkty ciggu/ zmienia kieru-
nek /przeguby linii famanej/, co odbywa 3ie zawsze w kierunku krzywej, tak aby 03iggna¢ wezet z moz-
liwie najmniejszym modutem F(x,y). Stad tez wyznaczenie szczytowychbtedéwdyskretyzacji sprowadza
aie do wyznaczenia odlegtosci przegubdéw linii tamanej odkrzywej.

Sposréd wszystkich mozliwych wzajemnych potozen siatki 1 krzywej najwieksze odchylenie linii
tamanej i krzywej /ozyli najwiekszy bezwzgledny szczytowy biad aproksymacji krzywej tamana/ wysta-
pi woéwczas, gdy w dwéch weztach siatki przewidywanych na kolejny wezet ciggu, wartosci funkcji roz-
ni6 sie beda tylko znakami, tzn. wezly te beda potozone po przeciwnych stronach krzywej, a moduly
wartosci funkcji beda réwne.

Rozpatrzmy teraz tuk krzywej K zadanej réwnaniem /3/, dla ktérego to tuku kat nachylenia
stycznej 0< COC< £, oraz aprok3ymujacg ten tuk krzywag dyskretng H - cigg weztdw siatki,wygenerowany
Jest przez algorytm, ktérego metryka generacyjng jest jF(X,y)j. Niech w dwoch weztach siatki, lezga-

cych po przeciwnych stronach krzywej X moduly wartosci funkcji beda sobie réwne. 0znaczny te wezly

przez P, "I P2, a ich odlegto$ci od krzywej przez i y2 /ry3.12/.Wyznaczmybezwzgledny
szczytowy biad gdy zachodzi réwnosc:
[F(P)I = Ip(p2)] nu

lub Jej réwnowazna

P(P1)+ f(p2) =0 138/

Rys. 12. llustracja *r/7.nachania odlegtosci weztéw od krzywej
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Q Twierdzenia 3
i
Wdyskrotyzacjl krzywych K zadanych réwnaniem /3/ /wigcznie z zatozeniami/ przeprowadzonej
na siatce G(h™)w "metryce" |F(x,y)| oszacowanie e bezwzglednego szczytowego btedu tej dyskretyza-
cji, mierzonego w metryce euklidesowej opisuje sie réwnaniem algebraicznym /zmiennej y/ stopnia

nie ‘'wyzszego niz stopion dyskretyzoY/anej krzywej.
Dowod
Dla dowodu wyprowadzimy réwnanie zmiennej y , z ktérego mozna wyznaczyé warto$é y/oszacowania

bezwzglednego szczytOY/ego btedu dyskretyzacji/ og6lnie znanymi motodaml. Stopien tego réwnania

bedzie nie wyzszy niz stopien réwnania dyskretyzowanoj krzywej /3/.

PoprowadZzmy prostopadte do krzywej K z punktéw P1 i P2 i oznaczmy punkty przeciedé pro-
stopadtych i krzywej odpowiednio P~ i F2', jak na rys. 12. Poprowadzmy réwnioz linie réwnolegts
do prostej P1°,P2° i styczng do krzywej w punkcie . Kat nachylenia stycznej w punkcie P’

oznaczmy przez cc .
Wyznaczmy nastepnie wartoéci funkcji F (x,yj wpunktach P1 i Pg postugujac sie rozwinie-

ciem tej funkcji w szereg Taylora w otoczeniu punktéw/ T1’ 1 P2';

*(?,) = f(p1H+ E i} (AXIE JjiAy, -ly) F(?,-) m i

F(p?) * F(?2°)+ Y2 TT (~ x2 “Fici [Ay2 “Ty°

Poniewaz zgodnie z definicjg krzywej zachodzi:

| ?2(iy)] | F(P?'5i =f 0 W
ora?: prawi iw®© sg, o6les Kata nachyleni© ntycjsuo™ krzywej OYC r zwigzki
AX, (> ainp , Ayl- - & conli ,
nu
Jij =" s'2 rniT 6ly2 - y2 cosT
. . p p
gdzie sincf ¢ - = -eeeee- (?’) , cosoOt = -ms 7 N— (p™
\f?x2 + ‘y2°" . VX2 + Fy2

*

otrzymujemy z /38/, na podstawie /39/ ¢ /11/, rdéwnanie:

1 r v ?1* Ip A u 3 |10/ii 1, V21' P d_g'p/p !
/TT e "TT2\ x Tx y Ty !/ >+ n py “Ty) pr2i

ST *Ty) (V +py) J

5=
—
x »
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Datwo wykaza¢ rim iiit istnienie ponizszego zwiazku

?) eon f, t 92 coc f2 = G, fm =/2- <, P2 «of.-1T,

gdzie Qjt = Oyl ,k) jest funkcjg l'odzaju nl.ntki kwadratowej, kata «schylenia stycznej do krzywej
1 kata r nachylenia gtéwnych linii siatki do ool ukfadu wspétrzednych.
Dokonajmy nastepujacego uproszczenia; ItnearyzujBy krzywga, na przestrzeni ogreiiczonej przez
elcmontariie pole siatki,"odcinkiem stycznej wystawiony w punkcie F*. Dla krzywych o dostatecznie
duzych - w stosunku do modutu siatki h - promloniach krzywizn /B $>h/ katy i3 1 S" rdznig aig

od kata X niewiole, linearyzneJda ta jest réwnowazna zatozeniu
C,* £2*o0

co oznacza, ze j=>>zc.i~if, a wartosci pochodnych ozastkowych funkcji 1*(x,y) w punktach il)’. Fg’
i F* uozna przyja6é za réwne.

Réwnania /d?/ i /<1?/ przyjma wtedy odpowiednio postac«

f Uu>1
-J- 7P 177 Si * A 927 j| Fx X/ 1Fy ~8y F(F) «©O 744/
T« 11(> /ot Fy2)

Si + 92. =V V1 “ v ?p “ d? e / 45/

Przyjmujac QY jako «Wic, otray:mjje»y ostatecznie réwnanie elgot.raicznr: n-atopuiu, z ktérego mozna

wyznaczy¢ 9t - kres ;6cny szczytowego bitedu b(!Z*ISflediie«o

1 1

- i-nl
121’ iHI iatr '6’77; Si +|£»_1 (k) Sikk (Ah)/\ w (?x"H *Fy Ty ) y”p.) 746/

gdzie n jest stopniem krzywiony krzywej, a wszystkie pochodne czgstkowe wyznacza oie w punkcie F*.
A wiec many jak w tezie twierdzenia 3. 13

Dla krzywych ?-siopnla / m?/ otrzymujemy ré?nianier

3
2V1 Fx(P2x+ 2v * V ?y p2y) - 2 (yx P2x+ 2Py ?2y) V. $ £ - By >
| 4-7/
S* PRz+ ZFx Py pzy + A P2y >Qb + *(*| * ? o,
ktér ,o rozwiagzaniem jest:
Qh
iii Tz / 48/

1(1) 7, ~S|jJd
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gdzie R, a, b 1 e oznaczajg odpow/iednio: promien krzywizny, pétosie duzg 1 matlg oraz parametr krzy-
wej 2-atopnia, natomlant

1 dla pro.etej okregu i clip3y
0 dla paraboli
-1 dla hiperboli.

Uwzgledniajac, ze dla siatki O ~h2) zachodzi zwigzek:

dj + dj =h (sinS + cos) (A -e)., o<e<h / 49/

a z przyjetych uproszczen wynika d( y, i d2 * y? , po rozwinieciu wyrazenia Ch = Qh(oC,7/)
i podstawieniu go do wzoru /4S/, otrzymujemy uogélniony'wzdr szacujgacy yj dla krzywych 2-stopnia,

aproksymowanych na siatce Gra(h2)

ol 2mmeeeeeeee 2eee +~ i cos (4 -e)+
150/
( f + hW (4 -5
+\/K R
Podobnie dla siatki °ga(”~)» prawdziwo eg zwigzki:
dj + d2 =h cosO, Oo<0<™r ,
/5i/
d™ t dg wh sin 9, y<fi<d4 >
ktére, ze wzgledu na uproszczenie di « vy, i d- 'y , pozwalajg zapisan wzor />50/ w postaciach:
li cocO /52
) <{wf- 1
<la Ov ~
h*~sln
si Q / 53/
(el
dla ~ w , gdzie 9 =ot - T jest katem nachylenia stycznej, a Y - katem nachylenia GLG.

2 rozwazan zawartych w [Ci] wynika, zo dla krzywych 2-atopnia:
1/ btad szczytowy y zalezy od trzech wielkonci: K, RSG, 6;
2l 3 {»« yS3 (6ex)=min y4n (<ex)j ,
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bdtad J osiaga nwojg wartosé ekstremalng: maksymalng

na siatce C43(h2), przy caym

dla pewnego kata nachylenia otycanej ©Oex

-

dla dyskrctyzacjl na siatce o8a(h*). minimalng dla dyokrotyzacjl

wartosci to na sobie roéwne.

Ha podstawie analizy b¥f;déw szczytowycli dyahrelyzacjl prostych i krzywych 2-otopnia wniosku-
ze dla dowolnego n j roéwniez bedzie zalezato od trzech wielkosci: R, RSCJ, 9.

Jemy,

5.1.2. Wzgledne szczytowe btedy dyokrotyzacjl

Zdefiniujmy wzgledny szczytowy b#ad dynkretyzacjl jako stosunek odlegtosci < przegubu +ama-

wyznaczonego przez dwu najblizsze punkty przeciecia sir;

nej Il od krzywej K do ddugosci ti tuku,

krzywej z +4amang, Jak na ryn. 15:

?2w  tf /54/
5 1 Z1
o] Twierdzenie 4
R > 1i0Oh, jest roéwny:

Wzgledny szczytowy bdad 8, dyskretyzacjl krzywych K, przy zatozeniu

G.~fh2)
/55a/

1/ dla siatki
5yjj < 1.04 sinS cosOh, 0< 9< |

?/ dla siatki 0~ h 2)
jv-_ -i i.0t(nInfi eo3& - sin' 9)h, 0-C -t /55b/
Dowod
df 91 _ J1 + 9i
2% T T 7 i
11 LI
1 C, Sj, a t, jest katem Srodkowym +*uku Lj krzywej ii.

gdzie
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Z zatozenia R >h wynika, ze w elementarnym polu siatki jest RS>Ar, tzn. zmiana promienia

krzywizny krzywej jest do pominiecia /lim (/\r/r) =o0l.
-0

Woéwczas A e x wyznaczymy ze wzoru na strzatke ugiecia 4uku okregu o kacie jSrodkowym
i promieniu R.

Dla 3iatki mamy :

Afi =R - coo -4jl) = 2 sine cos9

t<
d™ + 2-R 3in0 C009(1 - cos —7%)

?2»'m
*i Ri

q#- a oin0 cos8, 0< 0 £ .

natomiast 1~ okresla sie wzorem:
1, = e R SIR -
Po podstawieniu ostatnich wyrazen do"wzoru na otrzymamy:

Po zastgpieniu oinuodéw i ooolnuadéw kata szeregami potegowymi, a naBtepnle po wyciagnieciu

pierwszego wyrazu szeregu spod znaku kazdnj z num, otrzymamy wzort
/
9Fhsm©em©¢A%

2n-1
<lw 7/ \ / \
gdzie Aju. = sIn9 oos6h) - (-*11 ! - - 17.
1 n @n) \ 2(@n+D -

Wystepujacy we wzorze na A03V\l szereg jest szeregiem przemiennym. Jak wiadomo,suma szeregu prze-

mlennego je3t mniejsza od jego pierwszego wyrazu 1 ma znak taki. jak ten wyraz. Mozemy wieo napisad:

<C £jh. sinG 0030 ,

oraz
AJWi> o
gdzie
Np=1" AL TT)
Punkcja Sj osiaga maksimum W punkcie = 3 « A wiec 5" wzrasta, gdy wzrasta, co
zachodzi w przedziale 07 3, maleje, gdy wzrasta, co zachodzi w przedziale

3< ti< w>, oraz >"3) =



Jezeli cmax< 3 /tzn. znajduje sie wprzedziale, w ktérym dla zwiekszajacego sie 'tJd, £
maleje, wéwczas ~ mozemy wyznaczy¢ jako réznice szczytowych wartosci bledow w dyskretyzacji

prostej oraz okregu /wzér /50//:

~ Rmax = “« 21P) =R " - 7- cos2(f - 0)

Z drugiej strony
Al™ a R(I - cos —-t).

Przyréwnujac do siebie te dwie wielkosci otrzymujemy

/— "h2cos2(™---e)

cmax = 2 ar0008 /1 —————- N2 ————

a nastepnie
C C( \ 1 [ ~ h2coB?" (f ~ e) / 1 / h2cos2(i - 4\
Smax V1 - .(i -7 arccos "1 ——— - 1*----)

Dla R = 10h 1 9 =~ /dla ktérych to wartosci wystepuje maksimum strzatki ugiecia/ otrzymamy:

Cc arc cos /1997 _ (. arc cos /199 ~
6 mar * --—- 2 \[200 11 - 3--- V205) °*0342 >
przy czym cmax = 2 arccos ~ 0.H rd a 8°
W Interesujagcym nas przedziale zmiennosci ~ funkcja SN maleje, gdy maleje. Dlatego tez

dla siatki G ~h2), mozemy napisa¢ nierdwnos$é. Jak w tezie:

yw < 1.04hsin9 co30 , 0<C 9<n
Dla siatki Ggs(h2) obowigzuje inna zaleznos$¢:
di = I~(8In9 cose - sin20 ) , oON9 AN - |

Wzér na yw ma wiec postac:

2Rsin—j(sin0 cos9 - sin2©)+ R(l-cos §-) *« 2(~2+1)(sin0 cos© - sin2®) _

Jwi R

2(sin9 cos© r..nt».HJ[.to -(¢2+1Jcos -J +7°2 + 1] h

Zamieniajac w 03tatnlm wyrazeniu sinusy i koslnusy kata * rozwinieciami potegowymi, a nastepnie

wydzielajac spod znakéw sum pierwsze wyrazy, otrzymamy nastepujace zaleznosci:

£w =h(3In& cos® - sin20 )h +ew (&, ) .



2n-1
KdEie: co (-D*™)
Ar , = (sin® cos® - sin20)h)  ————————— _lio_ - (U2 + 1)
‘i ¢*1 (2n)! 2(2n + 1)

Pierwszy wyraz tego /przemiennego/ szeregu jest réwny:

Moo= ~T (12 + 1 (p) -
a jego rrartos¢ osiaga maksimum w punkcie *i = 'A\Jz + ). Wartoscé zwieksza sie, gdy
zwieksza sie W przedziale 0 < cd< 3f(i/2+]); N maleje, gdy «™ zwieksza sie w przedziale

3(M2+l) < ta< 00 , oraz N (3M/243) = | (2 1/2+3).

Jezeli  *max ” 3{1/2+1), tzn. znajduje sie w przedziale, w ktérym zwieksza sie, gdy
sie zwieksza, wOwCzas «max mozemy wyznaczyé¢ jako roznice biedéw j dyskretyzaojiprostejP

i okregu 0 /v<yrazenio /52//:

2
cos a
ArwW = ?21<°>~ ? (p)
Przyroéwnujac okreslone powyzsza zaleznoscig Z A r”™ za WZzOru:
mR (1 *cos ~"n ,
otrzymujemy wyrazenie na *max!
*Fnax ” 2 arccos Vl - - m‘jE—O—i
oraz wyrazenie na max
e
Smac =Si(emnx) =7 orccoa\/i~ "™ A ~ «(/2+1 - j arccos ),
Wielkosci te, dla R = 10h i © = j~-- /dla ktérych to wartosci wystepuje maksimum strzatki ugiecia/
przyjmuja nastepujace wartosci:
Smax "7 a r ¢ ¢ o s (VI+1 - 7 arCC0S"'/’ ) » °-0599

*ma-c = 2 arcco8 Y/i - yriifi ** 0.1 rd rs 6°.

Poniewaz W interesujacym nas przedziale zmiennosci wartosoé n maleje, gdy naleje, dla-

tego tez mozemy, dla siatki 06s”h2” napisaé nieréwnos¢, jak w tezie twierdzenia:
yw <h1.0S(sin® cos® - sin“"©)h, on
1 * B
Wyznaczone za pomocg wzoréw /54/ | /55/ biedy majg swojo kresy gérne:

sup (%w ) «iO«52h dla 0 %~ 156/
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H przypadku rtatki G~(h2) , oraz
zup (fw) «3 0.219£h illa a =|j /57/

& przypadku oiatki Cg0(h2).

Z udowodnionych zalezno$ci wynikaja nactepujare wtasciwosci biedu fvi :
1/ Jwj = ?vit (I). RG, 6)
2/ Swj.io > ? =al.8n *
\% (iwj.40) > 2 rubi ?wlt8o> \

Ponadto dla dyokretyzacji krzywych 2-atopnia obowigzuje ponizszo zalezfpei na warto$¢ $rednig

o btedu o , powstatg z jor.o'u$rednienia wzdtuz luku krzywej K /wyprowadzona w pracy [¢'?]/:
cr ‘i
?wir .4n 2 ?2vlir,Ra
IV-nicwe;i o~  OyeHrelty.nuc”Ni kmy.r/cli ¢»&téjpnja ntkl:n o3 rr*3« spoéjnosci
rilee i i ?jrilow)rwjemyt i~ dla dowol”™ego n

AVr*'J® A AwWer ItB

r.l. Srudniorlotalna odo.aa jakos$ci dyekre tyzvuji

m.prirwad$.iiy ziinre jo’owgjako$cidyakrcHyzazji  kil', -,ochna riutkach k-..iiral ov:ch,bedgcg inoduteu
pola miedzy krzywa i eprokayraiidacg ja Iso-iangprsyjatinja-iyaana jadnontkoky odcinek krzywoj,'ryti.M a/:

di Si
2~ T-; -
Sy.a. Uzi%ledny bJr.J ;c3

r.a.iji krzywych i' na siatce C_{h'e, przy zatodeniu ? > 10h, istatejc c?sacowariie:

. i<$8/
Afo b rciss > ?P, >
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»

Rozwazmy pojR 3~ oraz S~ 1 z rya. 14 sprzezone so oota n tan sposéb, ze zmiana potozenia
krzywej K pociaga za ooba zwiekszenie sie jednego pola oraz réwnoczesne zmniejszanie sie drugiego.
Su.ua tych pél sprzezonych osiaga wartos$¢ minimalng, gdy ograniczajace je segmenty krzywej maja
jednakowa dtugos¢é. Wowczas jakiekolwiek przesuniecie réwnolegte krzywej K /nie powodujace jednak
aniony tamanej/ powoduje wiekszy przyrost w polu zwiekszonym niz ubytek w polu zmniejszonym /tj.
powoduje zwlekozGnio oie sumy pél sprzezonych/, przy statej wartosci sumy + ~1+1 ograniczaja-
cych te pola 4ukoéw.

i [ ) i i} } 1 P\
Oznaczmy wiec b~ = "j+1 =b . Zatem dla siatki O07slh"i mamy:
Si "TT BIn(&+ “TT") coa(&+~T1)+ 7 ~CG+1 ~ aifl “i+l) r2 »

SI+1 = -iii1 sin(e - Xos(e——- )y - (* - sin *A)r2

Poniewaz zmiana promienia krzywizny krzywej na odcinku lezacym w elementarnym polu siatki, ze wzgle-

du na zatozenie R 3>h, Jest R2>Ar /lim (As/K) - 0/ i jest do pominiecia, wiec R.=R. <R

(h/R)—O0O 1 1+1
Stad, ze wzgledu na réwnoscé N HL P~ >rbéznica miedzy katami c. oraz *i+l jest roéwniez
do pominiecia, czyli rp= c¢c,,<=r ,awiec i 1, - 11+1 ~ 1. Zachodza réwniez zwiagzki:
. a. . h - a.
i i . Xi+l = L s
sin(9 +vy) sIn(& -y )

|
wiec, z uwagi na 4i « 1M1 » 1, otrzymujemy:

. \
h A 1+fgﬁ) 2 sin0 cos =8

m» <+ ®m h? 0=s& 2(cog2j -1 h2 _aosq cosc _

Oi Co+: 1 sIn& cot? ~c/2 "4 cin0O cos2 «c/2

Poniewaz
1 w2R sin~ $ ta H*
stad
t - «-j— 1--
2 ain |
NatoQia.Hu . . o
Sj S, +34j1 ~cos& CO03C sinj
Jpi bi + 1iH 21y N t cos /2

Zastepmjac sinusy i kosinusy kata c szeregami potegowymi, oraz redukujac licznik i mianownik

przez czynnik *, otrzymujemy zaleznosSci:



u ,0 L CZn) ¢l (2niny!
* » & > -ito
Pi™ 4 >0 , t\Zi !
ul?au
n=0 (2n)!

meystepujgcc w powyzszym wyrazeniu szeregi potegowe eg ozeregami przemiennymi, a jak wiadomo, w ta-
kich gzerogech biad sumy powstaly z odrzucenia mniejszych wyrazéw szeregu jest mniejszy bezwzglednie
od pierwszego odrzuconego wyrazu i ma znak laki sam, jak len wyraz. Przyjmijmy wi<;c jako warto$é
sum szeroedéw tyle ich wyrazéw, aby cate wyrazenie miato warload zanizong. Znak réwnosci w wyraze-
niu na e__ bodziemy mogli wowczas zastgpi¢ znakiem>. A wice, wezmy po dwa wyrazy z szeregow

w Iicznikuplltrzecie wyrazy obydwu szeregéw majg znaki dodatnie, a wiec przyjete wartosci oum sze-
regbw sa zanizone/ oraz trzy wyrazy s szeregu mianownika / suma w mianowniku wzieta je3t z nadmia-

rem/. Otrzymam woéwczas nier6wnos$¢ nu o

1pl
Vv h C0Ss» (1" 7 ~nN1l~ 1 hcos" ( 1 -~ 73~ C * TTi \
*VI > T — i AR SR S— I—
i fi i * .
1 7 7 1 21 2 B 7B T

a po podstawieniu za c¢ wartos$ci cllroryw 0 .14, wyznaczonej w dowodzie twierdzenia 5.2, otrzymamy

dolng granice tftedu potowego w aproksymacji na siatce w pootaei:

gp,\ > 0.29 h ccs6

Btad maksymalny bedzie woéwczas, gdy odlegto$¢ krzywej K i famanej [I' bedzie maksymalna. Ula

siatki G, (h”) zachodzi jednak' zalezno$¢:

dj t d'~j = h cool* .

Hatomlast z zasady dziatania algorytmu wybierajgcego na wezty ciggu aproksymacyjnego wezly

z nin | j wynika, ze

dr1nax t 12 (ninO t cosOl .

Stad tez, ze wzgledu na poprzedni zwigzek wyznaczamy

dmin -'I-é'i [ cocS - sinO .
9
A wiec, jako btad maksymalny wyznacza¢ bedziemy bia-l powstajgcy w wypadku maksymalnej réznicy od-

legtosci kolejnych przegubéw tamanej i krzywej. Jezeli przyjmiemy, te
d*
di ¥ Vox' woOwc2sc ai M - doir.’ oras Li+1 B slIrf * 7 f£tti;& ' 5 *
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J1s , 4(1 + cte.),
oln(e t -'#m!)

bi

uraz, a /(ofctadnonciag do réznicy odcinkéw pdl kota przylegajacych do obszaréw po6l biedu:

hl sinfft + -~~-n™ ) = m

S ., , £ 1,(9, jgi2)JLLZ~ "L E2=5 + _ L, .1 f m
'm ‘ n <W oco3(ei-1*%1i) T

000..9.'._f_ _____ ojn t _I_'_lf_]:

4 a\rSt corfft + —i2ii i

wwsazcn le na btad potowy 9,. «t natonigat jrctac:
Vt [ W ]
rin 4(e, , cj+j)(, « £ c.+) cos { »l+,)h

yori

C3f  ci,'a®c’? dn ~sff an7 *n

Pr;;iy licznik i izi:nownl.!; przez coa j c¢,. i, a n»ntepulo cnziieniajagc oin ( + *i+1) pierw;zym

wymre» szeregu potegowego, a tg 4 ¢ .( ® ,rwozyin.i trze»: wyrazami szeregu poto, aby wartos¢

o

culftgo «imion Ir. przyjeta byta = nadmiareis, ..irz'vewjeov nieréwno$¢ na

3 5
1, *fii 4* 1% _j * 1»i
2 24 240
sPI"-h _
<(cosS'-—--—--1 sin 9)

M ir-," warto$¢ zwieksza sie, gdy c oie zwieksza /dla O< &4- * | « tego powodu, po zamianie

r.,, na e~ [wyznaczone dla.siatki G" (h”) w dowodzie Twierdzenia -i, o0ozeny napisa¢ nieréwnos¢

jak v, tezie:

0,260
< b , O< e< N
i ' coe9 - 0.073 sino

| Ne}

£3

Ola dyokrety racji krzywych K na siatce Gj (h*), przy zatozeniu R >10h, istnieje oszaco-

0o > (0.2<!35(con0 - sin») - 25 * i0'4 cosefl + ctge}] h

! 1 as f o qr: ¢-a . f ’ Core
?2r.< cose-;M. - WM[|-%r 'm, 0<&*.orotc?
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Hor.warwy btad minimalny /dolng granicg btt;du/, ktéry, podobnie .lale w przypadiem siatki » ,i-2),
wystepuje wéwcBue, prsyleeuj.-fec &> oprawionych pél. bV;tlu iuki fersyvse,l K Koja jednakowe din-
foncL, c/yli  xi =i j j=L /rys.1*3. 2 zatozenia U3>h »uJV. zo R”A r. tsii. in a<ciuna pro-

mienia krr.ywj.saiy krnywaj w i.'l.etBentacjy/?i polu ni.tiki. jco’ = poslini oi.fi. i7ynil.'ij:;; stad rowioic’e

| -itl * 1 OTas *e> CIM 1.

Pia niatk 1 0o (hy) iwehodza awiijnki:

d n
*ain (¢ £ ) cos(¢4m!'»)> sin N2+ >x' o
----- - sini® - -)cos(i? - i) - > f" - i7< i
1
‘wmy zatem
a.,
ainfic i ~)

a (lin 0< it arc 1I: 4

7, rémonol. A * tJ+,  wynlylL

a-a =y {1l1>u.4<x}

T eon £
rontensi <U> <i-<;rc Ici -iachoOzl m'= a 'h. 1w ;0 tez cc wcoru .a i~ mic/ycujemy nit-
rowno$¢ 9> ' warunkujacy.wyi:; j/CKUiie.pojag miniaialnoro. sMm* anilms
n <ntn& i coofrjlcos &tost - cv.s-}
'3 i "JWC cest i
fj.
otipi X N
5P T~ c
nitt. T
. . Ir
rdrie i +4), .
Jl sin /2
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h oi.n

Ht
Zamieniajac sinusy | koslnusy kata t szeregami potegowymi: takag liczbg wyrazéw ssorc-gu, aby war-
ro&é catego wyrazenia na o byta z nadmiarem, a wiec wartosci eoo 4 - dwa wyrazy rozwiniecia

)i

/z niedomiarem/, wartosci ciii w pierwozej cze$ci wyrazenia - 2 wyrazy /z niedomiarem/, w drop,lej
« *

- i wyraz /z nadmiarem/» mozemy napisa¢ nierbwnos$¢i
1%
Bp, ~ 20 (1-m) (co09 - sino)-——- — - coo» (1+ ctp9)
-
a po podstawieniu za t wartos$ci ‘ ,v,, wysnadaonej w dowodzie Twierdzenia A dla siatki @Qs™h 5
i tiyi&ssacej * ~~0.1, otrsyninmy wyjrnisnie r@ dolng ~?aalca bstecu poiowego w aproksymacji na

siutce @BsNi2):
Q,. > 10.2495{;¢a®© - sine) - 25 s fO"4 uOee(l c ctgS)!- h
9+j il \{/cc ) ( g )_J

Biad iialcaynuilny pov,-stenie woéwczas, gdy wystepuje jonkaiy.trr. odlegtosci przefiubu tamanej i krzywej
czyli maksymalnu v.urtoé¢ d, badz d , A wiec jolo bigd :.iksymalny wyznacza¢ Ujdziemy biad
powstajacy w wypadku maksymalnej réznicy btULCAloécl kolejnyo.'i pa' ruliow tamanej od krzywej.

I)ta elementarnego pola sittU, (K™ zachoSzl zalezno$¢:
i\ + dl h * coa® , 9iC (+x t
Natomiast z zasady dziatania ulgorytmu /iierajace™o ra v.r; e« «ieu «prnk3y/eujace.»0 wezty w
z nim if(x,.yAj wynik", ze

fi' -
raax_ 2

Béwniez ;una oclegio6ci sasiednich pr-ri ubCrr famarieil od cieciwy epeinia zalezno$¢:

*7 oosi - n jlipe

Uaixy wiee;
'Vin / ci!; e
it I
Vot g \
0onfc?
b
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Suma. p6l zawartych miedzy famang i krzywa, z doktadnos$cig do réznicy odcinkéw pél kota, przylega-

jacych do obszaréw pél biedu, jest réwna:

h2 ct@ 1+ tg(© + ---'T--)
R [

Gi H31+l * ?[aiK - bi+l)+ h<bi

mffyrazcnio na biagd polov.y ma natomiast poatac:

h CO30 = sin ? (*i+ *1+1 )L + (@ + — ir?))

Pi i ci* *1l+1 ' 2 («i + *i+1) (1 - te(® +4 ~ )"
sin 7 (« 1+ ci+J)

h sin j (*i+ c™~1)cos O cooO 0in9 COB(If W —
> Inimmmmkesnl-n * % A1 O 1 'sd 1
A (1L A COSO cos!™, + —izxi) _ pin® sin”™ + -1liii)

Po zamianie sinusé6w 1 kos.lnue6éz/ kata * pierwszymi wyrazami ich rozwinle6 potegowych po to, aby war-

tosci sinuséw i koslnuabw wzigd z nadmiarem, otrzymamy wyrazenie:

(l+-g— )+ (1-—4n) tg ®
cos O _ ; i
2PN 4

(1-4 iii).(1+jtsi) tge

ktére, po przyjeciu dla kata t wartosci *Bal ca0.1, wyznaczonej w dowodzie Twierdzenia 4, przyj-

muje postaé: 1>05 + 0_95 tg0
0 < ¢o0sO - * h 048< aro tg? ,
VPi 58 - 42 tg 0
a wiec, jak w tezie. g

Z udowodnionych twiordzeé 516 wynika, ze fp~ zalezy od trzech wielkosci:
¢ promienia krzywizny krzywej R,
e rzedu spéjnosci siatki RSG,
*« kata © potozenia krzywej w stosunku do linii 3iatki,

a wartos$o e jest odwrotnie proporcjonalna do R i RSG oraz wprost proporcjonalna do ©.
5 pi
Usredniajgc btad jp wzdtuz tuku krzywej zgodnie 2“ wzorem

dc
q*J Irh 760/

J os

gdzie catki wystepujace we wzorze sg catkami krzywoliniowymi, branymi wzdiuz tuku krzywej K, otrzy-

? sp

mujemy nowy rodzaj btedu, ktéry zalezy od typéw i parametréw krzyz/ych. Warto$é bitedu £ep, Jak tatwo

zauwazy¢, bedzie zalezata od R, PSG i 0, ktére dla kazdej krzywej sa okreslone.
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Z-aiia’ tzy wzoréw «a psp dia krzywych 2-atopnia [63] cynika, ze

Inf . hp,»* ' fs?>,8"
k 6 Oi. k PX
«e f0.3Jrj meeio,2ffd

5.3. Podstawowe wyniki oceny doktadnos$ci dyakretyzacji

S prjo‘or.o.dzoned analizy r/yrazen okreélajacych bitedy dyskrotyzacjl krzywych algebraicznych

r—ctornla na cintkach

°4s(h?) 1 ~ s A

wynika. ze kazdy z bledéw: 53 P Jo , IJ‘> gop, zalezy /wréznymstopniu/ odtrzech pod-
stanowych parametréw:

Oh - promienia krzywizny krzywej /parametrow kr«y/ej/,

e RSf; - rzedu spéjnosci siatki,

00 - potozenia krzywej w stosunku dolinii siatki.

\V analizy tej wynika nastepujacy generalny wniosek: niezaleznie odtypu btedu,kazdy z rozwal
zadnych bledéw jest wiekszy dla siatki Cra(h®) niz dla siatki Gge(H"* *.

Aproksymacja na siatce Gga(h”) Jest. wiec doktadniejsza.

Nasuwa sie wiec wniosek, ta w dyskretyzacJach na siatkach c(h~L.doktadno;‘6 dyskr-ty

wzrasta wraz zo wzrostem rzedu spo6jnosci siatki TtSG na ktdérej Jest dokonywana dyskretyzacja.

6. Z#KONCZENIE

Celem prowadzonych badan byto rozwinigcie teorii i uzyskanie wynikéw aplikacyjnych w dziedzi-
nie calkov.itliczcbowej aproksymacji krzywych algebraicznych ptaskich. Woéwiecle badania tono typu
3rj prowadzone od kilkunastu lat: uzyskano wiele pozytywnych wynikéw n zakresie algorytméw dyokre-
tynacji prostej 1 krzywych 2-stopnla. Badania niolejsze rozwijajg i udoskonalajg algorytmy CAlko-
witollczbc-ej aproksymacji prostej 1 krzywych 2-otopnia na catg klase krzywych algebraicznych
ptaskich. V ramach tych biedni przeprowadzono réwniez ocene dokitadnos$ci aproksymacji w mierze lotab e
nej i j.boba', ej oraz mene ztozonosci obliczeniowej algorytméw w ich realizacji komputerowej.

POznor<,d;ioj,: w zbiorze mozliwych rozwigzan tak postawionego zadania zostata ograniczona natoze

n lpa na algorytmy aproksymacji Istotnych ograniczen:

* dziatanie jedynie nn liczbach catkowitych,

0 niewystepowanie zjawiska kumulacji btedéw.

O stosowania Jedynie prostych operacji algebraicznych /ary tmetycznych catkowi toliesbowych I-,
elementarnych operacji boolowakich/,

o prostota obliczeniowa /duza szybko$¢ dziatania * realizacji komputerowej/.
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6.1. Podstawowe wyniki badan

Oméwione w pracy badania sa analizg zagadnienia dyskretyzacjl krzywych algebraicznych ptaskich
na jednorodnych siatkach h2) i h2) oraz syntezg algorytméw dyskretyzacjl tych krzywych
metoda podejscia warunkowego, w ktérej modut wartosci funkcji F(x~,y”) zostal przyjety za miare
odlegtosci punktu <x”,yi > od krzywej /metryka aproksymacyjnal/.

Zaprezentowane algorytmy sg rozwinieciem i uogélnieniem znanych z literatury algorytmoéw
dyskretyzacjl prostej i krzywych 2-stopnia, a szczegbélnie algorytméw, ktére autor niniejszej roz-
prawy opisat w pracy z 1977 r. /algorytmy aproksymacji krzywych 2-stopnia na siatkach G"s(h2)

i Gga(h2)/, na catg klase krzywych algebraicznych ptaeklch, w tym 1 wielogatezlowych.

W ramach prowadzonych badan oszacowano réwniez szczytowe i poloY/e btedy algorytméw. < szcze-
gbélnosci wyproY/adzone zostato réwnanie /46/, z ktérego mozna wyznaczy¢ kres gérny bezwzglednego
szczytowego btedu aproksymacji jako funkcje stopnia krzywej. Oszacowano wzgledne szczytowe biedy
aproksymacji /wzory /54/ i /55// sa funkcjami rzedu spdjnosci siatki i w zasadzie nic zalezg od
stopnia krzywej /promienia krzywizny i parametréw geometrycznych krzywej/.

Przepro?/adzona przez autora globalna ocena jako$ci aproksymacji doprowadzita do wzoréw na mo-
dut pola przylegajacego do jednostkowego odcinka krzywej, oraz na Jego warto$¢ $rednig, powstalg
z uérednienia modutu pola wzdtuz konturéw krzywych.

Wyniki oceny szczytowych i rolowych biedéw aproksymacji krzywych algebraicznych ptaskich
stanowig uogo6lnienie oszacowa¢ biedéw dyskretyzacjl krzywych algebraicznych ptaskich 2-stopnia
/wykonanych 1 opisanych przez autora rozprayy w 1977 r./ na catg klase krzywych algebraicznych
ptaskich.

Oszacowana zostata takze ztozono$¢ obliczeniowa dyskretyzacjl jako funkcja stopnia krzywej,
rodzaju siatki i Yfielkosci jej modutu oraz sposobu wyznaczania wartos$ci funkcji w weztach siatki.
Szczegdlnie duzy wplyw na szybko$¢ dyskretyzacjl ma stopien krzywej oraz wielkoné modutu

siatki h.

Tak jednoznaczna i precyzyjne metody oceny ztozonos$ci obliczeniowej /ezybkosd dziatania/
do oceny algorytméw dyskretyzacjl krzywych nie byty dotychczas stosowane /brak podobnych opracowan
w literaturze/. Autor sadzi jednak, ze doktadne wyznaczenie szybkosci dziatania algorytméw dyskre-
tyzacyjnych jest niezbedne do witasclY/ej oceny ich mozliwos$ci aplikacyjnych.

Wyniki przeprowadzonycn badaf majg aspekty, zaréwno poznawcze, jak tez aplikacyjne.

Osiggniete i sformutowane w postaci sze$ciu twierdzen z dowodami vynikl sg przyczynkiem do -te-

orii aproksymacji krzywych algebraicznych. Stanowig zasadniczg tre$¢ teorii dyskretyzacjl krzyvych,
sg rozwinieciem teorii aproksymacji krzywych w nowym kierunku, ktéry jest nazywany "aproksymacja

catkowitoliczbowa" bad¢ tez "aproksymacjg na dwuwymiarowych siatkach'. St7/orzone zostaty ulepszone
i uproszczone metody tej aproksymacji oraz ich ocena pod yrzgledem doktadnosci, jak tez ztozonosci
obliczeniowej algorytmoéw.

Aspekty aplikacyjne przeprowadzonych badan sa nie mniej znaczace, jak aspekty poznawcze.
Opracowane algorytmy upraszczajg proces aproksymacji krzywych algebraicznych oraz stwarzajg nowe
mozliwoéci. Majg bowiem ceche, ktérej brakuje algorytmom znanym wcze$niej: nie kumulujg biedow.

Pozwalaja takze na rozwigzywanie zadan aproksymacji krzywych tatwiej i szybciej. Dotyczy to
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w szczego6lnosci dyskretyzacjl krzywych v/iolpgstaziov,ych, oceny doktadnos$ci i ztozonosci oblicze-
niowej algorytméw, posY.ntalacej stosowaé je optymalnie, zaréwno ze wzgledu na doktadnos$é, juk i

wymagEine $rodki sprzetowe oraz czas ich T/ykonywonic.

6.2. Przewidywano zastosowania

2eproror.owane algorytmy dyskretyzacjl zostaty r.syntotyzowane pod katem potrzeb grafiki kompu-
terowej i numerycznego sterowania obrabiarkami. Autor sgdz! jsdnek, Ze znajdg zastosowanio w wielu
réznych dziedzinach nauki i techniki:.w grafice komputerowej, w szczeg6lnos$ci w monitorach gra-
ficznych, kreslakach czy drukarkach graficznych - do konstrukcji uktadowych badi prdégremc.e.ych
interpolatoréw i generatoréw krzywych i funkcji; emkoderach rysunkéw /dyskretyzMerach/ - do dys-
kretyzaeji konturéw, obryséw i dokumentacji rysunkowej wpro*..-:'sane.j Co komputeréw; m>»arach kon-
turowych i projektowaniu inzynierskim - w zadaniach dopasowrn :a ksztattéw/ /tiodclowante profilowa-
nych, opltywowych ksztattow, zwiaszcza w prscmyslach okret--.. letniczym, czy nr.-./t w archi tek-
turze/, a takze doborze optywulnyeh wsnroikéw /j.-ykre;'-ntSf£z/, :.ny tez w uktadaniu zabaw mozaiki mm/oh.

Algory tmy to - wydaje oie - czujdg mstozu>/ars.U rdéwnie;- .. «escd.olwaaiu i przetwarza, rysunkow
liniowych i obrazéw, w granicar.yeh procesorach obrazéw /;ses < nory kwantujace sekwencyjne /.

i rozkazy graficzne r.a posta¢ komoérkowa, procosory kompresji obrazu/; do opisu obrazéw < zadaniuch
rozpoznawania szablonéw, czy do analizy piata odrecznego /graiologial/.

Ponadto algorytmy i zastosowane v nich wetody moga znele$é¢ takze zastosowanie v konstrukcji
Interpolotoré--- dla obrabiarek storo'.-/sych numerycznie i w technologicznych programach generacji
krzywych dla celéw interpétowania profilowanych powierzchni, numerycznym Sterowaniu proccecmi tecr-
nologicanymi, esy wkonstrukcji specjalnych jednostek decyzyjno-sterujacych do sterowanie, : bie-
zace, zwtlaszcza procesami szybkokti-ieanyai.

Algorytmy | zastosowane w nich oetody moglyby takze znalezé zastosowanie w zupetnie odiieuayt:.
dziedzinach tonki i techniki; w fizyce czastuk wysokiej energii lo identyfikacji toréw csast*.i:
oler,;-ir.t;;rnyoh, teorii obliczen wspdtbieznych czy lingwistyce daieaatyoznej /modelowanie jezyKki,
formalnych/, a nr.zot w modelach mechanizméw neuropsyekologicznych 1 teorii aiecl nerwow/ch,

7 rstosowana. metodyka oceny btedéw aproksymacji moze by¢ tez wykorzystena cp. przy okresleniu
to;oranej', obrébki w progresach technologicznych sterowania obrobka dyt&Il, gdzie «y«aghaa jest
wysoka /$cisle okreslona/ tolerancja obrébki profilu, czy tai w cyfronym »torowaniu innymi proce -
»s,si toehnologicsnyiSi, w metrologii i eystamach automatycznego sterowsz 'a do oceny Syskroty.
orsebiégé// ciagtych Itp.

frzy wyborze algorytsié* doesokreslonego zastosowania nalezy braé¢ pen uwAge przede sti’

mczynniki: ztozono$¢ obliczeoipwa /mierzong liczba wykonywanych operacji przypadajacych -aa je?...
rostke dlagosci krzywej/ oraz efektywng jako$¢ /oceniang wizualnie lub mierzong w jednej z wiato-

m onych w rozprawi¢ metryk/.
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6.7. Okreslenie kierunku dalszych badan

Uzyskane przez réznych badaczy wyniki, jak réwniez 1 te, ktére prezentowane sa w niniejszej,
rozprawie, nie wyczerpujg listy nierozwigzanych probleméw w dyskretyzacji na siatkach w ogoéle,

a w szczeg6lnosci na siatkach kwadratowych. Wiole probleméw czeka jeszcze na pilne rozwigzanie.
Dotyczy to szczeg6lnie zagadnienia operowania na wielkich liczbach w warunkowej dyskretyzacji
krzywych algebraicznych na siatkach kwadratowych, w ktérych |F(x,y)| jest metryka generacyjna.

Za celowe nalezy uznaé podjecie badan nad strukturalnymi dyskretyzacjami krzywych na Jedno-
rodnych siatkach kwadratowych, a takze nad dyskretyzacjami krzywych na siatkach kwadratowych nie-
jednorodnych oraz na siatkach Innych niz kwadratowe /tr6jkatne, sze$ciokgtne, koncentryczne/.

Pilnym do rozwigzania problemem jest tez dyskretyz.acja na siatkach przestrzennych /szczeg6l-
nie dla potrzeb grafiki komputerowej i numerycznego sterowania obrabiarkami/, przede wszystkim na
jednorodnych siatkach przestrzennych, ale réwniez i na siatkach krzywoliniowych /koncentrycznych/.

Na rozwigzanie czeka réwniez zagadnienie catkowitllczbowoj aproksymacji powierzchni zaréwno
tych najprostszych /2-stopnia algebraicznych/, jak tez tych bardziej ztozonych, ktérych niezbed-

no$¢ w grafice komputerowej i numerycznym sterowaniu obrabiarkami jest co'raz bardziej oczywista.
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Dodatek

Implementacja algorytmow

W celu zweryfikowania opracowanych w rozds,3 algorytméw dyskretyzacji krzywyoh algebraicznych,
tzn. sprawdzenia poprawnos$ci ich dziatania, poréwnania uzyskanych wynikéw z zatozeniami na dyskre-
tyzacje i ujawnienia innych ich cech niz te, ktére byly przewidziane na etapie ich syntezy, a takze
do wizualnej oceny krzywych dyskretnych generowanych przez te algorytmy, zaimplementowano je na
komputerach IRIS 80, MERA 400 oraz SM-4 w jezyku IQ5TF.AH, z wyprowadzeniem wynikéw na drukarke,
rastrowy monitor graficzny oraz kreslak.

Wiole réznych przebiegéw programéw realizujgcych obydwa algorytmy / z réznymi typami, stopniami
i kierunkami obiegéw krzywych oraz wielko$cig modutu siatki h/ $wiadczy o poprawnosci ich konstrukcji.

Jako ilustracje tych badan zamieszczamy dyskretne postaci 26 réznych typéw krzywych /3-, 4-

i 6-stopnial/, z ktérych kazda jest generowana za pomocag kazdego z algorytméw z modutem 3iatkl h=1[ca]
oraz za pomocg badz to algorytmu na siatce G"g(h2} badz Ogs(h2) z modutem siatki h=0.25imm].

Modut siatki h= 1[amj zostat tak dobrany, aby /dla okreslonych parametréow geometrycznych krzywych/
zachowaé ksztatty geometryczne tych krzywych i réwnocze$nie uwidoczni¢ istotng rdéznice w "gtadkosci”
tamanych generowanych za pomocg kazdego z algorytméw. Modut h=0.25[ma] zapewnia dostateczng dla
szerokiej klasy zastosowan doktadno$¢ zobrazowania, szczegdlnie na monitorach graficznych, nieza-

leznie /w zasadzie/ od rzedu spdjnosci siatki, chociaz pozwala /jeszcze/ dostrzec réznice
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v "gtadkosci™ tamanych generowanych przez kazdy z algorytméw. Ra przedstawionych rysunkach widaé
istotng roznicg w "gtadkosci wygeneroYtanych tamanych na korzys$¢ krzywych wygenerowanych na siatce
0 wyzszym rzadzie spo6jnosci. Stwierdzi¢ mozna réwniez wyrazng zalezno$¢ miedzy '"gtadkoscig" krzy-
wej, a promieniem krzywizny tej Kkrzywej oraz wzajemnym potozeniem siatki i krzywej /szczegélnie
w krzywych generowanych na siatce <t (h2)/; "Gtadko$¢" krzywych jest wieksza w tych rejonach krzy-
wej, wktédrych jest mniejszo krzywizna krzywej oraz kat /liczony mod. 90°/ miedzy styczng do krzy-
wej i gtownymi llniani siatki.

W wyniku omawianej komputerowej realizacji algorytméw uwidocznita sie pewna negatywna strona
zasady wykonywania operacji algorytméw na liczbach catkowitych. Dla krzywych wyzszych stopni
1 okreslonych wymiaréw geometrycznych krzywych, w niektérych rejonach tych krzywych - wartosci
pochodnych czastkowych przyjmujg duze wartosci liczbowe. Wymaga to diugiego stowa rozkazowego
w komputerze. W przeciwnym rasie nastepuje przepetnienie rejstréw i przektamania w obliczeniach,
doprowadzajgce w rezultacie do "degeneracji " krzywej, Wkomputerze MERK 400 zakres liczb catko-
witych /+ 32767/ byt przekraczany w trakcie generacji, krzywych stopnic* o ,-4 i wymiaréw geome-
trycznych krzywych spoza zakresu liczbowego - 40 ¢ 40 jednostek. .Te$ji istnieje obawa, ze opisany
stan moze zaistnieé¢, nalezy wdwczas wykonywaé¢ obliczenia w reprezentacji zmiennoprzecinkowej.
'Co prawda, ta reprezentacja wprowadza z natury swojej pewna btedy /btedy reprezentacji/, Poza tym
eliminuje sie /w znacznym, stopniu/ w ten sposéb podstawowe zalety stosowanej metody dyskretyzaeji,
tj, szybko$¢ obliczen i niewystepowanie Jcunulacji btedow.

negatywng cechg metody bedacej podstawg proponowanych algorytméw jost wiec operowanie na du-
zych liczbach catkowitych /duzych w stosunku do zakresu, liosb catkowitych minikomputeréw/, zwiek-
szajacych sie wraz ze stopniem, i wymiarami geometrycznymi krzywej. Btedy reprezentacji sg jednak
z reguty niewielkie, a "degeneracja" nastepuje po wyznaczeniu kilkuset punktéw ciagu aproksymuja-
cego.* Dzielgc zatem dyskretyzowany segment krzywej na pewng liczbe krétszych podaegpientéw i wyzna-
czajac dla kazdego z nich /poprawnie/ dane poczatkowe, mozna uzyska¢ aproksymacje zadowalajaca,
zaréwno z punktu widzenia doktadnosci, jak réwniez szybkosci.

W testowanych przyktadach krzywych stopnia n< 6 i wymiarach geometrycznych krzywych rzedu
+ 104 jednostek /jedna jednostka = ih - modut siatki/ zakres liczbowy pojedynczej precyzji wyno-
szacy +0.17 « 10~ w zupetnos$ci wystarczat do porannego wykonywania niezbednych w algorytmach
operacji. Kie stwierdzato sie réwniez "degeneracji' krzywych z powodu stosowania arytmetyki zmien-

noprzecinkowej /pojedynczej precyzji/, mimo,wnoszonych przez te reprezentacje bledéw.
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P O3 Dme

J3wcKpeTH3amiH axre<5paH>iecKHx kphbux b MaiHHHOM H30(5paxenHH MH$opMamin

B AHccepiauMH anajiM3npyeTCfi weTOau 4HCKpeTH3anHH kphbux npeaHa3Ha><eHHue it npnueneHHia b ua-
uihhhoH rpa$HKe h b pHifpoBOu ynpasaeHHH (jjpoaepnuMH ctihksmu.

C~eBano 00sop JiHTepaiypu Kacaioiuelica uctohob h ajiropHiuoB fincKpeTH3auHH (ueaoiHcaenHoti annpo-
KCH«aunn) h cjiopuyjinpoBaHO 3aaaqy SHCKpeTHaauHH Ha oahopoahux KBaapamux ceTKax axreCpaHKecKHx
kphbux n-cieiieuM aaaaHHux peBOHCiBou E(x,y)=0, a Tarae npeaciaBaeHo c”e”aHue aBYopou ajiropmuu
AMCKQpeTii3amin othx kphbux na 4- h 8-CBH3aHHux ceTKax. C”esaiio opeHKy BUHHCJiHTEgjiBiio» cjioxhocth
ajiropHTMOB b $yHKUHH cTeiienH kphboK n h nopnaica cBH3aHiiocTH ceiKH. riepeBe”eno Toxe ananH3 Ka-
uecTaa ~HCKpexHaauHH: iihkobux oiiihOok b «eipHKe eBKJiHA0Boro npocxpaiiCTBa h 000ajiBHy» oueHKy
b nojieBOIt (HiiTerpaJiBHoU) iieipHKe.

B upHlJioxeHHH BiuioKeHo rpa$HKH kphbux 3-, 4- i 6-CTeiieiiH BuriojineHHue rpa$oiiocTpoH Telieu,

noxyiemiue b po3yjiETaT« MauiHHHoii peanHaaiWH npeiCTaB.raeMux D AHCcepTamm axropHTM Qii.

Summary

Discretization of algebraic curves In comput-ir diaplaing information

In this dissertation mathodn ofcurves discretization adjusted forcomputer graphics and
digital oontrol of mnchine tools arcanalyzed.

The review of literature concerning methods and algorithms of diseretfration /inttsRor
approximation/ has been made and the problem of curves F(x,y)-0 discrotizition on homogenoou;,
square grids has been formulated. Algorithms of curves discretization on grids a- and B-
connectivo elaborated by the author have been presented.

The computation conplaxlty of each algorithm /no the function of jj-dngrre curves/ ic évaluai, -
ed. Analysis of maximal errors of the curve discretization on square grids in Euclidean spac
metrics as well as global evaluation of discretization quality in polarsotries hs bean mado.

In the appendix the diagrams ofthe 3-, a- and 6-degree curve plotted hr', hr n shown e> the

result of computer realization of the algorithms proposed in this work.
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Instytut Maszyn Matematycznych przekaze nieodptatnie
do eksploatacji sprzetowo niezalezny system progra-

mowania grafiki komputerow PSG zaimplementowany na

minikomputerze ME'RA4Q0.

Blizsze informacje: Pracownia Grafiki Komputerowej,

tet. 21-84-41 w. 271, 3S8, 428.



Informacja o eonach i warunkach prenumeraty na 1986 r,
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= Cena prenumeraty rocznej

Techniki Komputerowe - Biuletyn Informacyjny 156°. - dwum.
Przeglad Dokumentacyjny - Nauki i techniki Komputerowe N 1260.-  dwum.
Informacja Ekspresowa - Nauki i Techniki Komputerowe 2400,- mies.
Prace naukowo-badawcze Ins.tytutu Maszyn Matematycznych 660.- 3xw roku

= Warunki prenumeraty

1/ dla oséb prawnyeh ~ instytucji i zaktadéw pracy:
- iInstytucje i1 zaktady pracy zlokalizowane w miastach wojewddzkich
i pozostatych miastach, w ktérych znajduja sie siedziby "Oddziatkow
RSW "Prasa-Ksigzka-Ruch"™ zamawiajg prenumerate w tych oddziatach;

- instytucje 1 zakdady pracy zlokalizowane w miejscowosciach, gdzie nie

ma oddziatéw RSW '""Prasa-Ksigzka-Ruch"™ i na terenach wiejskich
optacajg prenumerate w urzedach pocztowych i u doreczycieli;

2/ dla oséb fizycznych - -prenumeratoréw indywidualnych:

- osoby fizyczne zamieszkate na wsi 1 w miejscowosciach, gdzie nie ma
oddziatow RSW "Prasa-Ksigzka-Ruch'" optacajg prenumerate w urzedach
pocztowych 1 u doreczycieli;

- osoby fizyczna zamieszkate w miastach - siedzibach oddziakéw RSW
"Prasa-Ksigzka-Ruch” optacaja prenumerate wydacznie w urzedach pocz-
towych nadawczo-oddawczych wkasciwych dla miejsca zamieszkania pre-
numeratora. Wpdaty dokonujg uzywajac "blankietu wplaty™ na rachunek
bankowy miejscowego oddziatu RSW "Prasa-Ksigzka-Ruch';

3/ Prenumerate ze zleceniem uysydki za granice przyjmuje RSW *Prasa-.
Ksigzka-Ruch', Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28,
00-958 Warszawa, konto NBP XV Oddziakt w Warszawie nr 1153-201045-
139-11. Prenumerata ze zleceniem wysydki za granice poczta zwyktg jest
drozsza od prenumeraty krajowej o 50% dla zleceniodawcow indywidual-
nych i o 100$ dla zlecajacych instytucji i zakdadow pracy.

o Terminy przyjmowania prenumeraty r.a kraj i1 za granice:

- do dnia 10 listopada na 1 kwarta#,l pédrocze roku nastepnego oraz
na caty rok nastepny,

- do dnia l-kazdego miesigca poprzedzajacego okres prenumeraty roku
biezacego.

Zaméwienia na prenumerate''Prac naukowo-badawczych Instytutu Maszyn Ma-
tematycznych przyjmuje Dziat Sprzedazy Wysytkowej Osrodka Rozpowszech-
niania Wydawnictw Naukowych PAN, Warszawa, Patac Kultury i Nauki, tel.
tel .20-02-11 w.2516, Egzemplarze pojedyncze Prac sa do nabycia w ksie-
garni ORWN PAN, Warszawa, Patac Kultury i Nauki, tel_20-02-1:v,2105.
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