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P ra c e  n a u k o w o -b a d a w c z e  Instytutu M aszy n  M atem aty czn y ch

C a ł k o w i t o l i c z b o w e  dyskre tyzac je  

k r z y w y c h  a l g e b r a i c z n y c h  

w komputerowym obrazowaniu informacji

Wojciech M O K R Z Y C K I
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1 .2 . Podstawowe p o jęc ia  i  d e f in ic je
1 .3 . Układ t r e ś c i  rozprawy
2 . S tru k tu ra ln e , warunkowe i  strukturalno-warunkowe d yskretyzacje
2 .1 .  D yskretyzacje stru k tu raln e
2 .2 . D yskretyzacje warunkowe na sia tk ach  G4s 1 G8s
2 .3 . D yskretyzacje strukturalno-warunkowe na sia tk ach  0gg
2 .4 .  D yskretyzacje warunkowe na sia tk ach  Gkg
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3 .3 .1 .  Algorytm d y sk rety za cji na s ia t c e  G^g(h 2 )
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4 .4 .  Złożoność ob liczen iow a d y sk rety za c ji krzywych
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5 .2 .  S rednloglobalna ocena Jakości d y sk re ty za cji
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6. Zakończenie
6 .1 .  Podstawowe r e z u lta ty  pracy
6 .2 .  Przewidywane zastosow ania
6 .3 . O k reślen ie  kierunku dalszych  badań 
l i t e r a t u r a
Dodatek: Komputerowa im plementacja algorytmów

Wykaz oznaczeń

a , b -  p ó ło s ie  krzywej 2 - stop n ia
a ^  -  w spółczynnik i równania uwikłanego krzywej
R -  zb iór  algorytmów d y sk rety za cji
A -  elem ent zb ioru  R
A^, -  nazwy podokresów w kodzie p ro ste j dyskretnej
B -  zmienna lo g ic z n a
BSWG -  bezpośrednio spójne w ęzły s ia t k i
c1,k i ,m,mi ,n 1,p j; . 4i . r i  -  w skaźniki pomocnicze, na ogó ł elem enty ciągów l i c z b  całkow itych
0,D  -  zb iory parzystych  i  n iep arzystych  kierunków elem entarnych ruchów /wektorów/

wzdłuż l i n i i  s ia t k i  Gg J  h2)
C^.D^ -  elem enty zbiorów C i  D

-  podokres w kodzie p ro ste j dyskretnej
d, d^, d^j -  o d leg ło śc i między punktami / s t a ł e  bądź zmienne/
e -  parametr krzywej 2 -s to p n ia
E(x) -  funkcja  e n t ie r
f O (l)k ’ K0 (1 )k  ~ sekwencje l i c z b  naturalnych ze wskaźnikami zm ieniającym i s ię  od 0 do k
E (x ,y )=  0 -  równanie fu n k cji u n ik łan ej op isu jące  krzywą dyskretyzowaną K
^ ( x . y )  > -  w a rto śc i fu n k cji F (x ,y )  w punktach o numerach "i" oraz "P^"
G(h2) -  B iatka dyskretyzacyjna /Jednorodna kwadratowa z modułem h: G. -  4 spójna,4 3

G8 s " 8 -sp ó jn a ,
°ks “ k-sp ń jn a /

GIG -  główne l i n i e  s ia t k i  dyekretyzacyjnej
h -  moduł s ia t k i  d ysk retyzacyjnej
H ~ krzywa dyskretna pow stała w wyniku d y sk rety za cji krzywej K
1 , j , k , l , s , r , p , q  -  w skaźniki / l i c z b y  ca łk o w ite /
K -  elem ent zb ioru OC/krzyws. podlegająca d y sk r e ty z a c ji/
X  -  zb iór  /k la s a /  krzywych dyskretyzowanych
lj  ̂ -  d lugośó c ięc iw y  wyznaczonej przez punkty dwóch kolejnych  p rzecięó  krzywej

z łamaną
H14s 8s ro “ d ługość krzywej dyskretnej generowanej za pomocą algorytmu d y sk re ty za cji na

s ia t c e ,  odpowiednio: G^0(h 2) ,  Ggs(h 2) oraz wprost z równania /3 .1  /
1 -  d ługość krzywej dyskretyzowanej K
l , l ( i ) ,  I ^ / P ^ )  -  l i n i a ,  l i n i a  o numerze Mi n, l i n i a  wyznaczona przez punkty P  ̂ oraz P̂
Ł(A,k ) -  l ic z b a  o p era c ji niezbędnych do przeprowadzenia d y sk re ty za cji krzywej K za po

mocą algorytmu A
j -  l ic z b a  o p era c ji wyznaczania pochodnych cząstkowych według jednej zmiennej

-  l ic z b a  o p era c ji wyznaczania pochodnych cząstkowych mieszanych

I>|. -  l ic z b a  o p era c ji wyznaczania w szystk ich  pochodnych cząstkowych

Lg -  l ic z b a  o p era cji wyznaczania operatorów L (’ )p (x ,y )  oraz l f * )  Prxsy(x ,y )  d la
algorytmów z  h /  1

-  l i c z b a  o p era cji wyznaczania operatorów l ( ' ) p ( x , y )  oraz Ll *> FrxSy ( x , y )  d la  
algorytmów z h = 1

- o
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ŁxF (x ,y )  , LyF (x ,y )  
L Pp(x,y) , LRF (x ,y )

L! Fr x sy (x . y )
1 Fr x sy (x ’y )

^ r x s y ^ - y »
L W * ' y>
ŁY1,I>V1' ,I>V2,LV2' 

t i

M 
ra 
n

V qo
P, P ( i ) ,  P (x ,y )  
(r+ s ) FŁG 
Q
Qh

r=1 <1 )s
reo
R
RSG

V i c o
s g n ^ )

V + , V
w , w x ' y 
WKD
< x 1,y 1>
< x Tl,y T)> , < x k ,y ]c>
a r

+ »-.•i • <V> A

cC’(3 •

S. S 1 . « i
A

A F (x ,y )

A t
A j ,  A y

lic z b a  o p era cji wykonywanych ?/ p ę t l i  algorytmu d y sk rety za c ji krzywej na pod
staw ie je j  równania ogólnego 1
lic z b a  o p era cji wykonywanych w p ę t l i  algorytmu d y sk re ty za cjl na s ia tc e
z modułem h |! 1
lic z b a  o p era cji wykonywanych w p ę t l i  algorytmu d y sk re ty za cji na s ia tc e  
z modułem h =< 1
operatory kierunkowe fu n k cji F (x ,y ) odpowiednio x-owy, y-owy, przekątny  
oraz różnicowy

operatory kierunkowe pochodnych mieszanych / jm-s/ - rzędu f'rx sy ( x *y) fu n k cji 
P (x ,y ) odpowiednio: x-owyt y-owyf przekątny i  różnicowy

lo k a l iz a c ja  1- i  2 -s to p n ia  wektora styczn ej V
długośó łuku krzywej wyznaczonego przez punkty dwóch kolejnych  p rzeclęó  
krzywej z łamaną
zb iór  węzłów s ia t k i  dyskretyzacyjnej 
rozm iar lin iow y  obszaru dyskretnego  
sto p ień  krzywej / l i c z b a  n atu ralna/
lic z b y  ca łk ow ite  p i  q zredukowane do l i c z b  względem s ie b ie  pierwszych  
punkt, punkt o numerze "1", punkt o w sp ó łrzęd n y ch < x ,y >
( i : s ) -  przekątne l i n i e  s ia t k i  dyskretyzacyjnej 
nach ylen ie  l i n i i  na p ła szczy źn ie  dyskretnej
funkcja siatkowa: za leżnośó  między o d leg ło śc iam i węzłów ciągu  od krzywej
w ramach elem entarnego p ola  s ia t k i
zmiana wskaźnika r  od w artości 1 do s co 1
r e s z ta  z ca łkow ltoliczbow ego d z ie le n ia  l i c z b
promień krzywizny krzywej / s t a ły  bądź zmienny/
rząd sp ó jn o śc i s ia t k i  dyskretyzacyjnej
wyrażenie /fu n k c ja /' pomocnicze
znak lic z b y
p o le  pow ierzchni zawarto między krzywą i  j e j  aproksymantą d la  dwóch k o le j 
nych wzajemnych p rzec ięó  
parametr
pasmo to le r a n c j i  d y sk rety za c ji krzywej /T p -  d la  p r o s te j , ok d la  okręgu/
wektory kierunkowe styczn ej  
wymiary pow ierzchni obrazowania mierzone l ic z b ą  znaków 
warunek końca d y sk rety za c ji
współrzędne b ieżące  i- t e g o  w ęzła ciągu  aproksymującego 

• początkowy 1 końcowy punkt segmentu dyskretyzowanej l i n i i
■ złożonośó ob liczen iow a  algorytmu A
■ złożonośó ob liczen iow a d y sk re ty za cji krzywych K k la sy  X  ze względu na zb iór  

algorytmów A
operacje arytm etycznego dodawania, odejmowania, mnożenia 1 d z ie le n ia  oraz 
lo g iczn e  -  a lternatyw y i  kon lunkcji

■ kąty  n ach ylen ia  stycznych  do krzywej w dwóch k o lejn ych  w ęzłach ciągu  aproksy
mującego oraz kąt środkowy

■ funkcje pomocnicze
n ach y len ie  oa łkow ltollczbow e l i n i i  dyskretnej

■ p rzyrost w artości fu n k cji F (x ,y )  w tr a k c ie  ruchu z w ęzła <Cxl f y ^ > d o  w ęzła

< xi+1.yi+1>
p rzyrost parametru t

■ p rzyrosty  wzdłuż współrzędnych x oraz y 
op eracja  ca łk ow lto liczb ow ego  d z ie le n ia
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-  odchylen ie  kątów nach y len ia  stycznych /o d  kąta ¡Środkowego/
-  kąt nach ylen ia  głównych l i n i i  s ia tk i  w stosunku do o s i  układu współrzędnych
-  kąt n achylen ia  styczn ej w stosunku do głównych l i n i i  s ia t k i
-  pochodne cząstkowe I-rzęd u  fu n k cji F (x ,y )  względem zmiennych x oraz y

r i? a SP
odpowiednio

-  pochodne cząstkowe r -  1 s-rzędu  względem zmiennych odpowiednio x i  y

o I p
3x r  d y3 ' rx£,y

-  pochodna cząstkowa mieszana (r + s )-  rzędu fu n k cji F (x ,y )  względem zmiennych
x /r -r z ę d u / i  y /s -r z ę d u /

-  kąty  środkowe krzywej K wyznaczone przez trzy  k o le jn e  punkty p rzecinan ia

9

s ię  krzywej z łamaną 
-  bezwzględny błąd szczytowy d y sk rety za cji krzywej mierzony prostopadle do

krzywej
-  błąd szczytowy d ysk rotyzaoji krzywej K mierzony w artośc ią  F (x ,y )

-  moduł p o la  p rzy legający  do krzywej
-  w artość średn ia  modułu p ola  p rzylegającego  do Jednostkowego odcinka krzywej

-  względny szczytowy błąd aproksymacji

-  wartość średn ia  względnego szczytowego błędu aproksym acji
-  wartość l ic z b y  x zaokrąglona do n a jb l iż s z e j  l ic z b y  c a łk o w ite j , n ie  w iększej

M
W■

od x
-  wartość lic z b y  x zaokrąglona do n a jb l iż s z e j  l ic z b y  ca łk ow ite  j.nls mniaj3zej od x
-  wartość lic z b y  x zaokrąglona do n a jb l iż s z e j  l ic z b y  ca łk ow itej
-  kon iec dowodu.

1.  WSTĘP

1.11 U zasadnienie p od jęcia  tematu

W w ielu  różnych dziedzinach  nauki i  te c h n ik i, a w ięc także m ik roelek tron ice i  in form atyce, wyni

kają  potrzeby doskonalszych bądź nowych rozw iązać w d z ie d z in ie  metod numerycznych, m .in . w zak resie  

d y sk rety za c jl 1 aproksym acji krzywych. Potrzeby te  odnoszą s ię  zw łaszcza do tych  d z ied z in  zastosowań, 

w których zachodzące procesy o p isu ją  s ię  p r o śc ie j  w p rzestrzen i d ysk retn ej, ze zdefiniowanymi węzłami 

ca łk ow ito llczb ow ej s ia t k i  w spółrzędnych, np. w monitorach g ra ficzn ych , k reślak ach , dyskrotyzatorach , 

cyfrowym sterow aniu obrabiancam i, mapach top ograficzn ych , i t p .  Terminale obrazowe, w tym g ra ficzn e  

w komputerowych systemach użytkowych w ie lk ich  1 małych, a nawet w mikrokomputerach o so b isty ch  s ta ją  

s ię  bowiem coraz pow szechn iejszo , a  ic h  znaczenie c ią g le  r o ś n ie . Zwiększają s ię  też  wymagania doty

czące ja k o śc i zobrazowania: żąda s ię  ergonomicznej formy przedstaw ian ia  opracowanych wyników, tzn . 

dostosowanej do cech psychofizycznych  cz łow ieka.

D ysk retyzacjl staw ia s i ę  w ięc szczeg ó ln e , jakościowo nowe wymagania, Jak np. bardzo duża szyb - . 

kość wykonywania algorytmów, używanie jedyn ie najp rostszych  o p era cji /ty p u  sumowania, przesuwu war

t o ś c i  binarnych w r e je s tr a c h , prostych  o p era cji lo g ic z n y c h /, d z ia ła n ia  jed yn ie  w arytm etyce całkow i- 

to llc zb o w ej, lu b  w najgorszym wypadku sto łop rzec ln k ow ej, wyelim inowanie kum ulacji błędów, i t p .  Wyma

gań tych n ie  sp e łn ia ją  dobrze znane k lasyczne metody d y sk rety za o ji /ap rok sym acji/ krzywych, w których  

punkty aproksymujące o h llc z a  s ię  za pomocą podstawowych fu n k cji trygonom etrycznych lub  rozw in ięć
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w sz e r e g i potęgowe. Ich stosow anie j e s t  przyczyną kumulujących s ię  w p ro cesie  o b liczeń  błędów sy s

tem atycznych, prowadzących do "degeneracji" krzywych, zw łaszcza przy długotrw ałych o b lic zen ia ch .

W związku z tymi potrzebam i opracowano k ilk a  metod tzw . całkow itoliczbow ych aproksymacji /d y -  

s k r e t y z a c j i / ,  k tóre  aproksymują krzywe ciągiem  punktów mających współrzędne całkow itllczb ow e 1 ze 

sw ojej natury d z ia ła n ia  n ie  wnoszą błędów system atycznych. Odrzucono z o s ta ło  za ło żen ie  typowe d la  

klasycznych metod d y ck re ty za o ji, że punkty aproksymujące powinny le ż e ć  na krzyw ej. W metodach ca łko

wi to liczb ow ych  punkty aproksymujące n ie  le ż ą  na krzywej z za ło że n ia . Mają one jednak ta k ie  współ

rzędne ea łk ow lto llczb ow e, których odchylen ie od punktów zadanej krzywej j e s t  z góry ograniczone 

i  n ie  przekracza o d le g ło ś c i  między sąsiedn im i węzłami s i a t k i ,  c z y l i  n ie  przekracza jednej jed n o s tk i. 

Poza tym od ch y len ie  to  j e s t  uwzględniane podczas wyznaczania kolejn ego  punktu c ią g u . I s t n ie j e  bo

wiem za leżnośó  między warunkami wyboru k olejn ego  punktu ciągu  1 odchyleniem poprzedniego punktu od 

krzywej zadanej.

Krzywa dyskretyzowana opisana j e s t  zwykle w kartezjańekim  u k ład zie  w spółrzędnych. W tym uk ła

d z ie  za p is  w ięk szo śc i krzywych oraz różne p rzek sz ta łcen ia  krzywych są  trad ycy jn ie  stosowane. Poza 

tym wyrażają s ię  one w p rosty  sposób i  r e a l iz u ją  za pomocą stosunkowo prostych  o p e r a c ji. W tym wy

padkach d la  celów  d y sk re ty za c ji wprowadza s ię  s ia t k i  p rostok ątn e, n a jc z ę ś c ie j  kwadratowe jednorodne 

1 na n ich  przeprowadza s ię  dysk retyzację  krzywych.

Występują jednak zastosow ania /n p . rastrow e m onitory gra ficzn e  z radialnym bądź koncentrycznym  

rozw inięciem  ob razu /, w których zap is krzywych 1 realizow anych na n ich  o p era c ji wyraża s ię  p ro śc ie j  

w innych układach w spółrzędnych, np. w u k ład zie  trójkątnym czy biegunowym. Wprowadza s ię  wtedy odpo

w iednie s ia t k i:  tró jk ą tn e , sz e śc io k ą tn e , koncentryczne, sp ir a ln e , i t p .  1 dyskretyzację krzywych 

przeprowadza s ię  na tych  w łaśn ie  s ia tk a ch .

W n iek tórych  z zastosowań staw ia  s ię  wymaganie układowej r e a l i z a c j i  d y sk r e ty z a c ji, co oznacza, 

żo algorytm y powinny prowadzić do łatwych 1 prostych  rozwiązań tech n iczn ych . Wymaganie to  wyklucza 

stosow anie fu n k cji trygonom etrycznych, w ykładniczych, pierw iastkow ań, a nawet d z ie le ń  i  mnożeń przez  

dowolne l ic z b y  r z e c z y w iste , czy podobnego typu op eracje .

•Ich r e a liz a c ja  tech n iczn a  j e s t  zwykle złożona 1 trudna, wymaga bowiem skomplikowanych rozwiązań  

układowych i  z natury rzeczy  wprowadza b łędy system atyczne /za o k rą g la n ie  do w artości ca łk o w ity ch /. 

Wymaganie m ożllw io p r o ste j r e a l i z a c j i  układowej algorytmu narzuca na n iego  ogran iczen ie  stosow ania  

jed yn ie  prostych  o p e r a c ji, tz n , sumowania l i c z b  całkow itych  lub  w najgorszym wypadku s ta ło p r z e c in -  

kowych, mnożenia 1 d z ie le n ia  przez ca łkow ite  p o tę g i dw ójki, p roste  operacje lo g iczn e  typu sumy 

i  iloczyn u  na argumentach boolow sklch , operacje porównywania argumentów stałoprzeclnkow ych lu b  inne.

N iektóre z metod są  ukierunkowane na ś c i ś l e  określone zastosow ania , w których w ystępują zwięk

szone wymagania w stosunku do określonego parametru d y sk r e ty z a c ji, jak np. zwiększona dokładność 

czy "gładkość" w sterowaniu obrabiarkami lu b  duża szybkość w monitorach gra ficzn y ch . W n iektórych  

z zastosowań pewne cechy mogą być pierwszoplanowe /kosztem  in n y ch /, np. dokładność 1 "gładkość" kosz

tem szyb k ości /w  sterow aniu obrabiarkam i/ lu b  te ż  szybkość g en era c ji kosztem dokładności /m onitory  

g r a f ic z n e /.
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W d y sk re ty za c ji złożonych krzywych wyższych sto p n i może wyniknąć probiera n ied o sta teczn ej pojem-
V

, ńrj ś n i e c i  crer.-iryjnej koonutora. czy te ż  n ied osta teczn ego  p rzedzia łu  liczbow ego d la  różnych re 

p r e z e n ta c j i liczbow ych . Powstać więc mogą dodatkowe u tru d n ien ia , czy nawet nia|irZHWldzi«iie w cześn iej 

błędy /n p , w ynikłe ze sposobu r e p rezen ta c ji l.iczb  w kom puterze/.

1 .2 . Podstawowe p o ję c ia  i  d e f in ic je

Stosowany w t e o r i i  aproksym acji term in "dyskretyzacja" oznacza odwzorowanie zbioru fu n k cji 

rzeczyw istych  lub  zespolonych 11 zb iór  n-;vyra i  arowych ciągów l i c z b  rzeczyw istych , zespolonych bądź 

t e ż  w zb iór  nieskończonych ciągów  liczbow ych.

15 t e o r i i  sygnałów termin "dyskretyzacja" dotyczy konw ersji sygnałów c ią g ły ch  na dyskretne i  

obejmuje dwie op eracje , tzw . próbkowanie oraz kwantowanie /p o rc jo w a n ie /. Próbkowanie po lega  na po

miarze /analogow ych/ w artośc i c ią g łe g o  sygnału w określonych odstępach czasowych. J e s t  w ięc prze

kształcen iem  c ią g łe g o  'przebiegu sygnału  w odpowiadający mu dyskretny zb iór  próbek. Kwantowanie /p o r 

cjow an ie/ polega na zamianie analogowej w a rto śc i próbki najb liższym  t e j  próbce poziomem w artości 

operc j owane j / skwantowanej/ .

W n in ie j s z e j  rozprawie term in "dyskretyzac jo. l i n i i "  rozumiem z jednej strony jako jedną z metod 

aproksym acji l i n i i ,  a le  przede wszystkim jako odwzorowanie a n a lity c z n ie  zadanych, c ią g ły ch  krzywych 

określonych rów nością P (x ,y )  = 0 , w skończony zb iór  dyskretnych w a rto śc i. Zbiór ten  j e s t  dyskretnym  

obrazem l i n i i  c ią g łe j  /a n a l i t y c z n e j / i  roksymuje /w  se n s ie  pewnej m etryki, np. metryki p rzestrzen i  

eu k lid esow oj/ l i n i ę  zadaną.

Motywacja do d y sk re ty za c ji l i n i i  J e s t  potrzeba stosow ania techn ik  i  metod cyfrowych w różnych  

procesach technicznych  /o p isu ją o y ch  s ię  za pomocą dyskretyzowanyeh krzyw ych/, a zw łaszcza w obrazo

waniu in form acji za pomocą graficzn ych  urządzeń komputerowych.

2e szczególnym  zainteresow aniem  tra k tu ję  dyekretyzaeję l i n i i  na dwuwymiarowych s ia tk a ch . P olega  

ona na zd efin iow an iu , na obrazującej l i n i ę  p ła sz c z y ź n ie , dY/uwymiarowej s ia t k i  i  wyborze węzłów t e j  

s ia t k i  leżących  wzdłuż l i n i i  i  tworzących c ią g , który p rzy b liża  l i n i ę  zadaną. Ciąg ten  nazywam l i n i ą  

dyskretną. K olejne w ęzły l i n i i  dyskretn ej łą c z y  s ię  zwykle aproksymantami, t j .  elementarnymi wekto

rami skierowanymi wzdłuż l i n i i  siatkow ych bądź skierowanymi segmentami wybranych krzywych.

Standaryzacja  aprolcsymant /d o  zbioru  np. 4 -  bądź 3-elem entow ego/ 1 ic h  ponumerowanie /k o lejn ym i 

liczbam i ze w zględu, np. na w zrastan ie  ich  k ą ta  n a ch y len ia / um ożliw ia za p isa n ie  l i n i i  dyskretnej 

w tzw. "łańcuchowo-kodowej" p o s ta c i .  J e s t  to  c ią g  liczb-num erów aproksymant, których łańcuch tworzy 

l i n i ę  dyskretną .

Znaną tech n ik ą  d y sk re ty za c ji l i n i i ,  prowadzącą wprost do łańcuchowo-kodowej rep rezen ta c ji l i n i i  

j e s t  w yb ieran ie , d la  każdego p r z e c ię c ia  krzywej z l i n i ą  s i a t k i ,  n a jb liż sz e g o  temu p r z e c ię c iu  w ęzła  

i  utw orzenie ciągu  z numerów aproksymant łączących  k o le jn o  wybrane w ęzły.

W da lszych  rozważaniach nad odwzorowaniem krzywych c ią g ły c h  na krzywe dyskretne używam /w  w ielu  

wypadkach zam iennie/ trzech  następujących term inów/:

«  aproksymacja krzywej a n a lity c z n e j  /z a d a n e j / za pomocą krzywej d ysk retn ej,

•  dyskretyzac ja  krzywej a n a lity c z n e j  /z a d a n e j / do p o sta c i krzywej d ysk retn ej,

•  gen eracja  krzywej d ysk retn ej na podstaw ie /zadanych/ parametrów krzywej a n a lity c z n e j .
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P o jęc ia  "aproksymacja krzywej" używam w rozważaniach nad przybliżaniem  krzywej c ią g łe j  -  krzy-
V

wą dyskretną szc z e g ó ln ie  wtedy, gdy oceniam jakość tego p rzy b liżen ia .

P ojęć " dyskretyzacja  krzywej" oraz "generacja krzywej" używano w tra k c ie  rozważań nad zbiorem 

elementów wykorzystywanych do tw orzenia krzywej d ysk retn ej, nad generaoją t e j  l i n i i  i  z ło żo n o śc ią  

t e j  g e n e r a c ji . Drugiego z tych terminów używam szczeg ó ln ie  w trak o ie  omawiania algorytmów gen era cji 

krzywej dyskretnej /g e n e r a c j i c iągu  sporejowanych w artości współrzędnych kolejnych  punktów-węzłów 

bądź standaryzowanych aproksymant tworzących krzywą dyskretną/ i  w tra k c ie  oceny z ło żo n o śc i t e j  ge

n e r a c j i .

V rozważaniach uwzględniam w ięc trzy  parametry d ysk retyzacji:

O formę /jednorodną kwadratową s ia tk ę  na p ła s z c z y ź n ie /,

O rozmiar /moduł s i a t k i / ,

O aprokaymantę u ży tą  do r e p r e z e n ta c j i p o r c j i /od cin ek  p r o s te j  bądź standardowy segment k rzyw ej/.

W n in ie j s z e j  rozprawie rozważania ograniczam jed yn ie  do d y sk rety za c ji krzywych algebraicznych  

p ła sk ich  na jednorodnych kwadratowych sia tk ach  za pomocą prosto lin iow ych  aproksymant, innymi słow y, 

rozważania j e s t  aproksymacja, w k tó re j aproksymantami mogą byó Jedynie od cink i l i n i i  s i a t k i ,  na 

której j e s t  ta  aproksymacja dokonywana.

Kloch w u k ład zie  Oxy będzie  zadana kwadratowa jednorodna s ia tk a  0 (h  ) za pomocą l l n i l t  

O pionowych = h ‘ i ,  - » <  y <  + o o  oraz 

o  poziomych 1 ukośnych y i  = h - i  + ( p /q ) -x ,  - o o < x  <  + o o

gdzieś

D e f in ic ja  1. Węzłami s ia t k i  nazwano punkty przecinan ia  s ię  głównych l i n i i  slatkow yoh.

D e f in ic ja  2 . Rzędem sp ó jn o śc i s ia t k i  RSG nazwano lic z b ę  p ó łp rostych  slatkoY/ych wychodzących z dowol

nego w ęzła s i a t k i .

D e fin ic ja  7. Bezpośrednio epójnymi węzłami s ia t k i  BSSG nazwano ta k ie  dwa w ęzły , k tóre l i n i a  siatkow a  

łą czy  bezpośrednio /b e z  pośrednictw a innych węzłów s i a t k i / .

D e f in ic ja  4 . Głównymi lin ia m i s ia t k i  OLG nazwano to l in ie -  s i a t k i ,  wzdłuż których o d leg ło ść  między 

bezpośrednio spójnymi wężłami równa j e s t  h , 2-przekątnym l 2P1G -  gdy ta  o d leg ło ść  J e s t  r6m & \[2  h ,

h -  moduł s i a t k i ,

m -  rozm iar lin io w y  s i a t k i ,  /h  oraz m -  l ic z b y  n a tu ra ln e /, 

p 1 q -  l ic z b y  ca łk o w ite .

Pomocnicze d e f ln io je  dotyczące struktury  s ia t k i  G(h^).

(r+s)-przekątnym i (r+s)PLG -  gdy j e s t  ona równa / r  i  s -  l ic z b y  n a tu ra ln e /.

Przyjmując za p i  q różne l ic z b y  ca łk ow ite  / a l e  q /> 0 / ,  otrzymuje s ię  różne rodzaje s ia te k :

1/ p=0; jednorodna kwadratowa 3 ia tk a  4-spójna  Gi g (h2) z l i n i i :

-  pionowych xi  ** h > i, - ® o < y  <  + o o  , oraz

-  poziomych y i  * h * i, - c o  < x  <  + o o  ;
2

2 / p/q = +1; jednorodna kwadratowa, s ia tk a  8 -sp ó jn a  G83(h£) z l i n i i :

-  pionowych = h > i, - o o < y < + o o  , oraz

-  poziomych 1 ukośnych -  y^ =■ h - i  +x, - o o < x < C  + ° o  :
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V  ■>,». -  dowolna lic z b y  ca łk o w ite , q /0; otrzymano s ia tk ę  k -spójną  Gk,,( h2 )/k = 21 , 1 -  l ic z b a  n a tu ra ln a /.

a /

R y s.1 . Jednorodne s ia t k i  kwadratowo: a /  1-sp ó jn o , b / 8 -epójna , c /  32-spójna

Aproksynanty na s ia t c e  mogą n ie ć  d łu g o śc i obejmujące w szystk ie  możliwo o d le g ło ś c i między 

węzłami w c c i oj p r z e str z e n i d y sk re tn ej. W praktyce n a jc z ę ś c ie j  k ilk a -k ilk a n a śc ie  jedn ostek .

1 ,3 . Układ t r e ś c i  rozprawy

Wyniki a n a liz y  rozważanych zagadnień au tor s ta r a ł 3 ię  u ogó ln ić  do poziomu tw ierdzeń i  w ta k ie j  

p o sta c i / s z e ś c iu  tw ierdzeń z dowodami/ zawarł w tok śo io  rozprawy.

Rozprawa sk łada  s ię  z s z e ś c iu  rozd zia łów  oraz dodatku.

Po w stęp ie , w r o z d z ia le  2 omówiłem znane z l i t e r a t u r y  algorytm y ca łk ow ito liczb ow ej d yskretyza- 

c j i  /ap rok sym acji/ krzywych. Algorytmy te  p o d z ie liłem  na grupy według metodyki konstruowania ciągów  

riproksymujących, typu krytorium wyboru węzłów s ia t k i  na c ią g  aproksymująey oraz rodzaju s ia t k i  apro

ksym acyjnej. H każdej z grup algorytm y przedstaw iłem  w k o le jn o śc i ich  p u b lik a c j i . Stan dotychczaso

wych badań zaprezentowałem w ięc jako zesp ó ł następujących zagadnień szczegółowych:

•  rodzaju s i a t k i ,  na k tó re j j e s t  dokonywana dyakrctyzacja ,

9 metodyk konstruowania ciągów  aproksynrających /p o d e jśc ie  warunkowe, stru k tu ra ln e  i  strukturalno-w a

runkowe/ ,

i» kryteriów  wyznaczania węzłów ciągu  aproksymującego.

Omawiając za le ż n o śc i aproksym acji od rodzaju  s ia t k i  skupiłem uwagę przede wszystkim na s ia tk ach

CJ h2>' < W h2) 1 Cks( h 2 ) '
A n a lizu jąc  różne metodyki dyskretyzowania krzywych rozróżniam algorytmy d y sk re ty za cji oparte na

p od ejśc iu  strukturalnym , warunkowym oraz strukturalno-warunkowym.

Spośród wyznaczania ca łkow itollczbow ych  punktów ciągu  aproksymującego stosowane są  różne: m ini

mum o d le g ło ś c i  lin io w e j w ęzła od krzywej bądź minimum w a rto śc i fu n k cji F (x ,y ) o p isu ją ce j krzywą 

zadaną równaniem F (x ,y ) -  0 w tych w ęzłach , bądź przem lenności znaków w artości fu n k cji P (x ,y )  

w kolejnych  w ęzłach ciągu  aproksymującego; n iek ied y  te ż  wyznacza s i ę  ca łkow itóllezbow o p ierw ia s tk i  

równania P 'x ,y )  = 0 , będące współrzędnymi punktów, k tóre mają obydwie cochy, t j .  są  c a łk o w ito lic z -  

bowe 1 le ż ą  na krzyw ej. Stosowane są  te ż  inne k r y te r ia .

Podstawowe t r e ś c i  rozprawy, obejmujące a n a liz ę  algorytmów ca łk ow ito liczb ow ej d y sk re ty za cji  

krzywych a lgebraicznych  p ła sk ich  na s ia tk a ch  g(h 2 ) i  Gftt](h2 ) , ocenę z ło żo n o śc i ob liczen iow ej8s'‘
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algorytmów dyskrotyzacyjnych oraz szacowanie szczytowych i  polowyoh błędów aproksymacji -a  pomocą 

tych algorytmów, zawarto są  w rozd zia łach : 3 , 4 i  5.

3' r o z d z ia le  3 przeprowadziłem a n a lizę  d yak retyzacji krzywych oIgebraleznych p łask ich  na jedno

rodnych sia tk ach  kwadratowych i ,  na podstawie metod warunkowych, zsyntotyzowałem dwa algorytmy 

dyakretyzac j i  tych krzywych na sia tkach  G ŝ (h2 ) i  Q |®(h^). Metryką generacyjną w tych algorytmach  

j e s t  moduł w a rto śc i fu n k cji E (x ,y ) .

■V r o z d z ia le  4 oszacowałem złożoność ob liczen iow ą i  wynikającą z n ie j  szybkość r e a l i z a c j i  opra

cowanych w ro z d z ia le  3 algorytmów oraz wyprowadziłem wzory na l ic z b ę  tzw. "op eracji głównych", wyko

nywanych yi tr a k c ie  dyakretyzac j i  krzywych. Liozba ta  o k reś la  o lę  wielomianem względem stop n ia  krzy

w ej. S top ień  Y/lelomianu za leż y  natom iast od zastosowanej metody. dyakretyzac j i  oraz od wiej k o śc i mo

dułu s ia t k i  h . Złożoność dyakretyzacj-i krzywych algebraicznych  za pomocą opisyYianych metod okazała  

3 lę  w ięc z ło żo n o śc ią  wielomianową.

?• r o z d z ia le  5 przeprowadziłem lok a ln ą  1 g lobalną  ocenę ja k o śc i aproksym acji krzywych a lgeb ra

icznych zadanych równaniom ? (x ,y )  = 0  na jednorodnych sia tk ach  ° 1 s ^ 2) 1 W h2) ‘ Dokładność

aproksym acji w zrasta wraz ze wzrostem rzędu sp ó jn ośc i s i a t k i ,  na k tórej j e s t  dokonywana dyskretyzacja  

W r o z d z ia le  6 podsumowałem uzyskane w rozprawie wyniki i  wskazałem na potrzebę d alszych  badań 

vi d z ie d z in ie  ca łkow ito!.'cztow ej aproksym acji /aproksym acji na s ia tk a c h /.

V/ dodatku omówiłem im plementację algorytmów r.a komputerach IRIS 80 oraz HERA. 400 i  nrzedata-
t 2 ; 2 \

wiłem rysunki zdyskretyzowanych krzywych 3 - ,  4 - i  6 -s to p n la  na statk ach  e4«Vh > 1 G8s'‘ ’

z różnymi w artościam i h.

2 . STRUKTURALNE, WARUNKOWE I STRUKTURALNO-WARUMKOWE DYSKRETTZACJE

P od zia ł na d ysk retyzację stru k tu ra ln ą , warunkową oraz strukturalno-warunkową wynika z za sto so 

wanej metodyki k o n stru k cji l i n i i  dyskretnej /wyboru węzłów nproksymujących zadaną l i n i ę / .

W p od ejśc iu  strukturalnym  zakłada s ię  występowanie ok reślon ej struktury l i n i i  d ysk retn ej, t j .  

występowanie w l i n i i  dyokretnoj związków między d łu g o śc ią  i  nachyleniem tworzących ją  segmentów 

l i n i i  siatkow ych oraz k o le jn o śc ią  ic h  występowania, z a le ż n ie  bezpośrednio i  jednoznacznie od para

metrów l i n i i  zadanej /term in  "struktura" używany j e s t  tu ta j  w se n s ie  potocznym /.

W p od ejśc iu  warunkowym zakłada s i ę ,  że o wyborze punktu-węzła na w ęzeł aproksyraujący decyduje 

wynik testow an ia  pezmego v.v-runku /zw ykle arytm etycznego/, na podstawie ktorego wybiera :: s ą s ia 

dujących z krzywą węzłów k olejn y  w ęzeł aprokoymująey. Warunek ten pozwolą wybrać węzeł n a jb liż sz y  

krzywej zadanej według ok reślon ej /zw ykle l in io w e j /  m etryki.

Każda z metod d y sk re ty za c jl ma swoje wady i  z a le ty .

Metody stru k tu raln e są  b ard zie j skomplikowane, wymagają w ięk szej lic z b y  złożonych op era cji oraz 

d łu g iego  czasu r e a l i z a c j i ,  a także większych obszarć?/ pamięci komputera. W zamian za to  dają p rze j

rzy sty  obraz struktury l i n i i  dyskretnej i  z/ystępujących w n ie j  u-warunkcwań. Z lite ra tu r y - znanych 

j e s t  jednak zaledw ie k ilk a  / s z e ś ć /  algorytmów d y sk rety za cjl opartych na p od ejśc iu  strukturalnym
2

i  w szystk ie  dotyczą d y sk re ty za c ji l i n i i  p r o ste j na s ia tc e  <W h 1 •
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Metody warunkowe, opisywane w l i t e r a t u r z e  w cześn iej i  c z ę ś c ie j  są  metodami prostszym i, szyb

szym i, używającymi prostych  o p era cji arytm etycznych, wymagającymi /w  ich  komputerowej programowej 

- e a l l z a c j i /  n iew ie lk ich  pojem ności pam ięci operacyjnej komputera oraz są  d osk on alsze. Z l i te r a tu r y  

znanych j e s t  k ilk a n a śc ie  różnych podejść warunkowych do d yek retyzacji l i n i i ,  a dotyczą one tak  

ly s k r e ty z a c j i  p r o s te j , jak i  krzywych drugiego i  wyższych s to p n i. N ie s te ty , metody warunkowych 

d y3k retyzacji n ie  uw idaczniają struktury l i n i i  d ysk retn ej.

Znane są  również algorytm y, w sy n te z ie  których zastosowano zarówno metody stru k tu ra ln e , jak 

i  warunkowe.

V pod ejśc iu  strukturalno-warunkowym w pewnym stadium d z ia ła n ia  są  wykonywane operacje charakte

rystyczn e  d la  'o d ejśc ia  stru k tu ra ln ego , a w stadium kolejnym -  operacje typowe d la  p o d ejśc ia  warun

kowe ''o. .Mgorytmy tego typu łą c z ą  n  sob ie  z a le ty  ohydwu metod d yok retyzacji: p rosto tę  ob liczen iow ą  

metody warunkowej oraz p r ze jrzy s to ść  struk tury  i  in i i  dysk retnej metody stru k tu ra ln e j .

W d a lsz e j  c z ę ś c i  ro zd z ia łu  zaprezentowałem znane z dostępnej li te r a tu r y  algorytmy d ysk retyzacji 

krzywy ci : s tru k tu ra ln e , warunkowe oraz stru k tu r ilno-wairunkowe. Omówiłem również algorytmy d yskrety- 

z a c j l  krzywych a lgebraiczn ych  na jednorodnych kwadratowych sia tk ach  &ks(h 2 >-

Na zakończenie ro zd z ia łu  sformułowałem problemy badawcze w całkow ito liozb ow ej d y sk rety za cji 

krzywych oraz problem badawczy rozprawy.

2 .1 .  D yskretyzacje stru k tu ra ln e

D yskrctyzaoje stru k tu ra ln e  o p iera ją  s i ę  r.a za ło żen iu , że l i n i a  dyskretna ma ś c i ś l e  określoną  

stru k tu rę , t j .  tworzące ją  od cin k i l i n i i  siatkow ych o różnych d łu gościach  i  nachyleniach  są  u sz e r c -  

.-cwane -według ś c i ś l e  ok reślon ej zasady, a typy tych  odcinków, ich  d łu g o śc i, n ach ylen ia  i  k o le jn o śc i  

występowania są ca łk ow ic ie  zdeterminowane parametrami l i n i i  zadanej.

Z l i t e r a t u r y  znana j e s t  jed yn ie  stru ktura  prostych  zdyskretyzowanych na s ia t c e  Gg8(h 2 ) ,  opisana  

r-rzes Freemana w 1970 r .  i  sformułowana w p o s ta c i trzech  podstawowych zasad:

1/ w łańcuchu p rostej d ysk retn ej w ystępują co najwyżej dwie różne aproksymanty,

2 /  j e ż e l i  w łańcuchu p r o ste j dyskretnej w ystępują dwie różne aproksymanty, to  mają one k ierunk i 

są s ie d n ie  / t s n .  różn iące  s i ę  o k ąt + 1 T /4 /, 

o t  jeże : ■ -r. łańcuchu p r o ste j dyskretnej w ystępują dwie różne aproksymanty, to  są  one w łańcuchu 

p rostej tak je d n o l ic ie  uszeregowane, jak j e s t  to  ty lk o  m ożliw e.

¡Mo są jednak znane stru k tu ry  krzywych dyskretnych.

Katody stru k tu ra ln ej d y sk rety za c ji są  stosunkowo z ło żo n e , wymagają wykonania znacznej lic z b y  

o p era cji oraz obszaru, pam ięci komputera na jednostkę d łu g o śc i l i n i i  dyskretyzow anej. l i c z b a  ta  

; •- za leż y  w n iew ielk im  ty lk o  stopn iu  od d łu g o śc i dyskretyżowanej l i n i i .  Zależy również od kąta  

n cch y len ia  l i n i i .  Proces d y sk rety za eji sprowadza s ię  do sprecyzowania okresów i  podokresów w struk

turze l i n i i  d ysk retn ej i  ew entualn ie do wypośrodkowania l i n i i  dyskretnej w stosunku do l i n i i  zada

n e j , w ee lu  m in im a liza c ji błędów szczytowych d y sk r e ty z a e ji.

Botychcarc opisanych z o s ta ło  zaledw ie k ilk a  algorytmów strukturalnych  i  w szystk ie  dotyczą dy 

sk r e ty z a c ji l i n i i  p r o s te j .
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M etzger R.A. w 1969 r ,  jako pierw szy zaproponował algorytm stru k tu ra ln ej d y sk rety za cji p r o s te j .  

Centralnym problemem w Jego m etodzie je 3 t  problem o k reślen ia  w artości A  -  l ic z b y  /c a łk o w ite j /  

elem entarnych przyrostów wzdłuż o s i  x , przypadających na Jednostkowy p rzyrost wzdłuż o s i  y /d la  

p ro ste j o k ą c ie  nachylen ia  O-iJ OC ^  .4 5 ° /. J e ż e l i  A  wyznaczona j e s t  według wzoru /punkty < x ^ ,y p >  

są  punktami zadającymi p r o stą /:

A - [qJ = |xk -*P | r | yk-y p

wtedy błąd ę d y sk re ty za c ji w punkcie końcowym odcinka J e st równy r e sz c ie  (r e s )  z c a łk o w lto llc zb o -  

wego wzajemnego d z ie le n ia  w artośc i przyrostów  A x  i  A y  ok reśla jących  dyskretyzowany odcinek pro

s t e j .  Gdy A  = [ q ]  , wtedy błąd g d y sk rety za c ji w punkcie końcowym dyskretyzowanego odcinka J est  

równy:

res gdy res^ Ay/2
A  y_res gdy res > Ay/2

W o g ó ln o śc i, gdy przyjmuje s ię  wartośó A a  [qJ , wtedy po to , aby w punktach końcowych dyskre- 

tyzowanego odcinka był błąd zerowy, na leży  kod p ro ste j z łożyó  z ( r e s )  przyrostów  równych (Q+1) 

oraz z(A y_res) przyrostów  A  równych Q. Otrzymujemy wtedy następującą  za leżność  między parametrami 

dyskretnego odcinka l i n i i :

A  x = (Q + l)'(res ) + (A y _ r e s )* Q  = O ^Ay+res .

M etzger uważa jednak ten  algorytm d y sk re ty za c ji za zbyt złożony 1 proponuje stosow anie znacznie  

p rostszych  jego zdaniem algorytmów warunkowych.

R.Bron3 w 1974 roku proponuje algorytm  tzw . rów noległej g en era cji p r o s te j .  Wychodząc z trzech  

podetawowych stw ierdzeń Freemona dotyczących ciągów kodowych reprezentujących l i n i e  proete na s ia tc e  

G8 s(h 2 ) , a sz c z e g ó ln ie  na " je d n o lito ś c i  uszeregow ania, jak to  ty lk o  możliwe", podaje pon iższy  reku- 

rencyjny algorytm  k o n stru k cji okresów i  podokreeów ciągu  sym boli reprezentujących  prostą  o nachyle

n iu p /q , 0 < p < q ,  p , q -  ca łkow ite:

1/ zredukują /gdy to możliwe/ p/q do P0/ 9 0 ! Po,(ło ~ l i czt,y względem siebie pierwsze,
2 / o b lic z  r o = 1o_^o! ro By°boleln zera. w o k r e s ie , pQ -  J e s t  symbolem jedynk i,

3 / o b lic z  = max(pi , r i ); nazywaj symbolami symbole w ystępujące c^ razy ,

4 /  o b lic z  = m infp^.r^); nazywaj symbolami symbole w ystępujące m̂  razy ,
C j

5 / gdy m ^ l generuj okres i  zatrzymaj program,

6 / o b lic z  = E(c^/m^),

7 / o b lic z  Pl+1 = Oj-m^n,^

8 /  o b lic z  r , +1 = n . - p . ,

9 /  generuj * i+1 podokresów D ĵ nazywaj Je Bi+ 1 ,
Jli i ■«

10/ generuj pl+1 podokresów Djj nazywaj Je Al + 1*

11/ przejdź do kroku 3.



Algorytm powyższy j e s t  podobny do /znanego z t e o r i i  l i c z b /  algorytmu E uklidesa znajdowania 

najw iększego wspólnego d z ie ln ik a  dwóch l i c z b .

Odmienną metodę stru k tu ra ln ej d y sk ro ty za c ji p ro ste j prezen tu je Stamopoulos w 1974 r .  Do dys- 

k r e ty z a c j l p ro ste j s to su je  on komórkowy procesor obrazu oraz algorytmy " p ocien ian ia" . Zasada zd z ia 

ła n ia  algorytmu d y sk rety za c ji opartego na t e j  m etodzie j e s t  następująca: na punktach końcowych dy- 

skretyzowanego odcinka buduje s ię  równoległobok za pomocą l i n i i ,  poprowadzonych w dwóch są s ied n ich  

/n a  danej s ia t c e /  kierunkach, ogran iczających  ooustronnie k ierunek , określony przez odcinek l i n i i  

dyskretyzow anej. Tak zbudowany równoległobok rozważa s ię  jako obraz dyskretny, w którym każdy w ęzeł 

s ia t k i  j e s t  "czarną" komórką tego  obrazu. Z k o le i  s to su je  3 lę  algorytm " p ocien ian ia" , który przek- 

k sz ta lc a  "ciemny" obraz p łaszczyzny  dyskretnej w dyskretną l i n i ę / z ł o ż o n ą  z węzłów s i a t k i / .

Jakośó d y sk rety za cji odcinka za leży  prak tyczn ie od d oskon ałości d z ia ła n ia  algorytmu "pocien ia

ni«','. Autor podaje dwa różn iące  s ię  między sobą algorytmy "p ocien ian ia" , stosowane w proponowanym 

algorytm ie dyskretyzac j i .  P ierw szy z n ich  e lim in u je  "czarno" punkty, k tóre  mają czterech  "Małych"  

sąsiadów  i  cz terech  "czarnych" /n a  s ia t c e  Ggg/ .  Drugi e lim in u je  te  "czarne" punkty, k tóre mają 

cz terech  "białych" sąsiadów  oraz trzecji lub  czterech  "czarnych".Obydwa algorytmy są  rotacyjne  

i  asym etryczne, d z ia ła ją  k o le jn o  w jednym, a n a stęp n ie  w innym kierunku, usuwając selektyw nie  

punkty sp e łn ia ją c e  warunek " p ocien ian ia" .

Algorytm pierw szy generuje l i n i ę  dyskretną podobną jak algorytmy warunkowe na s ia tc e  G ^ . A lgo

rytm drugi -  podobną jak algorytm y warunkowe na s ia tc e  Ggg . Obydwie l i n i e  dyskretne są  jednak mniej 

doskonało n iż  l i n i e  generowane przez warunkowe algorytmy dyskretyzac j i  na sia tk a ch  odpowiednio G ĝ

1 V
Podobnego typu algorytm y zaproponował Stamopoulos rów nież d la  s ia tk i  6 -ep ójn ej /h ek sa g o n a ln e j/.

A r c e l l l  i  M a ssa ro ttl, w ykorzystując uzyskane w yniki badań teoretycznych  nad regularnym i d yskret

nymi odcinkam i, wykazują w 1978 r . , że algorytm  p r o s te j , zaproponowany przez Bronsa w 1974 r . r ze 

czy w iśc ie  generuje prosty  dyskretny odcinek, t j .  dysk retyzuje segment p r o s te j ,  a j e j  dyskretna postaó  

sp e łn ia  tzw . za leżn ość  c ięc iw y .

Proces g en era c ji l i n i i  za pomocą algorytmu Bronsa j e s t  rów noleg ły , przez co należy  rozum ieć, 

że v/ każdym stadium g en era c ji dyskretnych odcinków /tw orzących  generowany segm ent/ p ozo sta ją  one 

n ieza leżn e  / t j .  n ie  p o łą czo n e /. Segment otrzymuje s ię  w końcowym stadium g e n e r a c ji .

A r c e l l i  i  M assarottl tw ierd zą , że algorytm  Bronsa k on stru u je , zarówno regu larn e, jak n ie r e 

gularne o d c in k i. Proponują zatem m odyfikację tego  algorytmu w ta k i sposób, aby w każdym stadium  

g en era c ji otrzymywać jed yn ie  regu larne o d c in k i. M odyfikacja wymaga wprowadzenia fu n k cji pomocniczych:

£ d f 1/ ( P i “r i )  d la  P i > r l

, - 1/ ( p l - r l ) d la  ,

parametru t^ , a także dodatkowych o p era cji wewnątrz algorytmu:

3 a / o b lic z  S , ;

ib /  gdy i= 0 , przyjm ij t j= 1 , d la  p ozosta łych  i  przyjmuj t ,  = t;Ł_^• S , ;

8 a / gdy r 1+) = pl+1 generuj: podokres Ai+ 1Bi+1 . gdy *¿=1 lub  podokres Bi +1Ai+ 1 . gdy t ^ - 1  

i  zatrzymaj program. N atom iast operacje w yszczególn ione w punktach 7 /  1 8 / algorytmu Bronsa 

n a leży  za stą p ić  poniższym i:
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n, n,
l l  generuj r 1+1 podokresów Cj Dl f  gdy t j  = 1 lub  podokresów DjC^1 gdy t^® -1, nazywaj jo  Bl+ 1 ;

n ? i  i  ti j , 4
8 / generuj pi+1 podokresów CA D1 gdy -ti =1 lub podokresów DJCł 1+ gdy t j= -1 , nazywaj je  A1 + r

Zmodyfikowany w ten sposób algorytm Bronsa generuje regu larne 1 dyskretne odcink i w każdym 

stadium g e n e r a o ji.

A r c e l l i  i  M assarotti proponują również inną modyfikacją algorytmu Bronsa. Twierdzą, że a lg o 

rytm vyjśbiow y n a leży  odwrócić i  p o d z ie lić  na dwie c z ę ś c i .  Część X powinna identyfikow ać h iera r 

ch iczną strukturę generowanej l i n i i  oraz generoy/ać sekwencje l i c z b  naturalnych f 0 , f  1 f . . . ,f j c,g 0 , 

g 1 t. . . , g , c, k tóre w z a p is ie  łańcucha kodowego są  wykładnikami /odpowiednikami w ie lk o śc i r i+1 ,p i+  ̂ /. 

Gdy ty lk o  znane są  kody wyjściowe /"O" i  "1" d la  p ierw szej "ósemki" p ła szczy zn y /, możliwa j e s t  ge

n eracja  wymaganej l i n i i .  Część I I  powinna odpowiadać z grubsza krokom 7 / i  8 / algorytmu Bronsa 

i  generować łańcuch kodów w zw artej form ie, tzn . w p o sta c i c iągu  par: podokres i  l ic z b a  jego  

powtórzeń.

R oth ste in  i  Weiman w 1976 r .  proponują odmienny od poprzednich algorytm  stru k tu ra ln ej dyskre- 

ty z a c j i  p r o s t e j ,  oparty na p o n iższe j zasad zie: prosta  p rzecin a jąca  l i n i e  siatkow o przecina każde 

parę p rzeciw leg łych  hądź są s ied n ich  boków elem entarnych pól siatkowych /kom órek/. Generując kod 

ta k ie j  p r o ste j / l e ż ą c e j  w I "ósemce"/ wstawiamy "0" na odpow iedniej p ozycji kouu wówczas, gdy 

p rosta  p rzecina  p rzec iw leg ło  boki odpowiadającej t e j  p o zy cji komórki lub  wstawiamy " i" , gdy prze

c in a  ona są s ie d n ie  boki t e j  komórki. Innymi słowy: wstawiamy "1" na p o zy c ji j kodu l i n i i ,  gdy 

kodowana l i n i a  p rzecin a  poziomą l i n i ę  s ia t k i  na odcinku między j - t ą  (J+l)-pionowym i lin ia m i s ia t k i .

Z t e j  zasady wynika w sposób oczyw isty  maksymalnie możliwa je d n o lito ść  uszeregow ania "1" w ko

d z ie  l i n i i .

Otrzymany tym sposobem kod l i n i i  y  * ( P0/ ę 0) j e s t  periodyczny, gdy qo 1 p0 są  względem 

s ie b ie  p ierw sze . D ługość okresu j e s t  wtedy qQ, pQ j e s t  l i c z b ą  "1" w o k reśla . Ciąg kqQ,kp0 , 

k»1, 2 , 5 , . . .  wyznacza te  w ęzły s ia t k i ,  przez k tóre przechodzi zadana l i n i a .

Z asadniczą ró żn icą  między kodem p r o ste j otrzymanym powyższym sposobem i  kodem p ro ste j genero

wanym za pomocą algorytmu Bronsa j e s t  p rzesu n ięc ie  w fa z ie  okresów tych  kodów. C ykliczne permutacje 

grup kodowych w opisywanym k od zie  za leżą  od n ach ylen ia  l i n i i .  Zależność ta  jednak j e s t  dość z łożon a.

W 19/9 r .  Coderberg o p is a ł algorytm  rów noleg łej g en era cji l i n i i  p r o s te j ,  w którym problemem 

centralnym j e s t  Jak n a jb ard ziej jednorodne uszeregowanie /r o z s ta w ie n ie /  elementów w kodowej rep re

z e n ta c j i l i n i i  oraz problem oentrowania l i n i i .

R ozstaw ienie elementów we freemanowskiej rąn ezen tao ji l i n i i  odbywa s ię  według n astęp u jącej  

zasady:

n iech

0 6  [ o , 2 ,4 ,6 ] ,  D 6  [ 1 ,3 ,5 ,7 ]  , |°-J> |m od8“ 1'

q0 A  X - A y ,  p0 !ef A y ,  dla q0 > P 0

q p
Ciąg kodów C 0 D‘ °  tworzy tzw . 0-aproksym ację,

15
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Przyjmując lin io w ą  za leżność  między qQ i  pQ:

= m~P„ + o o*o o

i  zap isu jąc  powyższą za leżn ość  v/ p o s ta c i

qo = mo(Po ~ K l } + ( “ o + * o )  * k o )  '  k o "  S i P K ) .  

otrzymuje s ię  kodowe /perm utacyjne/ grupy pierw otne

I** '
(C °D)

m+jc r o |
(c 0 ■ D)

tworzące tzw . 1-aproksym ację; aby d ojść  do id e a ln e j  p r o s te j ,  grupy te  powinny zm ieniać s ię  tak  

c z ę s to , jak to  j e s t  ty lk o  m ożliw e. 77 związku z tym k o le jn y , 1 -s to p ieó  /poziom / rozstaw ian ia  o sią g a  

s ię  przez p on iższe  czynności:

d e f l 1 d ef
«1 3 Po -  P o l = “ P i  + n 1

d ef

Otrzymuje s ię  w ten  sposób p^ -jn^  dodatkowych grup pennutacyjnyeh p o s ta c i

m„ m. ni +k„
(C °D ) 1 C 0 °  D

oraz jn^ grup p o s ta c i

m a.+l: m +k_
( C ° I )  1 1 C D .

:v
Ogólna postaó grup kodowych reprezentu jących  l i n i ę  j e s t  następująca:

I I f tn m, mÄ+k
... [(C °D) 1 C 0 D

mg m1+k1
f i .  , ,

i”3 .... r ... ...]( . . . )  ■(.

Parametry i - t e g o  poziomu ro zsta w ien ia  wyznacza s i ę  na podstawie za le ż n o śc i:  

qi  = mi pi  + Ł1

pi - h l > k i

qi = pi - i _ | a i - i  I

pi  = a i - i  

ki  = sgn (n1 ).

pt m
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Algorytm kończy d z ia ła n ie ,  gdy nt  = 0 .p t  > 1  oznacza (p t ~ l )  p rzeclęó  dyskretnej i  zadanej 

l i n i i .

Otrzymana za pomocą tego algorytmu l i n i a  dyskretna n ie  zawsze j e s t  scentrowana /wypośrodkowana/ 

na l i n i i  zadanej, chociaż rozpoczyna s ię  i  kończy w punktach zadanych. Idealne wypośrodkowanie po

winno doprowadzać l i n i ę  dyskretną do p o s ta c i, w k tórej odpowiadająca je j  l i n i a  śred n ia  arytm etyczna  

pokrywa s ię  z l i n i ą  zadaną.

Coderberg zastosow ał metodę centrowania wynikającą wprost z h ierarch iczn ego  zapisu  l i n i i  /2 /  

i  p o lega jącą  na p rzestaw ien iu  k o le jn o śc i występowania poszczególnych członów równania l i n i i  / ? / .  

Centrowanie segmentów l i n i i  d y sk retn ej•odbywa s ię  na każdym poziom ie rozstaw ian ia  w 3posób poniżBzy. 

Gdy nc =0, wówczas równanie / 2 /  ma postać

m d
(c  ° d )  0

i  rozw iązanie problemu centrow ania o sią g a  s ię  sprowadzając grupę

o .  m /2  m /2
C D do p o s ta c i C 0 DC 0

gdy mQ j e s t  p arzyste  oraz do p o s ta c i /równoważnych

gdy m0 j e s t  l ic z b ą  n iep a rzy stą .

Gdy nQ ¿ 0 , wówczas, z a le ż n ie  od p a rzy sto śc i bądź n ie p a r z y s to śc l m0 , d z i e l i  s ię  na połowę 

bądź to  mQ bądź ( mo+ko ).

Wprowadzając oznaczenia:

C1 = C °D

D 1
-  c  0  ° :

ID _

C 2 =  c i  D i

m + K

» 2 ■ o , #  '

można nadać reg u le  centrow ania l i n i i  następ u jącą  tr e ść :  każdy poziom ro zsta w ien ia  zawiera C  ̂ grupy 

oraz grupę; gdy mQ j e s t  p a rzy ste , wówczas generacja  l i n i i  rozpoczyna s ię  w środku grupy C ;̂

gdy nQ j e s t  n iep a rzy ste  -  w środku grupy D^. Na następnym poziom ie sy tu a cja  j e s t  następująca: 

gdy mQ j e s t  n iep a rzy ste  i  punkt początkowy znajduje s ię  w grupie D1t wówczas za leż n ie  od parzy

s t o ś c i  bądź n ie p a r z y s to śc l m̂  grupa D1 um iejscowiona j e s t  w środku grupy Cg bądź Dg. W obydwu 

wypadkach po D1 następuje

C1 D1
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G<5y m0 j e s t  p a rzy ste , wówczas są  dwa przypadki, za leżne od ra,. Gdy m, j e s t  n iep a rzy s te , to  

pnnkt środkowy je 3 t  w Cg i  następ u je  p o d z ia ł lic z b y  ( 111, - 1 ) ,  gdy m, j e s t  p arzyste -  punkt środkowy 

j e s t  w Dg i  następuje p o d z ia ł lic z b y  (m ,+kl - 1 ) .

Powyższa zasada obowiązuje d la  każdego poziomu. Reguła używana na danym poziom ie j e s t  określona  

przez wybór punktu środkowego na poziom ie o 2 niższym .

Metoda centrow ania za leżn a  j e s t  więc od p a r z y sto śc i mj oraz m iejsca  p o ło żen ia  punktu środko

wego na poprzednim poziom ie.

Generacja l i n i i  op isaną tu  metodą realizow ana j e s t  w ięc w trzeoh  poniższych  etapach:

9 ite r a e y jn e  w y licza n ie  s ta ły c h  n^, k ^  p^,

9 permutacja członów równania / 2/ ,

9 generacja  p rzyrostów 'd la  k o lejn ych  grup permutaoyjnychl

2 . 2 . D yskretyzacjo warunkowe na s ia tk a ch  G^g i  Ggs

Dyskretyzac je  warunkowe oparto są  na za ło że n iu , że na punkty aproksymująoe krzywą wybierane są  

te  w ęzły s i a t k i ,  k tóre s p e łn ia ją  pewien warunek /zw yk le arytm etyczny/. Warunek ten  wybiera z regu ły  

w ęzły n a jb liż sz e  krzywej w se n s ie  ok reślon ej m etodyki, np. wybierany j e s t  punkt:

1/  b liż s z y  l i n i i  zadanej w se n s ie  o d le g ło ś c i  lin io w e j ,  m ierzonej prostopadle do l i n i i  bądź wzdłuż 

o s i  układu, bądź

2/  leżą cy  po przeciw nej s tr o n ie  l i n i i  zadanej n iż  poprzednio wybrany punkt, bądź 

3 / z najmniejszym modułem w artośc i fu n k cji F (x ,y ) ,  bądź

4 / z modułem w.urtoścl fu n k c j i P ( x ,y ) leżącym w pewnym /określonym  d la  każdej z krzywych/ zak resie  

/podan ie t o l e r a n c j i / ,  bądź 

5 / w którym pewna funkcja k ontro lna  J e s t  w ięk sza , bądź m niejsza  od zera , 

i t p .

W l i t e r a t u r z e  opisane są  l ic z n e  różne algorytm y warunkowej d y sk rety za o ji krzywych na sia tk a ch  

®4s ®8a* one z regu ły  d y sk rety za o ji p ro ste j bądź t e ż  p ro ste j i  okręgu, czy krzywych

algebraicznych  2 -e to p n la , a nawet wyższych s to p n i. Różnią s ię  między sobą p o s ta c ią  warunku decyzyj

nego, rodzajem i  l ic z b ą  stosowanych o p era cji arytm etycznych oraz szyb kością  d z ia ła n ia  i  z a ję to ś c ią  

pam ięci o p eracy jn ej. I s to tn ą  r o lę  w algorytmach warunkowych odgrywa postaó warunku decyzyjnego, 

która w zasad zie  ok reśla  złożonośó oraz szybkośó d z ia ła n ia  algorytm u.

N a j l ic z n ie j  1 najw cześn iej opisane z o s ta ły  algorytm y d y sk rety za o ji l i n i i ,  w których w ęzeł 

aproksymujący wybierany j e s t  według zasady m in im a liza c ji Jego o d le g ło ś c i lin io w e j /e u k lid e so w e j, 

bądź m ierzonej wzdłuż o s i  układu x lu b  y / .
2

Stockton  w 1963 r .  Jako pierw szy o p is a ł aproksymację l i n i i  p r o ste j na s ia t c e  &a3(h  ) ,  w k tórej  

w ęzły aproksyaujące są  wybierane na zasad zie  minimum o d le g ło ś c i ,  m ierzonej wzdłuż o s i  x bądź y 

od p ro ste j zadanej. V? a lgorytm ie zastosow ał on arytmetykę ca łkow ito liczb ow ą oraz ty lk o  p ro ste  opera

c je  typu sumowali i  p rzesu n ięź w r e je s tr z e  binarnym.

Bresenham w 1965 r .  zaprezentow ał algorytm  ca łk ow ito liczb ow ej aproksym acji p ro ste j oparty na po

dobnej za sad zie  co algorytm  Stocktona /minimum o d le g ło ś c i w ęzła od p r o ste j -  o d le g ło ś c i  m ierzonej



19

wzdłuż Jednej z o s i  x  bądź y / .  Algorytm Bresonhama .j e s t  znacznie czybszy / o  ok. 50p /  i  o szczęd 

n ie j sz y  pamięciowo /  j e s t  zakodowany zw ięź le j -  wymaga około p ó łto ra  raza mniej m iejsca  w pam ięci 

kom putera/. Podobnie jak algorytm  Stocktona używa jedynie prostych  o p eracji typu sumowania 1 porów

nywania modułów l i c z b .

P ittev .ay w 1968 r .  r o z sz e r z y ł algorytm Bresenhama na krzywo 2 -s to p n ia  zachowując sposób minima

l i z a c j i  b łędu lin io w eg o , mierzonego wzdłuż 0 3 i układu. R zeczy /lo ty  błąd aproksym acji krzywych 

2 -s to p n ia  w tym algorytm ie j e s t  w iększy od błędu aproksym acji p r o s te j , gdyż w algorytm ie  

P ittcw aya  pomiar o d le g ło ś c i  węzłów s i a t k i  od krzywej z o s t a ł  zamieniony pomiarem o d le g ło ś c i  węzłów 

od s t y c z n e j ,  w ystaw ionej w bieżącym  w ęźle s i a t k i .  J e ś l i  v/ięc moduł s i a t k i  j e s t  d o s ta te c z n ie  mały 

/■' stosunku do krzywizny k rzy w ej/, to  i  b łąd popełn iony a powodu pow yższej zamiany J e s t  mały.

Algorytm j e s t  jednak z łożon y . W każdej "ósemce" p łaszczyzny obowiązują różne wzory, a z a le ż 

n o śc i sprawdzające p r z e jś c ia  do są s ied n ich  "ósemek" eą skomplikowane, ch ociaż  używane są  jedynie  

p roste  operacje sumowań i  komparacji modułów l i c z b  całkow itych .

B o ttin g  i  P ittew ay w 1968 r .  p o d a li z a le ż n o śc i ro zszerza ją ce  algorytm  P ittew aya na krzywe 

5 -s to p n ia . ł! ie  p o d a li jednak żadnych danych na temat z ło żo n o śc i im plem entacji tego algorytm u. Sądzić  

jednak n a le ż y , że j e s t  ona znacznie w iękeza n iż  w wypadku algorytmu d la  p r o ste j czy krzywych 

2 -s to p n ia .

M etzger w 1969 r .  zaproponował warunkowo algorytmy d y sk rety za c ji p r o s te j , okręgu i  paraboli 

/d la  każdej z tych  l i n i i  oddzielny  a lgorytm /, w których punkty dyskretyzujące wybierane są  według 

kryterium minimum o d le g ło ś c i  lin io w e j od l in i i , 'm ie r z o n e j  prostopadle do l i n i i .  Dla przypadku l i n i i  

p ro ste j odpowiednie wyrażenia warunkujące wybór punktu są  id en tyczn e, jak proponowane przez Breaen- 

hama w 1965 r .  D la okręgu wzór podany przez M etzgera na w artość, k tórej znak o k reśla  wybór punktu, 

j e s t  dość z łożon y , wymaga potęgowania w artości współrzędnych punktu b ieżącego , a poza tym n ie  je3t 
to  wzór ogó ln y . W każdej z "ósemek" p łaszczyzny obov7iąeuje- in n y . Dla p arab oli obowiązujące wzory 

są  je sz c z e  bardziej z ło żo n e , wymagają pierw iastkow ania l i c z b  rzeczyw istych  i  ró-.mież za leżne są  od 
"ósemek" p ła szczyzn y , w k tó re j J e s t  położona dy skrę ty  cowa na l i n i a .

W sumie algorytm y proponowane przez M etzgera są z łożon e , n ieu n iw ersa ln e , określone n ie  ty lk o  

o d d z ie ln ie  d la  każdej z wymienionych l i n i i ,  a le  również są  różne d la  każdej z "ósemek" p łaszczyzn y . 

Błędy aproksym acji za pomocą tych  algorytmów są jednak małe -  n ie  przekraczają

Freeman w 1970 r .  da ł dwa ogólne schematy aproksymaojl /d y s k r e ty z a c j i /  dowolnych krzywych p ła s 

k ich  na s ia tk a ch  kwadratowych. Jeden z n ich , zwany "schematem d y sk rety za cji metodą p rzec ięć  siatką"  

polega  na rejestrow an iu  punktów p r z e c ię c ia  s i ę  krzywej z nałożoną na p łaszczyznę s ia tk ą  1 zastępowa

n iu  tych  punktów n a jb liż e j  położonymi węzłami s ia t k i  /n a j b l i ż e j  w se n s ie  lin iow ych  o d le g ło ś c i  mie

rzonych wzdłuż o s i  układu w spółrzędnych/. Ten schemat d y sk rety za cji odpowiada d y sk rety za c ji na

s ia tc e  G ~ .
8 s

Według innego schematu d y sk re ty za cji krzywych zaproponowanego przez Freemana w 1970 r .  zwanego 

" d yskretyzacją  typu kwadratowa skrzynka" i  odpowiadającego d y sk re ty za cji na s ia tc e  gt określony  

v,ęzeł s ia t k i  wybierany j e s t  na punkt ciągu  aproksymującego wówczas, gdy krzywa przechodzi przez  

kwadrat równy elementarnemu polu  3 ia tk i /komórce s i a t k i / ,  umieszczony sym etrycznie wokół danego 

w ęzła s ia t k i .
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Horn w 1976 r .  o p is a ł algorytm y d y sk rety za c ji oro o tej i  okręgu d z ia ła ją c e  na zasad zie  p rzeciąć  

s ia tk ą  op isan ej przez Freemana ■/; 1970 r .

■ff wypadku p ro ste j Horn tw ie r d z i, że na leży  wyznaczyć to  punkty s i a t k i ,  d la  których -wielkość 

& ~ px -  q(y + ) j e s t  najm niejsza z l i c z b  dodatnich /ra in itaa llzacja  o d le g ło ś c i  lin io w e j wzdłuż jed 

nej z o s i  u k ład u /. O b liczan ie  w artości S (-q -C  & p ) j e s t  jednak i s t o t ą  algorytmu Breseahama 

z 1965 r .  g en era c ji p r o s te j .

W wypadku okręgu wzór na ó /d la  p ierivszej "ósemki" p ła szczyzn y / ma p ostać:

{x  -  - ¿ f  + y2 -  a2 .

Dla okręgu zakres zmian & j e s t  -2 x ^ [< S ^  2y .

Ten sposób wyznaczania c iągu  punktów aproksyraująeych j e s t  równoważny z wyliczaniem  punktów 

skrajnych d la  każdego z poziomych rządów okręgu według następującego wzoru:

1

x  = [ U 2 -  y 2 ) ? + | j ,

Z łożoność algorytmów j e s t  duża i  spowodowana odm iennością wzorów w każdej z "ósemek" p ła s z 

czyzny, na podstaw ie których wyznacza s i ę  współrzędne węzłów aproksymujących.

Bc.dler w 1977 r .  zmodyfikował algorytm  Horna z 1976 r .  do p o s ta c i,  w k tó re j generuje on w s to 

sunkowo p rosty  i  3zybki sposób /używ ając jed yn ie  o p era cji sumowania i  binarnego p rzesu n ięc ia  w r e -  

■ jen trse / dysk kołowy oraz p o le  obszaru p rostokątnego . Jak tw ierd z i E ad ler, algorytm  j e s t  w ystarcza

jąco szybki do g en era c ji dysku kołowego vj c z a s ie  rzeczyw istym  d la  reg en era cji obrazu na raotrovya mo

n ito r z e  graficznym , wymagającym odnawiania obrazu z c z ę s to t l iw o ś c ią  50 Hz.

Kulpa w 1979 r . , rozw ażając dysk retyzację  ea łkow ito liczbow ą okręgu zaproponowaną przez Horna 

z 1976 r .  w ykazał, że przy stosow aniu jako kryterium  d y sk re ty za c ji minimum o d le g ło ś c i  lin io w e j  

wzdłuż jednej z o s i  układu, w d y sk re ty za cji okręgu mającego parametry całkow ito iiczb ow e n ie  w ystę

puje dwuznaczność w wyborze punktu -  w ęzła na w ęzeł ciągu aproksymuJącego.

Stosunkowo l ic z b ą  grupę stanow ią algorytm y, w k tórych  punkt aprobejmujący j e s t  wybierany na

podstawie wyniku testow an ia  kom binacji znaków w artośc i F (x ,y ) ,  i.F ^x,y), F , F według zasady,^ y
aby wartośó F (x ,y )  n ie  w zrasta ła  /w z r a s ta ła  m ożliw ie n a jm n iej/.

P artr idge w 1968 r . ,  w aproksym acji krzywej 2 -s to p n ia  używał w artośc i fu n k c ji F (x ,y )  jako 

kryterium  odchylen ia  punktu. Do wyznaczania w artośc i fu n k cji w kolejnych  punktach ciągu aproksymu- 

jącego P artr id ge  w ykorzystał ro zw in ięc ie  fu n k c ji P {x ,y ) w szereg  T aylora, następny ruch wybierany , 

j e s t  w takim kierunku, aby w artość F (x ,y )  b y ła  możliY/ie b lis k a  zeru. Kierunek ruchu wzdłuż krzywej 

n ie  malenia s i ę ,  j e ś l i  w artość fu n k c ji w w ęźle bieżącym oraz p rzyrost w a rto śc i fu n k c j i, poy/stający 

w tra k cie  p r z e jś c ia  do następnego punktu, mają przeciwne znak i.

Zaproponowany algorytm  j e s t  prosty  i  p r z e jr z y s ty .

D an ie lsson  w 1970 r .  o p is a ł  podobny algorytm , w których znak w artośc i fu n k cji F (x ,y ) j e s t

wykorzystywany do o k r e ś le n ia  kierunku następnego kroku.

W odróżn ien iu  od p o d ejśc ia  P artridge w p od ejśc iu  D aniel3sona przem ieszczen ia  mogą odbywać s ię  

jed yn ie  w cz terech  kierunkach /aproksym acja na s ia t c e  G43/ -  Kierunek następnego ruchu za leży



od ¡maków w artości P ( x , y )  i  j e j  pochodnych cząstkowych ? x i  Fy w punkcie bieżącym. Wybieranie 

ruchu n astępu je według zasady, aby n ie  powiększać bezwzględnej w artości F (x ,y ) . 1

Algorytm generuje mało "gładkie" krzywe i  n iejednoznacznie zatraca sym etrię krzywyoh.

Bresenham w 1977 r .  zaprezentował algorytm całkow ito liczb ow ej d ysk retyaacji okręgu, w którym 

wybór k olejn ego  punktu na w ęzeł ciągu aproksymującego dokonywany j e s t  na podstawie znaków F  ̂ -  war

t o ś c i  fu n k c ji, F (x ,y ) w punkcie < x ^ + 1 , 1 oraz znaków pewnych w artości /wzory dotyozą

pierw szej "ósemki" p ła szczy zn y /:

Algorytm j e s t  Jednak dość złożon y , gdyż występuje w nim dużo o p era c ji pomocniczych, polegających  

na przesuwaniu okręgu do środka układu, ok reś len iu  początkowej "ósemki" p łaszczyzny i  ś led zen iu  

przechodzenia punktu b ieżącego  do kolejnych  "ósemek" p łaszczyzny.

Bresenham udow odnił Jednak, że wybrane za pomocą Jego algorytanu węEły na o ią g  aproksym ująoy

•  minimum kwadratu o d le g ło ś o i od okręgu eadanogo,

•  minimum modułu w a r to śo i fu n k c j i  w p u n k cie  -  w ęź le  oraz

•  minimum o d lo g ło śn i lin io w e j  między okręgiem i  punktem *■ węzłem /gdy ty lk o  środek i  promień okręgu 

są ca łk ow ito ltozb ow o/.

Między tymi kryteriam i i s t n i e j e ,  d la  przypadku okręgu, następująca za leż n o ść .

Wyrażenia na S i  <5 można p rzep isać w p o sta c i:

W przeciwnym r a z ie  ruch po przekątnej < x ,  - y > .

Algorytm P ittew aya z I960 r , ,  s to su ją c  tę  samą formułę decyzyjną, używa w artości prom ienia R.

2P1 + 2yt  -  1 d la  Fj <  0 

d la  FŁ >  0

są wybrane n a j le p ie j  wodług trzech  różnych kryteriów  dokładności:

¿ « 2  (xi + l ) 2 +(y; l - ^ )  *- C H2 — |

co J es t  podwojoną r e s z tą  w artości fu n k cji F (x ,y ) okręgu o promieniu

.7

wyznaczoną w punktach

<  X j+1, y Ł- j >  i  <  y * - 1 >  •

Formuła decyzyjna ma d la  tego  przypadku postać:

•  jeś lL  6  t.-. 0 , to  ruch wzdłuż x,
.  I ^

•  j e ś l i  8  >  0 , to ruch wzdłuż - y .



Stosunkowo l i c z n ą  grupę stan ow ią  a lgory tm y , w k tórych  na w ęze ł aproksyraujący wybierany Joot 

ta k i  w ęze ł z o to c z e n ia  k rzy w ej, o la  k tó reg o  jF(>i»y ) 1 j e s t  m inim alny. ‘

Jordan 1 in n i  w 1973 r .  o p i s a l i  metodę ca łk ow i to l lczbow cj d y sk r e ty z a c j i  krzywych 2- s  tnpnia  

na s ia t c e  Gga , w k tó r e j  moduł w a r to śc i fu n k c j i F (x ,y )  p r z y ję ty  z o s t a ł  jako m iara o d d a len ia  węzła 

od k rzyw ej. Kolejnym punktem c ią g li aprokaym ującego j e s t  ten  z tr z e c h  węzłów s ą s ie d n ic h , wyznaczo

nych p rzez  k ierunek  ruchu oraz k ieru n k i r ó ż n ią c e  s i ę  o + j  , w którym moduł w a rto śc i fu n k cji ma 

w artość n a jm n ie jsz ą . W każdym kroku aproksym acji n a le ż y  w ięc  o b lic z y ć  moduły w a r to śc i fu n k c ji  

w tr z e c h  s ą s ie d n ic h  w ęzłach  i  wybrać na k o le jn y  punkt c ią g u  aprokaymującego w ęze ł z najm niejszym  

modułem F ( x ,y ) .

McLain w 1974 r . ,  rozw ażając  d y o k rety za c ję  krzywych zadanych równaniem F (x ,y )  « 0 na s ia tc e  

kw adratow ej, krzywą w elem entarnym  p o lu  s i a t k i  p r z y b l iż y ł  odcinkiem  p r o s t e j ,  łączącym  r o g i tego  

obszaru  w ta k i  sp osób , aby zm inim alizow ać bezw ględną w artość  F ( x ,y ) .

A ,Z iem k iew icz  w 1975 r .  o p i s a ł  metodę c a łk o w ito lic z b o w e j aproksym acji okręgu na s la t o e  Ggs 

c a łk o w ic ie  podobną do metody Jordana 1 innych  z 1973 r .  W t e j  m etod zie  aprokoymuje s i ę  okrąg również 

tym i w ęzłam i, w k tó ry ch  w artość  |F (x ,y ) j  j e s t  m inim alna. Z agadnien ie d y s k r e ty z a c j i  okręgu sprowadził 

on do wyprowadzenia rek u ren cy jn ej z a le ż n o ś c i ,  s łu ż ą c e j  do w yznaczania  w a r to ś c i  b łęd u  w w ęzłach  

z o to c z e n ia  punktu b ie ż ą c e g o . O b lic z a n ie  zmiennych w ystęp u jących  w z a le ż n o ś o i rek u ren cy jn ej j e s t  

jednak z ło ż o n e , sprowadza s i ę  bowiem.do d z ia ła n ia  na m acierzach  j3x 3j  oraz  u z a le ż n io n e  j e s t  od 

numeru "ósemki" p ła sz c z y z n y , na k tó r e j  p o łożon y  j e s t  dyskretyzow any okrąg .

A .Z iem k iew icz  w ykazał ró w n ież , ze aproksym acja okręgu w edług kryterium  min |F ( x ,y ) j  d aje  

m n ie jsz y  od b łąd  d y s k r e t y z a c j i ,  t j .  | R2 -  d2 |< ( H  -  •£), a s tą d  | -  r |<  ^  / c o  j e s t  prawdziwe

pod warunkiem, że promień okręgu i  jeg o  środek  mają w spółrzędne c a łk o w it a / ,  i  j e s t  równoważna kryte

rium minimum o d le g ło ś c i  eu k lid eeo w eJ .

W sumie a lgorytm  A .Z iem k iew icza  J e s t  m niej a tra k cy jn y  od algorytm u Jordana.

Rubin w 1976 r .  zaproponow ał u le p s z e n ie  algorytm u Jordana i  l n .  z 1973 r .  tw ierd zą c , 4a k ie 

runek ruchu w zdłuż krzyw ej n a le ż y  w ybierać ty lk o  ra z  na początk u  algorytm u, a n a s tę p n ie  przyjmować 

te n , w którym z o s t a ł  wykonany o s t a t n i  ru ch . Przy tym z a ło ż e n iu  można b ę d z ie  w yelim inow ać ogran icze

n ie  na fu n k cję  F ( x ,y ) ,  że m usi ona być a lg e b r a ic z n a  i  rćżn ie zk o w a ln a . Funkcja ta  n ie  może jednak
(¡Tzbyt szybko zmieniać 3ię, tzn. nie więcej n iż  o -ę  w  jednostce rastra.

B elB er w 1976 r .  w ysunął w n iosek , że a lgorytm  Jordana z 1973 r .  n ie  ś l e d z i  poprawnie wszystkich  

krzywych 2 - s to p n ia  i  źe p r z y ję c ie  |F ( x ,y ) |  jako m iary o d le g ł o ś c i  punktu od krzyw ej j e s t  dobre Jedy

n ie  d la  p r o s te j  i  ok ręgu . Ponadto zarzu ca  Jordanow i, że n ie p r e c y z y jn ie  form u łu je  w arunki, przy  

k tórych  aproksym acja j e s t  c a łk o w ic ie  poprawna. Termin "dobrze zachow ująca s i ę  funkcja"  j e s t  terminem 

n ic  n ie  mówiącym. N atom iast a lgorytm  Jordana n iepopraw nie d y ek re ty zu je  n ie k tó r e  krzywe np. krzywąo 2y * 2x .

Ramot w 1976 r .  zaproponow ał r o z s z e r z e n ie  algorytm u Jordana na krzywe 3 - s t o p a ia .

A n a lizu ją c  d z ia ła n ie  a lgorytm u ś le d z e n ia  krzyw ej zadanej równaniem F (x ,y )  = 0 na s ia t c e  

®0S1 ń") ,  S u t c l i f f e  w 1976 r ,  rów n ież zauY/ażył, że k ieru n ek  ruchu w zdłuż krzyw ej n a le ż y  o k r e ś l ić  

je d y n ie  r a z , na p oczątku  d z ia ła n ia  a lgorytm u . K ieru nk i k o le jn y c h  ruchów w zdłuż krzyw ej n ie  powinny 

r ó ż n ić  s i ę  od s i e b ie  w ię c e j  n iż  o + j  . Rozważył rów n ież w y stęp u jące  w a lg o ry tm ie  zjaw isk o  wybiera

n ia  lo k a ln y ch  minimów fu n k c j i bez spraw dzania j e j  znaku i  z ja w isk o  " z e ś l iz g iw a n ia  s i ę  z krzywej"  

oraz j e j  " d e g en era c ji" .



Su geruje on , aby w t r a k c ie  ś l e d z e n ia  krzyw ej w re jo n a c h , w k tórych  może z a i s t n ie ć  zjaw isk o  

" z e ś liz g iw a n ia  s i ę  z krzyw ej" / t j .  wyhoru węzłów s i a t k i  z lokalnym  minimum |P ( x ,y ) | ' /  o b lic z y ć  war

t o ś c i  fu n k c j i  F (x ,y )  i  k on tro low ać j e j  znaki w tr z e c h  e ą s ie d n io h  w ęzłach  wyznaczonych p rzez  k i e -
rr

runek ruchu b ie ż ą c e g o  i  k ie r u n k i r ó ż n ią c e  s i ę  od n ieg o  o + y  , Gdy w artość fu n k c j i przyjm uje różne  

zn ak i, ś l e d z e n ie  p rz e b ie g a  praw idłow o. Gdy znaki są  jednakowe, wówczas n a le ż y  w łączyć do algorytm u  

ś le d z e n ia  dodatkowe o p e r a c je , r e a l i z u j ą c e  rozw iązyw anie równania kwadratowego, otrzym anego z fu n k c j i  

F (x ,y ) p rzez  przyrów nanie jed n e j ze w spółrzędnych  do zera  1 zmiany d ru g ie j w z a k r e s ie  + 1 . J e s t  to  

Jednak z a b ie g  bardzo o za so o h ło n n y , s tą d  za lec a n y  ty lk o  w nadzw yczajnych wypadkach. Inną, za leo a n ą  

przez S u t c l l f f e  o p era c ją  J e s t  zmiana k ierun ku  ś le d z e n ia  k rzyw ej.

Chung w 1977 r .  z a n a liz o w a ł a lgorytm  Jordana z 1973 r .  i  s t w ie r d z i ł ,  że ja k ie k o lw ie k  porówna

n ia  algorytm ów m ają sen s  ty lk o  w tedy, gdy r o b i s i ę  ja  w edług je d n o l ity c h , ś c i ś l e  ok reślon ych  kry

ter iów . Według n ie g o  w ap roksym acji np . okręgu tak im i k ry ter ia m i mogą byći

1/ eym etrla  i  j e d n o l i t o ś ć  ap rok sym acji, co zapew nia e s te ty k ę  f ig u r  i  fu n k cjo n a ln o ść  algorytmów*

2 / dokładność ap rok sym acji, m ierzona miaram i!

a /  | r -  dj^ [ ,  di ; j -  o d le g ło ś ć  w ę z ła  <  ^ » y -j  >  od środka' okręgu aproksymowanego

/  - | ¥ j < * f  1!| ' •

b/ moduł w a r to ś c i  fu n k c j i

c /  moduł z r ó ż n ic y !  p o le  okręgu aproksymowanego oraz p o le  okręgu dysk retn ego;

3 / z ło żo n o ść  o b lic z e n io w a , prędkoóć aproksym acji oraz ekonom ia.

Zdaniem a u to r a  g e n e r a c ja  okręgu za pomocą algorytm u Jordana j e s t  równoważna g e n e r a c j i  okręgu  

metodą łań cu ch a  reez to w eg o , o p isa n ą  p rzez  Freemana w 1969 r . ,  m in im a lizu ją cą  o d le g ło ś ć  l in io w ą  

w ęzła  od okręgu w y jśc io w eg o .

Podobne do algorytm ów Jordana są  rów n ież  algorytm y o p isa n e  p rzez  a u to ra  rozprawy w 19 /7  r .  

/a lgorytm y d y B k re ty za c ji krzyw ych 2 -a to p n ia  n a  s ia tk a c h  G4 8( h2) 1 G8s( l l 2 ) / - O dstaw ow a r ó ż n ic a

w stosunku do a lgorytm u Jordana p o le g a  na wprowadzeniu do algorytm u z a le ż n o ś c i  typu m iędzy

pochodnymi I -r z ę d u  fu n k c j i  F ( x ,y )  w w ęź le  b ieżącym , co u m o ż liw iło  w yznaczanie k o le jn e g o  w ęzła  

ciągu  aproksym ującego jako jodnego z dwóch s ą s ie d n ic h  w ęzłów , a  n ie  tr z e o h , ja k  to  j e s t  w a lg o ry tm ie  

Jordana. Ten z a b ie g  u p r o ś c i ł  w pewnym s to p n iu  algorytm  o raz  p r z y s p ie s z y ł  g o .

We wspomnianej p u b lik a c j i  z  1977 r .  przeprowadzono rów n ież g lo b a ln ą  i  lo k a ln ą  ocenę d o k ła d n o śc i 

d y e k r o ty z a c j i krzywych 2 - s to p n ia  na s ia tk a c h  G^0(h ^ ) i  Ggs( h2 ) .  Zgodnie z t ą  ocęną k r e s  górny  

błędu szczytow ego  d y s k r e ty z a o j i  dowolnego okręgu m etodą m in im a liz a c j i  modułu w a r to śc i fu n k c j i  

P (x ,y )  przy  z a ło ż e n iu , że > h ,  n ie  p rzek racza  h opaz h ¿ r p .  odpow iednio d la

% < h 2) 1 °8 s( h 2 ) - '

S , P aszkow ski w 1978 r . ,  rozw ażając d y sk r e ty z a e ję  okręgu na s ia t c e  G8 s ^   ̂ ’ r ^wn^0 ^ w y k o rzy sta ł 

moduł w a r to ś c i fu n k c j i  do wyboru w ęzłów na c ią g  aproksym ujący. P o s ta w ił jednak warunek, aby wykorzy

stan e w a lg o r y tm ie  param etry m ia ły  w a r to śc i jak  n a jm n ie jsze  i  c a łk o w ite .

■¿x
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Prezentowany przez n iego  algorytm Jc3t  optymalny w tym sen n ie , że w swojej podstawowej, cyk

l ic z n ie  powtarzalnej c z ę ś c i  d z ia ła  w yłącznie na liczb ach  całkowitych i  na Jak najm niejszych w artoś

c iach , n ie  przekraczających w artości promienia okręgu /d ok ład n iej H+ ^ / .  Udowadnia poza van, że t e j  

granicznej w artości n ie  da s ię  obniżyć d la  dowolnych okręgów /o  parametrach ca łkow ito liczbow ych /.

Inny od poprzednich algorytm dyakretyzaeji p rostej i  okręgu na s ia tc e  GQg zaproponowali 

Suenagi i  in . w 1979 r . Do wyznaczania kolejnych węzłów aproksymująeych w ykorzystali oni również 

wartośó modułu w artości fu n k c j i, z tą  jednakże różn icą w stosunku do algorytmów w cześniej opisanych, 

że n ie  w yb iera li węzła z najmniejszym modułem F(x,.y) le c z  w ęzeł, d la  którego jF (x ,y ) j^  T, gdzie i  

j e s t  pasmem to le r a n c j i d ysk retyzacji krzywych, ustalanym indyw idualnie d la  każdego typu krzywej.

Dla p ro ste j T = ■= ^ /h  -  moduł s i a t k i / .  J e s t  ona równe w artości fun kcji op isu jącej p łaszczyznę

z = ay -  bx w punkcie, którego rzu t r.a p łaszczyznę xv j e s t  węzłem odległymi o ^ od krawędzi 

przecinan ia  s ię  p łaszczyzn: z i  xy. Dla okręgu I  = To]( = R i  j e s t  ono równe w artości fu n k cji o p i-
9 p o

nującej parabololdę z <=■ x ‘ + y - R w punkcie, którego rzu t na p łaszczyznę xy /tw orzącej na 

p rzec ięc iu  z parabololdą okrąg/ j e s t  o d leg ły  od aproksymowanego okręgu n io  w ięcej n iż  ij . Autorzy 

tw ierdzą rów nież, że wtedy paomo to le r a n c ji wokół okręgu ma szerokoóó większą od modułu s ia t k i .

Błędy d y sk rety za cji tego algorytmu są  Identyczne lub  n iew ie le  większe od błędów algorytmu Jor- 

dann. H lższe n iż  w algorytm ie Jordana są  jednak wymagania dotyczące z a ję to ś c i  pam ięci. Złożoność 

ob liczen iow a d yok retyzacji, t j .  l ic z b a  op era cji potrzebnych do wyznaczenia jednego w ęzła, j e s t  

znacznie m niejsza n iż  w algorytm ie Jordana, m niejsza n iż  w innych algorytmach a wyjątkiem algorytmu 

D anielssona. Zdaniem autorów Jedynym mankamentem metody J e st koniecznoóć ok reślen ia  a p r io r i typu 

generowanej l i n i i  oraz o k reślen ie  w artości T -  pasma to le r a n c j i d y sk re ty za cji.

2 .3 . D yskretyzueje strukturalno-warunkowe na sia tkach  G8s

W dyskretyzaejach strukturalno-warunkowych występują na pewnym eta p ie  r e a l iz a c j i  algorytmu 

operacje typowe d la  p od ejśc ia  strukturalnego, a następnie operacje typowo d la  p od ejśc ia  warunkowego, 

np. początkowy p od zia ł dyekretyzowanego odcinka l i n i i  na podokreay z zastosowaniem p od ejśc ia  struk

tu ralnego, a następnie wyhór kolejnych  wręzłĆY/ dyskretyzujących d la  jednego z podokresów, z za sto so 

waniem p o d ejśc ia  warunkowego 1  p roste  p rze n ie s ie n ie  k o le jn o śc i wybranych punktów/ na p ozosta łe  pod- 

okresy.

Tego typu d yskretyzacje łą czą  w aobie z a le ty  obydwu metod: prosto tę  ob liczen iow ą algorytmów 

warunkowych oraz p rze jrzy sto ść  struktury l i n i i  dyskretnych algorytmów strukturalnych . Dotyczą jednak 

ty lko  l i n i i  prostych .

Z li te r a tu r y  znanych j e s t  zaledw ie k ilk a  p u b lik a c ji na temat tego typu d y sk re ty za cji.

R eggiori w 1972 r .  o p isa ł algorytm d ysk retyzacji p r o s te j , który w ykorzystuje, zarówno p od ejśc ie  

warunkowe. Jak również p od ejśc ie  stru k tu ra ln e . W metodzie R eggiori p od ejśc ie  strukturalne zastosowane 

j e s t  jeden raz. * wyniku pow stają dwa podokresy. Dla każdego z n ich  stosowane j e s t  p od ejśc ie  warun

kowo. Zastosowana tu metoda d ysk retyzacji prowadzi do bardziej wydajnego algorytmu n iż  metoda warun

kowa 1  może byó stosowana bardzo p rosto , w odróżnieniu  od algorytmu stru k tu ra ln ej g en era c ji, który  

J est złożony.



Songíovanni (!. i  In. w 1976 r .  p rzed staw ili algorytm d ysk retyzacjl /( jen era c ji/ p ro ste j, 

i; którym generacja  l i n i i  dyskretnej odbywa, s ię  w dwóch etapach. !! pierwszym eta p ie 'o k reślo n e  są  

/n a  podstawie podanego prr.ez autorów równania p rostej d ysk retn ej/ punkty-wczły /elem entarne ruchy 

wzdłuż l i n i i  siatkow ych/, tworzące w strukturze prostej dyskretnej okres. Drugi etan generacji 

polepa na cyklicznym powtarzaniu wyznaczonych n pierwszym eta p ie  ruchów /tworzących o k res/, aż do 

stanu, którym zostan ie  o s ią g n ię ty  punkt końcowy dyakretyzowanego segment-u p ro ste j.

'■•...’.generowana v- ten cposób prosta  dyskretna pokrywa s ię  z prostą dyskretną wygenerowaną en po

mocą a ignrytmów warunkowych, dobierających na punkty aproksymujące węzły s ia tk i z mlnlmąliią od leg

ło.'1 c lą  lin iow ą  od prostuj zadanej.

-.o tajność czynności w ostatnim  algorytm ie j e s t  odwrotna n iż  w algorytm ie H eggiori. Tutaj n aj

pierw ntpsuje s ię  p od ejśc ie  warunkowe, t j .  wyznacza s ię  tworzące okres w strukturze p rostej dyskret

nej :ły ąp ■ .'ksymu j;;::e, któro są  całkowito!iczbowym i rozwiązań lam i równań i s dyskretnego p ro ste j,

:i i pnie s to su je  si* p od ejśc ie  stru k turalne, Iza. znalezioną ■ >herwszym e ta p ie  grup- kodową 

po w tro- ¡ u i  do cs:ąftn lęc.ia  punktu końcowa-, segmentu.

!'iyskrotyzaejo "■•arunkowc na siatkach

iv.'ikroíyzac.ic na s ia tk ach  Cy5 są stoooware wtedy, gdy n ic  ca ograniczenia  maksymalnej od leg - 

jo ;> i między kolejnymi punktaMi ciągu aproksymują-ego. Łąccy s ię  Jo «tedy aproksymani j ¡I , zwykła 

pro ’ li" inifjwymi /r.p. ,v monitorach graficznych ze oprzę Lowymi. generatorami wektorów/, utyskując bar- 

c j "g ; iką" łamaną »¿¿oksymującą oraz znacznie m niejszą lio r .ą j punktów aproksymu jąeych. Co cię -  

ca, w d.vskrc ty  nacji sia tk ach  <3. -.»prowadza s ię  warunek uzyskiwania maksymalnie możliwych od-

- 1  rr"c• i fiV'v sąsiednim i punktami aprokoymujscymi, przy założonej dokładności aproksymacji.

Togo typu dysk i-c tywae j e ,  podobnie jak i  i  ¿uto dyskre tysuc Je oaikowotiiczDo.ve, są mało znane 

! stosunkowo rzadko •• li te r a tu r z e  opisywane.

ii p ierw szej zo znanych p u b lik a cji z 1972 r .  Łappalainen i  O jala zaproponowali prostą  i  szybką 

oraz dokładną metodę d ysk retyzacjl okręgu, opracowaną sp ec ja ln ie  do generowania testu -szab lon u . 

pozwalającego rozpoznawać n iedoskon ałości obrazu telew izyjn ego .

żasada vlzi n ia n ia  tego algorytmu j e s t  następująca: jedna . ■ współrzędnych / x bądź y / cią/pu 

punktów dyrkretyzu Juovcíi okrąg zmienia s ię  na każdym kroku dysk retyzacji o jedną jednostk . Irzyroet 

wzdłzż Jrrg iej rc współrzędnych J e st zmienny, s i c  również j e s t  cąłdrowl.toliczbowy, /w adrat dlV głoś CI 

kolejnych punktów. c.lagu od środka okręgu wzdłu.. drugiej ze współrzędnych J est lin iow ą  funkcją pro- 

“P.in oke - u om /. numeru punktu ciągu i  będzie lic z b ą  całko*«' tą , gdy podwojony promień okręgu 

i  i .c a łk o  l i  If¡. Ha on n a s tę p u ją c ą  postać:

S =  rt . i  f'Rł t -  2 i 

ó .. = O, : - 1 (1)23 .

. i  podstawie 

z liczb y
"tyźnr-. v - r rokuren ■ jny j e s t  zupełni o prosty i  błędów n ie  kumuluje. Byzr . .

... . - r: . •. punktu ciągu , który j e s t  równy pierw iastkow i kwadratów
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całkowi te  .1 i$i t  autorzy wykonują w sposób bardzo naturalny i  ekonomiczny, polegający na gen eracji 

sekw encji k2+k, k = 1 ,< ? ,3 ,... 1 porównywaniu każdej w artości + k  ̂ e 8^.  Jako wynik tego

porównania j e s t  brane to  k^, d la  którego k2 + k, ^  Kwadrat w ie lk o śc i k otrzymywano metodą 

Brauna za pomocą następujących par rakurencyjnycli:

ki+1 “ f i+1 = f i  + e i+ 1 ' f 1 ” 1*

gl+1 " e i  + 2 * e 1 c  1

Metoda powyższa jen t bardzo p rosta . W każdej p ę t l i  gonoracyjnej je a t  wymaganych zaledw ie k ilk a  

op eracji sumowania l i c z b  całkow itych oraz ich  porównywania. Ż tych też  względów J est ona bardzo 

azybka. Je.) dokładność d ysk retyzacji Jeat określona dokładnością wyznaczania p ierw iastka  kwadrato

wego z 1 J e st n ie  gorsza n iż  jedna Jednostka.

Oryginalną metodę całkow ito liczb ow ej d ysk retyzacji okręgu zaproponował E. Denert w pracy

t. 1973 r .  Punktem w yjścia  w te j  metodzie j e s t  sp o strzeżen ie , że is tn ie j e  całkow itoliczbow e rozw ią-
2 2 2zanle równania okręgu x + y  + R . Trzy lic z b y  x^, y , , R̂  sp e łn ia ją ce  to  równanie aą zwane trójką

Pitngoraoa. Jedna taka trójka dajo osiem punktów na okręgu, które łą czn ie  z czterema punktami na obu

oaiach dają 12 punktów aproksymującyoh okrąg. Ponieważ jednak tr ó jk i P itagorasa  i s t n ie j ą  jedynie d la  

n ie lic zn y ch  okręgów z promieniem całkow itoliezbow yn. a aproksymacja dwunustobokaml je o t  niew ystarcza

jąca , zw łaszcza d la  większych okręgów, w ięc w tym wypadku wyznacza s ię  również tr ó jk i d la  okręgów 

o promieniach m niojszych. Przez punkty te  1 środek okręgu prowadzi s ię  l i n i e  aż do p rzec ięc ia  

z okręgiem zadanym. Przem ieszczając s ię  wzdłuż tych l i n i i  według podanego algorytmu, osiąga  s ię  

dodatkowe punkty w pohliżu  okręgu zadanego.

Metoda Denerta je a t  dość złożona. W szczeg ó ln o śc i jen t złożone wyznaczanie dodatkowych punktów 

na okręgu. Poza tyra p od zia ł kątowy dokonywany przez wyznaczone na okręgu punkty J e st ekstrem alnie  

nierówny, co J e st  przyczyną dużych błędów d ysk retyzacji /rzędu  k ilk u  jed n o stek /. * sumie metoda ta  

J est mało atrakcyjna ze względu na j e j  z łożoność 1 małą dokładność.

Powyższy algorytm D enerta u lep szy ł M .L.Y.Pitteway w p u b lik a cji z 1974 r . proponując, aby ko lejn e  

punkty aprok3ymujące okrąg były wybierane według ciągu

<  \R - l ) 2 . [ 2 i 2 R2 -  l 4 j 7  > /  [ . . . ]  -  n a jb liż sz a  lic z b a  ca łk ow ita , 1 -  0 , 1 , 2 , 3 , . . . / .

Postępując tak otrzymuje s ię  całkow itoliczbow ą aproksymację okręgu odcinkami l i n i i  p ro ste j  

o mniej w ięcej jednakowej d łu g o śc i. Liczba odcinków aproksymujących J e st proporcjonalna do ^R.

O statn i algorytm , w porównaniu z algorytmem Denerta, ma tę przewagę, te  punkty aproksymujące 

okrąg r o f lo i  me są na nim równomiernie. Liczba tych punktów Jent /d la  większych okręgów/ znacznie  

m niejsza n iż  v. algorytm ie Denerta -  przy zachowaniu te j  samej dokładności aproksym acji. Złożoność 

obliczen iow a algorytmu J e s t  taka sama. Jak i  algorytmu Denerta. W sumie Jednak algorytm J e s t  stosun

kowo z łożon y , wymaga bowiem oprócz sumowania również potęgowania oraz pierw iastkow ania l i c z b .

Zasadniczo odmienną metodę od dotychczasowych całkow itoliczbow ych metod dyakretyzacji krsywych 

przedstaw ił G.M.Chaikin w 1974 r .  ’i  te j metodzie niezem kniętą krzywą bez punktów p rzeg ię c ia  zadaje s ię



f t ro u m  całkow i iJ  I ozbo*\V?*» I pu kV MuitJl P 1 ,; V?f i P4 wybranymi w naat^  jjii.jfpy spopóh: punkty PI 

i Vą fią odpowiednio poi»k toin j.-ouv.') i Rn tryiu 1 końcowyrM krzyw ej. Pvź<-z punkty te  prowau'xJ o i u »tyci:Ti<«

00 kr*/.ywt;J Li? i  154: punkty P? i P3 nt.*xnuwłą punkty {»rzeoJimnba rh, J in l i  Li? 1 154 7. l ln iq  b? > 

pi>pr0**<lttoną w ton npoodb» że .lent o*m nł.yc; i>v do kr^yv/ej, u punk t styocnbńni d»<oi î vfic inek 1* > - 

ł»a połowu. A]^oryUi {¿enemie,} I. krzywej dy.ia.in n^oi .̂ pu jącoJ ¿niajfiujc aly £ >*oókJ od\*nkóv< l i ?  i !?> ’ 

nowym punktem P4 ata.je a.tę punkt środkowy odcinka I*?3 /punkt styçànoVicl •: kr?.yv^/:

P4: Tr ( P? + :’3 ) .

Newym punktem P? j u K éro«ioV odcinku 1»?, a nowym punktem P 5 Joet órodok odcinka r ♦¿n'ics'.ono/.o

preny. (Kłprsedn \ punki p? t po/vkt s ty*, um iej U n ii 1?’5 z krzywą /u t y l i  nowy punkt P#l/ s

P V. ^ ( p  i P4 ) .

Kii - 4 ■ t? ł IM i .

Przed wy znaczna l..-m uosyrh j i. i l i -, !‘ • i £'4 poprzednie ■łspółjćęąd«« punktów S? i  £’■! zupami-, tu je

s ię  - * npocJ.al.uyni eŁcnic. '■] .- * • i ■ u.joduje ej-,,- śrc.dk-1 nowo wyznoozonych odcinków 1*12 j J j-;- Ur<>z -, y -

znaczn ul*,- 'ntńtt punkty, ! • r-,t •-., > 1. •}’•}. PS, idontycziilo  Jak za pierwszym razmn. Operacją tę powta

rza  ż ię  tak U i  . r Z od ! /> ' . -.ić i". - 1 ■; -I -‘.y nąsl Suń I ti L punktami PI, P2, P? 1 f'4 s ta ju  ul-, n ie  .-•iąktli.H 

od Zadanej, Wówczas to łączy  e tę  kolejno -- nobą punkty 1*1, i’2 . i'5 t i - l , a punki 1*4 s ta je  s ię  nowym

punktem P t. O sta tn io  ansioęzozonń w titoele- punkty R? ,1 P4 pobiera fltę jako aktualne i  cykl podziału

odęinków, łączen i«  te!, środków oraz sprawdzań lu o d leg ło śc i pomiędzy sąsiednim i punktami powtarza 

s i ę ,  o'--, do o s i .p o ię oj « puna tu  IM -,udanego pierwotnie ,

Algorytm Ohatklna Junt otosńuikowo p rosty . Używano są bowiem tylko operacje sumowania l i c z b  co i-  

kuwitych, d ziêfe iv ia  przez i  oraz porównywania l ic z b ,  le tn ie  Je jednak pe.trz“ '«* Używanie pamięci do 

tworzeniu otcBU, I lóroj pOjormORŻ zależy od rozmiarów generowaneJ krzywej. 1*1« («ln  obrazowania 

102-‘x i 024- jedtiont»k są  wymagana cztery  d c ic s lę o io«io*owe s to sy . Prędkość gen eracji J e st zmienna

1 cm ohŚratker narastń jąoy , Na początku genera.: ;| i  J est wymagana wlę-każa liczb;* podziałów . ń trakcie  

generacji w ykorzystuje s ię  te punkty ze* s to su , które wyznaczono w poprzednich cyk Jor); generacji •

J>o vy:*.nnc;-.ę*i.i n. ji punktów jc p l wymaganych n i t e r a c j i .  I s to tn ą  za le tą  a) gory iss* jea t to , żo daje 

s ię  o)i łatw o rouozr rzyć na 1. r- ;■ y w-- i.cójwymiarowe. Autor atgoryiłcu n.ie poaał i  cos-u i- żadnych danych 

na teant dokładności rtnsrw cji kr-yw ej. .'łudzić Jednak n a leży , ńn u le  j e s t  ona zbyt -wysoka, /b łęd y  

rzę.łu k i 1 ku-H .‘kunns tn Jslnór tek/ .

•i .r  , :. i ea en je ld  w : -i 7r. r .  u lep szy ł algorytm C h a ik in a  do p o s t e d ,  w k tórej ffloże on generować 

r ó w n i e ż  k r z y w o  n * » i  n i ę  t .o .  ’r f y k a w n t  vonâdto, że. Jcrzywe g e n e r o w a ń "  z r z e z  ton algorytm e ą  parodie try csco jm  i 

krzyyę/iti B-:;1ętLMmi ? -a t-*pnia. Pozoatajc jednak n ic  roBwIczany problem dokładności generacji z d e f i

niowany eh rv podobny »porób krzywyct'.

Y.V, A lhuńi w 1979 v . ,  a następn ie K.A.Sarnohayr w iy ::;0 r . rozwinę*) o igory t*n -.cneracji p rostej  

na s ia tc e  ^*o-. wprowadzając O dodatkowych kierunków i'ucho.y. tizyaksji too sposób al.-rorytn dyskre

ty z a c j i prortaj na ló—hnójncj s ia lc e ,  fio.iacje w algorytm ie zaw ierają zależność między znakami
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Autor tw ierd z ił rów nież, żo wzory powyższe zapewniają generację Jednakowo od ległych  punktów 

na okręgu.

Tych pozytywnych o p in i i  n ie  p o tw ierd z ili Maxwell i  Baker w p u b lik acji z 1979 r .  Ich zdaniem 

uzyskanie dokładności jednej j . r .  gen eracji krzywych 2-n topn ia  w obszarze 1024x1024 j . r .  wymaga 

zastosow ania dok ładniejszego wzoru kwadraturowego / z  członem 2-rzędu/  oraz d osta teczn ie  małego przy

rostu  parametru A t ,  n ie  przekraczającego w artości 2T'. Metoda aproksymacji wykorzystująca równania 

różnicowe kumuluje bowiem błędy już z d e f in ic j i .

D.C. S u t c l l f f e  v/ 1976 r . o p isa ł algorytm podobny do algorytmu Athaniego z 1974 r . ,  który do 

aproksymacj'i dowolnej krzywej zadanej równaniem F (x ,y )  = 0 stosow ał prosto lin iow e odcink i o d łu 

g o śc i '•fc i  2 jed n o stk i, oraz w ykorzystał w ła3nośó fu n k cji F{x,yl, która przyjmuje różne znaki po 

obu stronach l i n i i .  Podobnego typu algorytm o p isa ł również Farnshaw w 1900 r .

Obszar, na którym ma być dyskretyzowenn krzywa zadana równaniem F (x ,y) = 0 dziolony j e s t  na 

prostokąty /kom órki/, których boki są  równe podwojonej d łu gośc i kroku k reślak a . Proces wyznaczania 

krzywej dyskretnej odbywa o ię  w ton sposób, że znajduje s ię  bok komórki / l i n i ę  bazową/, który j e s t  

przecinany przez krzywą zadaną i  do środka tego boku przem ieszcza s ię  głow icę kreślak a . N astępnie 

odbywa s ię  ś le d z e n ie  p o łożen ia  krzyw ej, polegające na wyznaczaniu w artości fu n k cji w obu rogach 

komórki przeciw ległych  do l i n i i  bazowej i wybranie na następny w ęzeł aproksymujący órodka tego boku 

komórki, który przecinany j e s t  przez krzywą. P rzecięty  bok komórki s ta je  s ię  l i n ią  bazową /podstaw ą/ 

d la  następnej komórki poddawanej badaniu i  procce powtarza c i ę ,  aż do przekroczenia granicy rejonu,

»/ którym krzywa j e s t  apróksyiuowana.

Autor p u b lik acji przeznaczył również sporo m iejsca problemowi tzw. ¿degenerowanych komórek, t j .  

tak ich , w których w szystk ie cztery  boki są przecinane i rzez krzywą. S u t c l l f f e  sugeruje, żeby powyższy, 

przypadek rozstrzygać op iera jąc  s ię  na zanudzić minimalnej zmiany kierunku przem ieszczen ia . Polega  

ona na wybraniu tego boku, którego o s ią g n ię c ie  wymogu jak najm niejszej zmiany kierunku ruchu /w  a to -  

r.uTdcu do ruchu poprzedni e g o /.

Odmienny od poprzednich algorytm całkow itllczbow ej aproksymacji krzywych 2 -s to p n ia  zaproponował 

autor n in ie j s z e j  rozprawy w p u b lik a c ji s  1977 r .  oraz w p u b lik a c ji z 1978 r .  /algorytm  aproksymacji 

na s ia tc e  n-spójne j ./ . Algorytm ten wyznacza c iąg  całkow iloliczbow yeh punktów aproksymu jących /d y -  

akretyzującyołi/ dowolną z krzywych 2-o to p n ia .

O dległość pomiędzy jiuiiktruaJ aprokoymującyni n ie  jer.t z góry ograniczona. Jedna ze współrzędnych 

x bądi y kolejnego  punktu ciągu l-óżnl s i ę  o>' te jże  w spółrzędnej puni:tu poprzedniego co najwyżej 

o jedną jed n ostk ę. Druga ze współrzędnych -  o całkow itą  lic z b ę  jednostek za leżną  od.parametrów 

geometrycznych krzywej / lo k a ln e j  krzyw izny/ oraz położen ia  krzywej względem (IW.

Wyznaczanie kolejnego punktu aproksymującego krzywą odbywa s ię  za pomocą dwóch typów elem entar

nych ruchów /rtichów do punktów są s ied n ich , od leg łych  o jedną lu b  \Ji jed n ostek /: jednego tzw. "ruchu 

od krzywoj* oraz szeregu tzw . "ruchów wzdłuż krzywoj", Kierunek następnego elementarnego ruchu n ie  

u lega  zm ianie, gdy moduł w artości funk cji w osiąganym węźle J e s t  m niejszy n iż  w punkcie poprzednim.

■v przeciwnym ra z ie  następuje m odyfikacja kierunku ruchu /o  kąt t  77 zgodnie z p rzy jętą  zasadą/, 

aby ucyskać zm niejszen ie Rię modułu w artości funkcji lub p r z e c ię c ie  krzywej.

Puch "od krzywej" j e s t  zawsze ruchem do oąsiednego w ęzła wzdłuż przekątnej /o d le g łe g o  o V? 

jed n o stek /. Ruchy "wzdłuż krzywej" są ruchami wzdłuż te j  ze współrzędnych x bądź y , która tworzy



z wektorem kierunkowym s ty c z n e j , .wystawionym w punkcie bieżącym, mnie jory k ą t. Kuchy "wzdłuż krzywej" 

wykonywane są aż do p rz e c ię c ia  krzywiej. lía k o lejn y  w ęzeł aproksyraujący wybierany j ć s t  ten z  dwóch 

sąsied n ich  punktów, w którym moduł w artości fu n k cji j e s t  m niejszy.

Ten o sta tn i algorytm mo przewagę nad algorytmem i  poprzednio opisanymi przede wszystkim y.o 

w/zględu na uniw ersalność /aprofcaymuje dowolno krzywe 2 -o top n in / i  dokładność /b łęd y  n ie  większo n iż  

VsF/2 je d n o s tk i/ .  Zapewnia rów nież jednoznaczność aproksymacji krzyv/yeh n iazo leżn i, o od ich  kiorunku 

obiegu . Ma on jednak is to tn o  narty wynikające z za ło że n ia , Ae n ie z a le ż n ie  ort p o łożen ia  krzywej Y/zr.lo» 

dem układu współrzędnych ruch "od krzywej" odbywa s ię  zav/szo wzdłuż przekątnej, natom iast ruchy 

"wzdłuż krzywej" -  zawsze wzdłuż kierunku jednej z Oflt a bądź y . Powoduje to . Ae łaioana ,aprokn;'T 

mujące odcinek krzywej [trzebi ega jąey rów nolegle /n  przyb.1 lż en iu / do przekątnej układu współrzędnych  

j e s t  mało "gładka" i  złożona j e s t  z dużej lic z b y  krótk ich  odcinków.

W p u b lik a c ji z 1970 r . íínrd o p is a ł írwdod'j zgrubnej aproksymacji krsywych, niepodobną do żadnej

z metod poprzednio opisanycl>, a przeznaczoną do obrazowania krzywoj zadanej równaniem F (x ,y ) *» O
\ -

na. urządzenia zf.aitosyn /n n . drukarce/.

koncepcja metody j e s t  następująca* obszar, w którym krzywa ras być wykreślona d z ie l i  a lę  na 

m niejsze podobszary:

mające p o łożen ie < i ,  J >  oraz wymiary identyczne jole wymiary p ola  znaku. N astępnie bada s ię  porożu- 

n ic  krzywej w kolejnych podohszaracli i  w tych podohsznrueh p rzyb liża  s ię  ją  odpowiednimi znakami gra

ficzn ym i. Problemom j e s t  wybranie z m ałego, s ta łe g o  a lfa b e tu  tak iego  symbolu graficzn ego , który  

będąc wykreślony w unał.,1 zewanym iiodobszarze, będzie w nim n a j ś c iś l e j  p rzy leg a ł do krzywej.

N ajprostsze / 1-rzędu / r m l ą m a i «  zagadnienia dopasowania wymaga jedynie sze śc iu  maków /••m.Cicz- 

nych i  próbkowania w artości funkcji ? vi czterech  rogach badanego podobnznru. (idy badanie funkcji 

v/ całym obszarze obrazowania oś bywa s ię  według metody ro zw in ięc ia  rastrow ego, wtedy lic z b a  próbek 

fu n k cji w ca ły»  obszarze obrazowania wynosi .(lf_+l)(W  + l ) .x j

iiiiok g ra ficzn y  pr«ybiiżająuy krzywą w danym obszarze j e s t  wybierany na podstawie kombinacji 

5:0 łożen in  dodatnich i  ujemnych znaków w artości fu n k cji F (x ,y ) w rogach badanego poćobsr.nr-i.

Dokładność odwzorowania krzywej opinanym Sposobom j e s t  ograniczona. Poza tym pojaw iają s ię  lo 

kalne dwuznaczności, np. gdy p rzec in a ją  s ię  g a łę z ie  krzywej /w ystępują punkty ro z g a łę z ie n ia  krzywe,}/.

Lepsze dopasowanie znaku do położen ia  krzywoj można uzyskać wykonując próbkowanie Oinkoji F 

w 'większej l i c z b ie  punktów obszaru znaku i  rozszerza jąc  liczeb n o ść  zbioru znaków graficzny  chi Dopa

sowanie ?--rzędu wymaga próbkowania fu n k cji F również w środkowych punktach obrzeże, pola  znalu: o".:

; -u. odpo.yisóiiis dobranych  znaków g ra f ic z n y c h .  Zna’: e » r t " 5 c l  k ażd e j p ró b k i 7  o k re ś la ,  k tó r e  z o r t  - 

p.V‘ po lu  z : ' ' : ;  s ą  p rzec in an o  p rz e z  !c.rz o k rżć l • ■■ zatem  ru n k ty  s k ra jn e  znaku dor ’Sow jj '.oci':'.

2V/ og o lę , dopasowanie r-rzędu  wymaga operowania zb iera» Cr znaków graficznych  i  próbkowania 

funkcji F r razy en każdej z  czterech  granic p o la  znaku.

In teresu jący  algorytm d y sk ro ty sa c ji parametrycznych krzywych g ię tk ic h  3 -s to p n ia  zaproponowali

5 .h o ss  1 A.ł.indgurd w i'J79 r .  A lgorytm• ten , opracowany do w ykreślania znaków alfanumerycznych 

na pomocą kreśl oka posługuje s i ę  Jedynie arytmetyką c ałkowi Lol iczLawą.



Koncepoja algorytmu j e s t  następująca: k s z ta łty  znaku alfanumerycznego zadaje a i ę za pomocą n ie 

w ie lk ie j  11 o aby k wę z ł ów s i a t k i , tzw. punktów charak tary s ty c znych:

Trzcz  punkty tc  prowadzi s ię  parametryczną krzywą g ię tk ą  P( t) 5 -s to p n ia , nadającą znakom 

płynnie zm ieniające s i ę ,  przyjemne d la  oka kontakty. P, j e a t  w artością  fu n k cji w punkcie charak te-, 

ryotycznym, a A t  je a t  przyrostem parametru t  pr.ny wyznaczaniu punktów na krzywej g ię t k ie j .

Na krzywej g ię t k ie j  wyznacza nią z k o le i  punkty:

k tóre sprowadzone do n a jb liż szy ch  węzłów s ia t k i  dają dyskretną formę te j  krzyw ej.

D yskretyzacja krzywej g ię t k ie j  wykonywana jea t następująco: w yliczona j e s t  różn ica  między punk

tem osiągniętym  w poprzednim ruchu i  punktem na krzywej g ię t k ie j  obliczonym przy przyroście parame

tru t  o o ta l  ą wartość A t .  Ruch następuje wówczas, gdy ta  różn ica  przekracza moduł s ia t k i .  J e ś l i

A t  J e s t  duże, wtedy wyznaczyć należy  w ięcej n iż  jeden punkt na krzywej g ię t k ie j  zanim nastąp i

ruch do kolejnego  punktu. J e d li A t  j e s t  małe -  k o lejne punkty na krzywej g ię t k ie j  o d leg łe  są  od 

s ie b ie  o k ilk a  modułów s i a t k i .  Górna granica lic zb y  kroków, jak ie  należy wykonać zanim o sią g n ie  s ię  

następny punkt na krzywej g ię t k ie j ,  określa  s ię  wyrażeniem ś d /A t /d  -  maksymalna o d leg ło ść  między 

sąsiednim i punktami charakterystycznym i/.

Maksymalne odchylenie między łamaną aproksymująeą i  krzywą g ię tk ą  n ie  przekroczy modułu s ia t k i ,  

gdy zachowana zo sta n ie  za leżność A t >  Vd . Maksymalna l ic z b a  kroków pomiędzy kolejnymi węzłami 

na krzywej g ię t k ie j  w yn iesie  wtedy 4 \T3.

tiyakretyznnję krzywej g lę tk io j  można w ięc przeprowadzić za pomocą dwóch różnych schematów:

9 ach • : pojedynczego kroku, gdy A t  >  4d oraz

9 schemat, l i n i i  p r o s te j , gdy A t > ^ d ,

Metoda rowyższa j e s t  z łożon a , a poza tyra n1o zapewnia sym etrii krzywym dyskretnym, będącym 

noataoU w i jymetrycanych krzywych g ię tk ic h , Zasługuje Jednak na szczególn ą  uwagę, gdyż jea* jedyną 

znar-ą li t e r a tu r y  całkowi Soliostbową metodą dyskretyzac j i  paramotrycznych krzywych g ię tk ic h  na dvrj- 

wjiaiaro 'ej o la tc c , z oszacowanym hłędem aproksym acji.

Ogólne p od ejśc ie  do problemu dyskretyzacj.l krzywych Bfor .iłow ali H, Freeman i J.A .Saghri 

n 1930 r .  O p isa li cn i metodę d ysk retyzacji według tzw. schematu uogólnionego łańcucha kodowego. 

Łańcuch kodowy j e s t  ciągiem  kodów przemieszczeń do kolejnych punktów-węzłów anroksymujących krzywą. 

Punkty aproksymujące o. z: -ilę po nałożeniu na krzywą s ia tk i  i  wybraniu węzłów t e j  s ia tk i  n a j

ś c i ś l e j  przylegających do > •żywej. O dległość między węzłami aproksymującymi n ie  może byó wieko 

n i i  założone.

D yskrelyzj j • we dl v : •t.wsalii uogólnionego łańcuchu kodowego r e a liz u je  s ię  w dwóch etapach:

9  w etapie pierwszym wyhioru się / l in  ; .".«ego węzła «'* ,y > ,  będącego punktem początkowym segmentu 
aproksyirown.nego i pewn. j dct.w:jr.csaluój d ł u g o ś c i  odcinka aproksyraującego krzywą/ zbiór szablonów;



3?

»  w e ta p ie  drugim yrybiera s ię  tul:i szab lon , który w c a ło ś c i zawiera pewien, m ożliw ie najdłuższy  

odcinał; aproksyisowaue j krzyw ej. '!ię s e ł  s i a t k i ,  którego szablon z o s ta ł wybrany u ta je  s ię  kolejnym  

węziem aproksymującym.

Każdy z dwóch etapów zaw iera k ilk a  czyn n ości.

O kreślen ie zbioru szablonów wykonywane j e s t  w następujący sposób!

1/  tworzy s ię  koncentryczne względem w ężła < x  *y >  kwadratowe p ie r ś c ie n ie  /r y o .2 /;

2 / d la  każdego w ęzła na każdym z p ie r ś c ie n i wyznacza s ię  szablon za pomocą dwóch równoległych l i n i i ,  

od punktu < x  ,y  > ,  przechodzących przez punkty środkowe ogniw p ie r ś c ie n ia , przylegających do 

danego w ęzła / r y s . ' ' / .

Ryz. 2.  Położenie pierieżeni kodowych 
i  wektorów przemieszczeń dla 
kodu przemieszczeń 1- 3- 5

Rys 3. Szablon dla pierśaenia 3 
węzła 26, zowierającz/ 
krzywą F (x,yj - 0

Wybranie szablonu zaw ierającego określony odcinek aproksyraujący krzywą rozpoczyna s ię  od 

szablonów zewnętrznego p ie r ś c ie n ia  i  kontynuuje s ię  jo d la  p ie r ś c ie n i coraz to  m niejszych.

Algorytm ten  zapewnia błąd aproksymacji n ic  w iększy n iż  4  i  produkuje m ożliw ie najd łuż

sze z  dozwolonych odcink i aproksymująco.

Zaproponowały schemat aproksymacji j e s t  uniw ersalny. Obejmuje on bowiem aproksymację do

wolnych krzywych a n a lityczn ych . Ha jednak podstawową wadę: n ie  nadaje s ię  do r e a l i z a c j i  wprost, 

a może jedynie służyć jako podstawa do opracowania szczegółowych algorytmów d y sk re ty za c ji, obejmu

jących dokładniej sprecyzowana k la sy  krzywych, uw zględniających sposoby ich  przedstaw iania,

W pracy s I932 r .  autor n in ie j s z e j  rozprawy zaproponował dwa inne algorytmy d ysk retyzacji 

krzywych, wolne od wad algorytmów w cześniej opisanych oraz bardziej uniwersalno -  dotyczą bowiem 

d ysk retyzacji dowolnych algebraicznych krzywych p ła sk ich .

Pierwszy z tych algorytmów w swojej koncepcji d z ia ła n ia  j e s t  podobny do algorytmu opisanego  

przez autora w 1976 r .  /a lgorytm  aproksymacji na s ia tc e  n -s p ó jn e j / , j e s t  jednak doskonalszy, chociaż  

n ieco  b ard ziej złożony. D yskretyzaoję krzywej sproviadza o ię  w nim do ś le d z e n ia  przebiegu krzywej 

i  wyznaczenia w ęzła  aproknymującego, gdy krzywa ta  j e s t  przecinana przez ruch śled zą cy , odbywający 

s ię  według wybranego w cześn iej kierunku ruchu wzdłuż l i n i i  s ia t k i  0n_( ) .  Ra w ęzeł aproksyraujący

wybierany j e s t  wtedy w ęzeł n a jb liż sz y  punktowi p rzec ięc ia  według kryterium min j?tx ,y)j. S ied zen ie  

krzywej odbywa s ię  również za pomocą dwóch typów ruchów: ruchu ’'od krzywej" orna sprzężonym z nim 

ruchów "wzdłuż krzywej" /r y o .h / .  TT odróżnieniu od algorytmu, który o p is a ł autor w 197G r . , każdy 

z typów ruchów śledzących  może odbywać s ię  zarówno wzdłuż tłŁCi, jak 2PLG.



M odyfikacja kierunku ruchu odbywa aią natom iact o kąt + /a  n ic  i .%  /  i  d la  jodnogo odcinka 

łtunonej co najwyżej jednokrotn ie, Łamana aproksymująca, generowana przez ten algorytm Ja st bardziej 

"gładka" n iż  w algorytm ie a 1978 r .  Odnosi oią to szczeg ó ln ie  <lo łamanej uproksystującoj sa-..sensy 

położone ukośnie w stosunku do GI-G.

Ponadto łamana składa s ią  a m niejszej lic zb y  dłuższych odcinkiw. Błąd auro! -.ej.- .

szy od h . Algorytm z 1982 r .  j e s t  ponadto bardziej uniw ersalny, dotyczy bowiem dynki-otynu." j i  o 

nych krzywych algebraicznych p ła sk ich , a n io  ty lko krzywych 2 -a top n ia . Ma on Jednak is to tn e  .vacr.

Jt przypadku d yok rętyzacji krzywych w iolegałązlow ych, przy pewnym kierunku obiegu krzywej, moi.?: 

n a stą p ić ' tzw . " z e ś l iz g n ię c ie  nią« ruchu "wzdłuż krzywej", k tóre doprowadza bądź do p rze jśc ia  t»r-nć* 

śledzących  na p rzy legającą  ga łą ź  krzywej, bądź do izolowanego punktu krzywej i  za p ą tlen ia  proce

su dyskretyzac j i .  V/ takim wypadku dynkretyzację należy przej-wae i powtórzyć ją  przy zmienionym i- .- . 

runku obiegu krzywej.

Drugi 7. zaproponowanych w 1932 r .  algorytmów j e s t  zasadniczo różny, .-, powodu odmiennej i . .-op

c j i  ruchów śledzących  przeb ieg  krzywej. S ied zen ie  przebiegu krzyw-. I odby.. a nią su p-.rocą dyćcb ru

chów: "głównego” i  "kontrolnego", wybieranych początkowo tak , że ich  k ierunki pokrywając nią z l i 

niami s ia t k i  Gjĵ  (. h  ̂) różn ią  s ią  o kąt fj- i  prowadzą do węzłów s ia tk i leżących  po rsy^ci  h 

a tronach krzywo j / r y s , 5 / .

1 , 1 = 0  /  j s

T  ~ * ^ v * IF » l ° 2IF* l Sir,l:iryl"
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/tys. 4 JLustracja ruchów iledzacych 
krajną wq sposobu I

kuchy ś le d z ą c e  odbywają e ią  Y/zdłuż kierunku "ruchu głównego" do są s ied n ich  węzłów s i a tk i  

i  wykonywano są  dopóty, dopóki dwa węzły wyznaczone przez ruchy: "główny" i "kontrolny" sno jdą  -.i. 

po t e j  samej s tro n ie  krzyw ej. S tan , w którym wązły te  znajdują oią już po te j  samej ¡stroni-» kr- 

oznacza, że śledzona krzywo pi-2Gkroc2y ła  "pasmo to lera n cji"  d ysk retyzaeji i  n a leży  -znaczyć por: t 

końcowy odcinka aprokoymującego. Zostaje nim w ęzeł s ia t k i  n a jb liż sz y  /••■ s e n s ie  min j k ( r ,y 'j  /  pum  lewi 

p rzec ią c ia .



t  / 5i' 
F(x,y)‘ 0

Rys. 5 . Jlustracja ruchów śledzących krzywą wg sposobu U

O sta tn i algorytm  również j e s t  przeznaczony do d ysk retysaeji krzywych algebraicznych dowolnego 

sto p n ia . Ma on jednak przewagę nad algorytmem poprzednim z powodu niewystępowania tzw. " z e ś liz g i -  

wania 3ię" ruchu śledzącego  krzywą, anrokayrauje krzywe n ieco  m niejszą l ic z b ą , a le  dłuższych odcinków 

i  chociaż szczytowe błędy aproksymacji są  n ieco  w iększe, to Jednak n ie  przekraczają one w ie lk o śc ią  

modułu s ia tk i  h ,

2 ,5 .  Problemy badawcze w d ysk retyzacji krzywych

L yskretyzacja rozważana jako in teg ra ln a  część  zagadnienia wprowadzania i  wyprowadzania /rów nież  

generowania i  przetw arzania/ konturów i  k szta łtów  /rysunków, obrysów 1 powierzchni granicznych/ na 

gra ficzn e  urządzenia komputerów /lu b  w p o s ta c i programów steru jących  obróbką skrawaniem/ j e s t  roz

kładem a n a lity c z n ie  zadanych krzywych na standardowo elem entarne c z ę śc i;  aby ty ła  pożyteczna, powin

na bvó p ro sta , w wysokim stopn iu  standaryzowana, un iw ersa ln ie  stosowana i  powinna pro7,adzió do 

prostego kodowania.

S taw iając tak ie  wymagania wobec algorytmów d ysk retyzacji oraz wymaganie całkow ito liczbow oóoi, 

a także i  in n e, sformułowane we w stęp ie n in ie j s z e j  rozprawy, r.ależy s tw ie r d z ić , że w c a łk o w ito lic z -  

bowoj d y sk rety za cji krzywych j e s t  w ie le  problemów, k tóre n ie  z o sta ły  dotychczas w dostatecznym  

stopniu przebadane, chociaż i s t n ie j e  duże i  p iln e  zapotrzebowanie na pozytywne wyniki takteh badań.

Z zamieszczonego w tym ro zd z ia le  przeglądu rozwiązań literaturow ych  algorytmów wynika następu

jący stan  badsń w d z ied z in ie  d ysk retyzacji krzywych.

u warunkowej d y sk rety za cji krzywych n;. sia tk ach  0/ g ( ) i  Gg^(h‘ ) j e s t  n ic  przebadana 

/w  zasadzie ca łk o w ic ie / dysk retyzacja  krzywych algebraicznych stop n i wyższych od drugiego, a także 

dyskratyzucja krzywych innych n iż  a lgeb ra iczn e .

w ..arunkowej d y sk rety za cji na sia tk ach  G,,a opracowano k ilk a  algorytmów. Jednak każdy z n ich  

obarczony j e s t  dośó istotnym i ujemnymi cechami, jak nu. oporowanie w algorytmach bardzo dużymi l i c z 

bami «zależny- i. wprost proporcjonaln ie od wjer.Jarów geoaetryosnych i  stop n ia  krzyw ej. Liczby to ,



z powodu ic h ’ zakresu zm ienności, wymuszają stosowanie /w komputerowej r e a l iz a c j i  algorytmów/ 

zmiennoprzecinkowej rep rezen ta c ji l i c z b ,  która j e s t  przyczyną powstawania systematycznych błędów 

ob liczeń .

V/ d ysk retyzacji stru k tu ra ln ej i strukturalno-warunkowej opracowano jedynie algorytmy dyskrety- 

z a c j i  p r o s te j . D yskrotyzacje strukturalna i  strukturalno-warunkowa krzywych n ie  J e st sygnalizowana 

w li t e r a tu r z e  w o g ó le . Sądzić zatem n a leży , że j e s t  ona całkow icie  nieprzebadana.

Zupełnie n ie  j e s t  przebadany problem całkow itollczbow ej d ysk retyzacji krzywych przestrzennych. 

Badania tego zagadnienia są szczeg ó ln ie  ważne i p iln e , zarówno w g r a fic e  komputerowej /zobrazowanie 

p rzestrzen n o /, jak i  w numerycznym sterowaniu obrabiarkami, w których to  zagadnieniach istotnym  

zadaniem j e s t  proste /w  sterowaniu obrabiarkami również precyzyjne/ wyznaczanie przestrzennej drogi 

ruchu /elem entu  kreślącego  obraz lul) narzędzia skraw ająćogo/. Autor n in ie js z e j  rozprawy zamierza 

podjąć badania nad całkow itoliczbow ą dyskretyzacją  krzywych przestrzennych.

Wymaga przebadania również zagadnienie całkow itoliczbow ej d ysk retyzacji pow ierzchni, któro  

wydaje s ię  być is to tn e  n ie  ty lk o  w g ra fice  komputorowoj L numerycznym sterowaniu obrabiarkami, a le  

w ogóle w komputerowo wspomaganym projektowaniu i  wytwarzaniu.

2 .6 .  Problem badawczy rozprawy

Rozważane w d a lsze j ozęóo i rozprawy problemy sformułowane oą następująco.

Od użytkowników napływają zadania, a każde z nich ma p o sta ć , jak w sformułowaniu /p od rozd zia ł

3 .1 / .  Zadaniem badawczym je s t !

1/ opracowanie metody rozwiązywania tak ich  zadań,

?’/' skonstruowanie a i  go rytmu komputerowego rea lizu ją ceg o  metodę i  charakteryzującego s i ę  szyb k ością  

i  p ro sto tą .

Rozwiązaniem zadania badawczego a ą r a .tn ,:

•  metoda przyrostowego "kroczenia" wzdłuż krzywej i  ś led zen ia  je j  przebiegu,

•  dwa nowe algorytmy d ysk retyzacji algebraicznych krzywych p łask ich  dowolnego stop n ia  na sia tk ach

V h2) Ł G8 > 2 ) >
«  ocena z ło żo n o śc i ob liczen iow e 1 dynkretyzac j l  krzywych w funkoji rodzaju s ia t k i ,  w ie lk o śc i Jej 

modułu oraz stopnia  krzywej,

•  oszacowanie czczy towy oh 1 polowych błędów aproksymacji dokonywanych za pomocą skoustruowanyon 

algarytmów dy okrs tyzacyj ny ch .



3. ALGORYTMY DYSKRETYZACJI KRZY.V7CIT ALGEBRAICZNYCH! NA SIATKACH G, (h 2) I G„ ( h2 )>8 8c'

3 .1 .  Sformułowanie zadania d ysk retyzacji

Niech w prostokątnym u k ładzie  współrzędnych Oxy będzie nadana krzywa algebraiczna K 

n-atopnia

r» n— 1 r»_ 1
+ «n +K: i ( x . y ) -  anr0xn+ V - . - +  + «O.n»“.

'  an-1.0^"1 +"-'+ + a0.n-1yn_1 +

! - " + a 1 .n -rxy* ’ r  + a0 ,1 y1' +

f a0,0

n n-k
E E
k=0 1=0

/n  -  l ic z b a  naturalna, m acierz [ a f ,j ] -  rzeczy w ista  i  n lezerow a /, i  n iech  w tym układzie będzie

zadana rócmież kwadratowa s ia tk a  G(h2) ,  określona za pomocą wzorów /  1/.

Dla krzywej K i  s ia t k i  G(h2 ) poszukuje s ię  ta k ie j krzywej dyskretnej II -  ciągu:j <  x ,y  > .
i ? l P P

<  xi ,y 1>  BSWG s ia t k i  C ( n )  , aby "odległość"  między krzywą K i  aproksymu-.

jącą ją  krzywą H definiow ana jako 

H .
g  => max I FUj.y-L)! / 4 /

F P < i< k

była  minimalna.

Dodatkowo pożądane j e s t ,  aby metoda dysk rotyzaoji n ie  powodowała błędów system atycznych.

Ze względu na przewidywane zastosow anie algorytmów /g r a f ik a  komputerowa, numeryczne sterowanie  

obrabiarek/ podstawowymi miernikami ja k o śc i algorytmu są  szybkoóó i  p ro sto ta , n g ra fice  komputerowej 

w łaśnie te  cechy algorytmu o k reśla ją  jego przydatność.

Chung /1977 r . / ,  wypowiadając s ię  na temat w ie lk o śc i k rytoria ln ych , ja k ie  należy stonować

w algorytmach d ysk retyzaeji przeznaczonych d la  g r a f ik i komputerowej w ym ienił m .in .jF (x ,y ) j . Wydaje 

s ię  w ięc , że ze względu na szybkość 1 p rosto tę  algorytmu dyskretyzaoyjnego najw łaściw sze będzie  

zastosow anie w nim p rzy b liżen ia  jed n ostajnego , polegającego na uzyskaniu najm niejszego maksimum 

" od leg łości"  między krzywymi K i  li, a jako miarę " od leg łośc i"  w ęzła <x^ ,y^ >  krzywej II od krzywej K 

p rzy jęc ie  w artości j p ^ . y ^  |.  J e s t  bowiem oczyw iste , że j e ż e l i  krzywa dyskretna H będzie w każ

dym swoim puhkćie -  w ęźle <  x^, y, >  sp e łn iać  warunek
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IF(x1.yi ) | = oln |F(x,y)| , /Ą a /

to  będzie sp e łn ia ć  również warunek m inłm alnoścl / 4 / .

Z przyjętego  za ło żen ia  o Jednostajnośol p rzy b liżen ia  wynika w naturalny sposób metoda /op isa n a  

i  uzasadniona w następnych p od rozdzia łach /,. Jaką p rzyjęto  do d ysk retyzacjl krzywej K, I s to ta  te j  

metody polega na przyrostowym "kroczeniu" wzdłuż krzywej i  ś led zen iu  Jej przeb iegu , dokładniej -  

"kroczeniu" wzdłuż l i n i i  s ia t k i  dyBkretyzacyjnej G(h2 ) w kierunku wektora styczn ej i  wybieraniu  

tych  B3TC, k tóre są  " n ajb liższe"  krzywej w se n s ie  |F (x ,y ) |.

N ależy p o d k reślić , że znajom ości-'wartości F (x^,y^)' wymaga sama metoda ś led zen ia  krzywej. Przy

j ę c ie  |F (x ,y ) j z a  "metrykę" generacyjną zapewnia dodatkowe wykorzystywanie o b liczan ej w artości 

!?{*,?) |.

3 .2  A naliza  zagadnienia

N iech krzywa K będzie w rozważanym obszarze c ią g ła , za wyjątkiem co najwyżej skończonej 

lic z b y  punktów /osob liw ych , patrz punkt 3 .2 .4 / ,  i  n iech  F (x ,y ) ma równocześnie nierówne zeru po

chodne cząstkowe 1-rzędu. Określmy kierunek ruchu wzdłuż styczn ej do krzywej za pomocą wektorów 

V + i  1T ” , których k ierun k i będą zgodne z kierunkami ruchów po krzywej; kierunek wektora V + 

nazywamy kierunkiem dodatnim ruchu po krzyw ej, natom iast kierunek wektora V “ -  kierunkiem ujemnym. 

Wektory te  określamy następująco:

/ 3 F 3 F \
T  *57' ”  1 /5 /

a y ’ 5"x.
a f  3 r l

Wprowadźmy rćw-.ioż /d la  wygody zap isu / zolonną lo g iczn ą  B oznaczającą zwrot kierunku, jak p on iżej:

i 1, J e ś l i  p rzyjęto  wektor 7 +
B w  ̂ _ /5 a /

0 , j e ś l i  p rzyjęto  wektor V

Przyjmijmy, że punkty < x  ,y p >  i  < x k ,y j!:>  le ż ą  w węzłach s ia tk i:  na krzywej lub  w n a jb liż 

szym ,1aj są s ied z tw ie . Tak w ięc węzły te  oraz wartość zmiennej B jednoznacznie wyznaczają dysk rety- 

zowany segment krzyw ej. N ależy o k r e ś lić  ciągu BS57G: ( < V yP ̂ >, .  *.» ś ] x i ,y 1 > , . . . , < x 3c,y lc> j

sp e łn ia ją cy  podane w cześniej warunki. •

Jeden z możliwych sposobów wyznaczania ciągu H aproksymującego krzywą K polega na w ylicza 

n iu , d la  każdego w ęzła z o toczen ia  krzywej K, w artości fu n k cji F(xł ,y 1 ) przez wykonywanie w szyst

k ich  op era cji potęgowania, mnożenia 1 dodawania występujących w równaniu /3 / .  Zakładając warunek bez

pośredniej sp ójn ości węzłów krzywej H należy  zm ieniać, poczynając od punktu < x p,y p >  współrzędne 

x , i  y^ kolejnych wjzłów s ia tk i  o moduł h n tak i spoBÓb, aby był zachowany założony kierunek



obiegu krzywej olrreólony przez B oraz, aby punkty to  le ż a ły  w bezpośrednioj b lis k o ś c i /w  son3ie  

n in  |F ( z ,y ) j /  dyokretysowanaj krzywej K. Metoda ta  wymaga jednak wykonania dużej lic z b y  o p era c ji, 

zw łaszcza potęgowania d la  każdego z węzłów ciągu , ii tego powodu jo a t mało efektywna, rrzeanalisujtny  

więc metodę w ydajniejszą z punktu w idzenia z łożon ośc i obi iozonlowo j ,  wykurzy u f.u jącą  rozw in ięc ie  

fu n k cji F (x ,y ) w szereg  T aylora,

Wprowadźmy operatory kierunkowe fu n k cji F (x ,y ):

=f F(xx + A x i,yi) - P(x1,yi),

Łyi ;(x1 ,y i ) P  F(x1 ,y i  •kX\y1 ) -

Lr‘F{x1 ,y J ) wf  F(xi  + A x1 ,y i  + A y i ) _ F(x'i< yi  ) ,

gd sle:
! \  I f /\ i¡ zA jc. i *» {f*vy *■ I ** h •

J8

Wprp):adJfcmy równint /A l a  wygody sa p isu / oza&c&enla d la  pochodnych cjęfpHfccr*,vch fu n k cji F(xfy );

F i*. JLziziA
** 0xr

°y 3yX • >

f  P  ¿ rt~3 F (x .r )  
rxB-v 3xr  d ys ’

r , s  -  rząd pochodnych względem zmiennych, odpowiednio x i  y .

K orzystając k rozw Lnięcla w szereg  Taylora fu n k oji F (x ,y ) w otoczen iu  punktu ' x ,y

n * n1
F(x + A x ,y  + A y  ) » y  JY  lA x  ™  1 A y  j ? (x ,y )

i=Ó.

/n  - stop ień  krzyw ej/ i  uw zględniając p r a ż e n ia  / f i / ,  otrzymujemy wzory:

. i

1=1

LyF (x ,y )  = y \  Fjy ( x ,y )  , m
i= i

_ n k fA .S c - i  A - / 1
L PF(x.y, = E  £  *

k=1 1=0 Ł-
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oraz za leżność
»

I.pF (x ,y )  = Lx F (x ,y ) + l yP (x ,y )  + bRP (x ,y )  / 8 /

S'lzie: n_i k
i.RP(x,y; = E E (Ax)k_i+1 (Ay)i ŁtlAAY.

k=1 i=1 (k - i+ 1 ) !  i!

i  j e s t  znacznie p rostszy  do wyznaczenia n iż  operator l pF (x ,y ) /o b lic z e n ie  operatora LRP (x ,y )

wymaga m n iejszej lic z b y  op era cji sumowania n iż  przy o b licza n iu  operatora l pP (x ,y ) o taką l ic z b ę

o p eracji sumowania, jaką należy  wykonać w trak cie  wyznaczania' operatorów Lx F (x ,y ) oraz LyF (x ,y )

łą c z n ie / .

S tąd  na podstawie wyrażeił / 6 /  nożna v.yznacsyć -wartości fu n k cji P (x ,y ) w punktach 

< .■-¡'¡-Ax, ,y  ¡..> , < .x i ,y i + A y >  oraz <  x^+Axj ,y i + A y i >  pod warunkiem, że znane są pochodne cząstkowe 

rzędu5 1+n v punkcie <."xi ,y ^ > .  Te o sta tn ie  można wyznaczyć w podobny nposób, k orzystając z rozw i

n ię c ia  w szereg  Taylora pochodnych cząstkowych w punkcie poprzednim oraz z poniższych wzorów,

en:« logicznych  do wzorów /  £ / i  /8 / :

P,Xpr x sy (xi - 1 ' y i - 1  Prx sy (x i-1  +^ x i - 1 ,y i - l )  + Prxcy(x i - l ' y i - 1 ) '

V F rxsy(* i~ .1 ,y i - !  ) i rxsj'(xi-1 * y i-.1 +^ yi- 1  ) + Frx sy (x i - 1 ,y l - 1 ) *

1,I>Prxoy(x i - l * y l~ l  ) Pr x s y ( H - l  +“ 'xi - l , yi - l  t A y ^ , )  + i rX3y( x i _ 1.y l _ i ) >

1XF.rxny / f a  . P (r tk )x a y
( A x ) 1

kl

( Ą y ) k
‘ rxay ¿ . .  .. rx ( s tk ) y  fc.byF_  « Y~~ ’ /9/

k« i*

- V .: E  P(i-tk-i)x(s-ti)y^ EA.Ei  , r/
];-1 i=C ( k - i ) !  i!

zoieżflóść

edŻii

r.Pp ■ Xp , t7v + J,Rp
'  rxoy r rx3y u ‘ rx sy  u rrxsy

¡,v r!- i r i r J k (A x l ^ ' i A y ) 1
texuy L _  (r+ k -i+ l)x (a+ i)y  ( k_i+1) .  t .

k - 1 i =0 v ;



W artości pochodnych cząstkowych w punkcie < x p,y p >  wyznacza s i ę , gdy znane są  współczynniki 

równania uwikłanego krzywej a^  ̂ / i , j  = 0(1 )n / ,  z następującego wzoru:

n -r-a  n-r -k  , i, < \ t u-  * (n -k -1 )!  i l  _ n -k - i-r  v i - a
r* sy f e o  ( n - k - i - r ) !  ( i - a ) !  ^ - i , i  • y .
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/ 10/

d la  r ,o  = 0 ( l ) n ,  r+a =» 1(1)n.

Wzory /1 0 /  można sprowadzić do p o sta c i w ygodniejszej w komputerowej r e a l i z a c j i  algorytmu.

Dla pochodnych względem jednej zmiennej przedstaw iają  s ię  one następująco:

n -r  n -r -k  n -k - i
Prx “ £  T Z  n  (P ) ‘ an - k - i , i  • . y 1 .

i=*0 i=0 p=n-k-r-i+1

n-s n*k i  n i, j i _
■= r*:  r  n < o  . a . . w "-*-1 . y 1- 8 1^ 1?sy * 1 1  H  n (q ) * an - k - i , i  *

k=0 i=a q=i-a+1

gd zie: r ,a  = 1(1 )n, 

a d la  pochodnych mieszanych:

n -r - s  n -k -r  n -k - i  i
r K s y - r :  n  n < »  • m  • < w i . i  • * * -  •

k=0 i=a p=n-k-r-i+1 q=i-s+1

gdzie: r . s  = 1 ( l 'n ,  r+a = 2 (1 )n .

Określimy tera z  za leż n o śc i pozwalające wyeliminowaó więkazośó z możliwych na danej s ia tc e  ru

chów i  pozostaw iające przem ieszczenia wzdłuż tych  l i n i i  siatkow ych, których kierunek j e s t  n ajhardziej 

zb liżony  do kierunku wektora V . Unikniemy w ton sposób k on ieczn ości wyznaczania operatorów fu nkcji 

d la  w ięk szości B3WG. W tym ce lu  należy zlokalizow ać p o łożen ie  wektora V w Jednym z czteroch  prze

działów  o w ie lk o śc i

i . [ o . f ) ,  [ f .  f), [ r . f s j .  2«

/ lo k a liz a c ja  w p rzed zia le  ^ /  d la  ruchów wzdłuż l i n i i  s ia t k i  G4g(h 2) oraz do jednego z ośmiu prze

działów  kątowych o w ie lk o śc i

/ lo k a l iz a c ja  w p rzed zia le  (Jf/ d la  ruchów wzdłuż l i n i i  s ia t k i  G es^ 2 )*
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3 .2 .1 .  D yskretyzacja na s ia tc e  °4a(h 2 )

Z p r zy ję te j d e f in ic j i  wektorów T + 1 Y “ wynika, że znak przem ieszczenia Axj^ z punktu

< * i , y i >  do punktu xi + i»y l + l p o w i “1-«“ Być przeciwny do znaku pochodnej-cząstkowej Fy fun kcji 

F (x ,y ) w punkcie < x i ,y i > ,  a znak przem ieszczenia A y j  powinien hyć zgodny ze znakiem pochodnej 

cząstkowej F  ̂ w tym punkcie. Z ależności te  pozwalają wyprowadzić wyrażenia określa jące  dwa k ie -  

mnki ruchów wzdłuż OLG ok reśla jące  p rzed z ia ł kątowy w którym zawiera s ię  wektor V. Kierunki te ,  

określone przez wektory V* i  Vy są  w ięc n a jb liż sz e  do p rzyjętego  kierunku wektora V. O kreślenie  

kierunków ruchu wzdłuż CŁO, między którymi zawiera s ię  wektor Y nazwiemy lo k a liz a c ją  1-atopnia  

wektora V /ŁY 1/.

V, Vy ] .LV1 i

Składowe tych  wektorów są:

/1 2 /

gdzie:

v* = v * (A x ,o )  ,

Vy  ta Vy  (  0 ,  A y )  ,  / l 2 a /

A x  J  +h JeżelJL (py >  °) A s v (Py <  0) A  B = 1
-h  w przeciwnym wypadku /1 2 b /

+h j e ż e l i  (Px ^ 0 ) A B v ( ? i < 0 ) a 1 *  1 

-h  w przeciwnym wypadku.
A y  =

Na s ia tc e  G4a(h2 ) wyrażenia /1 2 /  e lim in u ją  2 z 4 możliwych na t e j  s ia tc e  kierunków ruchu. 

Wyznaczenie kolejnego  punktu oiągu H wymaga wybrania jednego z dwóch p ozosta łych  węzłów -  b liż szeg o  

krzywej K /w  sen s ie  min| F ( x ,y ) | / .  Y tym ce lu  należy  wyznaczyć w artości ŁXF 1 LyF za pomocą 

wzorów / ? / .  Na k olejn y  w ęzeł ciągu H należy  wybrać zaś ten  z punktów <  xJL+ A x 1 ,y i >  bądź 

xi ,y 1 + A y 1 > ,  w którym j e s t  m niejszy |y (x ,y ) |.  A w ięc k o lejn y  punkt ciągu  H osiąga  s ię  wykonując<

elementarny ruch: 

BR1
< A x , 0 >  j e ż e l i  |F (x i + A x ,y 1 )j< jF (x ;l,y 1 +A y)

.<  0 ,A y >  j e ż e l i  | F ^ y ^ A y ) ^ ^ ^  + A x ,y i ) |  » 1 

Dla przypadka równości modułów:

| f(Xi +Ax.y±) | - |  P(x1,yi + Ay)j

/1 3 /

należy przyjąć dodatkową zasadę, rozstrzyga jącą  o wyborze punktu na k o lejn y  w ęzeł c iągu . Niech n ią  

będzie p o łożen ie  punktu po określon ej s tro n ie  krzywej, np. po t e j  s tro n ie  krzyw ej, po k tó re j zacho

d z i F ^ . y ^  > 0 ,  co . Jak s ię  okaże, J e s t  warunkiem niezbędnym do jednoznaczności d y sk rety za cjl.



Tak więc mówiąc o g ó ln ie , algorytm wyznacza ton k olejn y  w ęzeł, w którym osią g a  s ię  minimum bez

względnej w artości lew ej strony w jednym z poniższych wyrażeń: '

F( xi  * A x ^ y j , )  ■ LxF(xi ,y 1 ) + F (xi ,y i )

/1 4 /

F(xi ,y i  + A y A) a Ly y ( x l , y l ) + F(xi ,y 1 )

d la  A x i t  wyznaczonych za pomocą r e la c j i  / 1 2 / ,

Dla u ak tu a ln ien ia  w artości pochodnych cząstkowych w nowo wyznaczonym punkcie można posłużyć  

s ię  wzorami / 9 /  1 / 1 0 / .

3 ,2 .2 .  D yskretyzacja na s ia tc e  G8 sl'h 2 '

W wypadku d y sk rety za cji na s ia tc e  Gga( }'2 ) wyrażenia /1 2 /  rozszerzymy o człony ( Fy=o) A  ( yx<  0 )  

i  (F x- 0 ) A (F y< 0 ) ,  za pomocą których dokładniej lo k a liz u je  s ię  nachylenie "wektora V\ gdy jedna 

z pochodnych cząstkowych 1-rzędu j e s t  równa zeru / a  n ie  J e st to  punkt p r z e g ię c ia  krzyw ej/. Ma to  

is to tn e  znaczenie zw łaszcza w d ysk retyzaeji krzywych o promieniach krzywizn n iew ie le  większych  

od h . R elacje /1 2 /  n ie  zapewniają wówczas wyboru kierunku ruchu doprowadzającego do w ęzła w n a j

mniejszym modułem F (x ,y ) ,  jak również powodują u za leżn ien ie  k sz ta łtu  łamanej od kierunku obiegu  

krzywej określonego przez B.

L o k a liz a c ji wektora V w p rzed zia le  sj- będziemy w ięc dokonywać w sposób zmodyfikowany -  

za pomocą LV1'.

LV1': | V*', Vy'J /15/

V*' « /  ( A i ' ,  0 )  ,

vy ' » vy '( o ,  Ay') ,
gdzie

+h J e ż e l i  (Fv > 0 )A B  v (Fv< 0 )A B  v (F v« 0 ) a ( F < 0 )  ■* 1
J  J  J

-h  w przeciwnym wypadku,

+h j e ż e l i  (F x < 0 )A B  v (Fx > 0 )A B  t  ( Fx=o)A  (Fy<  o ) = 1 

-h  w przeciwnym wypadku.

/  15a/

Zawęźmy tera z  obszar kątowy zaw ierania s ię  wektora Y :  |  do - j  , nazywając to  lo k a liz a c ją  

2 -s to p n ia  wektora Y /L V 2/, O graniczające ten  obszar k ierunki ruchu, Jeden wzdłuż l i n i i  GLG, 

drugi -  wzdłuż 2PLG, określim y za pomocą wektorów V* i  V*x .

Oczywiste 3ą następujące za leż n o śc i:

•  j e ż e l i  ¡Fx |> |F y | , to  m niejszy z kątów między wektorem V 1 o s ią  X jo a t m niejszy od ,

•  J e ż e li j Fx{‘:' j Fy |  * * kątów między wektorem Y i  oBią Y J est m niejszy od |  .



U w zględniając w rozw ażaniach rów nież k ie ru n ek  ob iegu  krzyw ej ok reś lony  p rzez  B, lo k a l iz a c ją  LV2 

defin iu jem y  n a s tę p u ją c o : I•'/?. : |  V*, V** j  , ' / 1 6 /

w yrażenia  na składowe wektorów 7^ 1 Y*2* są :

Vn( . A x , 0 )  j e ż e l i  ( ¡Px j< ¡Py | )v  ( Px=Fy)A B v { P ^ - P y )Ą B  = 1 

V* ( 0 A r )  j e ż e l i  ( |FX|> |F y i )▼ ( i* — Py)AB V  ̂Px“V  A ® “ 1

V** = V * * ( A x , A y ) ,

gd z ie  A i ,  A y  są  o k reś lo n e  za pomocą wzorów / I 5 a / .

P rzeprow adzając d y sk re ty z a c ję  na s i a tc e  °g 3( l12) zastosu jem y k o le jn o  lo k a l iz a c ją  LY1' 

/ r e l a c j e  / 1 5 / /  o raz  lo k a l iz a c ję  LY2 / r e l a c j e  / 1 6 / / .

lo k a l iz a c j e  to  e lim in u ją  6 z 8 możliwych na  danej s i a t c e ,  kierunków  ru ch u . N astępn ie 

zastosu jem y k ry te riu m  m niejszego  modtiłu fu n k c j i  1 na k o le jn y  w ęzeł c iągu  aproksym ującego wybie

rzemy tc-n a p o zo sta ły ch  dwóch punktów, w którym fu n k c ja  F (x ,y )  przyjm uje w artość  bezw zględnie 

.m niejszą. Przypadek g ran iczn y  rów ności modułów f u n k c j i ,  n ie  uw zględniony w r e la c ja c h  /1 6 / ,  ro z 

strzygniem y na korzyść  punktów leżących  zawsze po t e j  samoJ s t r o n ie  k rzyw ej, d o k ła d n ie j, po t e j  

s t ro n ie  k rzyw ej, d la  k tó r e j  F ( x ,y ) > 0 .

N ależy rów nież ro z s trz y g n ą ć  przypadek g ran iczn y  rów ności fu n k c ji  F (x ,y )  w dwóch punktach  

leżący ch  po t e j  samej s t ro n ie  k rzyw ej. Może on z a is tn ie ć  w d y s k r e ty ra c j i  krzywych o bardzo dużych

krzyw iznach, gdy k ą t n a c h y le n ia  s ty c z n e j na odcinku łuku k rzyw ej, odpowiadającym d łu g o śc ią  modu-
T3»wi s i a t k i  li, zm ien ia  s ię  o w ielkość p rz e k ra c z a ją c ą  ■£. Przypadek te n  rozstrzygn iem y  na korzyść  

m chu  wzdłuż l i n i i  2PLG, jako  p rz y b liż a ją c e g o  d łuższy  odcinek  krzyw ej.

Wprowadzając oznaczen ia  d la  wyrażeń lo g icznych :

I  =f  ( !^|>iPy|)v(Fx .  Py ) A  B V ( P X O— P y)A B ,

N i f  p P (x + A x ,y + A y )j< jp (x ,y + A y) |v j |p (x +A x ,y + A y ) j =

= |F (x ,y + A y )jjA [? (x + A x ,y + A y ) >  oj ,

U [  ¡P (x tZ lx ,y + A y ) |< |F (x + A x ,y ) |jv [ |p (x + A x ,y + A y ) | =

= | F(x+Ax,y)|J A  [p(x-»Ax,y+Ay) >  o ]  ,
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/1 7 /

całościow y schem at o k re ś le n ia  e lem entarnego ruchu  ER2, prowadzącego do k o le jn eg o  w ęzła c iągu  H, 

zapisujem y n a s tę p u ją c o :

2N2: = < A x ,  0 >  Jeżeli I a  5 = 1
<  O . A y  >  jeżeli I A N = 1 /10/
' A r . A y >  jeżeli IaN v IAII = i
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W artości fu n k cji F (x ,y) w nowo wyznaczonych węzłach w ylicza  s ię  na podatawie wzorów /6 /  

i  /& /, w artości pochodnych cząstkowych -  ze wzorów / 9 /  i  /1 0 / .

3 .2 .3 .  Dano początkowe d ysk retyzacji

Przeanalizowane wyżej sposoby d ysk retyzacji wymagają, Jako danych początkowych, o k reślen ia  

współrzędnych punktu początkowego < X p typ >  i  końcowcgo< x^.y^ >  generowanego segmentu krzyw ej, 

y/artości fu n k cji w punkcie początkowym F(xp ,y p ) , kierunku obiegu krzywej określonego przez B 

oraz w artości pochodnych cząstkowych rzędu lw i w punkcie początkowym. Punkty początkowy i  końcowy 

powinny bezwzględnie pokrywać Bię z węzłami s ia t k i  /powinny mieć współrzędne ca łk ow ito liczb ow e/. 

Innym sposobem zadania krzyw ej, wygodniejszym z punktu w idzenia r e a l i z a c j i  komputerowej algorytmó-w, 

j e s t  ok reś len ie  współozynników a^  ̂ równania / 3 /  krzywej, w m iejsce  pochodnych cząstkow ych. 

i  w artości fun koji w w ęźle początkowym. T/artośó F(xp,y p ) ,  niezbędną do wyznaczenia ciągu aproksy- 

mującego, można wtedy wyznaozyó wprost z równania / 3 / ,  natom iast ivartoeci pochodnych cząstkowych 

w w ęźle początkowym -  z równać / ^ 0 /  ew entualnie / 1 1 / .

Węzły początkowy < x p ,y p>  i  końcowy<Xjc,y )c> / a  szczeg ó ln ie  ten d ru g i/ powinny le ż e ć  możliY/ie 

n a jb liż e j  dyskretyzowanego segmentu krzywej w se n s ie  minimalnej o d le g ło śc i /od  krzywej/ mierzonej 

w motryce gen eracyjn ej, t j .  k x , y )  f.

Niezbędny w lo k a liza c ja ch  LV1' i  LT2 kierunek obiegu krzywej określony przez B można

za stą p ić  określeniem  A k ^ .A y ^  _ elementarnymi przyrostam i wzdłuż l i n i i  siatkow ych, z w ęzła po

czątkowego <  xp,y p >  do drugiego punktu o iągu . Na podstawie pierw szego elementarnego ruchu można 

bowiem o k r e ś l ić  kierunek obiegu krzywej określony przez B, Takie p rzy jęc ie  kierunku ruchu wzdłuż 

krzywej wydaje s ię  byó jednak mniej wygodno, ze względu na konieczność wyznaczenia /p oza  algorytmem 

generacyjnym/ Y.-artośoi fu n k cji w węzłach s ia t k i  przewidywanych na drugi w ęzeł ciągu aproksymującego.

Długość dyskretyzowanego odcinka krzywej może byó również podana kilkoma sposobami, np. przez  

o k reślen ie  A x ,  A y  _ zmian współrzędnych między punktem poozątkowym i  końcowym segmentu, przez 

o k reślen ie  punktu końcowego segmentu lub  w je szcze  inny sposób. Gdy punkt końcowy dyskre

tyzowanego segmentu krzywej J e st  określony za pomocą współrzędnych < x ]c,y k:>  w ęzła końcowego, warunek 

końca d ysk retyzacji WKD ma postaćs '

( J * i  -  * j c j < * ) A ( [ y i  -  yk [ <  h )  »  i  .  / 1 9 /

5 .2 .4 .  Izolow anie punktów osobliw ych krzyr.'ej oraz wybór początkowego i  końcowego w ęzła  

generowanego segmentu

Niezdegenerowane p o s ta c i krzywych n -s to p n ia , d la  n > 2 ,  mogą mieć punkty osob liw e, w szczeg ó l

n o śc i punkty r o z g a łę z ie n ia  o s trza  krzywej, punkty sam ostycznoścl lub  punkty odosobnione. W punktach 

tych n ie  j e s t  spełn iony warunek regu larn ośc i krzyw ej, t j .  skończonośó pochodnych cząstkowych oraz 

zależność F„ + F >  0. Z tego względu w punkcie osobliwym n ie  można przeprowadzić lo k a l iz a c j i* J
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/ 1 -  1 2 -a to p n la / nachylen ia  wektora T .  Ule moina tym samym o k r e ś lić  kolejnego punktu ciągu aproksy- 

mująoego krzywą. Punkty osobliw o należy  więc izolo?/ać. '

Vf d ysk retyzacji ki'7.yv;ych zawierających punkty osobliw e i  leżą ce  b lisk o  s ie b ie  różne g a łę z ie  

krzywej op isan ej jednym równaniem / 3 /  występują więc następujące ograniczenia:

l/  dyskretyzowany segment krzy»/ej n ie  może zawierać punktów osobliwych między punktami początkowym 

i  końcowym; punkt początkowy segmentu < x p,y p>  również n ie  może być /z e  względu na niemożliwońć 

lo k a l iz a c j i  ŁY1' i  LV2 /punktom osobliwym;

2 / na punkty początkow e<xp,y p >  n ie  można wybierać węzłów s ia tk i  leżących  w bezpośrednie j b lis k o ś c i  

p rzy legającej do rozważanej g a łę z i krzywej /n a  od leg ło ść  m niejszą n iż  h / ,  tzn . w tych rejonach  

krzywej, w których przez elementarne pole s ia tk i  przechodzi "więcej n iż  jedna gałąź kr żywe j . 

Rozpoczynając z takiego w ęzła dyskretyzację otrzymuje s ię  l i n i ę  łamaną z defektem, w k sz ta łc ie  

o s tr e j  p i ły ,  z dużymi zn iek szta łcen iam i. Koże również zostać v/ygenerowana niew łaściw a gałąź  

krzywej. R elacje  /1 5 /  lo k a l iz a c j i  LV1' wyznaczają w takim punkcie ruch prostopadły do krzywej. 

Punkt ton j e s t  bowiem punktem lokalnym tych g a łę z i krzywej, k tóre przechodzą przez przylegające  

do n iego  elementarne pole  s ia t k i .  Dla krzywej przedstawionej na r y s .6 na punkt początkowy n ie  

powinien zostać wybrany żaden z punktów krzywej /w  pobliżu  krzyw ej/ b liż sz y  początkowi układu 

n iż  punkt P (4 ,5 ) .

3 / na punkt końcowy segmentu <  xk ,yfc>  n ie  można, podobnie jak w przypadku punktu <  xp,y p > ,  wybie

rać punktów w tych rejonach krzywej, w których le ż ą  b lisk o  s ie b ie  różne g a łę z ie  krzywej / t e n .  

gd zie  przez elementarne pole s ia tk i  przechodzi w ięcej n iż  jedna gałąź k rzyw ej/. W przedstawionym 

nakryć. 6 przypadku punkt końcowy <Cxk ,y^>  n ie  zo stan ie  zn a lezion y , a generacja z a p ę t li  s ię :  

n astąp i wygenerowanie w szystk ich  czterech  p ę t l i  krzywej, a następnie w ielokrotne powtarzanie ge

n era c ji c a łe j  krzyw ej. Punkty końcowe generowanych 3e£msntóvf mogą natom iast być punktami o so b li

wymi. Podstawowym warunkiem j e s t  um ieszczenie ich  w takim m iejscu  segmentu, w którym inne g a łę z ie  

krzywej są  oddalone co najm niej o o d leg ło ść  równą h.

3 .3 , Algorytmy d ysk retyzacji krzywych

W algorytmach dyskrotyzacyjnyeh do o b lic za n ia  składowych wektora V są wykorzyctywano w artości 

pochodnych cząstkowych fu n k cji F (x ,y ) w bieżącym węzie ciągu H, który w o g ó ln ośc i n ie  le ż y  na krzy

wej Z.  Popełniany z tego powodu błąd w ok reślen iu  wektora V j e s t  jednak n ie w ie lk i w stosunku do 

przedziałów  kątowych i  w których j e s t  on lokalizow any. Poza tym dokładne p o łożen ie wektora 

Y n io  j e s t  niezbędne do wyznaczenia kolejnego punktu ciągu H. Ostatecznym kryterium ro zstrzyga ją 

cym o wyborze w ęzła <Tx£;y^> na punkt ciągu  H j e s t  nim | F(x^,y^) |.

Przeprowadzono w tym ro zd z ia le  rozważania pozwalają skonstruować algorytmy d ysk retyzacji krzy

wych algebraicznych n -sto p n ia  p łask ich  na sia tkach  G ŝ(h  ) i  Gg0(h '•

Po zapamiętaniu danych początkowych wyznacza s ię  w artości pochodnych cząstkowych w punkcie 

< x p,y p> ,  a n astęp n ie przeprowadza s ię  lo k a liz a c ję  LV1'. Następny krok algorytmu za leży  od R3G 

s ia t k i ,  r.a k tó re j J est dokonywana dyskretyzacja .



Rya, ó . i lu s tr a c ja  do zasady wyboru punktów: początkowego <3CpVyp>. i  k ońcow ego< T , y >  
w przypadku aproksymacji w io logałęzionęJ  krzywej a lg eb ra iczn e j /kon iczyny  
osko ro i is tn o ,) /

3 .3 .1 .  Algorytm dyB kretyzacjl na a ia te c  O. fl(b  ' i

Algorytm dynkretyzaeji na o ia tco  0<8(h 2 ) jo a t  przedstawiony na r y s .7,

To lo k a l iz a c j i  LV1‘ odbywa s ię  wyznaczenie w artości F* 1 Py » węzłach przewidywanych na 

kolejny punki c iągu , 1S tym colu  wyznacza s ię  operatory Ł*F i  /wzory /O / / .  Zostaje wybrany

-  zgodnie z wyrażeniem /  13/ na elementarny ruch BR1 -  ten w ęzeł, w którym |p ( z ,y ) |  Job.  mniejazy 

/lew a  bądź prawa gałąź algorytm u/. Końcowymi operacjami algorytmu są: u ak tu a ln ien ie  pochodnych 

cząstkowych rzędu 1 * n-1 dln nowo wybranego punktu /wzory / 1 0 / /  oraz. sprawdzenie warunku WfCD. 

Ule spełn iony warunek WKJj powoduje p r z e jśc ie  do lo k a l iz a c j i  LVt' w nono wyznaczonym punk.clo ciągu .



/?yj. 7. Algorytm  difikntyzacjt k m jn e j n-stopnia na siatce GA$( h l )

3 .3 .2 .  Algorytm d yn k retysacji na s ia tc e  Ge gt ł‘2 )

\l wypadki n la t  «ci C8n(li3 ) następnym krokiem algorytmu /p o  lo k a l iz a c j i  LV1', wzory / 3 . 1 3 // j e s t  

lo k a liz a c ja  LV2 /w edług wyrażeń / 1 6 / / .  po czym następuje wyznaczenie w artości fu n k cji w dwóch węz

łach  s ia t k i  /wzory / 6 /  -  /8 / / ,  przewidywanych do wyboru ńa kolejny  w ęzeł c ią g u . Całościowy schemat 

ok reślen ia  elementarnego ruchu KR2 na s ia tc e  GQa(h 2 ) opisany j e s t  za pomocą wyrażeń / 17/ 1 / 1 6 /  

/wybór le w e j, środkowej bądź prawej g a łę z i algorytm u/.

Prostszym od wyrażę* /1 8 /  kryterium wyboru kolejnego punktu c i ą ^ .  n ie  wymagającym przeprowa

dzania lo k a l iz a c j i  LV2 w ek toraT , j e s t  następujące kryterium:
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/2 y /

-  j e ż e l i  ( | F^| <  |f- j )A (| F- | <  | f x | ) , to ruch wzdłuż o s i  y ,

-  J e ż e li ( | Fx | *C ¡F^l > V(|KX| S |  p3T| )„ to ruch wzdłuż o s i  x,

-  w przeciwny™ wypadku ruch wzdłuż praciajtnej.

Może jednak Bajać za leżność | f x j « | P^| < |F-J | , a Yitedy zostan ie  wybrany ę/nzeł s ia tk i  z naj

większym modułem w artości fu n k cji.

Operacją końcową algorytmu j e s t ,  Jak poprzednio, sprawdzenie warunku końca gen eracji 7/KD / r e 

la c ja  / 19/ /  i  je j  zakończenie, gdy warunek ten jest. spełn iony hądź p r z e jśc ie  do początkowych opera

c j i  algorytm u, t j .  do lo k a l iz a c j i  I.VI' /wzory /1 5 / />  gdy warunek końca gen eracji n ie  zo stan ie  sp e ł

n iony. *

Algorytm d ysk rotyzacji krzywych na s ia tc e  8gs (h 2 ) j e s t  przedstawiony na r y s .8 .

(  Pociątek~^)

X " x p  , y “ ij? , F ' ‘ Fp , l “ 1
n-r-s A-r-k /W-K in ~ r~ $  A T - K  l  . ,

i  TT : n ( ą )  y ‘ ‘
ł k‘t> i * J /»*«■*<•»» r Ik - 0 ( " 5  n<-

r ,s * 0(1) n , r f } m 1( 0n

h jeieli(Fy>t)6 v(F^<m v(Fy’ iH F , <t)‘  I 

-h iv pnedrwym  wypadku

h jeieU(Ft >l))Bv(Ff <V)BvlF>* l » ( l y < t ) ‘ l 
~h w pindnntjm  wypadku

J L

L ‘ F ^ i - ^ ~ F u  ,
j.f '•

1»/••>-'£ ^ F lu , F^^F* L*F
¿.1 *• *

L ''F :*L , F i l . '* F n * F  , F p:* F + L 'F

0FVl<IF„ofOF^ldFn M lF ^ I- lfy j t F ^ i ^ ^ ^ J W F ^ IF ^ IF l)v  (tF 'l-IFpl)(F*>ł)] - /

WK

F - i f *  , y *y + ay x ‘ *x*AA, i / :’ y*Ay Fl ’ Fxl X‘^x tA*
n-r-ł

l?F rrsy “ £  FrA
(Uff)*

M )y T T LxFr, t y :* £  F t r t k iu j j r

r,%‘0(0n-1 *̂*s•t*łV. F r t i f1 * LPFrtty * Frm y F r ity  •’* L’ Frtsy * Frusy

Fruy' * lyFrtty  * F rt  jy r,s'0(1)n-1, r * i ‘ l(l)n-1 r , s ‘ D(l)n-l, r + s ‘ 1(\)n-l

7« (Ul -xk l<h) ( l y , - y lll<h)-1
J/Wu. ~

(  stop )  l

flył. i - Algorytm  d y tk r tty ta c ji  k n yw e j /1- stopnia no siatce GSf (h ‘ )



5 .3 .3 .  Algorytmy d la  krzywych 2 -stop n ia  / n -2 /

S zczegó ln ie  prostą postać mają powyższe algorytmy d la  krzywych ?-ntopnta. Zawierają bowiem 

jedyn ie operacje sumowaniu i  porównywania modułów l ic z b  oraz proste operacje lo g iczn e  na arguroeutach 

boolowskioh. Z tego wzglądu są atrakcyjne d la  r e a liz a c j i  układowej. Układy generatorów aą wtedy 

bardzo p ro ste , a generacja może być realizow ana bardzo szybko. 3ą więc szczeg ó ln ie  przydatne 

w tak ich  zastosowaniach, jak na przykład monitory i  drukarki g ra ficzn e .

Algorytmy układowej generacji krzywych 2-otop n ia  na sia tk ach  G ^ fh ^ ), G^alh 2 ) oraz łi2 )

zo sta ły  szczegółowo przeanalizowane w pracy autora n in ie js z e j  rozprawy z 1977 r .  H te j rozprawie 

algorytmy te  /d la  przypadku h = l/ przedstawione są na r y s . 9 i  r y s . 10.
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( P o c z ą t e k  )

X:*Xp , y : = y p , F i z F p
F j x  ■ -  j  i 2  i  ^ *y  '  ~  d  f

F x  i  = 2 a ^ io  e  a , t f y  t f l f p  

F y - 2 a M y  * a u x + a v  

l :  = 1

A * : -

a y : =

+  1  j e ż e l i  ( F y > 0 ) B v ( f y « l ) B * l  

- 1  w  p r z e c i w n y m  w y p a d k u  

* t  j e ż e l i  ( F x i i j ) B y ( F x < 3 ) 8 ^ l  

- 1  w  p r z e c i w n y m  w y p a d k u

I
F  ■ -  F t c i i p + A x F x

Fv :zF raA2*aijF̂

L
( I F W M )  w ( \ f ' t =  ¡ F  V )  ( F ’ >  C I --1

2
u : - y t a y y : - x + a *

F : *  F * f  ■ =  F *

F x i = F x ż a y a 1 l , F x -. =  F x * 2 a i i 0 z s x

F y  ■ = F y * 2 a M o y F y i i - F y  + o x a i t i

r

( l x i  -x„/< l ) ( l y r y K l <  1 ] - 1

ta* WKU 

Nie

( s t o p  )  [ T - f M  |

( P o c z ą t e k  )

x< = Xp  , y ' - - y p  , F-~Fp  

Fn:-2a¡ o , F,v 2 a , F , y :-ap 
F» :'2 a t flXi-a1i1ij* a 10 
Fy-s2aM y t a 1t,x  +a fli 
t-,.1

¿y:

*  i j e l e h  (F v > » ) 3 v ( F y < 9 ) B v ( F v - $ ) ( F t < t ) = 1  

- 1 a1 p n e aw n y m  w ypadku

*  I j e ż e l i  f i ,  > $ ) B v ( F , < i ) B v ( F x * t H F v < i ) = l  

-  I  w  p r z e c i w n y m  w y p a d k u

r
( F Ą l < l t y l ) y ( F x  z F y ) B * ( B , " - F y ) B  -- 1

F*~F+a.M + pyFy
F R , - a  ¡ f l t a i c o y a  u *  a *  Fx

F“:*Fi-a.2xi+oxFx
ya,,f&yFy

t/M ż lF ^ flW l^ lF tłF ^ K F ^ F tlO )

ta k TAK

X : r x , A x ’ ł x  : * x t a x X = * X * A X

y . =  t j t j t y y i z y t a t ) y  ■ ■ r y , A y - t )

F - F * r - . z  F -  
------------------ . ...

Fx --Fx * i a ] f l A*+a,,,Ay 

iFy zFy*2aM 6y+a,',aji

fraw

U * r * x  i < ! 2  { A f t :  y * [  i  [ } .

MKD

f  S T O P  )  [  ¿ - * 2  1 1

R y s .  9 .

A l g o r y t m  t i y s k r e i y i a y i  k n y w t j  2  s t o p n i a  n a  s i a t c e  S 4 s  ( i ! )

R y s  1 0 .

A l g o r y t m  d y s k r e f y z a c j t  k r z y w e j  2 - s t o p n i a  n a  s ia t c e .  C 'g s  ( 1 * }



ANALIZA. ZŁOŻONOŚCI OBLICZENIOWEJ ALGORYTMÓW

W w ielu  zastosowaniach algorytmów dy .skretysacji parametrem podstawowym j ag t ich  złożoność obi 1- 

ozeniowa, identyfikowana potoczn ie z szyb kością  ic h  r e a l i z a c j i .  Szybkość r e a liz a c j i  o ' ę-.rytrou okreś

la  jego przydatność, bowiem spośród różnych algorytmów stosowany j e s t  ten, który d la  określon ej 

techniki, r e a l i z a c j i  /n p . komputerowej, układowej bądi programowej/ j e s t  realizow any n a jsz y b c ie j.  

Ocena szybkości /z ło ż o n o śc i ob liczen io w ej/ r e a l i z a c j i  algorytmu J e s t  zagadnieniem różn ie  wsianym 

jak jego opracowanie. 'U dalszym ciągu zajmiemy s ię  oceną z łożon ośc i ob liczen iow ej algorytmów . rzed- 

slawionych w ro zd z ia le  3 . Będziemy próbować znaleźć odpowiedź na p ytan ie: jak szybko można otrzymać 

rozw iązanie zadania sto su ją c  dany algorytm .

Miech X  oznacza k la sę  krzywych, k tćre możn . dyskrćtyzować za pomocą algorytmu A ze zbioru 

algorytmów R  . Zakładamy, ż- czas trv/anie każdej operacji w a lgorytm ie , d la  dowolnego algorytmu 

ACH , j e s t  k ro tn ośc ią  czasu trwania określonej o po rac j j  e lsm en tarrej. Symbolem L(K,A) oznaczmy 

liczb ę o p eracji elem entarnych, potrzebnych do przeprowaiizenli» dynkre tyzac j I krzy wej K6 'X. za pomocą

algorytmu A6 R , Poszukujemy więc d la  danego algorytmu A w artości

Z (A) * war. L(K,Al , /;?>/
K c X

która ok reśla  jego złożoność ob liczen iow ą. L iczba

Zs  = mir. max L(K,A) /Z2/
AćR Kt X

t j .  najm niejsza l ic z b a  elem entarnych op eracji niezbędnych do r o z w i ą z a n i a  najtru d n iejszego  zadania  

w k la s ie  X ,  ok reśla  złożoność ob liczen iow ą k lasy  X  ze względu na zbiór R .

W celu  zbadania z ło żo n o śc i ob liczen iow ej opisanych algorytmów zgrupujemy w k la s ie  X  w szystk ie  

te  krzywo, k tóre mają ten  sam stop ień  krzywizny n. N astępnie zbadamy za leżn ości Z i  Z34 Jako

funkcję n.

Szacując złożoność ob liczen iow ą algorytmów będziemy op ierać s ię  na p ojęciu  ."operacji głównej": 

będziemy ocen iać n ie  lic z b ę  w szystk ich  o p era c ji, a jedynie lic z b ą  operacji najbardziej czasoch łon

nych /komputerowo/. Sumowanie i inne p roste operacje /n p . na argumentach lo g iczn y ch / celowo pomi

jamy. Złożoność algorytmów będziemy ocen lać l ic z b ą  niezbędnych do wykonania opt-racji mnożenia oraz 

potęgowania, d z ie le n ia  t op era c ji s i l n i a ,  sprowadzonych do odpowiedniej lic z b y  mnożeń.

A nalizę złożoności: ob liczen iow ej dyokretyzae j i  krzywych autor uważa za ca łkow icie  oryginalną  

/brak  podobnych opracowań litera tu row ych /.

4 .1 .  Całkowi to’ iczbowość algorytmów

Całkow itoliczbow oćć 1 algorytmów oznacza możliwość wykonywania w tych algorytmach w szystkich  

o b liczeń  w lic zb a ch  całkow itych , rozwala to  wyeliminować z komputerowej r e a l i z a c j i  algorytmów błędy

rep rezen ta c ji l i c z b  oraz uzyskać dużą szybkość o b liczeń .



Rozważmy algorytm y d y sk r e ty z a c ji z ro zd z ia łu  3 . Występują v  n ich  operacje sumowania, mnożenia 

i  d z ie le n ia  l i c z b ,  a także poróv.nonie i  testow an ie  znaków l i c z b .  S zczególną  k la sę  'równań / 3 /  dyskre-  

tyzowanych krzywych są  równania o współczynnikach .. ca łk ow itych , Wówczas można udowodnió 

no-stępu ją ce

©  T w ierdzenie 1

W szystk ie op eracje algorytmów d y sk re ty za c ji /op isan ych  w r o z d z .3 .1 /  nożna sprowadzić do opera

c j i  na l ic z b a c h  ca łk ow itych , gdy w spółczynnik i a i   ̂ równania / 3 /  krzywej są  liczb am i całkow itym i.

Dowód

Operacja podnoszenia do p o tę g i i  operacja  s i l n i  sprowadzają s i ę  do mnożenia l i c z b .  Z p rzy ję 

tego  w czednlej z a ło ż e n ia , że moduł s ia t k i  h j e s t  liez fcą  n atu ra ln ą , wynika całkow lto liczbow oeó
%% h  j i Q

w spółrzędnych vięzłów s i a t k i .  Operacje potęgowania x  oraz y ~ /v y  stęp u jące  we wzorze na

poch-odne cząstkowo w punkcie <  x ,y 1J> /  są  w ięc operacjam i potęgow ania l i c z b  całkowitych. Wykład-, 
n ik i  potęgowe są  bowiem s  za ło że n ia  liczb am i naturalnym i.

O peracje d z ie le n ia  jT  oraz , '( r ®o ia a  sprowadzić do równoważnych o p era cji mnożenia
l i c z b  naturalnych  p i  o., odpowiednio

i  n -k - i

j~ ](q j oraz f ]  <P>
p-n-k -r-1+1

W yznaczcie w a r to śc i pochodnych cząstkowych w punkcie początkowym są w ięc liczb am i całkow itym i /p r z y  

za łożon ej ca łk o w ito liczb o w o śo i współczynników równania / 3 / / .

L o k a liza c ja  LV1' wymaga jed yn ie  wykonania k ilk u  prostych  o p era c ji lo g iczn y ch  na argumentach 

lo g iczn y ch  i  testow an ia  znaków w a rto śc i pochodnych cząstkowych 1-rzędu.

O b licza n ie  w artości LxP (x ,y ) ,  Lył ‘(x ,y ) i  LRF (x ,y )  wymaga wyznaczenia sum z wyrażeń
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(A x ) r ,  ( A y ) 3

.  . .  ( A x ) r~1 + ,( A y ) 1
( r - l+ t ) x iy  ( r _1 + l)!  Ü

oraz

Ponieważ ¡ A x  | = | A y j  -  h , p o zo sta je  wykazać, że i lo r a z y

I™  , l ą i  oraz 
r - { r - i+ 1 )! i !

są  lic zb a m i całkow itym i, a wówczas w yznaczenie pov,yższych w a rto śc i b ęd zie  wymagać wykonania o p era c ji 

mnożenia 1 sumowania l i c z b  ca łkow itych  i  da wynik ca łk ow ito liczb ow y.



Wyrażenie ęrP1 można przedstaw ić w p o s ta c i:

P *=F *}=£-* , n-1 n-k-r , s
- 5 = r  r  — l»-.!.-*} ■'___  - a . - xn - I -k -r  .  i  _ f *  f -  f n - i - k A .

k«0 1=0 (n - l-k -r ) !  r! n - i-k , i. k=Q i=,0 \  r  /  * t , i

g d z ie : Kt> ¿ U )  = t  - xa~i-5c”r  • y J-, wskaźnik t= n - i-k ,  r  <  n - i -k  , t + i  -  1(1 )n .

( ’
n - i-k ^

r  /  jako r~elementowa kombinacja z ( n - i - k ) elementów j e s t  z d e f i n i c j i  ca łk o w ite .

Frx•j j — J e s t  w ięc l ic z b ą  c a łk o w itą , gdy R* ^(x) j e s t  l ic z b ą  ca łk o w itą . Podobnie źiożna 

przedstaw ić w yrażenie:

p n -s  n-k ¡w j nrk

s p  » ) _  H  r— ^   * .an - l - k - i  * xn"i ~k * y 1_S *• /  'j ( 0  * Rt  i  ( y )k=0 i=a (i-s)! a! n-l-K-I / / \ a / t , l \ /
k=0 i^ s

g d zie : Kt j l ( y )  = an - i - k , i  * x“"’i ~5C * y i ~3 * ' > B> t + i  **

przyjm ujące rów nież w artośc i ca łk o w ite . TTyrażeniei

a n -r+ s-1  n - i-r e -s -  i
Cr-s-i 1;xsy  ̂ >   ( n - l - k l !  i!   . & . .^ n -l-k -r+ s-1  i

(r-s+l)l s! ' i=s ' (r-a+1)! sl (n-i-k-r+s-1)! n-i-k,lk=0

n -r + s -1 n - k - r + s - ;

k^O

c -r + s - ; . . .

gd z ie ; Rt> 1(2 ,y )  » ’ xn~i ~k_r+a“ 1 • y i - a  , i  >  s .  n - i - k  > r - s + l

/p r z y  całkow itych  j /  daje rów nież wartoóó ca łk o w itą .

O peracje w yznaczenia modułów w a rto śc i liczbow ych  LXP, Ly F, P^P sprowadzają s ię  w ięc do 

p rostych  o p e r a c ji sumowania l i c z b  ca łk ow itych .

V; id en tyczn y  sposób wykażemy, że w yniki o p e r a c ji:  .

l l l i l d i fy ~rx(s+ q )y  ? (r+ p -q M a + q /y  
p! ’ ą! i p-q i ! q!

» . .

są  liczb a m i całkow itym i.



W yrażenie p ierw sze daje s ię  przedstaw ić w p o sta c i:
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( r+p)xsy n-jv*r-P n-k-r-p
Z m f '  y  (n - l-k )!  II . .„ - i - k - r - p  .> s

k=0 T=T . (n - l-k -r -p ) !  ( l - s ) l  n - i - k , iP1 k=0 f e s '  . ( n - l - k - r - p ) ! ( l - s ) !  n - i - k , i

n- n - r - p n -k - r - p

( i )  ■ (*?)•*>«- •,.!<»» •

gdzie: Rt>1(x) * «n_i-k-l ' xn"i-k_r“P - yi-° , n-i-k >  r+p, i >  s ,

t j .  jako suma iloczynów  l i c z b  całkov/itych .

N atom iast wyrażenie drugie daje s i ę  przedstaw ić w p o sta c i:

"F
T B  (s+q) y  

<1> .

n-r-ą~ Q n -r -k

Ei=s+q

(n - i - k ) !  i l . ^ i - i - k - r
•q l(n - i-k -r ) !  ( i - s - q )  I n - i - k ,1 x  

«

L-r-o-ą

£

n -r -k  S—’
i=s+q

( ~ H  • U ) • ( 7 ) • r! a! . «

■ l-k - l

I l**- 1 X 1■r . y i - s - q  t n - l -k  >  r , i  >  a+q.

t+ i = 1 (1 )n -r -8 -q  , r + s+ q <  n ,

j e s t  w ięc rów nież sumą iloczynów  l i c z b  ca łk ow itych .

Wyrażenie t r z e c ie  zaó daje 3 ię  przedstaw ić w n a stęp u ją cej p o s ta c i /p  >  q , r  ^ .q / :

n- r - p - s n -k -r -p +ą 
(r+p+q)x (s+q)y = \  _________ ( n - i- lc ) !  i i _____________
(p -q )! q! (P-<ł)! l 1 (n - i-k - r -p + q ) ! ( i - s - q ) !

- n - i - k , i  - n- i “k‘ r ' P+<1 • ^ ■ 8"q =

= 1?" z Z ^  * U ) * W  * ( £ p i H r_q)! ^ 8+q)l •Rt,ifx'3rJ*
f e t f  i=»s+q

g d z ie : Rt > i{ x ,y )  = V - i - k t l  * xB- i - l!:*r - P+q • y i - 8 - q

Tak w ięc ¿ o sta ło  wykazane, że w szystk ie  z w ystępujących w algorytm ach op eracje: sumowania, mno

ż e n ia , d z ie le n ia ,  potęgow ania oraz op eracje s i l n i a  są  -  przy za łożon ej ca łk o w ito llczb o w o śc l w sp ół- 

czynników a., . równania / 3 /  — o p eracjaa i na lic z b a c h  całk ow itych  i  daj^ wyniki ca łk ow ito liczb ow a ,
8



I

4 .2 .  Z łożoność ob liczen iow a  algorytmów

t

V l i t e r a t u r z e  s p e c j a l is ty c z n e j ,  omawiającej problematykę z ło ż o n o śc i o b liczen io w ej algorytmów
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TT ś w ie t le  t e j  k la s y f ik a c j i  omawiane w n in ie j s z e j  rozprawie algorytm y cechuje z łożoność wielomianowa. 

O  T w ierdzenie 2

Złożoność ob liczen iow a  algorytmów d y sk r e ty z a c ji z ro zd z .3  j e s t  z ło ż o n o śc ią  wielomianową, tzn .  

w zrasta  wlelomianowo wraz ze wzrostem sto p n ia  dyskretyzowanej krzyw ej.

s ia t k i  h=i oraz h jil. ,

4 .2 .1 ,  Z łożoność w yznaozenla jednego w ęzła  c iągu  d la  h 4  1

Operacje wyznaczania p o c h o d n y c h  cząstkowych w punkoie początkowym < x p,y p >  wymagają wykonania 

n astęp ujących  mnożeń:

•  w ce lu  w yznaczenia pochodnych względem jed n ej im iennej d la  zmiennych x oraz y /w edług wzoru / i 1 //  

n a leży  wykonać m nożenia, k tórych  l ic z b a  o k r e ś la  s i ę  wyrażeniem:

•  w ce lu  w yznaczenia pochodnych oząstkowyoh mieszanyoh -  m nożenia, których l io z b a  o k reśla  s ię

/n p . [ 4 4 j /  rozróżn ia  s ię  dwie k la sy  z ło żo n o śc i ob liczen io w ej algorytmów: w ykładniczą i  wielomianową.

Dowód

Dla dowodu wyprowadzimy wzory nd z łożon ość  ob liczen iow ą  poszozególnyoh algorytmów d la  modułów

wyrażeniem:

W yznaczenie w szystk ich  pochodnych cząstkowych w punkcie początkowym wymaga w ięc łą c z n ie  wyko

n an ia  n a stęp u ją ce j l ic z b y  mnożeń, o k r e ś la ją c e j  s i ę  wielomianem 5 -s to p n ia  względem sto p n ia  krzyw ej:

/ 23/

*■> v J e* tO 8 ,4 4 ,1 4 4 ,7 8 4 /



Każda z o p era c ji wyznaczenia operatorów LXF 1 LyF wymaga wykonania mnożeń, któryoh lic z b a  

o k reśla  e ię  wyrażeniem)

L? ( lxF, j/ p ) » )  ( ? k - l )  ~ n2 ,
f c l

oo daje racem:

Ii? (LXP + lyF ) o 2n2
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Ra łą c z n ie  ż wyznaczeniem operatora L F:

Ł° ( E lF )  -  |  n5 + n2 + 4  « '

/d l a  n -3 , L? ( E l f ) * 2 8 /.

Operacje wyznaczenia c 

m otęp u jącej l ic z b y  mnożeń?

Operacje wyznaczenia operatorów ŁxPrX0„ i  Ł''Frx sy , d la  r ,o  o 0 (1 łn -1  wymagają wykonania

#  operacje wyznaczenia operatorów Lx r :

n~1. 'n-r j  2
Ł? ( E  Ł *F „ ) -  J  [ ( ?k -  2 ) « f -  - “7 t f  ,

r* 1 lt.«i

ty le ż  flatuo mnożeń należy  wykonać w trakcie  wyznaczenia operatora l'XFs ,y. 

Łączna l ic z b a  mnożeń wynosi więc:

L? ( EŁX*rx * I Ł \ )  - f - n2 + § •

Każda z o p era eji wyznaczenia operatorów 1TFvx.n̂  1 Fr v 3 /, dla r , b > 0 ,  wymaga wykonania 

mnożeń, których lic z b a  o k reśla  a ię  wyrażeniem:

n-2 n -r-1  n -r -e

I /F rxsy ł -  y  I Z  }  ’ {2k ' 1 } ' 4 - f  + T $ n Z ~ Z *
r* i nt* 1 k*!

Stąd wyznaczenie operatorów LxFrJtey i Ły FrX(,y wnzyatkioh pochodnych cząntkowyoh /r .e t= 0 (1 )n - l/  

wymaga wykonania łą c z n ie  mnożeń:

I ' t ( E i jXFrx8y ,E l 'y Frx sy ) * i ?  ( r.4 + 4n3 -  7n2 > 2n ) /2 5 /

/ d la  n -3 . Ł* (Ł L xFr x sy , d . yFr x s y ) » " / .



Wyznaczaniu o pora Lora Łpił „„ wymaga wykonaniu mnożeni w lic z b ie !
Ł  X  3 /

•  d la  pochodnych cząstkowych względem Jednaj ziiie iin oji

n - |  ¡1- r !' _k__ ; , g
ł J C e ł P p  , i  i.p? ') » y  ’ • > > ) 4 ? |

'-■ł f c i  /;.<)r»

d la  każdej ze zmiennych x i  y  /dJa n = 1, T.J f K i,1’*’̂  , }.. h*3? ^ ') » i4 / ,  

•  d la  pochodnych osąstkowych wzglądem obydwu ;.»• e r . c i y e b :

n-3 ji~x ■1 u -r -s  i V ' |
-  • l y

i 1=0
l?(Ę J.% x8y )“ l  •} )  ! >’ ^ k~,J 1 * ¡- W * 4  1 TO - §

r=] fi . i ):••■ i ! 1=0

Łączna lic zb a  niezbędnych do wykonania mnożc-ó, w krokwie o b lic z a n ia  operatora *‘*'̂ cXfiY • 

każdej z poahodnych cząstkowych jen t równa:

5 4 2■ o j - Tp_ \ n n n r. /■,( /
l‘t  {“ 1‘ Frxr,y TC 4 T  " T " TO /l

/ d la n«j b? ( £ i ' VVx.x *y ) -

W p ę t l)  a Igory tiaii' są i l t  wykony-v.ne «no żeni as

ŁC ' r c ’ 4 Ł( ( i: i.* P rxaj;, - -  ijy * h5 I t |  »“ ♦ 7  /? 7 /.

/d l a  n=2,1 ,4 ,0  . T.P ! l'R ‘ ..• 14, 35. 54 , J .i? /,

bądź

Ł* ' P *  ■ “ Ł * !- Z L P  ' + J‘t ( 7 L ‘’Krxov > ” %  * T "  ' i  f * n? 4 TO u  f Z a / -

/d la  l p (.P.t' ) a‘ 14,54, 154, 7 S 6 /, z a lo tn ie  od tego , ozy odcinek łamanej J e s t  wysnacżór.y

wzdłuż 01,0 czy ŚłŁCt, Złożoność przebiegu jednokrotnego p ij t ll  algorytmu j e s t  * j»c  określona w ie lo 

mianem 5-stc>[-nia w zglądci rs, t j .  wzglądem sto p n ia  krzywej / r y a . 1 i / ,

4 .2 .2 ,  Z łożoność ob liczen iow a  wyznaczania Jednego w ęzła C i  ągtt d la  h- 1

Załóżmy, żc h = 1, t j .  że s ia tk a  ma wymiar Jednostkowy, d e s t  to  przypadek c z ę s to  występujący 

v. p rak tyce. Co w Jgccj, przypadki, w których h / ! , możno w prosty  spooób sprowadzić do poprzedniego  

pry«, np. odpo-wiediilo skalow anie układu w spółrzędnych. Złożoność ob liczen iow a algorytmów urmlejśr.y 

nlę e'.t»dy w nposóh is to tn y ,  ch oc iaż  n ie  zmieli! s i ę  złożon ość wyznaczania pochodnych cząstkowych

w punkcie pocz(|tKo«yn.



RWyznaczenie operatora L P wymaga wykonania mnożeń, których l ic z b a  o k reś la  ai^ wyrażeniem:

n-1 k
1 °  ( LRF ) = ^  ^  '(^ -1  ) =

k=1 i=1

Wyznaczenie operatorów LXP i  LyF wymaga wykonania, d la  każdego operatora mnożen v; l i c z b ie :

n

£
c z y li  w m iale:

2L° ( ŁXF + LyP ) = nZ -  n ,
pk

a łą c z n ie  z wvznaczeniea operatora Ł‘'F:

Rys. II.
s.

25 2 7 2 9 31 33 35 3 7 39 41 43

Stosunki zhżonośd chhaeniowych wyznaczania jednego węzła da,gu aproksymującego dla 
różnych metod aproksymacji w funkcji stopnia krzywej n

/d la  n=5 L °(Z L P ) = S / l
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Wyznaczenie operatorów I‘XFrxsy oraz Ly?rxgv> d la  r , s  = 0 (1 )n-1 wymaga wykonania następu-rxsy
jącyeh mnożeń:

•  wyznaczenia operatora IiXPr x :

n-1 n -r  ,  -
■>° ( ) = ^  b -

r=1 k=1

wyznaczenia operatora I> ? sy  ty lu  samo mnożeń j 

łączn a  l ic z b a  mnożeń j e s t  w ięc równa:

L 1 ( Ł X F r x + Ł X r s y ) = ' ^ - n 2 + 7 n  *sy

Wyznaczenie operatorów LXF „ „  oraz d la  r ,a  /  0 , wymaga wykonania, d la  każdegoX X  o j  X X  o j

operatora , następujących mnożeń:

1 VT  < - ) -
r = 1 o=1 k=1

Stąd wyznaczenie tych  operatorów d la  w szystk ich  pochodnych cząstkowych /d l a  r , s  ■ 0 (1 ) n - l /  wymaga 

wykonania mnożeń, których l lo z b a  ok reśla  s ię  wyrażeniem:

L1^El,Xpr is y '  E l,y?rxsy  ) ’* 7 i  + T ? - 7 ł n 2 + 7 i f n

/d la  n=3 L° ) -  2 / .

Wyznaczenie operatora wymaga wykonania mnożeń w l i c z b ie :

#  d la  pochodnych cząstkowych względem jedn ej zm iennej, k o le jn o  x  i  y:

/3 0 /

n-1 n -rLi(ELPrrx' sLPpsy)= r  r  t.
r^ l f c l  1*0

-2) + 2
„4 _3 _2n n n . n
1 2  -  T  -  12  + Z

t  d la  pochodnych cząstkowych względem obydwu zmiennych:

n-2 n -r -1  n -r - s  k 5 4 3 2n n’   ̂ n  ̂ n n „
'TO- 12  T 2 + 1 2 - ‘'TO

łączn a  l ic z b a  niezbędnych do wykonania mnożeń w tra k c ie  wyznaczania operatora I*P^rI3 y wynosi

T o / <- t P" i nJ , n* n  ̂ . 7 „
L1 ^“ L £rxsy ' = ^  + 17 " T* ‘  17  + 35 n / 31/

/d la  n=3 L® ( £ L PFrxsy ) = 4 / .



59

Tak w ięc vykonuniG jednej p ę t l i  algorytmu wymaga wykonania mnożeń w l i c z b ie  ok reślonej pon iż

szym wzoremt

d la  ruchu wzdłuż l i n i i  2PLG. Joa t to-rów nież wielomian 5 -s to p n ia  względem otopnia  krzywej n, dający  

l ic z b ę  o p era cji ponad dwukrotnie m niejszą n iż  gdy h /1 / r y s . 1 1 /.

4 .2 .3 .  Z łożoność ob liczen iow a wyznaczenia w ęzła oiągu na podstawie równania ogólnego  

Określmy również złożoność ob liczen iow ą wyznaczania węzłów ciągu  aprokeymującego, generowanego

wymaga wyznaczenia pochodnych cząstkowych I-rzęd u  w bieżącym punkcie ciągu /n iezbędnych do wyzna -  

czen ia  wektorów V/ oraz w artośc i fu n k cji w co najm niej dwóch są s ied n ich  w ęzłach s ia t k i ,  z których  

jeden zo sta n ie  wybrany na k o le jn y  punkt aproksytuujący.

Wyznaczenie pochodnej I-rzędu  /w adług wzoru / 1 1 / /  wymaga wykonania mnożeń, których l ic z b a  

o k reśla  s i ę  wyrażeniem:

mnożeń. Wyznaczenie pochodnych Fx i  Py oraz w artości fu n k cji F ir .y )  w dwu węzłach wymaga więc 

wykonania mnożeń w l i c z b ie  ok reślon ej następującym wzorem:

/  32/

/d la  n = 2 ,3 ,4 ,6  ( p a1 ) -  2 ,1 0 ,2 9 ,1 2 5 /

d la  ruchu wzdłuż GIG, bądś te ż  wzorem:

/  33/

3 2
( n-k ) -  1 = + § ------ ■£ n /3 4 /

Natom iast o b lic z a n ie  w artośc i fu n k cji wprost z równania / ' ) /  wymaga

/3 5 /
i» i

hj| a i  |1 ̂  + 3n^ — y  n /3 6 /

/d la  n = 2 ,3 ,4 ,6  .= 22, 62, 132, 3 9 4 /, / r y s . 1 1 /.

A w ięc z ło żo n o śc i ob liczen iow e poszczególnych algorytmów o k reśla ją  s ię  wielomianami względem 

sto p n i dyekrctyzowanyoh krzyvtych, co n a leża ło  wykazać. g



4 .3 .  Porównanie z ło żo n o śc i ob liczen iow ej algorytmów d la  g en era cji krzywej dyskretnej
l

Wyprowadzone wyżej wzory na z łożon ość ob liczen iow ą  wyznaczenia jednego w ęzła ciągu aproksymu- 

jącego za pomocą różnych algorytmów /n a  sia tk a ch  G^g( *2) i  o8 e ( ^ ) .  z ht:1f h /1 oraz wproat

z równania uwikłanego krzywej / 3 . 1 / /  pozw alają nu następu jące stw ierdzen ia:

a / najprostszym  algorytmem j e e t :

-  d la  26 -  algorytm  d y sk re ty za e ji na s ia t c e  G^g(h 2 ) z h“ 1.

-  d la  n >  26 -  algorytm  d y sk re ty za e ji wprost z równania uwikłanego / 3 / ;

b/ n a jb ard ziej złożonym algorytmem jea ts

-  d la  n <  3 -  algorytm  dyskretyzae j i  wprost z równania uwikłanego / 3  / ;

-  d la  n ^ 4  -  algorytm  d y sk re ty za c ji na s ia t c e  G8c(h2 ) z h /1 .

Z n a jm n iejszej z ło żo n o śc i wyznaczenia jednego w ęzła ciągu  określonym sposobsm n ie  wynika 

jednak najm niejsza złożon ość g en erao ji krzywej tymżo sposobem. O dległość między kolejnym i węzłami 

ciągu aprokoymującego, wyznaczonego za pomocą różnych algorytmów d y sk re ty za cji j e s t  bowiem różna. 

Algorytm d y sk re ty za c ji na s ia t c e  S48( h 2 ) zapewnia, że o d le g ło ść  ta  j e s t  s t a ła  i  równa h . W a lg o 

rytm ie d y sk rety za cji na s ia t c e  GgE(h 2 ) lub  a lgorytm ie g en e r a c ji wprost z równania / 3 /  o d leg ło ść  

ta  może być równa h lub  '/Zh. Jeden punkt c iągu  może w ięc aproksymować d łu ższy  n iż  w przypadku 

poprzednim odcinek krzyw ej.

Przeprowadźmy wzajemne porównanie rozważonych metod d yo k ro ty za cji, o b lic z a ją c  stosunk i z ło ż o 

n o śc i ob liczen io w ej wyznaczania Jednego w ęzła ciągu aproksymującego w fu n k cji s to p n ia  krzywej n

/ r y s .  1 1 /. Interesow ać nas będą p rzeb ieg i z a le ż n o śc i oraz w artości n , d la  których stosunki, z ło żo n o śc i

Lt ,6 s są równe i

* s i

¿ i . * . i są równe 1

H
'/2

Lt . 8 s 1 L1 ,8 s

L? ,4 s

są równe V2

Na podstawie a n a lizy  tych  z a leż n o śc i formułujemy następująco stw ierd zen ie  o n a jszyb szej gene

r a c j i  krzywych dyskretnych stop n ia  n przez p oszczególne algorytm y:

N ajszybszą generację krzywych dyskretnych, aproksymująeyeh krzywe a lgeb ra iczn e  stop n ia  r: 

można osiągnąć:

-  d la  n<! 3 -  algorytmem d y sk re ty za c ji na s ia tc e  Ggs ( l 2 )»
2

-  d la  4 ^  n«£  16 -  algorytmom d y sk rety za c ji na s ia t c e  G^s ( 1 ),

-  d la  n >  17 -  algorytmem d y sk re ty za cji wprost z równania / 3 / .
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Tabela 1. Złożoność ob liczen iow a wyznaczenia Jednego w ęzła oiągu aprokeymuJącego
krzywą /m ierzona l ic z b ą  wykonywanych mnożeń/ w fu n k cji stopn ia , krzywej n, 
d la  różnych algorytmów aproksym acji krzywych oraz d la  różnych modułów 
s ia t k i  /h = 1 , b /1 /

n Ł« ,4 S Ł?,8 s L1 ,9 s L1 ,8 s

i 2 2 0 r “ V  1 4
2 12 14 2 ' 2 ' 1 | 22
3 39 54 10 ! 1 2 ! 62
4 94 154 29 i 4 2 1 132
5 190 364 65 i 1 1 2 ' 240
6 342 756 I 125 ¡' 252 394
7 567 1428 , 217 r 504 602
8 884 2508 , 350 l 924 072
9 1324 4158 i 5 3 4 ; 1584 1212

10 1880 6578 l 700 j 2574 1630
11 2607 10010 1100 4004 ' 2 134’ 1
12 3522 14742 1507 6006 1 27321|

13 4654 21112 2015 8736 1 5432 ,
14 6034 29512 2639 I237C .4242!
15 7695 40392 3395 17136 ! 5170l

16 9672 • 54264 4300 23256 6224
17 12002 71706 5372 31008 ■ I 7 412 |

18 14724 93366 6630 40698 I 87421

19 17879 119966 8094 52668 10222 ! 
i '

20 21510 152306 9785 67298 i 1860 1 I
1

21 25662 191268 11725 35008 , 13664'
22 30382 237820 13937 106260 , 15642|
23 35719 293020 16145 131560 17802,
24 4 1724 358020 19274 161460 ' 20152.
25 48450 434069 22150 196560 ! 22700

<1.4. Z łożoność ob liczen iow a d y sk rety za c ji krzywych

V/ poprzednich podrozdziałach  przeanalizow aliśm y z ło żo n o śc i ob liczen iow e wyznaczenia jednego 

węzła ciągu  aprokcymującego oraz gen era cji krzywej dyskretnej H, za pomocą poszczególnych a lg o r y t

mów dyskretyzacyjnych .

Ze z ło ż o n o śc i tych n ie  wynika jednak wprost z łożoność ob liczen iow a d y sk rety za c ji krzywej K. 

Różne są  bowiem o d le g ło ś c i  między' kolejnym i węzłami w krzywych dyskretnych, jak i  d łu g o śc i tych  

krzywych i  z a le ż ą  od algorytm u, który te krzywe generow ał. O d leg łość między kolejnym i węzłami ciągu  

w algorytm ie G, J, h2 ) jak Już wspomniano, j e s t  s t a ła  1 wynosi h , zaś w algorytmach GSg( h2 ) oraz 

w algorytm ie generującym ra  podstawie rózmania ogólnego krzyw ej, o d leg ło ść  ta  moż" byc równa h 

bądź i/2h, w z a le ż n o śc i od p o łożen ia  krzywej względem l i n i i  s i a t k i  d y sk rety sa cy jn ej. Długość l^ s 

krzywej d y sk retn e j, generowanej za pomocą algorytmu na s ia t c e  y . r .( 1 j e s t  natom iast zav/sco w iększa  

od d łu g o śc i 1 ? ' i  18 0 krzywych generowanych za pomocą dwóch p ozosta łych  .algorytmów. Z o d le g ło śc i
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między kolejnym i węzłami krzywych dyskretnych wynika pon iższa  zalożnośó na d łu g o śc i tych krzywych:
»

,H ^  ',H /  ,
■'63,r o ^ -  . ¡ s ^  6 s , r o  .

H praktyce 1=# «  1,26 : i |3 jl,0 .

YW o d n ies ien iu  do d łu g o śc i 1 krzywej dyskretyzowanej K można podać inną praktyczną

za le ż n o ść :

l | s  “  1.12 1K

Is to tn ą  r o lę  w ocen ie  z ło żo n o śc i ob liczen io w ej d y sk rety za c ji łęHiywyeh K mają następujące  

w łasn ości algorytmów dyokrętyzaoyjnych:

gdy segment krzywej K p rzeb iega  rów nolegle /w  p r z y b liż e n iu / do 2KG, wówczas ten sam segment 

krzywej K aproksymowany j e s t  różną l ic z b ą  węzłów oddalonych od s ie b ie  na różną o d le g ło ść , np. 

segment krzywej o d łu g o śc i ok. 3h aproksymowany j e s t  przez algorytm G/(Q(h 2 ) ciągiem  p ię c iu  

węzłów od leg ły ch  od n ieb ie  o h , natom iast dwa p o zo sta łe  algorytm y aproksymują ten  segment c ią 

giem trzech  węzłów, od leg ły ch  od s ie b ie  o \fz  h .

Złożonośó ob liczen iow a  wyznaczenia Jednego w ęzła krzywej H J e s t , jak wiadomo, d la  każdego a l 

gorytmu różna. Chcąc zatem porównaó z ło żo n o śc i ob liczen iow o d y sk re ty za c ji krzywych za pomocą po

szczególnych  algorytmów porównamy je sz c z e  raz z ło żo n o śc i ob liczen iow e wyznaczenia jednego w ęzła  

ciągu aprokoyraującego. Interesow ać nas jednak będą inne w artości liczbow e stosunków tych z ło ż o n o śc i,  

a m ianowicie sto su n k i od n ies ion e  do z ło żo n o śc i ob liczen iow ych  d y sk re ty za cji jednostkowego odcinka  

krzywej K. A w ięc in te r e su ją  nas p rzed z ia ły  liczb ow e w a rto śc i n stop n ia  krzywej przy n astęp u ją

cych w artościach  liczbow ych poszczególnych stosunków z ło żo n o śc i:

i n .  ^ . 8 3
i    równych 2

P
t ,4 sL1 ,4 s  i l

Ln 8 s  Lt ,8 s

L? LP
r

Ll ś s  L? ,4 s

Lp 1 LP

równych 1

równych ^

Dla wymienionych w a rto śc i z ło żo n o śc i algorytm y, k tóre porównujemy, są  pod względem tych  z ło 

żoności równoważne.

2 powyższych porównań wynikają p rzed z ia ły  w artoóci stop n ia  krzywej n , d la  których dysk retyza-  

c ja  krzywej E, za pomocą określonego algorytmu j e s t  najszybsza:

? --  d la  5 -  algorytmem d y sk re ty za c ji na s ia t c e  Ggg( 1 ) ,



-  d la  6 <  n <  10 -  algorytmem dyskre tyzacj t na s ia tc e  G , 1 ° )  ,

-  d la  n >  11 -  algorytmem d ysk retyzacji wprost z równania /  5 /.

Złożoność ob liczen iow ą d ysk retyzacji ok reślon ej krzyw ej, będącej .funkcją d łu gości t e j  krzywej, 

można w yliczyć  z poniżanych wzorów,

W d y sk rety za c ji na s ia tc e  Gąa ( I2 ) z łożoność wyraja o ię  wzorem:

Ł1,4b -  4  + “xy 4  ( Pa l )  * ’

gd zie j e s t  pomniejszoną o 1 l ic z b ą  punktów ciągu aprokaymującego krzywą. W aproksymacji krzy

w ej odcinkami l i n i i  siatkowych lic z b a  ta  j e s t  d łu gośc ią  l i n i i  łam anej, aproksymującej daną krzywą. 

Dla s ia t k i  G8a' 1?; złożoność ob liczen iow a d y sk rety za cji krzywej wyraża o lę  innym wzorem»

s i l  " 4  + mKJ hV i pa1 ) * rop 4  ( pa2 ) •

przy czym Biy  + j e s t  pomniejszoną o 1 l ic z b ą  punktów ciągu  nprokaymująoogo krzywą:

-  mxy j e s t  lic z b ą  punktów wyznaczonych w p ę t l i  pa1 algorytm u,

-  natom iast mp J e st  l ic z b ą  punktów wyznaczonych w p ę t l i  pa>, tegoż algorytm u.

L iczba m^y + f f - o k r e ś l a  długość l i n i i  łamanej, aprokeyraującej krzywą zadaną.

Przeprowadzona wyżoj ocena złożon ości ob liczen iow ej algorytmów dynkretyznoyjnych dotyczy a lg o -

iytadw d y sk re ty za c ji dowolnych krzywych a lgebraicznych  stop n ia  n . Stąd tea , d la  uproszczonych p ostaci 
\

algorytmów, prawdziwe są równości:

24s(l2) “ Łi.4s- W ,2) “ Ł1,8.  zfrh)- L>.

gd zie  i  ZgB ( 1? ! są  złożonościam i obliczeniow ym i dyślcretyzacji krzywych algebraicznych

stop n ia  n ze względu na przedstawione algorytmy d y sk rety za c ji na sia tk ach

° 4 e ( l 2 > 1 G8 s ( l2 ) •

W praktyce występują krzywe, d la  których n iek tóre  ze współczynników a^  ̂ równania / 5 /  aą 

zerowe. Zerowe w artości będą m iały wówczas również 1 n iek tó re  z pochodnych cząstkowych. Sprawdzając 

zatem w artości tych współczynników można w przypadku ich  zerowej w artości zm niejszyć lic ż b ę  op era cji 

w algorytm ach.



Głównym celem każdej aproksymacji j e s t  o s ią g n ię c ie  pewnego określonego stopni;« dokładności 

p rzyb liżen ia  według zadanego kryterium . Tuk więc podjęcia  aproknyiw  |l  puerj.no ł .vć ncsrunia.wniiG 

założeniem , że skuteczność tego przy b i l  żon ta da ni« oszacowuó.

W t e o r i i  aproksymacji znanych jc o t  w ielo  różnych miar Jakości aproksymacji funk cji F (t)  

funkcją f ( t ,p } /p  -  parametr aproksym acji/. Wyróżnić można k la tę  miar szczytow ych, charakteryzują

cych aprokc.ytnaęjc lo k a ln ie , wykazujących ekstrem alne w artości błędu i argumentu, przy któryelt on 

w ystępuje, ora:-, k lasę miar g lobalnych , charakteryzujących aproksymację w p rzed zia le  [n ,b ] g lo b a l

n i e , bez w yróżnienia argumentu t .  d la  którego to  p rzy b liżen ie  j e s t  n ajgorsze lub  n a jlep sze .

Ocena l>?ę dów .aproknyiaac j i ś c i ś l e  za leży  od wyboru m iary, w k tórej ocena ta J est dokonywana. 

Miara natom iast powinna być adekwatna do problemu, w ramach którego aproksymacja j e s t  wykonywana.

Mn e ta p ie  oyntezy algorytmów zastosow aliśm y p rzy b liżen ia  jed n osta jn e, polegające na m lnim uii- 

z a c j l  lo k a ln e j o d le g ło ś c i  między krzywą zadaną i je j  przybliżaniem  /łam aną/, \1 tym ro zd z ia le  wybie

rzemy metrykę ćo oceny tego p r z y b liż e n ia , mając na uwadze przeznaczenie omawianych metod. Sądzimy, 

że powinna to być inna metryka n iż  generacyjna, która z o s ta ła  wybrana przed« wszystkim ze względu 

na p rosto tę  / i  ozybkoóó/ d z ia ła n ia  algorytmów.

Zakładając zastosow anie algorytmów przede wszystkim w g r a f ic e  komputerowej i numerycznym s t e 

rowaniu obrabiarkam i, w których to  dziedzinach  staw ia  nię wymagania aprokovmowania k sz ta łtó w  fig u r  

geometrycznych, czy .ll aproksym acji w zbiorach sądzimy, że wybrana do oceny Jakości aproksymacji 

metryka powinna uwzględniać cechy p ercepcji wzrokowej cz łow ieka, tz n . powinna być odpowiednia do 

"metryki•• ryntemu wzrokowego człow ieka . N ależ.■ więc uw zględnić fak ty  znano z d zied ziny  p sy ch o fiz jo 

l o g i i  syuteimi wzrokowego cz łow ieka. Wiadomo, że p rocesie  oceny wzrokowej k szta łtó w  figu r  geome

trycznych t s tn lo ją  dna sta d ia ;

1/ ocena lokalnych  odchyłek «4 "regularności"  przylegających c z ę ś c i  figu ry , co id en ty fik u je  s ię  

z pomtBrora względnych szczytowych błędów, mierzonych w metryce zbiorów;

? / oceno globalna f.igury uwarunkowana kontekstem , wzorcami, regu larn ośc ią  k szta łtów  i z n iek sz ta łce ń .

Żadna ze znanych metod oceny aproksymacji n ie  uw zględnia jednak w p e łn i czynników wpływających 

na ocenę k szta łtó w  prze" system wzrokowy człow iek a .

# l i t e r a t u r  ■; fachowej ta ,ładn ien ie doboru metod oceny algorytmów dyokrctyzacjl krzywych do 

r.antcaowań w g r a f ic e  konintorowej n ie  j e s t  prawie w ogóle omawiane. W Jedynej p u b lik acji porusza

ją ce j te  problemy, C;.u >,- / '1 7 7 /r . /  uważa, że algorytmy dyskretyżacyjno powinny minimalizować Jedną 

z następujących w ie lk o ś c i:

<</ 9 -  o d leg ło ść  1 ir Iową w, z ta od krzyw ej,

1 / | P{x,v! | -  moduł .vartohei fu n k c ji  o p is u ją c e j  krzyw ą zadaną równaniem F(:<,y; •- O,

c/|po lf>  w yjściow e minus p,-.'!« wyoikcw«| aproknymowanej f ig u ry .

7« n ił i ic j  ; -c: ' . a/,ic ¿o,*!:.; uproV-.-iyiBuej l  wykonamy a dwóch "metrykach": w metryce p rzestrzen i

c-okł idceov.e j /m iara lo k n ln a / o raz w "metryce poi owej" /m iara g lo b a ln a /, " n ieczu łej"  na lokalne

ZMieksr ta łz ć  n u  f ięu r , a o cen la ją c -J  jakość aproksymacji w ie lk o śc ią  aodułu p ola  między krzywą 

aproksyrerwaęę i apr.V, sytuującą.

ÓA

b. ANALIZA PLEDÓW DYSKRKTTZACJI
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5 .1 .  Szczytowe błędy dynkretyzacji
i

5 .1 .1 .  Bezwzględne szczytowo błędy d.yskretyzac j l

Za pomocą omówionych w poprzednim ro z d z ia le  algorytmów, na podstawie równania F (x ,y )=  0 op i

sującego krzywą, można generować c ią g  bezpośrednio spójnych węzłów s ia t k i ,  w których moduł w artości 

fu n k cji F (x ,y ) osiąga  lok a ln e  minimum. To minimum gwarantuje n ic  w iększą o d leg ło ść  n iż  h każdego 

z punktów ciągu  od zadanej krzyw ej. Spośród węzłów ciągu aprokaymującego krzywą n ajb ardziej odda

lono od n ie j  będą te  w ęzły , w których l i n i a  łamana /łą c z ą c a  są s ied n ie  punkty c ią g u / zm ienia k ieru 

nek /przeguby l i n i i  łam anej/, co odbywa 3 ię  zawsze w kierunku krzyw ej, tak aby 03iągnąć w ęzeł z moż

l iw ie  najmniejszym modułem F (x ,y ) .  Stąd te ż  wyznaczenie szczytowych błędów d y sk rety za cji sprowadza

a ię  do wyznaczenia o d le g ło śc i przegubów l i n i i  łamanej od krzyw ej.

Spośród w szystk ich  możliwych wzajemnych położeń s ia t k i  1 krzywej n ajw iększe odchylenie l i n i i  

łamanej i  krzywej / o ż y l i  najw iększy bezwzględny szczytowy błąd aproksym acji krzywej łamaną/ w ystą

p i wówczas, gdy w dwóch węzłach s ia t k i  przewidywanych na k o le jn y  w ęzeł c iągu , w artości fu n k cji ró ż-  

n ió  s ię  będą ty lk o  znakami, tzn . w ęzły te  będą położone po przeciwnych stronach krzyw ej, a moduły 

w artośc i fu n k cji będą równe.

Rozpatrzmy tera z  łuk krzywej K zadanej równaniem / 3 / ,  d la  którego to  łuku k ąt nachylen ia  

styczn ej 0 <  CC<  £, oraz aprok3ymującą ten  łuk krzywą dyskretną H -  c ią g  węzłów siatki,w ygenerow any  

J est przez algorytm , którego metryką generacyjną j e s t  ¡F (x ,y)j. Niech w dwóch w ęzłach s ia t k i ,  le ż ą 

cych po przeciwnych stronach krzywej X moduły w artości fu n k cji będą sob ie  równe. 0 znaczny te  węzły  

przez P , "l P2 , a ic h  o d le g ło ś c i  od krzywej przez i  y 2 /r y 3 .1 2 / .  Wyznaczmy bezwzględny

szczytowy błąd gdy zachodzi równość:

|F ( P , ) |  = | p (p2 ) | n u

lu b  Jej równoważna

P(P1 ) +  f ( p2 ) =. 0 /3 8 /

h

X

Rys. 12. I lu s tr a c ja  *r/7.nachania o d le g ło ś c i węzłów od krzywej
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Q  Twierdzenia 3

W d y sk ro ty za cjl krzywych K zadanych równaniem / 3 /  /w łą czn ie  z za łożen iam i/ przeprowadzonej 

na s ia t c e  G(h^)w "metryce'' |F ( x ,y ) |  oszacowanie ę  bezwzględnego szczytowego błędu te j  dyskretyza- 

c j i ,  mierzonego w metryce euklidesow ej op isu je  s ię  równaniem algebraicznym  /zm iennej y /  stop n ia  

n ie  'wyższego n iż  stop ioń  dyskretyzoY/anej krzyw ej.

Dowód

Dla dowodu wyprowadzimy równanie zmiennej y , z którego można wyznaczyó wartośó y /oszacow an ia  

bezwzględnego szczytOY/ego błędu d y sk r e ty z a c ji/ og ó ln ie  znanymi motodaml. Stop ień  tego równania 

będzie  n ie  wyższy n iż  sto p ień  równania dyskretyzowanoj krzywej / 3 / .

Poprowadźmy p rostopadłe do krzywej K z punktów P 1 i  P2 i  oznaczmy punkty p rzecięó  pro

stopadłych  i  krzywej odpowiednio P^* i  F2 ' ,  jak na r y s . 12. Poprowadźmy równioż l i n i ę  rów noległą  

do p ro ste j P 1’ ,P2 ’ i  styczn ą  do krzywej w punkcie . Kąt nachylen ia  s ty czn ej w punkcie P’ 

oznaczmy przez cc .

Wyznaczmy n astęp n ie  w artości fu n k cji F ( x ,y j  w punktach P 1 i  Pg posługując s ię  rozw in ię

ciem t e j  fu n k cji w szereg  T aylora w o toczen iu  punktów/ T1 ’ 1 P2 ';

i

* ( ? , )  = f ( p 1 *) + E  - j }  ( A Xl J j i A y ,  - l y )  F (? ,- )  m i

F(p? ) * F(?2 ’ )+ Y2 TT ( ^ x2 “Fic i  |^ y2 “Ty '

Ponieważ zgodnie z d e f in ic ją  krzywej zachodzi:

| ? ( i y ) j  | F(P?'5i =f  0 / W

irora?: prawi iw© są , óles Kąta nachyleni© ntycjsuo^ krzywej ÔrC związki

A x ,  (>, a in p  , A y 1 -  -  $>, con/i ,

nu
. J i j  = "  S'2 -'’źniT ,  ó l y 2 -  y 2 c o s T  ,

p p
gd zie s in c f  c  -   ----------  ( ? ’ ) , cos ot =. ------- -̂---------- ( p *)

\ f?x2 + ‘ y 2 ' . V^x2 + Fy2

*

otrzymujemy z / 3 8 / ,  na podstaw ie /3 9 /  ♦ /11  / ,  równanie:

r , ł  1 v1 1
1 v "  ? 1  /  p  ^  u 3  i o / i i  11 , 2 i t,, 3 p  d_ \  p / p  rj

/  TT “ ; "T"T/2  \  x T x  y T y  / > + “ ^  VPx T x  py “Ty) p^ 2  i

S Tx * Ty ) ( V  + py ) J



Da two wykazać r im i i i t  i s t n ie n ie  poniższego związku

?) eon f ,  t 9 2 coc f  2 = Qh , f■, = /Z -  <*. , P 2 « o £ . - 1T ,
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g d zie  Qjt = Oyl <x. , k ) j e s t  funkcją 1‘odzaju nl.n tk i kwadratowej, k ąta  « sch y len ia  styczn ej do krzywej 

1 kąta  r nach ylen ia  głównych l i n i i  s ia t k i  do ool układu współrzędnych.

Dokonajmy następującego uproszczen ia; ltnearyzujB y krzywą, na p rzestrzen i o g re iic zo n e j przez  

elcm ontariie pole  s i a t k i , ' odcinkiem sty czn ej wystawiony w punkcie F*. Dla krzywych o d o sta teczn ie  

dużych -  w stosunku do modułu s ia tk i  h -  promloniach krzywizn /B  $> h / kąty ¡3 1 S" ró żn ią  a ią  

od kąta  CX n ie w io le , l i n e aryzneJa ta j e s t  równoważna za łożen iu

C’, *  £  2 *- o

co oznacza, że j~>>zc.i~ i f , a w a rto śc i pochodnych oząstkowych funkcji I*(x,y) w punktach i1) ’ . Fg’ 

i  F* uożna przyjąó za równe.

Równania /d ? / i  /<!?/ przyjmą wtedy odpowiednio postać«

f  _ U > 1
I- J / P
i « 1  ! ! (? _  +( * / ♦  Fy2 )

17? S i * ^  92  ̂ j | Fx X /  1 Fy ~§y F (F |) « O /44/

Si + 9?. = V  V1 “ v  ?p “ d?. •

Przyjmując Q}( jako « W ic , otray:mjje»y o s ta te c z n ie  równanie elgoł.raicznr: n -a top u iu , 

wyznaczyć 9 t -  kres ;,ócny szczytowego błędu b(!Z*lS£lędiie«o

/  45/ 

z którego można

11 ł
V '  i - 1)1Z., ¿77;
1= 1  i H i / t r ' .

Si + i -  (k) Si'k (^h)^  W
k»1

1

(?x " H  *• Fy T y  ) y^p,) /46/

gd zie  n j e s t  stopniem krzyw iony krzyw ej, a w szystk ie  pochodne cząstkowe wyznacza o ie  w punkcie F*. 

A więc many jak w t e z ie  tw ierdzen ia  3 . 13

Dla krzywych ? -s io p n la  / m ? / otrzymujemy ró?nianier

2 V 1 Fx ( P2x+ 2V * V  ?y p2y )  -  2

3

( yx  P2x+ 2Py ?2y) V  $ £  -  Py >

‘> *  P2z+ ZFx P.y pz.y + Ą  P2y > Qb + * (* l  * ? O ,
/  4-7/

któr , o rozwiązaniem jest:

iii
Qh

1 (1 )  7  ,  ^ S | j J  .
T z /  48/
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gd zie  R, a , b 1 e oznaczają odpow/iednio: promień krzyw izny, p ó ło s ie  dużą 1 małą oraz parametr krzy

wej 2 -a to p n ia , natom lant '

1 d la  pro.etej okręgu i  c lip 3 y  
0 d la  paraboli 

-1 d la  h ip e r b o li.

U w zględniając, że d la  s ia t k i  O ^ h 2) zachodzi związek:

d j + dj =■ h ( s in S  + co s8 ) (A  - e) , o <  e <  A /  49/

a z przyjętych  uproszczeń wynika d ( y ,  i  d2 *> y ? , po ro zw in ięc iu  wyrażenia Qh = Qh(oC ,7 / ) 

i  podstaw ieniu go do wzoru /4 S / ,  otrzymujemy uogólniony'w zdr szacujący  yj d la  krzywych 2 -s to p n ia ,  

aproksymowanych na s ia tc e  G^a(h 2 )

S1  2--------------2-------- + ~ i  cos  ( 4  -  e )  +

( |
1 5 0 /

+ \/K ( f ł h W ( 4  - s) 
 2— 1-------

Podobnie d la  s ia t k i  ° g a( ^ ) »  prawdziwo eą zw iązki:

/ 5 i /
d j + d2 = h cos O, O <  0 <  '̂ r ,

d  ̂ t  dg w h s in  9 , *y <  fi <  4  >

k tó r e , ze względu na up roszczen ie  di « y , i  d -  y , pozw alają zapisań wzór />50/ w p ostaciach :

I) < {w f- 1

li cocO

<11 a O v  ^

/  52/

s i h*~slnQ

(IP *
/  53/

d la  ^  w , gd zie  9 = ot -  T  j e s t  kątem nachylen ia  s ty c z n e j , a Y -  kątem n achylen ia  GLG.

2 rozważań zawartych w [Ci] wynika, żo d la  krzywych 2 -a to p n ia :

1/ błąd szczytowy y za leż y  od trzech  w ie lk o ń ci: K, RSG, 6;

2/  3  { » «  y S3 ( 6ex ) = min y 4n ( <>e x ) j ,
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tj. dla pewnego kąta nachylenia otycanej ©ex błąd J osiąga nwoją wartośó ekstremalną: maksymalną 
dla dyskrctyzacjl na siatce o8a(h*). minimalną dla dyokrotyzacjl na siatce C43(h2 ), przy caym 
wartości to ną sobie równe.

Ha podstawie analizy błf;dów szczytowy cli dyahrelyzacjl prostych i krzywych 2-otopnia wniosku
jemy, że dla dowolnego n j również będzie zależało od trzech wielkości: R, RSCJ, 9.

5.1.2. Względne szczytowe błędy dyokrotyzacjl

Zdefiniujmy względny szczytowy błąd dynkretyzacjl jako stosunek odległości <j>̂ przegubu łama
nej II od krzywej K do długości ti tuku, wyznaczonego przez dwu najbliższe punkty przecięcia sir; 
krzywej z łamaną, Jak na ryn. 15:

? w  tf / 54/
5 1 Z  1

O  Twierdzenie 4

Względny szczytowy błąd §>«, dyskretyzacjl krzywych K, przy założeniu R >  iOh, jest równy: 

1/ d la  s ia t k i  G.^fh2 )

5 yjj <  1.04 sinS  cosOh, 0 <  9 <  |  , /5 5 a /

?/ dla siatki O ^ h 2 )
jv.-_ -i i .0 t (n ln f i  eo3& -  sin ' 9 )h , 0 -C. -t , /5 5 b /

Dowód

? " i
df 91 J 1 + 9i

w , -• —  =  -  ,

1 1  L l

gdzie l C, Sj, a t, jest kątem środkowym łuku Lj krzywej ii.
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Z założenia R > h  wynika, że w elementarnym polu siatki jest R S > A r , tzn. zmiana promienia
krzywizny krzywej jest do pominięcia /lim (Ar/r) = o/.

(h/R) —  0
Wówczas A ę x wyznaczymy ze wzoru na strzałkę ugięcia łuku okręgu o kącie ¡Środkowym

i promieniu R.
Dla 3iatki mamy:

A f i  = R(l - coo -4jl) • 2 sine cos9
t < .d^ + 2-R 3in0 C009(1 - cos — 7̂ =)

?»!■
*i Ri

dl-[-=• a oinO cos8 , 0 <  0 £  ,

natomiast 1 ^ określa się wzorem:

1, = 2 R sin tł= c n sin —<y— .

Po podstawieniu ostatnich wyrażeń do'wzoru na otrzymamy:

o„ 2 sine coce / . *1 'i , , uy =* ......... —*1  ̂ o in  ” cos /

Po zastąpieniu oinuoów i ooolnuaów kąta szeregami potęgowymi, a naBtępnle po wyciągnięciu
pierwszego wyrazu szeregu spod znaku każdnj z num, otrzymamy wzort

-  ' /  

t = h sin© co3© 4* A c0 sin© C030 4-y 5 ,

2n - 1< 1 \ n / \ / \
gdzie A j u .  =. sln9 oos6 h )  —  ( — *1 I !  i—  - 1 ] .

1 ^  (2n )! \  2 (2n + D  ' -

W ystępujący we wzorze na A o  sz e r e g  j e s t  szereg iem  przemiennym. Jak wiadomo,suma szeregu  p rze -
3W1

mlennego je3t mniejsza od jego pierwszego wyrazu 1 ma znak taki. jak ten wyraz. Możemy więo napisaó: 

<C £jh. sinG 0030 ,
oraz

A j Wi >  o ,

gdzie
^ i  = 1 “   ̂ 1 " "TT ) *

Punkcja Sj osiąga maksimum w punkcie = 3 • A więc 5^ wzrasta, gdy wzrasta, co
zachodzi w przedziale 0 ^  3 , maleje, gdy wzrasta, co zachodzi w przedziale
3 <  t i <  w >  , oraz ¿>^3) = | .



J e ż e l i  c m ax< 3 / tzn . znajduje s ię  w p r z e d z ia le , w którym d la  zw iększającego s ię  ' t JL, £ 

m aleje , wówczas ^  możemy wyznaczyć jako różn icę  szczytowych w artości błędów w d y sk re ty za c ji 

p r o ste j oraz okręgu /w zór / 5 0 / / :

‘̂ Rmax = “ ? 1^P ) = R " -  7 -  co s2 ( f  -  0 )

Z d ru g ie j strony

A l ^  a R (l -  cos —j-Ł).

Przyrównując do s ie b ie  t e  dwie w ie lk o śc i otrzymujemy

/-- 'h2cos2(^---e)
c max = 2 ar0008 i/1 ------ ^ 2 -----

a następnie
C C (  \ 1 [ ~  h2coB?' ( f  ~ e ) / -t /  h2cos2(i - 4 \
S max \/1 -------------  .(i - 7  arccos ^ 1 ----- — i*----)

Dla R = 10h i 9 = ^ /dla których to wartości występuje maksimum strzałki ugięcia/ otrzymamy:

C arc cos /199’ . (  . arc cos /199 ^
6 mar * ----- 2  \/2o0 l  1 --------- 3-----  V2o5 )  °*0342 >

przy czym c max = 2 arccos ~  0. H  rd a  8° .
✓

W Interesującym  nas p rzed z ia le  zm ienności ^  funkcja S^ m a leje , gdy m a le je . D latego te ż

d la  s ia t k i  G ^ h 2 ) , możemy napisać nierów ność. Jak w t e z ie :

y w <  1.04hsin9 co30 , 0<C 9<^ .

Dla siatki Ggs(h2) obowiązuje inna zależność: '

di = l^(8ln9 cose - sin2© ) , 0 ^ 9 ^ ^ - .

Wzór na y w ma więc postać:

2Rsin—j ( s in 0  cos9  -  s in 2©)+ R (l-c o s  -j-) • 2 (^ 2 + l)(s in 0  cos© -  s in 2®)
o = ------------------------------------------- :----------------------------------------------------------------------- =
Jwi  R

.  2 (s in 9  cos© r . .n Ł » .H [ . t o  - ( ¿ 2 + 1  J cos -J ±  + ^ 2  + 1 ]  h .

Zamieniając w 03tatnlm wyrażeniu sinusy i koslnusy kąta *Ł rozwinięciami potęgowymi, a następnie 
wydzielając spod znaków sum pierwsze wyrazy, otrzymamy następujące zależności:

£ w = h( 3ln& cos© - sin2© )h + ę w ( &, ) ,



KdEie: co (-l)“^ )
A r  „ = (sin© cos© - sin2©)h)  ----------

‘ i  ¿*1 (2 n )!

7?.
2n-1

_ I i _ _  - ( 1/2 + 1 )
2(2n  + 1)

Pierwszy wyraz tego /przemiennego/ szeregu jest równy:

 ̂ l  = ~ T  ( / 2 + 1 ------(p )  *

a jego rrartość osiąga maksimum w punkcie * i  =  'Ą \J z + i). Wartość zwiększa się, gdy
zwiększa się w przedziale 0 <  cJL<  3f(i/2+l); ^  m aleje, gdy «'̂  zwiększa s ię  w przedziale

3(^/2+l) <  tJL< 0 0  , oraz ^  ( 3 ^/?+3 ) = |  ( 2 l/2+3). .

Jeżeli *max ” 3{ 1/2+1), tzn. znajduje się w p rzed zia le , w którym zwiększa s i ę ,  gdy

się zwiększa, wówczas «max możemy wyznaczyć jako różnicę błędów j  v/ dyskretyzaoji p rostej P

i  okręgu 0 /v<yrażenio / 52/ / :

A r W  = ? 1 < ° > ~  ? , ( p )
2cos a

Przyrównując określone powyższą zależnością z A r  ̂ za wzoru:

■ R (1 * cos ~ ^  ,

otrzymujemy wyrażenie na *max!

* — ” 2 arccos \/ 1 - -— -°Ę—0- imax V 4U

oraz wyrażenie na max
e

S macc = S i ( e mnx) = 7 o r c c o a \ / i ~ ^ Ą ^  • ( /2+ 1  -  j  arccos ) ,

Wielkości te, dla R = 10h i © = j ~ - /dla których to wartości występuje maksimum strzałki ugięcia/ 
przyjmują następujące wartości:

S max " 7  a r c c o s ( VT+1 -  7  arCC0S ' / ’ ) »  ° - 0599

s y  1 _*ma_-c = 2 a rc c o s  \ / 1 -  yriifi *** 0 .1  rd rs  6 ° .

Ponieważ w interesującym nas przedziale zmienności wartośó ^  maleje, gdy naleje, dla
tego też możemy, dla siatki 06s^h2  ̂ napisaó nierówność, jak w tezie twierdzenia:

y w < h 1 .0S (s in ©  cos© - s in ‘'©)h, 0 4̂ .
1 * B

Wyznaczone za pomocą wzorów /5 4 /  I  /5 5 /  b łędy mają swojo k resy  górne:

sup (% ę w ) «iO«52h dla 0 55 ^  /5 6 /



/ 57/

łi przy pad ku rt ła t k i  G^( h2 ) , oraz
ł

zup ( f w ) «3 0 .219£h  illa  a  = |j

■a- przypadku o ia tk i Cg0(h 2 ) .

Z udowodnionych z a le ż n o śc i wynikają nactępująre w łaśc iw ośc i błędu o :iw 1

1 /  Jwj = ? v/t ( I). R5G, 6 )  ,

2 / S w j . io  >  ? •■v1.8n *

V  ( iw j .4 0 )  >  2 r>u-D i ?w l t 8o> \

Ponadto d la  d y o k rety za cji krzywych 2 -a to p n ia  obowiązuje pon iższo  za lężń p e i na w artość śred n ią
o błędu o , pow stałą  z jor.o 'u śred n ien ia  wzdłuż luku krzywej K /wyprowadzona w pracy [ć'?]/:

ćr  ' i

?wi r .4n 2 ? v/lir ,Ra

IV-nic we* ¿i o ^ OyeHrełty.nuc^i km y.r/cli «?•»& tójpnja ntkl:n o*3 rr^3« sp ó jn o śc i

ri!•• i i  ?jri.low)rwjemyt i:~r d la  dowol^ego n

^ wśr*'J® ^  ^ wś r ,ltB ’ 

r . l .  S ru d n ior lo ta ln a  odo.aa jakości dyekre tyzvu j i

■».prirwadś.iiy ziinrę j o’ ową ja k o śc i dyakrcHyżazji k i1;'., .-„och na riu tkach  k /-..iira! ov : ch, będącą inodułeu

pola między krzywą i eprokayraiidącą ją  Iso-ianą prsyjatlńją-iyaa na jadnontkoky odcinek kr żywo j ,'ry ti.M a/:

d i S i
? ^i T-; *

7J

Sy.a. Uzi% lędny b J r .J  ;,c3

©
r.a.iji krzywych i.' na s ia t c e  C_,,{ h'‘ •, przy za ło  4en i u ?. >  10h, i s t a ł e j c  c ? sacowariie:

^ f o b r c i s s  >  ? P , >
¡<$8/



Dowód
»

Rozważmy pojR 3^ oraz S ̂  1 z rya. 14 sprzężone so o o tą n  tan sposób, że zmiana położenia 
krzywej K pociąga za oobą zwiększenie się jednego pola oraz równoczesne zmniejszanie się drugiego.
Su.ua tych pól sprzężonych osiąga wartość minimalną, gdy ograniczające je segmenty krzywej mają 
jednakową długość. Wówczas jakiekolwiek przesunięcie równoległe krzywej K /nie powodujące jednak 
aniony łamanej/ powoduje większy przyrost w polu zwiększonym niż ubytek w polu zmniejszonym /tj. 
powoduje zwlękozGnio oię sumy pól sprzężonych/, przy stałej wartości sumy + ~ 1+1 ograniczają
cych te pola łuków.

r-> i** I P\Oznaczmy więc b^ = ''j + 1 = b . Zatem dla siatki 0^slh'i mamy:

Si  " T T  Bln( & + “TT") coa( & + ~ T 1 ) + 7  ^ Ci+1 ~ aifl ‘ i + l )  r2 »

7'!

l2
Sl+1 = -iii sin(e - ) cos(e---- - )  - * r ( *Ł - sin *A )r2 .

Ponieważ zmiana promienia krzywizny krzywej na odcinku leżącym w elementarnym polu siatki, ze wzglę
du na założenie R 3>h, Jest R 2 > A r /lim ( A s / K )  - 0/ i jest do pominięcia, więc R.=R. .<=R.

(h /R )— O 1 1+1

Stąd, ze względu na równość ^ i-i 1 r" ^ > różnica między kątami c . oraz *i+1 jest również
do pominięcia, czyli rp = c ,,< = r , a więc i 1, - 1 1 + 1 ~ 1. Zachodzą również związki:

a. h - a.
i    i   . x i+1 =  L   ,

sin(9 + y )  sln(& - y  )

I
więc, z uwagi na łi « 1^+1 » 1, otrzymujemy:

, h ( . . ^  1  \
h  ‘ A  1 + —  ) ’ i  =

t.g 6 2 sinO cos ■§

cosO cosc

Ponieważ

stąd

NatoQia.Hu

■» .< •  ■ h? o = s& 2 (c o g2 j  -  1) h2 _ _ _ _ _ _

0i °i+: 71 sln& c o t ?  ~ c / 2  "  4 cinO cos2 c/2
(

1 ■=* 2R sin ̂  $ t a H*

t -  « - i — : - -  .
2 a in  |

Sj S , + 3 4j1  ̂ cos& C03C s i n j

J pi bi + l i H  21 y  ^  t  cos c/2

Zastępmjąc sinusy i kosinusy kąta c szeregami potęgowymi, oraz redukując licznik i mianownik 
przez czynnik *, otrzymujemy zależności:



7f>

u „o L  C'Żn)! ¿L (2nl ! ) !
* » & > ______________ ,-ito _____

’ Pi "* -1 ' f>o , t \ Z,i '
U l? 11 

n=Ó ( 2n)!

■•ystępu ją cc  w powyższym w yrażeniu sz e r e g i potęgowe eą  ozeregami przemiennymi, a jak wiadomo, w ta

k ic h  gzerogech błąd sumy pow stały z odrzucenia m niejszych wyrazów szeregu  j e s t  m niejszy bezw zględnie  

od p ierw szego odrzuconego wyrazu i  rr.a znak la k i sam, jak len  wyraz. Przyjmijmy wi<;c jako wartość 

sum szeroęów  t y le  ich  wyrazów, aby ca łe  wyrażenie m iało war load zaniżoną. Znak równości w wyraże

niu na ę _  bodziemy m ogli wówczas za stą p ić  zn ak iem > . A w ice, weźmy po dwa wyrazy z szeregów  
pi

w lic z n ik u  / t r z e c i e  wyrazy obydwu szeregów mają znaki d od atn ie , a w ięc p rzy jęte  w artości oum sz e 

regów są  zan iżon e/ oraz trzy wyrazy s szeregu  mianownika / suma w mianowniku w zięta  je 3 t  z nadmia

rem /. Otrzymam wówczas nierów ność nu o :
1 pl

V  h c o s »  ( 1 "  7  •* ^ 1 ~  1 h c o s *  (  1 ~  7 J ~  C *  T T i \

* V l > T —   i  7 " ~ T - \ --------------?---------- --- '. i ' f i  i * . r
1 "  7  ' 7 '  1 2 1  ' 2 '  B  7 B T

a po podstaw ieniu za c w artości c1!roryw 0 . 14, wyznaczonej w dowodzie tw ierd zen ia  5 .2 ,  otrzymamy 

dolną gran icę tft ędu połowego w aproksymacji na s ia tc e  w p o o ta e i:

o >  0 .2 9  h c c s6  .-> p̂

Błąd maksymalny będzie  wówczas, gdy o d leg ło ść  krzywej K i  łamanej I! będzie maksymalna. Ula 

s ia t k i  G, (h^) zachodzi jednak' za leżn ość:

dj t d'^ j = h cool* .

H atom last z zasady d z ia ła n ia  algorytmu w ybierającego na w ęzły ciągu aproksymacyjnego węzły 

z n in  | j wynika, że

d ’ t  i  (ninO t  cosO! . max 2 ' ‘

Stąd te ż , ze względu na poprzedni związek wyznaczamy

d -=■ -ii [ cocS -  sinO ‘ . min 2 '
9

A w ięc , jako błąd maksymalny wyznaczać będziemy błą-l pow stający w wypadku maksymalnej różn icy  od

le g ło ś c i  ko lejnych  przegubów łamanej i krzyw ej. J e ż e l i  przyjmiemy, te
d* ,

d i  -v  V o x '  WÓWC28C a i  M  -- d o i r . ’ o r a s  L i + 1  B s l r f  *  7  f- t t i ; &  '  5 ■’ *
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bi  J ! ś   , 4 ( 1  + c t ,e . )  ,
o ln ( e  t  - ' # ■ ! )

u ra z , a /(ofcładnońcią do ró ż n ic y  odcinków  pól k o ła  p rz y le g a ją c y c h  do obszarów  p ó l b łęd u :

h1" sinfft + -^-n™ ) r> ■

S „ s  ,  £  1 , ( 9 ,  j q i 2 ) J L L Z ^ Ł £ 2 = s  +  _ L „ . : ------------- f  m
'■ ‘  ̂ < W o c o 3( e i - I * ± i )  T

c i f !  t  i-|-10 0 0 ------------- > o j n  — ------

- __
<1 a \rSt corfft + — i i i  i 

2 '

w.v sażcn le  na błąd połowy 9 ,. «vt n a tonią a t jrc ta ć:
V t ■ ■

r.in 4 ( e ,  ,  c j + j ) ( ,  • £  c . + ) co s {  » 1 + ,)h

y  P j  = '  —  —  ~  —3 t, fj ci, , ' co0e c-,:' ? cin ~ s{n° ain 7 *i-n

Pr.;.; i y  l i c z n ik  i izi.:nownJ.!; przez coa vj- c , . ¡, a n»n tę pu lo  cnziień iając o in  ( + * i+ 1 ) pierw;

wymrę» szeregu  potęgowego, a tg  4  c . ( ■ ,:rwoz.yin.i trze» : wyrazami szeregu  po to , aby wartość

culftgo « im io n  Ir. p r z y ję ta  b y ła  ■/. nadm iareis, ... irz 'vew jeov nierów ność n a  °  :
?i

3 5
1 ,. * ;li i  4 * 1*1 _ j * 1-»-i 

2 2 4  2 4 0

zym

sPl"-h
< (c o s S '---- — --1 s in  9 )

M i r - , '  w artość zw iększa s i ę ,  gdy c o ię  zw iększa /d la  O <  & 4- * i  « tego  powodu, po zam ianie

r . , ,  na e^ / wyznaczone d la . s i a t k i  G  ̂ (h^) w dowodzie T w ierdzenia -i, oożeny napisać nierówność

ja k  v; t e z i e :

0,260
o <  b --------------------------------- , O <  e <  ^  .
■* i ' coe9 -  0.073 sin o

£ 3

©  !' -,r - .: ,i ••

Ola dyo k re ty  r a c j i  krzyw ych K na s i a t c e  G,j ( h * ) ,  p rzy  z a ło ż e n iu  R > 1 0 h ,  i s t n i e j e  o sz a c o -

o >  ( 0.2<!35(con0 -  s i n » )  -  25 * iO '4 c o s e f 1 + ctge}] h
1 J  ' 1 5 0 /

1 a s  f  o  q r : ♦ - a  . f
? r . < c o se - ; ^ .  -  ,v-; |-% r  ”■ , 0 < & * . o r o t c 7
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Hor.warwy błąd  m inim alny /d o ln ą  g ra n ic ą  b łt ;d u /, k tó r y ,  podobnie .lale w przypadłem s i a t k i  » „ i - 2) ,  

w ystępu je  wćwcBue, p rsy leeu j.-fec  <3c> opraw ionych pól. bV;tIu iu k i fcrsyvse,1 K K oją jednakowe d łn -  

f.ońcL, c / .y l i  X  i = i  j. j = L / r y s .  1*3/. 2 z a ło ż e n ia  U 3>h .»;/uJV ., żo R ^ A r .  ts i i .  in  a<ciuna p ro 

m ien ia  krr.ywj. saiy krnyw aj vv i.'l.etBcntacjy/?i p o lu  n i.tik i. j c o ’. ■> poślini oi.fi. i7ynil.'ij:; s tą d  ró w io ic ’ •

’- i -i+ 1  * 1 OTas * • >  C1M 1 •

Pi  a  n i a t k  l 0 o ( h y ) i w e h o d z a  a w i i j n k i :

d n
* a in  •>(♦• £  ) cos(ć4 ■ ! '» )>  s in  l̂ i? + >r '  •

- - --- - s in i©  -  -  ) cos (i? -  i  ) - :r. >.' f "  -  ¡?< i- .
1

bor'«5:1

'«urny zatem
a .,

ainfić i ^ )

a  (lin 0 <  i’t  a r c  l: 4

7, rómońol. :A * t J+ , wynJy L,

a -  a. = y  { 1 > u ' . *■' <.;>J }

c1;’ eon *

rontensi <U:> ..< i- < ;.rc Ic i  -¿achoOzl ■ ' ■ <  a ' h. 11 •'»■•. ;o też cc wcoru . a i- ■ic/ycujemy n it -

równość 9 >  '  warunkujący.wy«i:; j/CKUiie.poją miniaialnoro. ■Mam ' anilms

 ̂ <nłn& i coofrjlcos fc> t o s t  - cv.s -}

' 3 i ,'::J,UŁĆ' cesŁ i
fj •

o tipi X ^ i

5 P T~”
'" i

c
cnitt. T

1 r
rdrie *• i + ł-), rJ1 s i n  /2
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h oi.n

Ht

Z a m ie n ia ją c  s in u s y  l k o s ln u s y  k ą t a  t  s z e re g a m i potęgow ym i: ta k ą  l i c z b ą  wyrazów ssorc-gu, aby w a r -

ro & é  c a łe g o  w y ra ż e n ia  na o b y ła  z nadm iarem , a  w ię c  w a r to ś c i eoo 4  -  dwa w yrazy  r o z w in ię c ia
) i

/ z  niedom iarem /, w artości c iii w p ierw ozej c z ę śc i w yrażenia -  2 wyrazy / z  niedom iarem /, w drop,lej 
« *”

-  i w y ra z  / z  nadm iarem /» możemy n a p is a ć  n ie ró w n o ść  i

i *  « )p , i ?  “  '40 >5 p, ^ ---------------
2 t

( 1 -  ■g—) ( c o ,09 -  s i n o ) -------  — -  coo» ( 1 + c tp 9 )

’' I

a po podstaw ieniu za  t w a rto śc i ‘ , v , , wysńaóaonej w dowodzie Twierdzenia A d la  s ia t k i  GQs^h 5

i  ‘tiyi& ssącej *  ̂ ^ 0 . 1 ,  otrs.yninmy wyjrnisnie r«a dolną ^?aalcą bstęću p o i owego w aproksym acji na

s iu  tce C8 s  ̂li2 ):

o ,  >  1 0 .2 4 9 5 {¿¿a© -  s in e )  -  25 • fO"4 uOee( I c c t g S ) ! - h .
J f j  l  v -J

Błąd iialcaynuilny pov,-stenie wówczas, gdy w ystępuje ¡onkaiy.trr. o d le g ło ś c i  przefiubu łamanej i  krzywej 

c z y l i  maksyma]nu v.urtoćć d , bądź d , A w ięc jo lo  b iąd  : .iksymalny wyznaczać Ujdziemy błąd  

pow stający w wypadku maksymalnej ró żn icy  btULĆAłoś c I k o lejn y  o.'i pa' ruliów łamanej od krzyw ej. 

l)ta elem entarnego po la  s i t t U ,  ( K") zachoSzl za leżn o ść :

i \  -t d| •■» li * coa® , 9iC (• ■< t

N atom iast z zasady d z ia ła n ia  ul go rytmu /> i iera jace^ o  r.a v . r.; • • i e u  «prnk3y/eu j ące .»o w ęzły w 

z nim i f ( x , . y A) j wynik", że

fi ' -
raax_ 2

Bćwnież ;una o ć le g io ó c i są s ied n ich  pr.-r.i ubćrr łamarieil od c ięc iw y  ęp e łn ia  za leżn ość:

** 7  o o s 'i  -  n ¡lipę »

üaixy wię e ;

V t
'V in
siitâ*

/ c ir  ei —łf-— 
\ " -

ûJnfc?

ł «—“i “ n*c
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Suma. pól zawartych między łamaną i  krzywą, z dokładnością do różn icy  odcinków p ó l k o ła , p r z y le g a -  

jących  do obszarów pól b łędu , j e s t  równa:

Gi  H 3 1+ 1  * ? [ a i K  -  bi + l ) + h<bi
h2 c t G0 1 + tg(© + ---'T --)

1 -  tg! 6 +tgl6 *
■ffyrażcnio na b łą d  polov.y ma natom iast poatać:

h CO30 • sin ? (*i+ *1+1 )(1 + fcc(® + — ¡r^))

Pi  i  c i *  * 1+ 1  ' 2 ( « i  + * i + 1 ) ( 1 -  t e (® + 4 ^ ) '
s in  7 ( « 1+ c i+J)

h s in  j  ( * i + c^+1)c o s  0 cooO oin9 C0B(lf ■* —
=» I ■■!■■■ ■ ■ . ■ ■ ■ - ■ " ■ ■ ■— ■ .. I- — — ■ * '«    »■"' " " 1 »’"■   1 " ■— ■'   1

 ̂ i  ¿+1  ̂ COS0 cos!^ , + — i ± i )  _ pin© s i n ^  + - l i i i )

Po zam ian ie  sinusów  1 kos.lnueóz/ k ą ta  * p ierw szym i wyrazami ic h  rozw in lęó  potęgowych po to ,  aby war

to ś c i  sinusów  i  kos lnuaów wziąó z nadmiarem , otrzymamy w y rażen ie :

cos 0
? P ,\<Pi\ 4

( 1 + - g — ) + ( 1 -  —4 ^ )  tg  ®
_ —  ---------------------------------------------; • i

( 1 - 4 i i i ) . ( 1 + j t ± i )  tg  e

k tó r e , po p rzy jęc iu  d la  kąta  t  w artości * B al ca 0 .1 ,  wyznaczonej w dowodzie Twierdzenia 4 , p rzy j

muje p ostaó: 1>05 + 0 _95 tg0
o <  cosO •    • h 0 4 8 <  aro tg  ?  ,
V Pi 5 .8  -  4 .2  tg  0

a w ięc , jak w t e z i e .  g

Z udowodnionych tw iordzeó 5 1 6  wynika, że f p  ̂ za leż y  od trzech  w ie lk o śc i:

•  prom ienia krzywizny krzywej R,

•  rzędu sp ó jn o śc i s i a t k i  RSG,

•  k ąta  © p o ło żen ia  krzywej w stosunku do l i n i i  3 ia t k i ,

a  wartośó ę j e s t  odwrotnie proporcjonalna do R i  RSG oraz wprost proporcjonalna do ©.
5 pi

U średniając błąd j  p wzdłuż łuku krzywej zgodnie 2“ wzorem

g* J l h   760/
dc

? sp  * rJ 03

g d zie  c a łk i w ystępujące we wzorze są  całkami krzyw oliniowym i, branymi wzdłuż łuku krzywej K, o trzy 

mujemy nowy rodzaj b łędu , który za leży  od typów i  parametrów krzyz/ych. Wartośó błędu £ ep , Jak łatwo  

zauważyć, będzie z a le ż a ła  od R, PSG i  0 , k tóre d la  każdej krzywej są  o k reślo n e .
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Z-aíia’ tzy wzorów «a p sp d ia  krzywych 2 -a top n ia  [63] cyn ik a , że

ln f  . h p ,» *  ' fs?>,8"
k 6 Oí. k P X
«e fo .ąJrj ■ e e í o , 2 ffJ

5 .3 .  Podstawowe wyniki oceny dokładności d yak retyzacji

S prjo'or.o.dzonęJ a n a liz y  r/yrażeń ok reśla ją cy ch  b łędy dyskrotyzacj 1 krzywych algebraicznych

r—c to r n la  na cin tkach

° 4 s ( h?) 1 ^ s ^

wy’n ik a . że każdy z błędów: P , P , o , f> , p , za leż y  /w  różnym sto p n iu / od trzech  pod-
J j  j  a  o p

stanowych parametrów:

O h -  prom ienia krzywizny krzywej /param etrów kr « y /e j / ,

•  RSf; -  rzędu sp ó jn o śc i s i a t k i ,

O 0 -  p o ło żen ia  krzywej w stosunku do l i n i i  s i a t k i .

V. a n a liz y  te j  wynika n astęp u jący  generalny w niosek: n ie z a le ż n ie  od typu b łęd u , każdy z rozwal

żadnych błędów j e s t  w iększy d la  s ia t k i  C^a(h ‘') n iż  d la  s i a t k i  Gge( łl‘ *.

Aproksymacja na s ia t c e  Gga(h^) Jest. w ięc d o k ła d n ie jsza .

Nasuwa s ię  więc w niosek, ta  w dyskretyzacJach na sia tk a ch  c(h^L.dokładno;‘ó d ysk r-ty  

w zrasta wraz zo wzrostem rzędu sp ó jn o śc i s i a t k i  TtSG, na k tó r e j J e st  dokonywana d ysk retyzacja .

6 . Z# KOŃCZENIE

Celem prowadzonych badań było  ro z w in ię c ie  t e o r i i  i  uzyskanie wyników ap lik acyjn ych  w d z ie d z i

n ie  ca lk ov .itliczb ow ej aproksym acji krzywych a lgeb ra iczn ych  p ła sk ic h . W ó w iec le  badania tono typu 

3rj prowadzone od k ilk u n astu  la t :  uzyskano w ie le  pozytywnych wyników n za k resie  algorytmów dyokre- 

ty n a c j i p r o ste j 1 krzywych 2 -s to p n la . Badania n io le j s z e  ro zw ija ją  i  udoskonalają algorytmy CAlko- 

w ito l lc z b c -e j  aproksym acji p r o s te j  1 krzywych 2 -o to p n ia  na c a łą  k la sę  krzywych a lgebraicznych  

p ła sk ic h . V ramach tych  biedni przeprowadzono rów nież ocenę dokład ności aproksym acji w m ierze lo t  ab • 

nej i ¡.boba', e j  oraz m enę z ło ż o n o śc i o b liczen io w ej algorytmów w ic h  r e a l i z a c j i  komputerowej.

PÓżnor<,d;ioj,: w zb iorze  możliwych rozwiązań tak postawionego zadania z o s ta ła  ograniczona n a łożę  

n 1 pa na algorytm y aproksym acji Is to tn y ch  ogran iczeń:

* d z ia ła n ie  jed yn ie  nn lic z b a c h  ca łk ow itych , 

o niew ystępow anie zjaw iska kum ulacji błędów.

0 stosow ania Jedynie p rostych  o p era cji a lgeb ra iczn ych  /a r y  tme tycznych całkowi to liesbow ycb  I-, • 

elem entarnych o p era c ji boolow ak ich /, 

o p ro sto ta  ob liczen iow a  /d u ża  szybkość d z ia ła n ia  *: r e a l i z a c j i  kom puterowej/.
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6 .1 .  Podstawowe w yniki badań

Omówione w pracy badania są  a n a liz ą  zagadnien ia  d y sk re ty za c jl krzywych a lgebraiczn ych  p ła sk ich  

na jednorodnych sia tk a ch  h2) i  h2 ) oraz syn tezą  algorytmów d y sk re ty za c jl tych  krzywych 

metodą p o d e jśc ia  warunkowego, w k tó re j moduł w artośc i fu n k c ji F (x^,y^) z o s t a ł  p rzy ję ty  za miarę 

o d le g ło ś c i  punktu < x ^ ,y i >  od krzywej /m etryka aproksym acyjna/.

Zaprezentowane algorytmy są  rozw inięciem  i  uogólnieniem  znanych z l i t e r a t u r y  algorytmów  

d y sk r e ty z a c jl p r o ste j i  krzywych 2 -s to p n ia , a sz c z e g ó ln ie  algorytmów, k tóre  autor n in ie j s z e j  roz

prawy o p is a ł  w pracy z 1977 r .  /a lgorytm y aproksym acji krzywych 2 -s to p n ia  na sia tk a ch  G ŝ ( h2) 

i  Gga(h 2 ) / , na c a łą  k la sę  krzywych a lgeb raiczn ych  p ła ek lch , w tym 1 w ie loga łęz low ych .

W ramach prowadzonych badań oszacowano rów nież szczytow e i  poloY/e błędy algorytmów. <7 szc z e 

g ó ln o śc i wyproY/adzone z o s ta ło  równanie / 4 6 / ,  z którego można wyznaczyć k res górny bezwzględnego 

szczytow ego błędu aproksym acji jako funkcję sto p n ia  krzyw ej. Oszacowano względne szczytowe błędy  

aproksym acji /w zory /5 4 /  i  / 5 5 / /  są  funkcjami rzędu sp ó jn o śc i s i a t k i  i  w zasad zie  n ic  z a le ż ą  od 

sto p n ia  krzywej /prom ien ia  krzywizny i  parametrów geometrycznych k rzyw ej/.

Przepro?/adzona przez autora g lob a ln a  ocena ja k o śc i aproksym acji doprow adziła do wzorów na mo

du ł p o la  p rzy lega jącego  do jednostkowego odcinka krzyw ej, oraz na Jego w artość śred n ią , pow stałą  

z u śred n ien ia  modułu p o la  wzdłuż konturów krzywych.

Wyniki oceny szczytowych i  rolowych błędów aproksym acji krzywych a lgeb ra iczn ych  p ła sk ich  

stanow ią u o g ó ln ien ie  oszacować błędów d y sk re ty za c jl krzywych a lgeb ra iczn ych  p ła sk ich  2 -s to p n ia  

/wykonanych 1 opisanych przez autora rozprayy w 1977 r . /  na c a łą  k la sę  krzywych algebraicznych  

p ła sk ic h .

Oszacowana z o s ta ła  także z łożoność ob liczen iow a d y sk rety za c jl jako funkcja  sto p n ia  krzyw ej, 

rodzaju s i a t k i  i  Yfielkości j e j  modułu oraz sposobu wyznaczania w arto śc i fu n k c ji w w ęzłach s i a t k i .

S zc z e g ó ln ie  duży wpływ na szybkość d y sk re ty za c jl ma sto p ień  krzywej oraz w ielkońć modułu 

s ia t k i  h .

Tak jednoznaczna i  p recyzyjne metody oceny z ło żo n o śc i o b liczen io w ej / ezybkośd d z ia ła n ia /  

do oceny algorytmów d y sk re ty za c jl krzywych n ie  b y ły  dotychczas stosowane /b rak  podobnych opracowań 

w l i t e r a t u r z e / .  Autor są d z i jednak, że dokładne wyznaczenie szyb k ości d z ia ła n ia  algorytmów d ysk re- 

tyzacyjnych  j e s t  niezbędne do właśclY/ej oceny ich  m ożliw ości ap lik acyjn ych .

Wyniki p r z e p r o w a d z o n y c h  badań mają a sp ek ty , zarówno poznawcze, jak t e ż  a p lik a cy jn e .

O sią g n ię te  i  sformułowane w p o s ta c i s z e ś c iu  tw ierdzeń z dowodami v y n ik l są  przyczynkiem do -te

o r i i  aproksym acji krzywych a lgeb ra iczn ych . Stanow ią zasadniczą tr e ś ć  t e o r i i  d y sk re ty za c jl krzyvych, 

są  rozw inięciem  t e o r i i  aproksym acji krzywych w nowym kierunku, k tóry  j e s t  nazywany "aproksymacją 

całkow itoliczbow ą" bądć t e ż  "aproksymacją na dwuwymiarowych s ia tk ach " . St7/orzone z o s ta ły  u lep szon e  

i  uproszczone metody t e j  aproksym acji oraz ic h  ocena pod yrzględem d ok ład n ości, jak te ż  z ło ż o n o śc i 

o b liczen io w ej algorytmów.

A spekty ap lik acy jn e przeprowadzonych badań są  n ie  m niej znaczące, jak aspekty poznawcze. 

Opracowane algorytm y u p raszczają  proces aproksym acji krzywych a lgeb ra iczn ych  oraz stw arzają  nowe 

m o żliw o śc i. Mają bowiem cech ę, k tó re j brakuje algorytmom znanym w cześn ie j: n ie  kumulują błędów. 

Pozw alają także na rozwiązywanie zadań aproksym acji krzywych ła tw ie j  i  s z y b c ie j .  Dotyczy to



w sz c z e g ó ln o śc i d y sk rety za cjl krzywych v/io lpgsłąziov ,ych , oceny dokładności i  z ło żo n o śc i o b lic z e 

niow ej algorytmów, posY.nł.aJącej stosować je  optym aln ie, zarówno ze względu na dokładność, juk i 

wymagEine środki sprzętowe oraz czas ich  T/ykonywonic.

6 .2 .  Przewidywano zastosow ania

2eproror.owane algorytm y d y sk rety za cjl z o s ta ły  r.syntotyzowane pod kątem potrzeb  g r a fik i kompu

terow ej i  numerycznego sterow ania obrabiarkam i. Autor sądź! jsdnek, Ze znajdą zastosowani o w w ielu  

różnych d zied zin ach  nauki i  te c h n ik i: .w  g r a f ic e  komputerowej, w sz c z e g ó ln o śc i w m onitorach gra

fic z n y c h , k res lakach czy drukarkach gra ficzn ych  -  do k o n stru k cji układowych bądi prógremc.e.ych 

in terp o la torów  i  generatorów  krzywych i  fu n k c ji;  •.-■ koderach rysunków /d ysk retyzM erach / -  do d ys- 

k retyzaej i  konturów, obrysów i  dokumentacji rysunkowej wpro*..-:',sane.j Co komputerów; ■-> »arach kon

turowych i  projektowaniu inżyn iersk im  -  w zadaniach dopasowrn :a kształtów / /tiodclow anłe p ro filow a

nych, opływowych k sz ta łtó w , zw łaszcza w prscm yslach okręt--.. le tn iczy m , czy nr.-./t w archi tek

tu r z e / ,  a także doborze optywulnyeh wsnroików /¡.-ykre;'-ntSf£z/, :.ny te ż  w układaniu zabaw mozaiki ■ ■/oh.

Algory tmy to  -  wydaje o ię  -  czujdą m s  tozu>/ars.U równie;- .. «••cd.olwaaiu i  przetwarza, rysunków 

lin iow ych  i  obrazów, w granicar.yeh procesorach obrazów /;••• • nory kwantujące sekwencyjne /. 

i  rozkazy g ra ficzn e  r.a postać  komórkową, procosory kom presji obrazu /; do op isu  obrazów •* zadań i uch 

rozpoznawania szablonów, czy do a n a lizy  p ia ta  odręcznego /g r a io lo g ia / .

Ponadto algorytm y i  zastosowane v  n ich  .w. e t  ody mogą zn e le ść  także zastosow anie v k o n stru k cji 

In terp o l o toró--- d la  obrabiarek storo''.-/sych numerycznie i  w tech n olog iczn ych  programach g e n e r a c ji  

krzywych d la  celów  in terpółow an ia  profilow anych pow ierzchni, numerycznym S terow an iu  procce cmi te c r -  

nologicanym i, e sy  w k o n stru k c ji sp ecja lnych  jed nostek  d ecyzy jn o -steru jących  do sterowanie, : b ie 

żące , zw łaszcza  procesam i szybkoŁ i-ieanyai.

Algorytmy l zastosowane w n ich  oetody mogłyby także zn a leźć  zastosow anie w zu p ełn ie  oó iieu a y t:. 

dzied zin ach  ton ki i  t e c h n ik i; w f iz y c e  cząstu k  w ysokiej e n e r g ii  lo  id e n t y f ik a c j i  torów csąst*.i: 

oler,;-ir.t;;rnyoh, te o r i i  o b lic z e ń  w spółbieżnych czy lin g w is ty c e  d a iea a ty o zn ej /m odelowanie języ k i, 

form alnych/, a nr. z o t  w modelach mechanizmów neuropsy ek o logicznych  I t e o r i i  a ie c l  nerwow/ch,

7. r stosowana. metodyka oceny błędów aproksym acji może być te ż  w ykorżystena cp . przy o k reślen iu  

to ; oranej', obróbki w progresach tech n o log iczn ych  sterow ania obróbką d y t& ll, g d z ie  «y«aghaa j e s t  

wysoka / ś c i ś l e  o k reślon a / to le r a n c ja  obróbki p r o f i lu ,  czy t a i  w cyfrowym »torowaniu innymi proce - 

»s,si toehnologicsnyiS i, w me t r o lo g i i  i  eystamach automatycznego stęrowsz ' a do oceny Syskro ty . 

orseb ićgó// c ią g ły ch  Itp .

fr z y  wyborze a lgorytsió* do ••określonego zastosow ania n a le ż y  brać pen uwAgę przede s t i '

■ czy n n ik i: z łożon ość  ob liczeo ip w ą  /m ierzoną l i c z b ą  wykonywanych op eracji przypadających -aa je?... 

rostkę d la g o ś c i krzyw ej/ oraz efektywną jakość /o cen ia n ą  w izu a ln ie  lu b  m ierzoną w jed nej z w ia to -  

;■ onych w rozpraw ić m etryk /.

ss
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6 .7 .  O k reślen ie  kierunku d alszych  badań

Uzyskane przez różnych badaczy w yniki, jak również 1 t e ,  k tóre prezentowane są  w n in ie j s z e j ,  

rozpraw ie, n ie  wyczerpują l i s t y  nierozw iązanych problemów w d y sk re ty za c ji na sia tk a ch  w o g ó le ,  

a w sz c z e g ó ln o śc i na sia tk a ch  kwadratowych. Wiole problemów czeka je sz c z e  na p iln e  rozw iązan ie . 

Dotyczy to  szc z e g ó ln ie  zagadn ien ia  operowania na w ie lk ich  lic z b a c h  w warunkowej d y sk rety za c ji 

krzywych a lgebraicznych  na sia tk a ch  kwadratowych, w których |F (x ,y ) | j e s t  metryką generacyjną.

Za celowe n a leży  uznaó p od jęc ie  badań nad strukturalnym i dyskretyzacjam i krzywych na Jedno

rodnych sia tk a ch  kwadratowych, a także nad dyskretyzacjam i krzywych na s ia tk a ch  kwadratowych n ie 

jednorodnych oraz na sia tk a ch  Innych n iż  kwadratowe /t r ó jk ą tn e , sz e śc io k ą tn e , k on cen tryczn e/.

Pilnym do rozw iązania problemem j e s t  t e ż  dyskretyz.acja na sia tk a ch  przestrzennych / s z c z e g ó l

n ie  d la  p otrzeb  g r a f ik i komputerowej i  numerycznego sterow ania obrabiarkam i/, przede wszystkim na 

jednorodnych sia tk ach  przestrzenn ych , a le  również i  na s ia tk a ch  krzyw oliniowych /k on cen tryczn ych /.

Na rozw iązanie czeka rów nież zagadnienie ca łk ow itllczb ow oj aproksym acji pow ierzchni zarówno 

tych  n a jp rostszych  /2 - s to p n ia  a lg eb ra iczn y ch /, jak te ż  tych b ard ziej złożonych , których n iezb ęd 

ność w g r a f ic e  komputerowej i  numerycznym sterow aniu obrabiarkami j e s t  co'raz b ard ziej o czy w ista .
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Im plem entacja algorytmów

W ce lu  zw eryfikow ania opracowanych w r o z d s ,3  algorytmów d y sk re ty za c ji krzywyoh a lgeb ra iczn ych , 

tz n . sprawdzenia poprawności ic h  d z ia ła n ia , porównania uzyskanych wyników z za łożen iam i na dyskre-  

ty za cję  i  u jaw n ien ia  innych ic h  cech  n iż  t e ,  k tóre  były  przew idziane na e ta p ie  ic h  sy n tezy , a  także  

do w izualnej oceny krzywych dyskretnych generowanych przez te  a lgorytm y, zaimplementowano je  na 

komputerach IRIS 80 , MERA 400 oraz SM-4 w języku IQ5TF.AH, z  wyprowadzeniem wyników na drukarkę, 

rastrow y m onitor g ra ficzn y  oraz k r e ś la k .

W iole różnych przebiegów  programów r e a liz u ją c y c h  obydwa algorytm y /  z różnymi typam i, stopniam i 

i  kierunkami obiegów krzywych oraz w ie lk o ś c ią  modułu s ia t k i  h /  św iadczy o poprawności ic h  k o n str u k c ji.

Jako i lu s t r a c j ę  tych  badań zamieszczamy dyskretne p o s ta c i 26 różnych typów krzywych / 3 - ,  4 -  

i  6 - s to p n ia / ,  z których każda j e s t  generowana za pomocą każdego z algorytmów z modułem 3 ia t k l  h=1[ca] 

oraz za pomocą bądź to  algorytmu na s ia t c e  G^g(h 2} bądź Ogs (h 2 ) z modułem s ia t k i  h=0.25imm].

Moduł s ia t k i  h= 1 [amj z o s t a ł  tak  dobrany, aby / d l a  określonych  parametrów geometrycznych krzywych/ 

zachowaó k s z t a łty  geom etryczne tych  krzywych i  rów nocześnie uw idocznić is to tn ą  różn icę  w "gładkości"  

łamanych generowanych za pomocą każdego z algorytmów. Moduł h=0.25[ma] zapewnia d osta teczn ą  d la  

szero k ie j k la sy  zastosowań dokładność zobrazowania, s z c z e g ó ln ie  na m onitorach g ra ficzn y ch , n ie z a 

le ż n ie  /w  z a sa d z ie / od rzędu sp ó jn o śc i s i a t k i ,  ch ociaż  pozwala / j e s z c z e /  d o strzec  różn ice
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vr "gładkości"  łamanych generowanych przez każdy z algorytmów. Ra przedstawionych rysunkach widać 

i s to tn ą  różn icą  w "gładkości"  wygeneroYłanych łamanych na korzyść krzywych wygenerowanych na s ia t c e

0 wyższym rzą d z ie  sp ó jn o śc i. S tw ierd z ić  można również wyraźną za leżność  między "gładkością" krzy

w ej, a  promieniem krzywizny t e j  krzywej oraz wzajemnym położeniem  s ia tk i  i  krzywej /s z c z e g ó ln ie

w krzywych generowanych na s ia t c e  <ł. (h 2 ) / ;  "Gładkość" krzywych j e s t  w iększa w tych  rejonach krzy

w ej, w k tórych  j e s t  m niejszo krzywizna krzywej oraz k ą t / l ic z o n y  mod. 9 0 °/ między styczn ą  do krzy

wej i  głównymi 1 ln ia n i s i a t k i .

W wyniku omawianej komputerowej r e a l i z a c j i  algorytmów u w id oczn iła  s i ę  pewna negatywna stron a  

zasady wykonywania o p era c ji algorytmów na lic z b a c h  ca łk ow itych . Dla krzywych wyższych stop n i

1 określonych  wymiarów geometrycznych krzywych, w n iek tórych  rejonach tych  krzywych -  w artośc i 

pochodnych cząstkowych przyjm ują duże w artości liczb ow e. Wymaga to  d łu g iego  słowa rozkazowego

w komputerze. W przeciwnym r a s ie  następ u je  p rzep e łn ien ie  r e js tr ć w  i  przekłam ania w o b lic z e n ia c h , 

doprowadzające w r e z u lta c ie  do " degeneracji " krzyw ej, W komputerze MERk 400 zakres l i c z b  ca łk o

w itych /+  32767/ b y ł przekraczany w tr a k c ie  generacji, krzywych stopnic* o ,-4 i  wymiarów geome

trycznych  krzywych spoza zakresu liczbow ego -  40 •* 40 jed n ostek . .T eśji i s t n i e j e  obawa, że opisany  

s ta n  może z a is t n ie ć ,  n a leży  wówczas wykonywać o b lic z e n ia  w r e p rezen ta c ji zm iennoprzecinkowej.

'Co prawda, ta  rep rezen ta cja  wprowadza z  natury sw ojej pewna b łędy  /b łę d y  r e p r e z e n ta c j i/ ,  Poza tym 

e lim in u je  s ię  /w  znacznym, s to p n iu / w ten  sposób podstawowe z a le ty  stosow anej metody d y sk r e ty z a e ji,  

t j ,  szybkość o b lic zeń  i  niew ystępowanie Jcunulacji błędów.

negatywną cechą metody będącej podstawą proponowanych algorytmów j o s t  w ięc operowanie na du

żych lic z b a c h  ca łkow itych  /d użych  w stosunku do zakresu, l i o s b  całkow itych  minikomputerów/, zwięk

szających  s ię  wraz ze stopniem, i  wymiarami geometrycznymi krzyw ej. B łędy r e p r e z e n ta c j i są  jednak  

z regu ły  n ie w ie lk ie ,  a  "degeneracja" n astęp u je  po wyznaczeniu k ilk u s e t  punktów ciągu  aproksymują- 

cego.* D z ie lą c  zatem dyskretyzowany segment krzywej na pewną lic z b ę  krótszych  podaegpientów i  wyzna

cza jąc  d la  każdego z n ich  /popraw nie/ dane początkowe, można uzyskać aproksymację zadow alającą, 

zarówno z punktu w idzenia d ok ład n ości, jak  rów nież szy b k o śc i.

W testowanych przykładach krzywych sto p n ia  n <  6 i  wymiarach geometrycznych krzywych rzędu  

+ 104 jed n ostek  /je d n a  jednostka = ih -  moduł s i a t k i /  zakres liczbow y pojedynczej p r e c y z ji wyno- 

szący + 0 .1 7  • 1 0 ^  w zu p ełn ośc i w ystarcza ł do porannego wykonywania niezbędnych w algorytmach  

o p e r a c j i . Kie stw ierd za ło  s i ę  rów nież "degeneracji"  krzywych z  powodu stosow ania arytm etyki zmien

noprzecinkowej /p o jed yn czej p r e c y z j i / ,  mimo,wnoszonych przez tę  rep rezen tację  błędów.
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J3wcKpeTH3amiH axre<5paH>iecKHx kphbux b MauiHHHOM H30(5paxenHH MH$opMamin

B AHccepiauMH anajiM3npyeTCfi weTOau 4HCKpeTH3anHH kphbux npeaHa3Ha><eHHue it npnueneHHia b ua- 

uihhhoH rpa$HKe h b pHifpoBOu ynpasaeHHH (jjpoaepnuMH ctühksmu.

C^eBano oOsop JiHTepaiypu Kacaïoiuelica uctohob h ajiropHiuoB flncKpeTH3auHH (ueaoiHcaenHoti annpo- 

KCH«aunn) h cjiopuyjinpoBaHO 3aaaqy SHCKpeTHaauHH Ha oahopoæhux KBaapamux ceTKax axreCpaHKecKHx 

kphbux n-cieiieuM  aaaaHHux peBOHCiBou E (x ,y )= 0 , a Tarae npeaciaBaeHo c^e^aHue aB’ropou ajiropmuu 

^MCKpeTii3amin othx  kphbux na 4 -  h 8-CBH3aHHux ceTKax. C^esaiio opeHKy BUHHCJiHTejiBiio» cjioxhocth  

ajiropHTMOB b $yHKUHH cTeiienH kphboK n h nopnaica cBH3aHiiocTH ceiKH. riepeBe^eno Toxe ananH3 Ka- 

uecTaa ^HCKpexHaauHH: iihkobux oiiihOok b «eipHKe eBKJiH40Boro npocxpaiiCTBa h ooOajiBHy» oueHKy 

b nojieBOit (HiiTerpaJiBHoU) iieipHKe.

B u p H Jio x eH H H  B iu io K e H o  rp a $ H K H  k p h b u x  3 - ,  4 -  ii 6 - C T e i ie i iH  B u r io j in e H H u e  r p a $ o i i o c T p o H T e J i e u ,  

n o x y i e m i u e  b p o 3 y j i £ T a T «  MauiHHHoii p e a n H a a iW H  n p e i C T a B .r a e M u x  b A H C c e p T a m m  a x ro p H T M O ii .  

S u m m a r y

D is c r e t iz a t io n  o f  a lg e b r a ic  curves In comput-ir d ia p la in g  in form ation

In t h i s  d is s e r t a t io n  mathodn o f  curves d is c r e t iz a t io n  adjusted  fo r  computer grap h ics  and

d i g i t a l  o o n tro l o f mnchine to o ls  arc a n a ly zed .

The rev iew  o f  l i t e r a t u r e  con cern ing  methods and a lgorith m s o f  d is e r e t f r a t io n  /in ttsR or  

a p p rox im ation / has been made and the problem o f  curves F (x ,y ) - 0  d i s c r o t i z i t i o n  on homo g •> no ou;, 

square g r id s  has been form u lated . A lgorithm s o f  curves d is c r e t iz a t io n  on g r id s  a -  and B- 

co n n ectiv o  e lab ora ted  by th e  au thor have been p resen ted .

The com putation c o n p la x lty  o f  each algorith m  /n o  the fu n c tio n  o f  jj-dngrre cu r v e s / ic  évaluai, - 

e d . A n a ly s is  o f  maximal e r r o r s  o f  the curve d is c r e t iz a t io n  on square g r id s  in  E uclidean  spac 

m etr ic s  as w e ll as g lo b a l e v a lu a t io n  o f  d is c r e t iz a t io n  q u a lity  in  p o la r  s o t r ie s  h s  bean mado.

In the appendix the diagram s o f  the 3 - ,  a -  and 6 -d egree  curve p lo t te d  hr', hr n shown e'> the

r e s u l t  o f  computer r e a l i z a t io n  o f  the a lgorith m s proposed in  th is  work.



U W A G A !

I n s t y t u t  Maszyn Matematycznych przekaże n ie o d p ła tn ie  

do e k s p lo a ta c j i  sprzętowo n ie za leż n y  system  progra

mowania g r a f ik i  komputerów PSG zaimplementowany na 

minikomputerze ME'RA400.

B l iż s z e  inform acje: Pracownia G ra f ik i  Komputerowej, 

t e ł .  21-84-41 w. 271, 3S8, 428.



Informacja o eonach i warunkach prenumeraty na 1986 r,
- dla czasopism Instytutu Maszyn Matematycznych

• Cena prenumeraty rocznej

Techniki Komputerowe - Biuletyn Informacyjny
Przegląd Dokumentacyjny - Nauki i techniki Komputerowe N
Informacja Ekspresowa - Nauki i Techniki Komputerowe
Prace naukowo-badawcze Ins.tytutu Maszyn Matematycznych

• Warunki prenumeraty

1/ dla osób prawnyęh ~ instytucji i zakładów pracy:
- instytucje i zakłady pracy zlokalizowane w miastach wojewódzkich

i pozostałych miastach, w których znajdują się siedziby 'Oddziałów 
RSW "Prasa-Książka-Ruch" zamawiają prenumeratę w tych oddziałach;

- instytucje i zakłady pracy zlokalizowane w miejscowościach, gdzie nie 
ma oddziałów RSW "Prasa-Książka-Ruch" i na terenach wiejskich 
opłacają prenumeratę w urzędach pocztowych i u doręczycieli;

2/ dla osób fizycznych - -prenumeratorów indywidualnych:
- osoby fizyczne zamieszkałe na wsi i w miejscowościach, gdzie nie ma 

oddziałów RSW "Prasa-Książka-Ruch" opłacają prenumeratę w urzędach 
pocztowych i u doręczycieli;

- osoby fizyczna zamieszkałe w miastach - siedzibach oddziałów RSW 
"Prasa-Książka-Ruch" opłacają prenumeratę wyłącznie w urzędach pocz
towych nadawczo-oddawczych właściwych dla miejsca zamieszkania pre
numeratora. Wpłaty dokonują używając "blankietu wpłaty" na rachunek 
bankowy miejscowego oddziału RSW "Prasa-Książka-Ruch";

3/ Prenumeratę ze zleceniem uysyłki za granicę przyjmuje RSW "Prasa-.
Książka-Ruch", Centrala Kolportażu Prasy i Wydawnictw, ul. Towarowa 28, 
OO-958 Warszawa, konto NBP XV Oddział w Warszawie nr 1153-201045- 
139-11. Prenumerata ze zleceniem wysyłki za granicę pocztą zwykłą jest 
droższa od prenumeraty krajowej o 50$ dla zleceniodawców indywidual
nych i o 100$ dla zlecających instytucji i zakładów pracy.

o Terminy przyjmowania prenumeraty r.a kraj i za granicę:

- do dnia 10 listopada na I kwartał,I półrocze roku następnego oraz 
na cały rok następny,

- do dnia 1-każdego miesiąca poprzedzającego okres prenumeraty roku 
bieżącego.

Zamówienia na prenumeratę"Prac naukowo-badawczych Instytutu Maszyn Ma
tematycznych przyjmuje Dział Sprzedaży Wysyłkowej Ośrodka Rozpowszech
niania Wydawnictw Naukowych PAN, Warszawa, Pałac Kultury i Nauki, tel. 
tel.20-02-11 w.2516, Egzemplarze pojedyncze Prac są do nabycia w księ
garni ORWN PAN, Warszawa, Pałac Kultury i Nauki, tel.20-02-1: v,2l05.

156°.- dwum. 
1260.- dwum. 
2400,- mieś. 
660.- 3xw roku
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Cena zł. 220,-


