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ZWIAZEK ALGORYTMOW ASTROMA 1 KALMAKA DLA PROBLEMU STEROWAKIA

mihimalko-waeiancyjhego

_ S-tareszczenie. W referacie prezentuje sie prosty dowdd réwnowaznos-
ci algorytmu AstrBma z graniczng, asymptotyczng - postacig algorytmu
Kalmana_ uzyskang przy zatozeniu ustalenia _sie macierzy kowariancji

L¥edu filtracji dla_dowolnego opéznienia 1 dowolnej postaci réwnan
stanu opisujacych obiekt.

1. Wstep

Relacja miedzy algorytmami AstrSma i Kalmana dla problemu sterowania mi-
nimalizujacego wariancje wyjscia obiektu opisanego modelem CARKA  jest
przedmiotem badan od ponad 10 lat. Opublikowane dotychczas wyniki sa jednak
dalekie od ogolnosci. 1 tak Caines (1972) pokazak, ze algorytm sterowania
minimalno-wariancyjnego jest ekwiwalentny rozwigzaniu odpowiednio sformudo-
wanego problemu LQG dla przypadku opdéznienia jednostkowego. Watson (1976.)
wprowadzajac przestrzen stanu o wysokim wymiarze uzyskat wyniki dla dowol-
nego opdznienia. Ostatnio Lam (1980) postugujac sie opisem takim jak Caines
wykazat réwnowaznos$¢ obu algorytméw dla opdznienia wiekszego od 1. Wspdlng
cechg tych prac jest oparcie rozwazan o specjalng posta¢ réwnan stanu oraz
duza ztozonos¢ obliczen. W referacie prezentuje sie ,prosty dowdd réwnowaz-
nosci algorytmu AstrBma z graniczng, asymptotyczng postacig algorytmu lal-
mana uzyskang przy zatozeniu ustalenia sie macierzy kowariancji bledu fil-
tracji dla dowolnego opdéznienia i dowolnej postaci rdwnan stanu opisuja-
cych obiekt.

2. Algorytm Astrdaa

Rozwazmy obiekt liniowy, dyskretny w czasie, opisany nastepujaca zalez-
noscig :
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/idzie : y - wyjscie obiektu, u - sterowanie, Vv - zakddcenie bedace dys-
kretnym w czasie szumem bialym gaussowskim o zerowej wartosci Sredniej
i znanej wariancji t

A@z-D) =1 + ajtl + ... + amz-

B(z-1) =bQ + bA"1 + _.. + bmz"m /2/

C(z1D =1+cl2"1 + ... + cmz_m

Przy czym v."ieloraiay B(z , C(z sg stabilne, to znaczy posiadajg
wszystkie zera na zewnagtrz okregu jednostkowego.
Twierdzenie 1 (Astrdm)

Dla obiektu /1/ algorytm sterowania optymalnego, minimalizujagcego wa-
riancje sygnatu wyjsSciowego :

J=E (yitk)2 /3/
ma postac : «
F(z- , M
Ve ——CZ)E AN y
\dielomiany P(z-1) 1 E(z-1) zwigzane sg z rownaniami obiektu zaleznoscig :
E(z"D + z-kFE£ i /5/
Az ) az n
EG~) = 1+ejzt + ... + ennz Kl
p(z'D =r0 + + ... + fm_iz~IDH -

Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze algorytm sterowania jest dany w postaci
transmitancyjnej. Jest on zatem niezalezny od czasu i warunkdw poczgtkowych.
Ponadto nie jest wymagana znajomoS¢ wariancji ¥£. Niech i bedzie chwilg
rozpoczecia sterowania. Wartosci wyjscia i wskaznika jakosci  uzyskiwane
przy zastosowaniu algorytmu /4/ zmierzaja przy iQ -» -oo asymptotycznie do
wartosci

yi “Vi +g 6&i-d

k-1
J. = 2@ e3)
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3. Onis obiektu w przestrzeni stanu

Niech bedzie dany liniowy obiekt dyskretny w czasie, opisany za pomoca
rownan w przestrzeni stanu :
rownanie stanu

X+l =i + bui +7i z6/

rownanie ".wjscia : m
e y=d xi + , 79/
gdzie: xi-wektorstanu, u” -sterowanie (skalarne), yi-wyjsScie(skalarne),
A -macierzkwadratowa o wymiarze rownym wymiarowiwektora stanu (nX n),
b, g, d - wektory o odpowiednich wymiarach.

Dokonujac transformacji Z réownan /87 i /9/ mozna napisaé :

(@) = A@) + bu@) + gv@@) /1c/
Y@ = dix{z) + V(@) 711/
Czyli y(@) = dT (@ - A)"lbu@@) + [ATAI- A)"1g + V(@) /12/
Oznaczmy dar@zl - A)"1b = jIfj /15/
d*zi - A)_1g + 1= 2| /H/
Wowczas

Wzory /13/ i /fA/ definiuja wiec transmitancje wyjscia odpowiednio od ste-
rovania i zak#ocenia. Przy tym :

B(z) = bézm + b~ *“-1 +

eee + Pm
a@) = zn + a|n-1 + ... + an m n-1
C@ = zn + clzr-1 + ... + cn

Definicja 1 : Méwimy, ze ukktad opisany réwnaniami /S/, /9/ ma w torze ste-
rowania opoznienie k jezeli

dib = dTAb = ... = dTAk-2b =0 i dTAK_1b i O /1¢/
Komentarz : Przez k-j lirotre podstawienie réwnania /8/ do /9/ otrzymujemy :
7i+k = dT-k" jxi+j + dTAK"-"1tui+j + ... + dibui+k_1 +

+ dTAK"“N V' i+3 + eee + dV 1+k_n + "Ntk 117/
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Warunek podany w definicji oznacza, ze yi+k zalezy od ui+" dla j=0, nato-
miast nie zalezy od dla O<j"k.
Twierdzenie 2
Jesli obiekt opisany réwnaniami /8/ i1 /9/ posiada opoznienie k i wielo-
mian B(z) jest stopnia m, to wielomian A(z) jest stopnia mtk, czyli n=m+k.
IHondd wynika z przedstawionego komentarza.

Teraz mozna stwierdzi¢, ze po wydzieleniu licznikéw i mianownikéw trans-
raitancji rdownanie /15/ przez z-n otrzyma sie transmitancja dang roéwna-
niem /1/.

4. Wyprowadzenie algorytmu w przestrzeni stanu

Hiech wskaznik jakosci dany bedzie (tak jak w algorytmie AstrBma) wzo-
rem /3/.
Twierdzenie 3

Sterowanie minimalizujace wskaznik jakosci /3/ ma postac :

=" td_Ab‘r .deAk_l[(A -gd?)V gy]j- /is/
gdzie : (€P) /197
y; oznacza tuzbiér informacji o uklbadzie dostepnych wchwili 1, 0z-

nacza operacje usredniania warunkowego.
Dowdd : Zadanie minimalizacji mozna rozwigza¢ nastepujaco :

. EQi+kE = 2 Kin 3~ (yi+k)2 720/
u-iy? ut
Przesuniecie o k krokéw miedzy uw™ i1 y™+k jestkonieczne zewzgledu na
op6znienie w obiekcie.
?i+k = */f n yf+k = yi+k - ?i+k /2

SwWzes Kin E;~ (y.*k)2 = Min(y.+k)2 + E~*y .~)2 122/

celu wyznaczenia y.+k przepiszmy rownanie /17/ dla j=0
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yi+k = dTAk31 + dTAK_lbui +
+ dTAk-1gvi + dTAK“2gvi+l + ... + d V i+k_n + vi+k 723/

Zgodnie z zaklozeniami v jest bialym szumem gaussowskim o wartosci Sredniej
rownej zeru. W zwigzku z tym, na podstawie informacji dostepnej w chwili i
mozna oceni¢, ze wartosci oczekiwane zakdocenn we wszystkich nastepnyckT ehwi
lach bedg wynosi¢ zero :

E/2L(vi+D) = E/yi (vi+2) = = E/y/vi+k> “ 0 724/

Natomiast wartos¢ zakddcenia mozna oceni¢ biorgc pod uwage rdwnanie
wyjscia 79/ i wielkos¢ y™ wchodzaca w sk¥ad zbioru dostepnych informacji

E/fi(uvi) = E/f[y. -d\) =71 -d\ /25/
Teraz mozna juz napisa¢ wzor na ?2j+k &
?i+k = = Reee f o+ + dTAk”1g(yi - d \) i26/

m i 4 _ _ .
Przy tym : d A~ b =bQ - wynika to z poréwnania wzorow /15/ i /23/.

Minimalng wartos¢ wskaznika jakosci - rownanie /23/ - otrzyma sie dobie-
rajac tak sterowanie u" by ?i+k = 0. Jest to mozliwe gdyz ukkad posiada
jedno wejscie, jedno wyjscie oraz b 7 0. Tak wiec :

0 = dTAK*i + dTAk 1bui + dTAk-1g(yi - d117 727/
u, = - 1- dTAk-1[(A - gdT)Si + gyj 7267

Twierdzenie zostato w ten sposob udowodnione. O

5. Piltr Kalmana

Dla wyznaczenia sterowania optymalnego z rdéwnania /28/ konieczna jest
znajomo$¢ oceny stanu zdefiniowanej wzorem /19/= Shuzy do tego filtr Kalma-
na, ktory dla rozpatrywanego w pracy proolemu zostanie przedstawiony w for-

mie twierdzenia :
Twierdzenie 4

Rozwazmy obiekt opisany réownaniami /8/, /9/« Ocena stanu wyraza sie re-
kurencyjnym wzorem
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*i+1/i+1 = Xi+1/1 + Ki+1yi+l “ dTsi+I/i) 129/

gdzie : *i+1/i = (A ~ £dT~*i/i + bui + Syi i /30/
Ki+l = ?2i+1/id”  i+l/id + » /3

?2i1+/i - (A - gdDT/jLA - gdDT - /32/

/33/

Pi+l/i+l = Pi+l/i " Ki+ldTpi+V/i ,

przy czym : *i+i/i+l = % +i = E/yi+I™i+l) ©  Si+l/i = Ay~ xi+l) , /347

Pi+1/i+l “ E/yi+1N Xi+l " *i+1/xi+l " Xi+1~TJ ” 735/

Pi+l/i = EANL(Xi+L _ Si+1/iAXi+l 7 *1+1/1A * 136/

Dowdd : Poniewaz w rownaniu stanu /8/ i w réwnaniu wyjscia /9/ wystepuje

to samo zakddcenie wiec mozna wyliczy¢ je z rdwnania wyjscia :

vi "yl - dTxi 731/
i wstawi¢ do réwnania stanu :

xi+l = (A - gd )xi + bUi + gyA /38/

Zastosowanie teraz klasycznych wzoréw filtru Kalroana [5] prowadzi do row-
nan /29/ - /36/.d

Zostang teraz podane pewne asymptotyczne wkasnosci Filtru Kalmara udo-
wodnione przez Cainesa [3]-
Twierdzenie 5 (Caines )

Niech biezaca chwila ma numer i, a pierwsza chwila dziatania algorytmu
filtracji numer i-n. Zakdézmy, ze filtr jest stabilny, to znaczy wielomian :

C(@) = det(zi - A + gdl) /39/
posiada wszystkie zera wewngtrz koka jednostkowego. Woéwczas :
lim *i+/i+l = *i+l/1 - (A-gd ™ + hUi + gyi - 740/
n“=mw

Wzér ten okresla rekurencyjne réwnanie na ocene stanu po nieskonczenie
dhugin czasie dziatania filtru - po ustaleniu sie jego parametrow. Ocena
przy filtracji jest wowczas réwna ocenie przy jednokrokowej predykcji.
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Po dokonaniu transformacji Z rownania /40/ mamy i

22(2) = (A - gdDx(@) + bu®@ + gy(@ 141/
Ostatecznie poszukiwana ocena 2 wyraza sie wzorem :
22 = [z1 - (A-gdD]"1[u@ + gy@D] 142/

6. Przeksztalcenie algorytmu do postaci transmltancyjnei

Podamy teraz ghkéwny wynik pracy w postaci twierdzenia :
Twierdzenie 6

Algorytm sterowania optymalnego dany réwnaniem /18/, w ktérym ocena
stanu pochodzi z "ustalonego filtru Kalmana™ - rownanie /40/ -jestréwno-
wazny algorytmowi AstrBma - rdwnanie /4/.

Dowdd : Roéwnanie /18/ po transformacji Z ma postaC :
u = - dTAg,—yb dTAK_1[(A - gdD2(2) + ay@)] /43/
Po wstawieniu w miejsce 2(z2) réwnania /42/ otrzymuje sie :
dTAk _1bu(z) = - dTAk-1gy(z) - dTAK_1(A- gdT)(zi - A+ gdT) _lbu(@ -
- dTAK_1(A - gdT)(@i - A + gdT)"'lgy(@ 744/
co po prostych przeksztatceniach daje :
U = —da @A+ S8 /48"
Obliczenie wyrazenia dTAk_ll( - A+ ng\,_lg
@t -A+qgdl)'l = @i -A)“1[A + gdT@&f - A)-1] -1 7146/
[ + gdT(zi - A)"1]g = gfl + dT(zi - A)-1g] = g /47/
(na podstawie réwnania /14/)>  Stad

[i +gdT (@ - A)-T"1g - co AS/



32 M. Blachuta. A. Ordys

Skorzystamy teraz z tozsamosci macierzowej
Ak_1@Iif a)-1 = zk*1(@l - a)“l - (zk“20 + zZk A +...+ Ak2)

W takim razie: k-1,./ -A\,/\

daAk-1C*i - A + gdT)-1g = z -
cuJ

gdzie : E(@= zk~1 + zk 2dTg + zk-3dTAg + ... + dTAk~2g =

= Zk1+ elzk 2 + €2ZK’5 + ee= + ek i

B T1
Obliczenie wyrazenia (ﬂ\u—axzu -A+gd ?‘_ b

Tak jak poprzednio korzystamy z tozsamosci /46/- Nastepnie obliczamy :

fi + gdT@i - A) IIb=b + g 2-"1
gdT( ) 1 gA(Z)

stad, po uwzglednieniu wzoru /48/, mamy :

i+ qgdT -A) 1] Ib=Db -
L odT (ztf D 1 g @
W takim razie :

dTAk-1(zi - A + gdT)"1b = Sisllfsl
C@

Korzystajac ze wzorow /50/ i /54/ mozna napisacC :

ukl = _ zk~10@ - b(@a@)
y@ B(2)e @)

Oznaczmy : F(@) = zk-"c(2) - e @)a @)

149/

/50/

Z51/

752/

/53/

/54/

/56/

Mozna pokaza¢, ze jezeli E(z.) dane jest wzorem /51/ a stopien wielomianu

A2 wynosi n, to F(z) jest stopnia n-1. Mamy wiec :
2kl z).
y@ BED
Wydzielmy licznik 1 mianownik prawej strony réwnania /57/ przez zll-1

u(z-D) _ _ E*(z~D
y(z"'D b’(z"De" ("D

Wzory na F 1 E otrzymamy dzielac réwnanie /56/ stronami przez zn+k_l

1S71
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zkF’(z-D) =c V 1) -E’@-VGr 1 759/

I wreszcie w réwnaniu obiektu /15/ wydzielmy liczniki i mianownik przez zn:

v(z'D = 2k A 9 A (g 5 ) 760/

Wzory /58/ - /60/ sa wzorami z klasycznego algorytmu Astrdma. W ten sposob
teza twierdzenia zostada wykazana. O

7. Warunki stabilnosci ukdadu

Obiekt regulacji opisany jest rownaniami /8/, /9/, natomiast algorytm
sterowania rownaniami /18/, /40/. Po podstawieniu /9/ do /40/ i1 /18/,
a nastepnie /18/ do /8/ i 740/ otrzymujemy :

X - (A - bgd H~ " %—'deAk"l(A - gdD"i +(g - b~0-)vi 761/
*i+l - (@ - t2)dXi + [A - gdT) - i-bdTAK"1(A - gdD]*t + /</
gdzie : ek = dTAK"lg, poza tym pamietamy, ze : bQ = dTAk 1b .
Réwnania 761/ i1 762/ mozna zapisaC w postaci
Xi+1 Al A2 iH L
- — + Q@-")y., 763/

*i+1 5 =t L

= A - il
1 *0

, - _ 1 MTAK-1(A - gdT)

>
I

gdzie :

/ow/

A, @ - ">)dT

A4 = [H " A-tdTAK-1](A - gdT)

Ha podstawie wzoru /63/ mozna napisa¢ rownanie charakterystyczne ukdadu.
Ma ono postac :
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A - Al -A2 ak — ZA + 4 - A2
= det = det =
Al zi - A4 - i - A

—

i - Al + Aj i+ - A

det . . . /65/
AjGfi - Al + Aj)L=(Zit +M R2) + i -Ad

M- AL+ Aj =2U - (A - gd®) /667
M- M+ A2 - Ai - (A - gdT) /67/

Réwnanie charakterystyczne przyjmuje wiec forme

Zi - Al + A zit + A4 - A2

0 = det ;
Al “ A4+ zi
= det (@ - Al + A}) -det @ - A] - Ad) /68/
Mfi- A - A =21 - A+ rbdTAk = (zi - A1+ 1-(z3 - A)-1hdTAK] /69%/

Korzystajac ze znanej tozsamosci wyznacznikowej oraz /13/, /16/, /49/ mozna

namsac _
det @i - A> i+ -~(zi - A)"1hdTAk] = 1 + ~-d5AK (@ - a)" b*

xdet(zfi - A) = A@[l + "N-dT[zk@E@h - A)-1 - (zk 1B+ ... + Ak "Jb} =

= A@"Sk?2 ~_7k3(2) 770/
WA

Ze wzorow /46/ - /48/ wynika, ze :

det@fi - A+ gdl)= C@ 771/
Ostatecznie wiec rownanie charakterystyczne ma postac :

iazka(z)-C(z) =0 172/
i warunkiem stabilnosci ukdadu jest stabilnos¢ kazdego z wielomianéw B(2)

i C(@- Wynik ten byt znany intuicyjnie, rownanie charakterystyczne /72/
stanowi jego matematyczne uzasadnienie.
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8 . Sygnat wyjsSciowy

Twierdzenie 7

Po zastosowaniu algorytmu optymalnego sterowania opisanego wzorem /18/,
przy czym korzysta sie z oceny stanu pochodzacej z ustalonego filtru Kalma-
na (réwnanie /40/) uzyskuje sie nastepujaca zalezno$¢ wyjscia obiektu od
zakd#ocenia 1 od warunkéw poczgtkowych :

gdzie : xQ= x°- iQ
Dowod polega na wyliczeniu y(z) z rownan /8/, /9/, /1B/, /40/.

Komentarz :

Pierwszy i1 drugi skkadnik w tym wzorze reprezentuja zaleznos¢ wyjscia od
warunkéw poczatkowych. Przy tym pierwszy, skkadnik pokazuje, jak zalezy
wyjscie od przyjetej w réwnaniach filtru Kalmana poczatkowej oceny sta-
nu SO . Warto zauwazyC, ze skkadnik izen zanika po k krokach. Drugi skdadnik
pokazuje zalezno$¢ wyjscia od réznicy miedzy przyjeta oceng stanu poczatko-
wego 1 faktycznym stanem poczatkowym. Skdadnik ten zanika w nieskonczonosci
jesli ukdad jest stabilny. Trzeci skladnik reprezentuje zakddcenia, ktore
pojawidy sie w ukdadzie miedzy chwilg zadziatania sterowania a chwilg wyge-
nerowania przez ukdad odpowiedzi i w zwigzku z tym nie mogly zostaé skom-
pensowane. Zauwazmy, ze uwzgledniajac tylko ten ostatni skdadnik otrzymamy
wartos¢ wskaznika jakosci i wyjscia taka jak we wzorze /?/. Jest to wartosc
asymptotyczna - po zaniknieciu wpdywu oraz xQ. Istnieje ona tylko przy
zatozeniu stabilnosci wielomianu C(2).

9. Zakoriczenie

W pracy przedstawiono - dla najbardziej ogélnego przypadku -  zwiazki
miedzy opisem transmitancyjnym i korzystajacym z tego opisu algorytmem ste-
rovania AstrBma, a opisem za pomoca réownan stanu. Okazuje sie, ze algo-
rytm AstrBma jest réwnowazny pewnemu szczegdlnemu problemowi sterowania op-
tymalnego w przestrzeni stanu. Chodzi tu mianowicie o sterowanie optymalne
w "'stanie ustalonym’, to znaczy po zaniknieciu wpdywu warunkéw poczatkowych.
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Prowadzenie rozwazan w przestrzeni stanu pozwolido na pokazanie, 00
dzieje sie w przypadku, gdy algorytm ten dziaka w chwilach, w ktérych wpkyw
warunkéw poczatkowych jeszcze istnieje. Ma to duze znaczenie przy analizie,
tzw. "regulatoréw saraonastrajajacych. Wowczas sterowanie dane wzorem /18/
nie hedzie optymalne, jesli jako ocene stanu® przyjmiemy ustalone rozwigza-
nie z filtru Kalmana. Rozwigzanie optymalne mozna hy otrzymac stosujac
"nieustalony’” filtr. ROznice w wartosciach sygnatu wyjsciowego bedg wyste-
pova¢ do momentu zaniku wpdywu warunkéw poczatkowych.

Celowos¢ badania wkasnosci algorytmu AstrBma wynika z prostoty jego nu-
merycznej realizacji. Sprawia to, ze moze on by¢ stosowany, z uzyciem mik-
roprocesora, do sterowania wycinkiem procesu w ciagu operacji technologicz-

nych.
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CBH3B MTOPHTMOB AIUTPMA H KMLMAHA B IFOEJIMS +tiIMHMMIILHO - BA-
PHAKKOHHOrO InPABEEHHH

pe3d3dme

B pafloTe npeiJioseHD npocToe jjOKa3aTejn>CTB0O cooTBeTCTBHH ajrropHTMa
AnTpetta npeneirtHorjy acEMiiTOTHHecKOMy BH#y ajtropuTua KautMana, nojiy*eaHoro
rrpE ycjiOEin? nocToaacTBa KOBapnarcHOEHOfi MaTpima ohibOok enjtBTparora jyw my-
toro 3ana3AliBaKEH u JiaOoro BEia ypaBHeHzS coctobheh oiracuBaisHroc oOteKT.
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RELATIONSHIP BETWEEN ASTROM AND KALMAN ALGORITHMS FOR MINIMAL -
VARIANCE CONTROL PROBLEM

Summery.

A simple proof of the equivalence between the Astrbmalgorithm and
the asymptotic version of Kalman algorithm is presented. An arbitrary
form of state equations describing a plant and an arbitrary time delay
8re considered snd the steady state of the covariance matrix for filter
error is assumed.



