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0 KIEKTbRYCH PROBLEMACH SZEREGOWANIA ZADA?! WIELOPROCESOROWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono problem minimalizacji dtugosci
uszeregoy/ania przy zatozeniu, iz pojedyncze zadanie do swego wykonania
potrzebuje w kazdej chwili czasu dwoch lub wiecej procesorow. Przeana-
lizowano wpdyw podzielnosci zadan na ztozonos¢ problemu.

1. Waten

W dotychczasowych pracach dotyczacych probleméw szeregowania zadan
na procesorach maszyn cyfrowych zakkadano, ze kazde zadanie moze byo w
kazdej chwili wykonywane przez co najwyzej jeden procesor [2,5,83. Jed-
nakze rozwdj nowych systeméw mikroprocesorowych sprawit, ze zatozenie
to nie zawsze jest spednione. W szczeg6lnosci, w mikroprocesorowych sys-
temach diagnostycznych, wykonywanie zadania oznacza generowanie sygnatow
pobudzajacych obiekt bedacy przedmiotem testowania i obserwowanie syg-
natow wyjsciowych tego obiektu. W celu wykrycia niektérych btedéw obie
te czynnosci muszag bydé wykonywane réwnoczesnie. Inny przykdad moga sta-
nowi¢ samotestujace systemy nielomikroprocesorowe, w ktérych pewne pro-
cesory sg wykorzystywane do testowania innych. W obu powyzszych przypad-
kach nalezy zatem zatozy¢, iz pojedyncze zadanie do swego wykonania po-
trzebuje w kazdej chwili dwéch lub wiecej procesorow [1,7,10]- W pracy
zostana przeanalizowane przy tym zatozeniu problemy szeregowania zadan
niepodzielnych i podzielnych, dla kryterium ddfugosci uszeregowania. Za-
nim to jednak uczynimy, zdefiniujemy rozpatrywany problem bardziej for-
malnie.

W ogoélnosci rozpatrywaé¢ bedziemy zbidr n niezaleznych /bez ograniczen
kolejnosciowych/ zadan, ktdére nalezy wykona¢, wykorzystujac zbidér m

Identycznych procesoréw P = |%pi,P,,,..., Pm” . Zbiér zadan sktada sie z
k podzbioréow Z B*nN2,...,z22", W a™WA,W2,»..,", . . .,
Wk €& jw*,W2,...,wk 4§, gdzie n - nl + n2 + ... + nk. Kazde zadanie

zZit i =1,2,...,nl potrzebuje do swego wykonania dowolnego procesora,
a jego czas wykonywania wynosi t~ jednostek. Z drugiej strony, kazde
zadanie potrzebuje do swego wykonywania k procesoréw, ktore wyko-
naja to zadanie pracujac jednoczesnie w ciggu w" jednostek. Zatem,
mozemy zadania ze zbioru W% nazwaé¢ zadaniami k-procesorowymi .

Bedziemy méwili o szeregowaniu podzielnym, gdy wykonywanie dowolnego
zadania ze zbioru ZuW2u ...UH* moze by¢ przerwane w dowolnej chwili
czasu i kontynuowane pézniej bez dodatkowych kosztéw /strat czasu/, na-
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tomiast o szeregowaniu niepodzielnym - 4§ przeciwnym przypadku. Uszerego-
wanie nazwiemy wykonalnym jesli oprécz speknienia zwykdych warunkéw [5]
w kazdej chwili czasu kazde zadanie jednoprocesorowe /ze zbioru Z/ jeBt
wykonywane przez 1 procesor a kazde zadanie k-procesorowe przez k proce-
soréw. Uszeregowanie wykonalne nazwiemy optymalnym, jesli jego diugoséd
jest minimalna.

W paragrafie 2 przeanalizujemy z4+ozono$é problemu szeregowania zadan
niepodzielnych, natomiast w paragrafie 3 zbadamy wptyw podzielnosci na
z4ozonos6 algorytmébw szeregowania zadan jedno- i dwuprocesorowych.

2. Szeregowanie zadan niepodzielnych

W paragrafie tym skoncentrujemy sie na analizie niepodzielnego szere”
gowania zadan o jednostkowych czasach wykonywania. Uczynimy tak dlatego,
iz w przypadku zadan o dowolnych czasach wykonywania problemu jest RP-
zupedny nawet dla zbinréw zadan sktadajacych sie wykacznie z zadan jedno-
procesorowych [5]. Zatem najprawdopodobniej nie mozna rozwigzan takiego
problemu za pomoca algorytméw optymalnych o ztozonosci wielomianowej .

Rozpoczniemy od problemu szeregowania zadan nalezgcych jedynie do
dwéch zbioréw : zbioru Z oraz zbioru W dla dowolnego k. Problem ten
mozna rozwigzan, stosujac ponizszy algorytm.

Algorytm 1
1. Szereguj najpierw zadania ze zbioru R*, przydzielajac [wkj tych
zadan w kazdym przedziale czasu [0,1],L.2],--., JI-1,1] , gdzie
Y
Hrd
2. Szereguj nastepnie zadania ze zbioru Z
- przydziel zadania do wolnych procesoréw w przedziatach czasu
E*2],»-», [1-1.,1] ;

- przydziel pozostate zadania ze zbioru Z do procesoréw w kolejnych

przedziatach czasu.

Optymalno$n powyzszego algorytmu jest oczywista a jego z¥ozonos$é
wynosi  o(e)-

Rozwigzmy teraz problem szeregowania zadan nalezgcych do zbioréw zZ,W»,
W3,...,Wk, gdzie k jest ustalong liczba catkowita. Podejscie jakie
mozemy zastosowann do rozwigzania tego problemu jest podobne do wykorzys-
tanego w przypadku problemu szeregowania zadan niepodzielnych o jednost-
kowych czasach wykonywania przy ograniczeniach ze strony dodatkowych
zasobéw [4]. “onizej opiszemy to zmodyfikowane podejscie.

1/ oznacza najwieksza liczbe catkowitg nie wiekszag niz x , a
<t najmniejsza liczbe catkowita nie mniejsza niz X.
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Przez elementarng instancje rozumie¢ tutaj bedziemy zbiér zadan
... /W, dla ktérego spekniona jest nastepujaca nieréwnoscé

nl+ 2n2 + 3n3 + ... + kn"<m

Zauwazmy, ze zadania tworzace kazda elementarng Instancje moga by¢ wyko-
nane w jednostce czasu. Ponadto, poniewaz k Jjest ustalone, wiec licz-
ba réznych elementarnych instancji K jest takze ustalona.

Mozemy teraz zdefiniowa¢ odpowiadajace elementarnym instancjom, ele-
mentarne wektory ~ , ~2,...,1n, ktérych i-ta skfadowa oznacza liczbe
i-procesorowych zadan.

Problem nasz sprowadza sie zatem do znalezienia dekompozycji danej
instancji /zbioru zadan/ na minimalng liczbe instancji elementarnych.
Jest oczywiste, ze powyzszy problem jeBt réwnowazny znalezieniu dekompo-
zycji wektora n » nj,n2t... na liniowa kombinacje elementarnych
wektoréw N j N » eee e nla ktérej suma wspéiczynnikédw jest najmniejsza.
Zatem otrzymujemy nastepujacy problem s

Znalez¢ catkowitoliczbowe ej.e,,,--- ,ek takie, ze

osiaga minimum.

Powyzszy problem catkowitoliczbowego programowania liniowego posiada
ustalong liczbe zmiennych. Z pracy [9] wynika, ze problem catkowito-
liczbowego programowania liniowego z ustalong liczbg zmiennych K mozna
rozwigza¢ w czasie ograniczonym przez wielomian zalezny od liozby ogra-
niczen M 1 log a, gdzie a jest najwiekszym wspotczynnikiem wystepujacym
w sformutowaniu tego problemu. Wyrazajac to Scislej, ztozonos¢ tego
problemu jest 0 (2 (km loga)0™ dla pewnej statej c. W przypadku
szeregowania zadan otrzymujemy koricowa zdtozonos¢ obliczeniowg powyzBze-
go podejscia o((log n) 0 )< 0 ().

Rozpatrzmy teraz problem szeregowania rézniacy sie od powyzszego tyl-
ko tym, ze k jest dowolng /a nie ustalong/ |liczbg catkowitg. Przy ta-
kim zatozeniu okazuje sie, ze problem jest obliczeniowo trudny. Mozna
bowiem wykaza¢, ze decyzyjna wersja tego problemu /oznaczmy ja przez
TT./ jest silnie WP-zupe#na. Uczynimy to w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 1

Problem TT1 jest silnie HP-zupeiny.

Dowod

Pominiemy, jako dos¢ oczywisty, dowdd przynaleznosci problemu I
do klasy JP. W drugiej czesci dowodu jako znany problem silnie HP-euped-



42 J.Btazewicz. M.Drabowaki. J.Weglarz

ny przyjmiemy decyzyjny problem tréjpodziatu f¢], zdefiniowany ponizej.

Instancja : Zbiér A sktadajacy sie z3gelementow, ogranicze-
nie BezZ~"Ts/ 1 <s(@”B/2 1L Z a - 0B.
aeA
Pytanie i Czy istnieje podziat zbioru A na q roztacznych podzbio-
réow A,,A-,...,A takich, ze dla kazdego i, i=1,2,...,q zachodzi
Z sCaf« B ?

aCAil

Dla danej instancji problemu tréjppdziatu konstruuje sie odpowiadaja*
ca instancje TT w nastepujacy sposob.
- Liczba zadan jest réwna q.
- Dla kazdego elementu a€A definiuje siezadanie ojednostkowym
czasie wykonywania nalezgace do zbioru WSca3

- Progowag dtugos¢ uszeregowania przyjmuje sie rowna (-

Hietrudno zauwazy6, ze odpowiedz dla instanoji problemu tréjpodziatu
brzmi "tak' wtedy i1 tylko wtedy, gdy dla instancji problemu istnieje
uszeregowanie o ddugosci nie wiekszej niz q. Poniewaz pozostate warunki
okreslajace transformacje pseudowielomianowg sa takze speknione [6],
wiec twierdzenie zostato udowodnione.

Z powyzszego twierdzenia a takze z poprzedzajacych je rozwazan doty-
czacych ztozonosci probleméw szeregowania zadan o dowolnych czasach wy-
konywania wynika, ze duzo probleméw szeregowania zadan niepodzielnych
to problemy HP-zupedne, zatem nierozwiazywalne efektywnie w praktyce.
Z tego wzgledu zajmiemy sie w nastepnym rozdziale zagadnieniem szerego-
wania zadan podzielnych.

3. Szeregowanie zadah podzielnych

Rozwazenia w tym paragrafie skoncentrujemy na analizie problemu sze-
regowania zadan nalezacych do dwéch zbioréw : Z oraz W . Mozna wykazad
[B1. ze w tym przypadku pomiedzy uszeregowaniem! o minimalnej d#ugosci
istnieje tzw. A-uszeregowanie, to znaczy takie, w ktérym najpierw do
kolejnych procesoréw w przedziale czasu [o,CTIinl] przydzielane sa
wszystkie zadania dwuprocesorowe a nastepnie w pozostatej czesci usze-
regowania umieszczane sa zadania ze zbioru Z /por. rys. 1/. Korzystajac
z tego wyniku, poszukiwaé¢ bedziemy optymalnego A-uszeregowania.

1/ 2+ oznacza zbiér liczb catkowitych dodatnich.
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P,
Pi
tV-Zada.kiicL
Pk
Pkl
T z 2zadania
Pm
0 i Cmax t

Rys. 1 Przyktad A-uszeregowania

Okreslmy teraz dolne oszacowanie ddugosci uszeregowania dla rozpatry-
wanego problemu. Aby to uczynié¢ wprowadzimy ponizsze oznaczenia :

£e1 $2
*B Z Y - Z w? T=X+2Y
™1 1 izl x
tmax = K T zi£2i1* wmjc ™ “* {"i1 ! Wiew2}*

Oszacowanie CmaT ma nastepujaca postaé¢ s

Cmar> c = {T/m *Y/In/23» *nax" '""max} /1/

Jest dos¢ oczywiste, ze ddugos¢ wykonalnego uszeregowania nie moze by¢
krétsza niz wartos¢ maksymalna z czterech skfadnikéw w powyzszym wzorze,
to znaczy ze Sredniego zapotrzebowania na obstuge przypadajacego na
Jeden procesor, S$redniego zapotrzebowania na obstuge zadan dwuproceso-
rowych przypadajgcego na dwa procesory, maksymalnego czasu wykonywania
zadania dwuprocesorowego I maksymalnego czasu wykonywania zadania dwu-
procesorowego -

Korzystajac z oszaooxania /1/ mozna teraz podjac¢ probe konstrukcji
uszeregowania podzielnego o minimalnej d¥ugosci réwnej C. Najpierw przy-
dzielone sa w przedziale f0,C] zadania ze zbioru poczawszy od
procesora Pl. Otrzymane uszeregowanie czesciowe przedstawia rysunek 1.
Po prawej stronie pionowej linii t = 1, m” procesoréw moze wykonywac
zadania Jednoprocesorowe w przedziale [1«C], gdzie

m2 »m - 2 [Y/Cj .
Natomiast po lewej stronie tej linii, ml m m_ - 2 procesoréw moze wyko-

nywa¢ zadania Jednoprocesorowe w przedziale [0,1}. Zatem 4gczna moc
obliczeniowa procesordow, ktdra mozna przeznaczy¢ na wykonywanie zadan
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Jednoprocesorowych wynosi

IP’=Ej 1 +m2 (- 1.

Z powyzszego wynika, iz gdyby mozna byto wykona¢ kazde zadanie jednopro-
cesorowe /wkaczajac w to réwniez czas przestoju procesora/ w czesciach
aj = «l/M i =nig (c - 1) /li odpowiednio po lewej i po prawej
stronie linii 1, to otrzymane uszeregowanie miatoby d¥ugos¢ réwng C.
Bytoby to zatem uszeregowanie optymalne. Jednakze pewyzsze postepowanie
nie zawsze jest wykonalne, zwkaszcza,w przypadku ddugich zadan. Nalezy
zatem uporzadkowa¢ .zadania jednoprocesorowe w kolejnosci nie rosngcych
czasow wykonywania a nastepnie przydziela¢ je w tej kolejnosci do pro-
cesorow, utrzymujac okreslong przez ql i g~ réwnowage pomiedzy czescia-
mi poszczeg6lnych zadan przydzielanymi po obu stronach linii 1. Rozwa-
zania te podsumowano w ponizszym algorytmie.

Algorytm 2
1. Oblicz oszacowanie C zgodnie ziwzorem /1/.
2. Przydziel zadania dwuprocesorowe w dowolnej kolejnosci do procesoréw
w przedziale [0,C], przerywajac wykonywanie zadania w momencie C i
przydzielajac pozostala jego czes¢ do nastepnych dwéch procesoroéw
w momencie O.
3. Oblicz czesci ql i g~ na jakie nalezy podzielié¢ kazde zadanie jed-
noprocesorowe. Uporzadkuj te zadania w kolejnosci nie rosnacych cza-
sow wykonywania. Ustaw wskaznik réwnowagi pomiedzy czesciami zadan
przydzielonymi po prawej i lewej stronie linii 1, DT : = 0.
4. Rozpatrz pierwsze nie przydzielone zadanie na liscie /powiedzmy Z i
a/ Jesli DT = 0, to przydziel cze$¢ zadania Z~ réwng g™ t» po
prawej stronie linii 1. Jesli jest to niemozliwe przydziel po tej
stronie C - 1 jednostek tego zadania, ustaw DT : u Q2 -(-D
i idZ do kroku 5.

b/ Jesli DT >0, to przydziel maksymalng mozliwg czes¢ tego zadania
t po prawej stronie linii 1, gdzie

« T : =min C - 1, DT + g2ti
i podstaw DT : «DT - (x- q2 t\J.

5. Przydziel pozostata czes¢ tego zadania po lewej stronie uszeregowania
i powtérz krok 4 jesli istnieja jeszcze nie przydzielone zadania.

Jest oczywiste, ze jesli po wykonaniu tego algorytmu DT = 0, to skon-
struowane uszeregowanie jest wykonalne a co za tym idzie - optymalne.
Nie jest to jednakze zawsze mozliwe, "jak pokazeno w ponizszym przykda-
dzie.

Rozwazmy nastepujgce dane n=5,n,«2, »2=3, m*5 T = [6,3]
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w2» [3,3,4] , Zatem X =9, Y =10, T 29, tmal * 6% wmar « 4, 0*6

a czas przestoju procesora rowny mC - T, wynosi 1. Przydzielajgc zada-
nia dwuprocesorowe uzyskujemy 1 = 4, =1,m2=3,M« 10, ql « 2/5,
g2 = 3/5. Wykonujac nastepnie algorytm 2 do konca uzyskujemy uszeregowa-
nie pokazane na rystinku 2.

Poniewaz DT = 1 zatem uszeregowanie to jest niewykonalne.

Zachowanie sie uszeregowan takie jak przedstawiono powyzej wynika z
dwoch faktéw : z niesymetrycznych wartosci mocy obliczeniowych procero-
réw po prawej i lewej stronie linii 1 oraz z istnienia dbugich zadan,
ktére powinny byé wykonywane d¥uzej niz to mozliwe po prawej stronie
linii 1. Te przyczyny sprawiaja, te czend ostatniego zadania nie moze
byé wykonana po lewej stronie linii 1 z powodu braku mocy obliczeniowej
procesoréw. Czend ta nie moze by6é réwniez wykonana po prawej stronie li-
nii 1, gdyz inna czend tego zadania zostata juz po tej stronie przydzie-
lona. Wynika stad, ze czend tego zadania nie moze bydé w ogéle wykonana
w uszeregowaniu skonstruowanym przez algorytm 2 ; czend ta tworzy zatem
tak zwany czas martwy (PT). Aby zatem wykonadé wszystkie zadania musimy
zwiekszy6 diugond uszeregowania. HMHowg dfugond okrenla ponizsze twierdze-
nie.

Twierdzenie 2
Jenli w uszeregowaniu skonstruowanym erzez algorytm 2 DT >0, to
dtugond uszeregowania optymalnego wyraza sie wzorem

DT + £
C *_ * C +
mai [Y/Cj
DT
gdzie i «max -fo,20T + t. + C - 21 -————— +— =——— , jenli zadanie
L 1 m- [Y/c] - 1

Zj powodujace czas martwy jest wykonywane po lewej stronie.linii 1, a
przeciwnym razie £ * Of



J.Btazewicz. M.Drabowaki, J.Weglarz

Ule mbedziemy tu przytaczadé catego dowodu, ktéry jest dosyd skompli-
kowany £3]. Podamy jednak g#éwne punkty rozumowania.

1. Czas martwy moze wystapié jedynie po prawej stronie uszeregowania.

2. Czas ten jest spowodowany przez jedno zadanie /powiedzmy Z°/.

3. Czes6 zadania powodujacg powstanie czasu martwego nalezy, po zwiek-
szeniu ddugosci uszeregowania, wykonywadé jedynie po lewej stronie
linii 1.

4. Cze$6 te po lewej stronie linii 1 moze wykonywadé co drugi procesor
wykonujacy zadania dwuprocesorowe oraz kazdy procesor wykonujacy za-
dania jednoprocesorowe. o] ]

5. Zwiekszenie ddugosci uszeregowania 0 & = ———————————————- niespo-

woduje wzrostu m”, to znaczy 1| nie zmniejszy sie do O.

6. W przypadku wykonywania w pierwotnym uszeregowaniu zadania Z~ takze
po lewej stronie linii 1 nalezy we wzorze /2/ dodadé £ , ktérego
wartos6 zdefiniowano w tezie twierdzenia 2.

Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozna #atwo skonstruowad uszere-
gowanie optymalne. W tym celu trzeba wykonadé najpierw algorytm 2 i jesli
w wyniku jego wykonania DT >0, to nalezy zwiekszy6 dtugos$é uszeregowa-
nia w sposéb podany w twierdzeniu 2 i nastepnie wykonad jeszcze raz algo-
rytm 2. Optymalno$é tego podejscia wynika z twierdzenia 2 i z dyskusji
poprzedzajacej je. Jego zhozonosé jeBt O~n~logn”, gdyz jego najbar-
dziej ztozonag czynnoscig jest uporzadkowanie nl zadan jednoprocesoro-
wych.

Mozemy teraz powrécié do rozpatrywanego przykdadu. Po wykonaniu okres-
lonych powyzej czynnosci uzyskujemy uszeregowanie, ktdére pokazano na
rysunku 3 e

Rys. 3 “Uszeregowanie optymalne dla rozpatrywanego przykdadu.
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0 HPOEILEME  COCTAMEHKfl PACNHCAHHIl iffiOrODPOIIECCOPHHX BAHAI

Pe3d3dme

B pad60Te paccMDTpeHa npoOJieMa MHHHMH3amra rjihhh pacnHcaHHK. Ilpe,niio;ia-
raeTCH, rto HeKOTopae 3anaHH HeoGxojjmso bheiojihhtb he RByx mm OoAxme rrpo-
peccopax.0CcyanaeTCH TaKse Bjmmme npepusaHM 3ajxau Ha mwcmrexbKjE cjio-
hhoctb npoCneMH.
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OH CERTAIN PROBLEMS OF SCHEDULING MULTIPROCESSOR TASKS

Summ8rj

The problem to be considered is one of scheduling tasks to minimize
"a schedule length. It is assumed that certain tasks require for their
processing two or more processors at a time. The impact of task divisi-
bility on the complexity of the problem is also studied.



