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0 KIEKTbRYCH PROBLEMACH SZEREGOWANIA ZADA?! WIELOPROCESOROWYCH

Streszczenie. W pracy rozpatrzono problem minimalizacji długości 
uszeregoy/ania przy założeniu, iż pojedyncze zadanie do swego wykonania 
potrzebuje w każdej chwili czasu dwóch lub więcej procesorów. Przeana­
lizowano wpływ podzielności zadań na złożoność problemu.

1. Waten
W dotychczasowych pracach dotyczących problemów szeregowania zadań 

na procesorach maszyn cyfrowych zakładano, że każde zadanie może byó w 
każdej chwili wykonywane przez co najwyżej jeden procesor [2,5,83. Jed­
nakże rozwój nowych systemów mikroprocesorowych sprawił, że założenie 
to nie zawsze jest spełnione. W szczególności, w mikroprocesorowych sys­
temach diagnostycznych, wykonywanie zadania oznacza generowanie sygnałów 
pobudzających obiekt będący przedmiotem testowania i obserwowanie syg­
nałów wyjściowych tego obiektu. W celu wykrycia niektórych błędów obie 
te czynności muszą byó wykonywane równocześnie. Inny przykład mogą sta­
nowić samotestujące systemy nielomikroprocesorowe, w których pewne pro­
cesory są wykorzystywane do testowania innych. W obu powyższych przypad­
kach należy zatem założyć, iż pojedyncze zadanie do swego wykonania po­
trzebuje w każdej chwili dwóch lub więcej procesorów [1,7,10]. W pracy 
zostaną przeanalizowane przy tym założeniu problemy szeregowania zadań 
niepodzielnych i podzielnych, dla kryterium długości uszeregowania. Za­
nim to jednak uczynimy, zdefiniujemy rozpatrywany problem bardziej for­
malnie.

W ogólności rozpatrywać będziemy zbiór n niezależnych /bez ograniczeń 
kolejnościowych/ zadań, które należy wykonać, wykorzystując zbiór m 
Identycznych procesorów P = |'pi , P,,,..., Pm  ̂. Zbiór zadań składa się z 
k podzbiorów Z 13 *|̂ Ẑ ,Z2,...,Z^ ̂  , W a ^W^,W2, » . . , ^ ,  . . . ,
Wk t= jw*,W2,...,wk ĵ, gdzie n - n 1 + n 2 + ... + nk. Każde zadanie
Zit i = 1 ,2,...,n1 potrzebuje do swego wykonania dowolnego procesora, 
a jego czas wykonywania wynosi t^ jednostek. Z drugiej strony, każde 
zadanie potrzebuje do swego wykonywania k procesorów, które wyko­
nają to zadanie pracując jednocześnie w ciągu w^ jednostek. Zatem, 
możemy zadania ze zbioru W*1 nazwać zadaniami k-procesorowymi.

Będziemy mówili o szeregowaniu podzielnym, gdy wykonywanie dowolnego 
zadania ze zbioru Z u W2u ...UH* może być przerwane w dowolnej chwili 
czasu i kontynuowane później bez dodatkowych kosztów /strat czasu/, na­
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tomiast o szeregowaniu niepodzielnym - tj przeciwnym przypadku. Uszerego­
wanie nazwiemy wykonalnym jeśli oprócz spełnienia zwykłych warunków [5] 
w  każdej chwili czasu każde zadanie jednoprocesorowe /ze zbioru Z/ jeBt 
wykonywane przez 1 procesor a każde zadanie k-procesorowe przez k proce­
sorów. Uszeregowanie wykonalne nazwiemy optymalnym, jeśli jego długośó 
jest minimalna.

W paragrafie 2 przeanalizujemy złożonośó problemu szeregowania zadań 
niepodzielnych, natomiast w paragrafie 3 zbadamy wpływ podzielności na 
złożonośó algorytmów szeregowania zadań jedno- i dwuprocesorowych.

2. Szeregowanie zadań niepodzielnych
W paragrafie tym skoncentrujemy się na analizie niepodzielnego szere^ 

gowania zadań o jednostkowych czasach wykonywania. Uczynimy tak dlatego, 
iż w przypadku zadań o dowolnych czasach wykonywania problemu jest RP- 
zupełny nawet dla zbinrów zadań składających się wyłącznie z zadań jedno­
procesorowych [5]. Zatem najprawdopodobniej nie można rozwiązań takiego 
problemu za pomocą algorytmów optymalnych o złożoności wielomianowej. 

Rozpoczniemy od problemu szeregowania zadań należących jedynie doVdwóch zbiorów : zbioru Z oraz zbioru W dla dowolnego k. Problem ten 
można rozwiązań, stosując poniższy algorytm.
Algorytm 1
1. Szereguj najpierw zadania ze zbioru R*, przydzielając [m/kj tych 

zadań w każdym przedziale czasu [0,1] , [1 ,2],..., Jl-1,l] , gdzie
" V
H r J

2. Szereguj następnie zadania ze zbioru Z :
- przydziel zadania do wolnych procesorów w przedziałach czasu

[1 *2],».», [l-1 ,l] ;
- przydziel pozostałe zadania ze zbioru Z do procesorów w kolejnych 

przedziałach czasu.

Optymalnośń powyższego algorytmu jest oczywista a jego złożonośó 
wynosi o(e ).

Rozwiążmy teraz problem szeregowania zadań należących do zbiorów Z,W^, 
3 kW ,...,W , gdzie k jest ustaloną liczbą całkowitą. Podejście jakie 

możemy zastosowań do rozwiązania tego problemu jest podobne do wykorzys­
tanego w przypadku problemu szeregowania zadań niepodzielnych o jednost­
kowych czasach wykonywania przy ograniczeniach ze strony dodatkowych 
zasobów [4]. ^oniżej opiszemy to zmodyfikowane podejście.

1 / oznacza największą liczbę całkowitą nie większą niż x , a
[x~t najmniejszą liczbę całkowitą nie mniejszą niż x.
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Przez elementarną instancję rozumieć tutaj będziemy zbićr zadań
... l/W^, dla którego spełniona jest następująca nierówność

n1 + 2n2 + 3n3 + ... + kn^ < m
Zauważmy, że zadania tworzące każdą elementarną Instancję mogą być wyko­
nane w jednostce czasu. Ponadto, ponieważ k jest ustalone, więc licz­
ba różnych elementarnych instancji K jest także ustalona.

Możemy teraz zdefiniować odpowiadające elementarnym instancjom, ele­
mentarne wektory ^ , ^ 2,...,1̂ , których i-ta składowa oznacza liczbę
i-procesorowych zadań.

Problem nasz sprowadza się zatem do znalezienia dekompozycji danej 
instancji /zbioru zadań/ na minimalną liczbę instancji elementarnych. 
Jest oczywiste, że powyższy problem jeBt równoważny znalezieniu dekompo­
zycji wektora n » n.j ,n2t... na liniową kombinację elementarnych
wektorów ^ j ^ » • • • • ńla której suma współczynników jest najmniejsza.
Zatem otrzymujemy następujący problem s

Znaleźć całkowitoliczbowe e.j ,e,,,... ,ek takie, że

osiąga minimum.

Powyższy problem całkowitoliczbowego programowania liniowego posiada 
ustaloną liczbę zmiennych. Z pracy [9] wynika, że problem całkowito­
liczbowego programowania liniowego z ustaloną liczbą zmiennych K można 
rozwiązać w czasie ograniczonym przez wielomian zależny od liozby ogra­
niczeń M i log a, gdzie a jest największym współczynnikiem występującym 
w sformułowaniu tego problemu. Wyrażając to ściślej, złożoność tego 
problemu jest 0 (2^ (km loga)0^ dla pewnej stałej c. W przypadku 
szeregowania zadań otrzymujemy końcową złożoność obliczeniową powyżBze- 
go podejścia o((log n) 0 )< 0 (n).

Rozpatrzmy teraz problem szeregowania różniący się od powyższego tyl­
ko tym, że k jest dowolną /a nie ustaloną/ liczbą całkowitą. Przy ta­
kim założeniu okazuje się, że problem jest obliczeniowo trudny. Można 
bowiem wykazać, że decyzyjna wersja tego problemu /oznaczmy ją przez 
TT./ jest silnie WP-zupełna. Uczynimy to w poniższym twierdzeniu.

Twierdzenie 1
Problem TT1 jest silnie HP-zupełny.
Dowód
Pominiemy, jako dość oczywisty, dowód przynależności problemu lf̂  

do klasy JTP. W drugiej części dowodu jako znany problem silnie HP-eupeł-
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ny przyjmiemy decyzyjny problem trójpodziału fć], zdefiniowany poniżej.
Instancja : Zbiór A składający się z 3q elementów, ogranicze­

nie B e Z ^ T s / I  < s (a) ̂  B/2 i. Z  a - qB.
a e A

Pytanie i Czy istnieje podział zbioru A na q rozłącznych podzbio­
rów A,,A-,...,A takich, że dla każdego i, i=1,2,...,q zachodzi

Z  s Caf« B ?
aCAi

Dla danej instancji problemu trójppdziału konstruuje się odpowiadają* 
cą instancję TT w następujący sposób.

- Liczba zadań jest równa q.
- Dla każdego elementu a. € A definiuje się zadanie o jednostkowym

s Ca 3czasie wykonywania należące do zbioru W .
- Progową długość uszeregowania przyjmuje się równą q.
Hietrudno zauważyó, że odpowiedź dla instanoji problemu trójpodziału 

brzmi "tak" wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji problemu istnieje
uszeregowanie o długości nie większej niż q. Ponieważ pozostałe warunki 
określające transformację pseudowielomianową są także spełnione [6], 
więc twierdzenie zostało udowodnione. _

O
Z powyższego twierdzenia a także z poprzedzających je rozważań doty­

czących złożoności problemów szeregowania zadań o dowolnych czasach wy­
konywania wynika, że dużo problemów szeregowania zadań niepodzielnych 
to problemy HP-zupełne, zatem nierozwiązywalne efektywnie w praktyce.
Z tego względu zajmiemy się w następnym rozdziale zagadnieniem szerego­
wania zadań podzielnych.

3. Szeregowanie zadań podzielnych
Rozważenia w tym paragrafie skoncentrujemy na analizie problemu sze-

p
regowania zadań należących do dwóch zbiorów : Z oraz W . Można wykazaó
[3], że w tym przypadku pomiędzy uszeregowaniem! o minimalnej długości 
istnieje tzw. A-uszeregowanie, to znaczy takie, w którym najpierw do 
kolejnych procesorów w przedziale czasu [o ,C TTinT] przydzielane są 
wszystkie zadania dwuprocesorowe a następnie w pozostałej części usze­
regowania umieszczane są zadania ze zbioru Z /por. rys. 1/. Korzystając 
z tego wyniku, poszukiwać będziemy optymalnego A-uszeregowania.

1 / 2+ oznacza zbiór liczb całkowitych dodatnich.
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P,
Pi

Pk
Pk+1

Pm
0 i Cmax t

Rys. 1 Przykład A-uszeregowania

Określmy teraz dolne oszacowanie długości uszeregowania dla rozpatry­
wanego problemu. Aby to uczynić wprowadzimy poniższe oznaczenia :

£•1 $2
* B Z  Y - Z  w? T = X + 2Y

1^1 1 i=1 x

tmax = K  ! zi£ 2 i* wmajc " ““ {"i ! Wi e w 2 }*

Oszacowanie CmaT ma następującą postać s

Cmar>  c = {T/m * Y / Lm/2J» *nax' "max} /1/
Jest dość oczywiste, że długość wykonalnego uszeregowania nie może być 
krótsza niż wartość maksymalna z czterech składników w powyższym wzorze, 
to znaczy ze średniego zapotrzebowania na obsługę przypadającego na 
Jeden procesor, średniego zapotrzebowania na obsługę zadań dwuproceso­
rowych przypadającego na dwa procesory, maksymalnego czasu wykonywania 
zadania dwuprocesorowego i maksymalnego czasu wykonywania zadania dwu­
procesorowego.

Korzystając z oszaooxania /1 / można teraz podjąć próbę konstrukcji 
uszeregowania podzielnego o minimalnej długości równej C. Najpierw przy­
dzielone są w przedziale fO,C] zadania ze zbioru począwszy od
procesora P1. Otrzymane uszeregowanie częściowe przedstawia rysunek 1.
Po prawej stronie pionowej linii t = 1, m^ procesorów może wykonywać 
zadania Jednoprocesorowe w przedziale [l«C], gdzie

m2 » m - 2 [Y/Cj .
Natomiast po lewej stronie tej linii, m 1 ■ m_ - 2 procesorów może wyko­
nywać zadania Jednoprocesorowe w przedziale [0,1}. Zatem łączna moc 
obliczeniowa procesorów, którą można przeznaczyć na wykonywanie zadań

t V -Z a d a .k iic L  i

T z 2zadania
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jednoprocesorowych wynosi

l’ = Ej 1 + m2 (c - l).
Z powyższego wynika, iż gdyby można było wykonać każde zadanie jednopro­
cesorowe /włączając w to również czas przestoju procesora/ w częściach 
q.j = • 1 /M i = nig (c - 1 ) /li odpowiednio po lewej i po prawej
stronie linii 1, to otrzymane uszeregowanie miałoby długość równą C. 
Byłoby to zatem uszeregowanie optymalne. Jednakże pewyższe postępowanie 
nie zawsze jest wykonalne, zwłaszcza,w przypadku długich zadań. Należy 
zatem uporządkować .zadania jednoprocesorowe w kolejności nie rosnących 
czasów wykonywania a następnie przydzielać je w tej kolejności do pro­
cesorów, utrzymując określoną przez q1 i q^ równowagę pomiędzy częścia­
mi poszczególnych zadań przydzielanymi po obu stronach linii 1. Rozwa­
żania te podsumowano w poniższym algorytmie.

Algorytm 2
1. Oblicz oszacowanie C zgodnie zi wzorem /1/.
2. Przydziel zadania dwuprocesorowe w dowolnej kolejności do procesorów 

w przedziale [0,C], przerywając wykonywanie zadania w momencie C i 
przydzielając pozostałą jego część do następnych dwóch procesorów
w momencie 0.

3. Oblicz części q1 i q^ na jakie należy podzielić każde zadanie jed­
noprocesorowe. Uporządkuj te zadania w kolejności nie rosnących cza­
sów wykonywania. Ustaw wskaźnik równowagi pomiędzy częściami zadań 
przydzielonymi po prawej i lewej stronie linii 1, DT : = 0.

4. Rozpatrz pierwsze nie przydzielone zadanie na liście /powiedzmy Z i 
a/ Jeśli DT = 0, to przydziel część zadania Z ^  równą q^ t^ po

prawej stronie linii 1. Jeśli jest to niemożliwe przydziel po tej 
stronie C - 1 jednostek tego zadania, ustaw DT : ■* Q2 - (p-l) 
i idź do kroku 5.

b/ Jeśli DT >0, to przydziel maksymalną możliwą część tego zadania 
‘t po prawej stronie linii 1 , gdzie

• T  : = min C - 1 , DT + q2ti
i podstaw DT : «= DT - (x - q2 t^J.

5. Przydziel pozostałą część tego zadania po lewej stronie uszeregowania 
i powtórz krok 4 jeśli istnieją jeszcze nie przydzielone zadania.

Jest oczywiste, że jeśli po wykonaniu tego algorytmu DT = 0, to skon­
struowane uszeregowanie jest wykonalne a co za tym idzie - optymalne.
Nie jest to jednakże zawsze możliwe, 'jak pokazeno w poniższym przykła­
dzie.

Rozważmy następujące dane n = 5, n, « 2, »2 = 3, m * 5, T  = [6,3]
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w2» [3,3,4] , Zatem X = 9, Y = 10, T = 29, ttnaT * 6% wmar « 4, 0 * 6  
a czas przestoju procesora równy mC - T, wynosi 1. Przydzielając zada­
nia dwuprocesorowe uzyskujemy 1 = 4, = 1 , m2 = 3, M « 10, q1 « 2/5,
q2 = 3/5. Wykonując następnie algorytm 2 do końca uzyskujemy uszeregowa­
nie pokazane na rystinku 2.

Ponieważ DT = 1 zatem uszeregowanie to jest niewykonalne.

Zachowanie się uszeregowań takie jak przedstawiono powyżej wynika z 
dwóch faktów : z niesymetrycznych wartości mocy obliczeniowych procero- 
rów po prawej i lewej stronie linii 1  oraz z istnienia długich zadań, 
które powinny byó wykonywane dłużej niż to możliwe po prawej stronie 
linii 1. Te przyczyny sprawiają, te częńó ostatniego zadania nie może 
byó wykonana po lewej stronie linii 1  z powodu braku mocy obliczeniowej 
procesorów. Częńó ta nie może byó również wykonana po prawej stronie li­
nii 1 , gdyż inna częńó tego zadania została już po tej stronie przydzie­
lona. Wynika stąd, że częńó tego zadania nie może byó w ogóle wykonana 
w uszeregowaniu skonstruowanym przez algorytm 2 ; częńó ta tworzy zatem 
tak zwany czas martwy (PT). Aby zatem wykonaó wszystkie zadania musimy 
zwiększyó długońó uszeregowania. Iłową długońó okreńla poniższe twierdze­
nie.

Twierdzenie 2
Jeńli w uszeregowaniu skonstruowanym ęrzez algorytm 2 DT > 0, to 

długońó uszeregowania optymalnego wyraża się wzorem

C * * C +mai
DT + £

[Y/Cj
DT

gdzie i « max -fo,2DT + t. + C - 21 ------ ;--- :-----  , jeńli zadanie
L 1 m -  [Y /cJ -  1

Zj powodujące czas martwy jest wykonywane po lewej stronie.linii 1 , a 
przeciwnym razie £ * 0f
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Ule ■będziemy tu przytaczaó całego dowodu, który jest dosyó skompli­
kowany £3]. Podamy jednak główne punkty rozumowania.
1. Czas martwy może wystąpió jedynie po prawej stronie uszeregowania.
2. Czas ten jest spowodowany przez jedno zadanie /powiedzmy Z^/.
3. Częśó zadania powodującą powstanie czasu martwego należy, po zwięk­

szeniu długości uszeregowania, wykonywaó jedynie po lewej stronie 
linii 1.

4. Częśó tę po lewej stronie linii 1 może wykonywaó co drugi procesor 
wykonujący zadania dwuprocesorowe oraz każdy procesor wykonujący za­
dania jednoprocesorowe. pj

5. Zwiększenie długości uszeregowania o & = ----------------  nie spo­
ra - [Y/Cj - 1

woduje wzrostu m^, to znaczy 1 nie zmniejszy się do 0.
6. W przypadku wykonywania w pierwotnym uszeregowaniu zadania Z^ także 

po lewej stronie linii 1 należy we wzorze /2/ dodaó £  , którego 
wartośó zdefiniowano w tezie twierdzenia 2.

Korzystając z powyższego twierdzenia można łatwo skonstruowaó uszere­
gowanie optymalne. W tym celu trzeba wykonaó najpierw algorytm 2 i jeśli 
w wyniku jego wykonania DT >0, to należy zwiększyó długośó uszeregowa­
nia w sposób podany w twierdzeniu 2 i następnie wykonaó jeszcze raz algo­
rytm 2. Optymalnośó tego podejścia wynika z twierdzenia 2 i z dyskusji 
poprzedzającej je. Jego złożonośó jeBt O^n^logn^, gdyż jego najbar­
dziej złożoną czynnością jest uporządkowanie n 1 zadań jednoprocesoro­
wych.

Możemy teraz powróció do rozpatrywanego przykładu. Po wykonaniu okreś­
lonych powyżej czynności uzyskujemy uszeregowanie, które pokazano na 
rysunku 3 •

Rys. 3 'Uszeregowanie optymalne dla rozpatrywanego przykładu.
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0 HPOEILEME COCTAMEHKfl PACnHCAHHil iffiOrODPOIIECCOPHHX BAHA'I 

P e 3 d  m e

B paóOTe paccMDTpeHa npoÓJieMa MHHHMH3amra rjihhh pacnHcaHHK.IIpe,niio;ia- 
raeTCH, rto HeKOTopae 3anaHH HeoGxojjmso bheiojihhtb he RByx m m  OoAxme rrpo- 
peccopax.OCcyanaeTCH TaKse Bjmmme npepusaHM 3ajxau Ha mwcmrexbKjE cjio- 
hhoctb npoCneMH.
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OH CERTAIN PROBLEMS OF SCHEDULING MULTIPROCESSOR TASKS 

S u m m 8 r j

The problem to be considered is one of scheduling tasks to minimize 
' a schedule length. It is assumed that certain tasks require for their 
processing two or more processors at a time. The impact of task divisi­
bility on the complexity of the problem is also studied.


