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PEWNE ZAGADNIENIE PRZYDZIAŁU ZADAft I ZASOBU NIEODNAWIALNEGO DO DWÓCH 
PÓŹNYCH MASZYN W DYSKRETNYM SYSTEMIE PRODUKCYJNYM

Streszczenie. .7 precy formułuje się zadanie czasowo-optynalnego 
przydziału zesobu nieodnawialnego podzielnego w sposób dyskretny 
i n zadań do dwóch różnych maszyn ró?;noległych. Po rezygnacji z dys- 
kretności tego zasobu wykazuje się, że takie zadanie jest :r?-trudne 
i konstruuje się algorytm /dla zasobu podzielnego w sposób ciągły/ 
oparty na metodzie podziału i ograniczeń. Wyznaczone wartości zasobu 
zaokrągla się do najbliższych liczb naturalnych. \'l pracy podaje się 
wyniki eksperymentów obliczeniowych dla n=1 5, 3 0, 4-0,..., 100.

1. Ws tęp

Od pewnego czasu prowadzi się intensywne badania problematyki czasowo- 
optymalnego sterowania rozdziałem zadań i zasobów w systemach typu kom­
pleks operacji [jl, 2,5,7,8]. Przegląd rezultatów badań w tym zakresie oraz 
ich syntetyczna charakterystyka zawarta jest w pracach ^2,8^. Niniejsza 
praca bazuje na wynikach badań tej problematyki i jest kontynuacją wcześ­
niejszych prac autora ^3,4].

Zakładamy, że dysponujemy jednym rodzajem zasobu nieodnawialnego, po­
dzielnego w sposób dyskretny, który należy rozdzielić pomiędzy dwie ma­
szyny. Czas wykonania zadania zależy od tego, na jakiej maszynie jest ono 
wykonywane i jaką ilość zasobu jej przydzielono.

V? rozdziale drugim formułuje się rozpatrywane zadanie czasowo-optymal- 
nego przydziału zasobu nieodnawialnego i n zadań do dwóch różnych maszyn 
i wykazuje się, że jest ono NP-trudne. Następnie w rozdziale trzecim po­
daje się pewne własności czasowo-optymalnego przydziału i konstruuje al­
gorytm oparty na metodzie podziału i ograniczeń, wyznaczający rozwiązanie 
optymalne, .W rozdziale czwartym przedstawia się wyniki eksperymentów ob­
liczeniowych przeprowadzonych na tym algorytmie dla n = 15,30,40,...,100.

2. Sformułowanie problemu. Podstawowe własności

Ti pracy rozpatrujemy dyskretny system produkcyjny, o którym zakładamy,
że:

/i/ posiada dwie różne maszyny na których należy wykonać n
niezależnych zadań J = {l,2, ,nj,

/ii/ zadanie może być wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie je­
go wykonywania nie może być przerywane,
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/iii/ posiada H jednakowych jednostek zasobu nieodnawialnego,
/lv/ maszyna w trakcie wykonywania zadań jej przydzielonych Ik C  J 

wykorzystuje część jednostek zasobu nieodnawialnego ufc i w każ­
dej chwili może wykonywać tylko jedno zadanie; k = 1,2 
(un + u2 ^N),

/v/ czas wykonania zadania i-tego na maszynie Ł5k, jeżeli przydzielo­
no jej u^ jednostek zasobu nieodnawialnego, określony jest funk­
cją
T^u^k) = ^  , uk e {i,2,...,nJ, k = 1,2, i £ J, (1)

gdzie a ^  > O, bik >  O - parametry określające zadanie i-te i
maszynę M̂ .

Rozważany przez nas problem polega na znalezieniu czasowo-optymalnego 
przydziału zadań i zasobu nieodnawialnego u^ do maszyn M̂ , k = 1,2, 
przy spełnieniu powyższych założeń.

Sformułowany powyżej problem można przedstawić jako następujące zada­
nie minimalizacji dyskretnej:

min max-| 2 Z Z Z  Tł(u1,1), 2ZZZ3 T, (u?,2) ( (2)Xi,I2 (iii., 1612 J
,u2

przy ograniczeniach
/i/ I1 U  12 = J, I., n i 2 = 0,
/ii/ un + u2 ̂  R, (3)

/iii/ u^,u2 - całkowite dodatnie.
Przedstawione zadanie jest dość skomplikowane ze względu na ogranicze­

nie /iii/. Dlatego też w dalszym ciągu pracy przyjmuje się założenie up­
raszczające polegające na rezygnacji z dyskretności zasobu nieodnawialne­
go. Przy tym założeniu wyznacza się przydział czasowo-optymalny zadań 
i zasobu nieodnawialnego do maszyn a następnie zaokrągla się otrzymane 
liczby zasobu nieodnawialnego do najbliższych liczb naturalnych. Postępo­
wanie to jest uzasadnione tym, że gdy liczba II jednostek zasobu nieodna­
wialnego jest stosunkowo duża , to względna odległość między wartoś­
cią kryterium dla tak otrzymanego przydziału,a wartością kryterium bez 
tego założenia jest stosunkowo mała. Oszacowanie tej odległości przeds­
tawione jest w rozdziale ń. Uwzględniając powyższe uwagi w dalszym ciągu 
będziemy rozwiązywać następujące zadanie:

min max j T,(u-,2)} (4)
1’ 2 L ic -̂l i«I2 J
u1’u2 

przy ograniczeniach
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(5)/ !•/ U 12 ~ ^ ^  ̂ 2 = ^ *
/ii/ u1 + u2 ^  N, U/j ̂  O, u2>  O,

gdzie : [0,N] X {1,2^--►  R+ jest rozszerzeniem funkcji : £l,2,...
x{l,2}-»-R+ określonym identycznym wzorem jak T̂ , i e J.

Uwzględniając fakt, że funkcje są małe jące, zadanie (4), (5) można 
zapisać w równoważnej postaci:

min 
Ic J

min max ]>.—  i't.. (u.-I), J  £, (N-u,2)(u e £o,Hj ( _ ie l  ie I  1 J (6)
gdzie I = J \ I.

Z postaci powyższego zadania wynika, że jeżeli jego rozwiązaniem jest 
u*,I* oraz I* / 0 i I* / J, to zachodzi

= T~~|.T1(N-Bł,2) 4 Q(I*) , 
i e i  i e f

czyli czas pracy obu maszyn jest identyczny.
Po prostych przekształceniach z (7) dostaniemy

(7)

Q(I*) = l „>____j fai1 + cil) + — |' (ai2 + °i2^ +
ie r i  e I*

£ = 3 < a ;11i e '11) (a.
l€XS

12 * *“ )J (8)

“i1i  e I *  i  e T 
N • 2

2 = ^ a 1 2 + 2—ar i e f
ai1 ^  ci2 i€ x* i e f i2 ■■■■ Ci1̂i  e i "

zaś u* = i  epf ‘'ii (9)
Q(I*) - ̂  ? at1

i e f

gdzie c ^ 4 bik

Po.przeanalizowaniu przypadków I* = 0, I* = J ostatecznie dostaniemy, 
że w celu rozwiązania zadania (4),(5) należy rozwiązać następujące zada­
nie

min Q(I). 
IC J

( 10)

Rastępnie, jeżeli I* jest rozwiązaniem zadania (10), to jako rozwiązanie 
zadania (4) u1l£,u2*,I1*,I2* przyjąć I,,* = I*, Ig* = X*» = «*^“2* =
= U - u*, gdzie u* jest wyznaczone wg wzoru (9).
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Lemat 1
Zadanie (10) jest NP-trudne.

Dowód lematu wynika z faktu, ie przyjmując =<¿¿1 Cjjj = c k = “I >2, 
i € I zadanie (10) jest równoważne problemowi podziału polegającemu na roz­
wiązaniu zadania

min mar J ->-- . J ., >
ICJ [iii Ł ie I

i z tego, że problem podziału jest problemem NP-zupełnym [VJ.
Z powyższego lematu wynika, że skonstruowanie algorytmu wielomianowego 

dla zadania (10) jest mało prawdopodobne. Dlatego też w dalszej części 
pracy do rozwiązania tego zadania zastosujemy metodę podziału i ograni­
czeń.

3. Algorytm metody podziału i ograniczeń
W celu określenia algorytmu opartego na metodzie podziału i ograniczeń 

trzeba podać m. in. funkcję dolnych ograniczeń, funkcję górnych ograni­
czeń, podział węzła w drzewie rozwiązań i strategię przeglądania drzewa 
rozwiązań. Przed wprowadzeniem tych pojęć zdefiniujemy łamaną •fc (l',l") 
dla I ' C  i "  C  J,na podstawie której będzie określona funkcja dolnych 0- 
graniczeń. W tym celu dla dowolnych zbiorów I’ C. l " d  J zdefiniujemy 
ci46 jp i = 1,2,...,1, który spełnia | j.j, j2,..., j^J = l"\ l '  oraz

%  ,  %  %

*>1 J2 J1
gdzie 1 = I" \  I', ai t min

|ci1,ci2J,Ci - 1 4 1 o f> i € j*
Określmy teraz 2(1+1) punktów GP(k), DP(k), k = 0,1,2,...,1 

k k
GP(k) i (x(i‘) + 2 Z Z  a. ,y(l') + 2  c. ), 

i=l Ji i=1 3i
, k k (12)DP(k) 4 (*(!') + y —  a. ,y(I') + -5 — • o. ),

¿Tf' Jl-i+i f r j -  3l-i+1
gdzie

x ( I  ) = ¿L ■ • a i  -  ^ ( 2 Z Z Z Z !  a . -  -  ¿1------1 a . - + ^ ........  — a . ) ,
iii 1 i e j \ X  12 i 6 I' 11 iel"v.l' 1 j

y (i ) = >. . cŁ - ^ ( . ] c.p - . i c.. + —  — 1• c.).
icI 1 i e J ̂  I 12 i e i' 11 ie i"si' 1

Zachodzi G E P (o )  = DP(O) oraz GP(1) = DP(1). Przez G(k) oznaczmy odcinek 
łączący punkty GP(k-1), GP(k) a przez D(k) odcinek łączący punkty HP(k-1),
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GP(k-1); k = 1 , 2 , Ostatecznie wspomniana wyżej łamana jest zdefi­
niowana następująco

1 1
£  (I',I") i ( \ J  G(k)) u  ( \ J  D(k)) (14)

k=1 k=1
Niech

A 1f̂(A) ^ ¿ i'(a,<łe,Q + s?    (a. ~+c:,) +   l(a,łCj) +
iii' 1 1 if J M "  Xd i £ l " s l '  1 1

Í
(>— ;c,, + 2 Z Z Z Ü O , ,  + >  je, )2 + 4 min (x2+2xy)
iii' 11 Ü J S I "  12 i£ I's.i; 1 (x,y)iŁ(0,1 V. I')

A C 2 1, (15)38. TCA A
gdzie A = , A21 • * •, Ajj, I = Â , I = Â .

i=1 i=1
Lemat 2

Dla funkcji '■f zdefiniowanej w (15) zachodzi
/i/ f  (A) 4Í min Q(I), A C  2J,
/ii/ 'f (B) >  (a ), B C  A C 2 J,
/iii/ 'f(I) = Q(I) •

Dowód lematu można przeprowadzić korzystając z definicji wprowadzonych 
pojęć i prostych, ale dość uciążliwych, przekształceń algebraicznych.
Z Lematu 2 wynika, że wprowadzona funkcja może być użyta jako funkcja 
dolnych ograniczeń w naszym algorytmie.

Przejdziemy teraz do omówienia drzewa rozwiązań i sposobu podziału 
węzłów w drzewie rozwiązań. Węzeł i-ty scharakteryzowany jest przez zbiór 
1̂ . Węzłowi temu odpowiada rodzina B(I^) podzbiorów zbioru operacji J;

2(1^ = -[i C J : IŁ C I Clj^ l/|j £ J : j > max .

Z węzłem tym związane jest więc następujące zadanie

min Q(I). (16)
ie H(It)

Węzeł i-ty dzielimy na 1^ = moc zbioru £ j 4 J : j > max węzłów
o numerach w^+1,w^+2,...jW^+l^, gdzie w^ jest liczbą już istniejących 
węzłów drzewa. Otrzymane węzły są scharakteryzowane zbiorami +_. =
= ty£n-lŁ+j^, j = 1,2,__ ,1̂ . Łatwo można pokazać, że

E(Iwi+r) O  H i ^ s )  = 0, 1 ^ r<Ts 4 i i  (17)

U  B< V +j} = H(I) \ { x j  O s>
d=i
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Warunek (17) oznacza, że rodziny podzbiorów odpowiadające węzłom otrzyma­
nym z podziału węzła 1-tego aą rozłączne, natomiast warunek (18) mówi, że 
suma rodzin podzbiorów odpowiadających węzłom otrzymanym z podziału węzła 
i-tego jest równa rodzinie podzbiorów odpowiadającej węzłowi i-temu z do­
kładnością do zbioru I,.

Jako węzeł początkowy w drzewie rozwiązań (korzeń drzewa rozwiązań) 
przyjmujemy węzeł scharakteryzowany przez zbiór 1̂  = 0; stąd rodzina pod­
zbiorów odpowiadających temu węzłowi jest równa 2^. Do podziału będziemy 
wybierać węzeł o najmniejszej wartości funkcji dolnych ograniczeń.

Na koniec sformułujemy funkcję górnych ograniczeń BEC(I^) dla węzła 1̂ . 
Przyjmujemy, że EEC(Ii) jest równe minimalnej wartości Q(I) dla I = I.,
Ifiy *̂ 2’ * * *1 *̂i3 ’ Ji ̂  i ̂ 1’ ̂ 1—1 ’" * * ’ *̂ 2̂  )
gdzie ciąg j1,j2, j e s t  określony zgodnie z (11) dla I' = 1^ oraz 
X" = 1^ \j £j € J : j y  mar ij. Ponadto przez I®(I^) oznaczmy ten ze 
zbiorów I, dla którego Q(I) osiąga wartość minimalną.

Wykorzystując wprowadzone powyżej pojęcia sformułujemy teraz algorytm 
oparty na metodzie podziału i ogranicze^rozwiązu jący zadanie (10):
krok O
Przyjmujemy, że 1̂  = 0, wyliczamy 'f (Eil^)), BEC(I^), IK(I^) i kładziemy 
^  = 'f (H(I1)), EEC = HEC(X1), I* = I*(I1). Jeżeli ‘f,, >/ EEC to STOP. 
Następnie kładziemy i = 1, ZA = {i}, w = 1 i przechodzimy do kroku 1.
krok 1
Dzielimy i-ty węzeł na 1^ węzłów o numerach w+1,w+2,...,w+l^ wg opisanego 
sposobu, kładziemy j=1 i przechodzimy do kroku 2.
krok 2
Wyliczamy 'f(E(Iw+j)), EEC(IW+ )̂, I*(Iw+;j) i kładziemy f w+j =
Jeżeli RECil^..) <  SEC, to EEC = REC(I^+;j), I* = I*(Iw+;j). Przyjmujemy, 
że j = j+1. Jeżeli j ^  1^, to przechodzimy do początku kroku 2. Po wyko­
naniu powyższych czynności kładziemy ZA = (ZA N  {i} )o{w+1,...,w+l.^,
k=1, przyjmujemy, że ZA = {j1,j2 jsj, j1 < J 2 < ... < j3, s = "ZT
i przechodzimy do kroku 3*
krok 3
Jeżeli ->/EEC, to ZA = ,ZAV {j^* Przyjmujemy k = k+1. Jeżeli k ś  s, 
to przechodzimy do początku kroku 3. Po wykonaniu powyższych czynności 
sprawdzamy, czy ZA = 0. Jeżeli tak, to STOP. Następnie-przechodzimy do 
kroku 4.
krok 4
Wyznaczamy j® 6 ZA takie, że = “i-11 i kładziemy w = w+l^, i=j*.
Przechodzimy do kroku 1. je ZA

Gdy algorytm zakończy swoje działanie, I® jest rozwiązaniem zadania 
(10), a EEC odpowiadającą ma minimalną wartością kryterium. Zbieżność al-
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gorytmu wynika bezpośrednio z Lematu 2, własności (18) i uwzględnienia 
zbioru 1^ w definicji funkcji górnych ograniczeń.

4. Przykłady testujące 1 wyniki obliczeń algorytmu

Przykłady testujące otrzymano przez losowe generowanie danych. Dla o- 
kreślonej liczby n zadań wygenerowano 15 zestawów ai'i(ai2*ci-i>ci2’ * e 
Dla n = 15(50,40,... ,100 liczby ai/|>ai2’ci1’ci2 zosta^y wylosowane ze 
zbioru £ o , 0 .1,...,9 * 9 ,10^ przez generator o jednostajnym rozkładzie praw­
dopodobieństwa. Wyniki przedstawiono w TAB- 1.

Tablica 1
Wyniki badań numerycznych algorytmu dla dwóch różnych procesorów

n
S M

L1
l2 BS

sek sek sek %

15 8,2 8 11 0,15 0,02
30 35,0 33 9 0,20 0,03
40 97,3 98 11 0,68 0,03
50 122,4 120 8 1,51 0,02
60 196,1 206 12 2,32 0,01
70 312,6 308 10 3,41 0,02
80 414,7 422 9 5,37 0,02
90 601,3 604 12 7,08 0,03
100 847,2 844 10 9,25 . 0,02

W kolumnie S znajduje się średni czas obliczeń w sek na maszynie cyfrowej 
ODRA 1325 dla 15 zestawów danych przy odpowiednim n, a w kolumnie 1! - me­
diana tych czasów. Kolumna L^ podaje liczbę zestawów danych, dla których 
znaleziono optymalne rozwiązanie w pierwszym wierzchołku drzewa, a kolum­
na Ig - średni czas obliczeń w sek związany z pierwszym wierzchołkiem 
drzewa.

W przypadku, kiedy głównie zależy nam na krótkim czasie obliczeń może­
my ograniczyć się tylko do pierwszego wierzchołka drzewa. Otrzymujemy 
wtedy rozwiązanie suboptymalne. Z analizy TAB. 1 wynika, te czas obliczeń 
jest stosunkowo krótki (rzędu kilku sek) oraz istnieje duże prawdopodo­
bieństwo (można przyjąć, że Ł^ /15 jest pewnym oszacowaniem tego prawdopo­
dobieństwa), że znajdziemy rozwiązanie optymalne w pierwszym wierzchołku 
drzewa rozwiązań.

Przejdziemy teraz do omówienia kolumny BS, tzn. do oszacowania błędu 
popełnionego pjzez uciąglenie zasobu nieodnawialnego. Klarą tego błędu 
jest wielkość , gdzie jest minimalną wartością kryterium zada-



56 Zb. Buchał ski

nia (2), (5), a Q wartością kryterium określonego przez (2) dla równych 
najbliższej liczbie całkowitej liczby u^* i dla Ik = , k = 1,2, gdzie
u *̂, Ik*, k = 1,2 jest otrzymanym rozwiązaniem zadania (4),(5). Ponieważ 
zachodzi Q* ̂ QCI*) to

3 ~ ^  . 100% ^ . 100% = B
Q* N Q(I*)

i wielkość B, którą możemy wyznaczyć, jest górnym oszacowaniem rozpatrywa­
nego błędu. W kolumnie BS zamieszczono wartość średnią wielkości B dla 
15- zestawów danych przy odpowiednim n. Z analizy tej kolumny wynika, 
że przyjęta metoda postępowania polegająca na uciągleniu zasobu nieodna­
wialnego prowadzi do bardzo małych błędów względnych.

Reasumując, wyniki eksperymentów obliczeniowych upoważniają do stwier­
dzenia, że przedstawiona metoda rozwiązywania zadania czasowo-optymalnego 
przydziału zasobow i zadań do dwóch różnych maszyn może być z powodzeniet 
zastosowana do problemów, w których liczba zadań jest rzędu 100. W związ­
ku z tym można ją wykorzystać w praktycznie występujących dyskretnych 
systemach produkcyjnych tego typu.
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CHCTEUE

P e 3 d m  e

B pafioTe $opMyjmpyeTCH 3anaaa BpeMeHHO-oirmdajiLHoro pacnpeae jiem a HeBOO- 
CTaHaBjraBaeMoro pecypca h 3a#aHza jym  kbjx. pa3HHX isanraH. IIoKa3aHO , rto 
npodjieua mnHeToa NP -  T pynsot k KOHCTpynpyeTCH ajiropnTU pemannEfi axy 3 a -  
flayy. AnropnTM ocHOsaH aa  M eioae seTBefi a  rpaH na. JIaHH pe3yjn>Tara bitch c -  
jrHTejr&HUX BKcnepmeHTOB npHBejibhhhx jym BToro airopH Tua.

SOME PROBLEMS OF TASKS AHD NONRENEWABLE RESOURCES ALLOCATION IN TWO
MACHINES DISCRETE PRODUCTION SYSTEM a-

S a m m  a r y

In the paper the problem of time optimal allocation of n tasks and 
n'onrenewable, discretely divisible resources to two machines is consi­
dered. It is shown th8t the problem is of NP-type. An algorithm to solve 
the problem on on the basis of branch and bound method is designed. The 
results of the numerical experiments for n = 15,30,40,...,100 are enclo­
sed.


