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PEWNE ZAGADNIENIE PRZYDZIAtU ZADAFt | ZASOBU NIEODNAWIALNEGO DO DWOCH
POZNYCH MASZYN W DYSKRETNYM SYSTEMIE PRODUKCYJNYM

Streszczenie. 7 precy formutuje sie zadanie czasowo-optynalnego
przydziatu zesobu nieodnawialnego podzielnego w sposob dyskretny
i n zadan do dwéch roznych maszyn ro?;noleghych. Po rezygnacji z dys-
kretnosci tego zasobu wykazuje sie, ze takie zadanie jest :r?-trudne
i konstruuje sie algorytm /dla zasobu podzielnego w sposéb ciagly/
oparty na metodzie podziatu i ograniczen. Wyznaczone wartosci _zasobu
zaokrggla sie do najblizszych liczb naturalnych. \l pracy podaje sie
wyniki eksperymentéw obliczeniowych dla n=15, 30, 4-0,..., 100.

1. Wstep

O0d pewnego czasu prowadzi sie intensywne badania problematyki czasowo-
optymalnego sterowania rozdziatem zadan i1 zasobow w systemach typu kom-
pleks operacji [j1,2,5,7,8]. Przeglad rezultatéw badann w tym zakresie oraz
ich syntetyczna charakterystyka zawarta jest w pracach 72,8". Niniejsza
praca bazuje na wynikach badann tej problematyki i jest kontynuacjg wczes-
niejszych prac autora 3,4].

Zakkadamy, ze dysponujemy jednym rodzajem zasobu nieodnawialnego, po-
dzielnego w sposob dyskretny, ktory nalezy rozdzieli¢ pomiedzy dwie ma-
szyny. Czas wykonania zadania zalezy od tego, na jakiej maszynie jest ono
wykonywane 1 jakg i1los¢ zasobu jej przydzielono.

\? rozdziale drugim formutuje sie rozpatrywane zadanie czasowo-optymal-
nego przydziatu zasobu nieodnawialnego i1 n zadan do dwoch réznych maszyn
i wykazuje sie, ze jest ono NP-trudne. Nastepnie w rozdziale trzecim po-
daje sie pewne wkasnosci czasowo-optymalnego przydziatu i1 konstruuje al-
gorytm oparty na metodzie podziatu i ograniczen, wyznaczajacy rozwigzanie
optymalne, W rozdziale czwartym przedstawia sie wyniki eksperymentéw ob-
liczeniowych przeprowadzonych na tym algorytmie dla n = 15,30,40,...,100.

2. Sformutowanie problemu. Podstawowe wlasnosci

Ti pracy rozpatrujemy dyskretny system produkcyjny, o ktérym zakkadamy,
ze:
/i1/ posiada dwie rézne maszyny na ktérych nalezy wykonac¢ n
niezaleznych zadan J = {I,2, ,nj,
/ii/ zadanie moze by¢ wykonywane na dowolnej maszynie i w trakcie je-
go wykonywania nie moze by¢ przerywane,
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/iii/ posiada H jednakowych jednostek zasobu nieodnawialnego,

/1lv/ maszyna w trakcie wykonywania zadan jej przydzielonych IkC J
wykorzystuje czes¢ jednostek zasobu nieodnawialnego uft 1 w kaz-
dej chwili moze wykonywa¢ tylko jedno zadanie; k = 1,2
(un + u2 ~N),

/v/ czas wykonania zadania i-tego na maszynie ik, jezeli przydzielo-
no jej u" jednostek zasobu nieodnawialnego, okreslony jest funk-
cja
TAuNk) = ~ o, uked{i,2,...,nJ, k =1,2, if£J, (D)

gdzie a”™ > O, bik> 0 - parametry okresSlajgcezadaniei-te i

maszyne M.
Rozwazany przez nas problem polega na znalezieniu czasowo-optymalnego
przydziatu zadan i zasobu nieodnawialnego u”™ do maszyn M, k = 1,2,

przy speknieniu powyzszych zatozenh.
Sformutowany powyzej problem mozna przedstawi¢ jako nastepujace zada-
nie minimalizacji dyskretnej:

in g ~mex-] 2Z2Z Z TH(ul,1), T, (U?,2) ( (@)
%™ Gid (G ]
,u2

przy ograniczeniach
/i/ 11U 12 =73, I,ni2 =0,
/ii/ un + U2 N R, (©))
/iii/ u™,u2 - calkowite dodatnie.

Przedstawione zadanie jest dos¢ skomplikowane ze wzgledu na ogranicze-
nie /iii/. Dlatego tez w dalszym ciggu pracy przyjmuje sie zatozenie up-
raszczajace polegajace na rezygnacji z dyskretnosci zasobu nieodnawialne-
go. Przy tym zatozeniu wyznacza sie przydziat czasowo-optymalny zadan
i zasobu nieodnawialnego do maszyn a nastepnie zaokragla sie otrzymane
liczby zasobu nieodnawialnego do najblizszych liczb naturalnych. Postepo-
wanie to jest uzasadnione tym, ze gdy liczba Il jednostek zasobu nieodna-
wialnego jest stosunkowo duza , to wzgledna odlegtos¢ miedzy wartos-
cig kryterium dla tak otrzymanego przydziatu,a wartoscig kryterium bez
tego zatozenia jest stosunkowo mata. Oszacowanie tej odlegtosci przeds-
tawione jest w rozdziale n. Uwzgledniajac powyzsze uwagi w dalszym ciagu
bedziemy rozwigzywa¢ nastepujgce zadanie:

min  max iT.@w-.2} (@)
1”7 2 LicA 1«12 J
ul’u2

przy ograniczeniach
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// Ui~~~ ~ N2 =n* (5)
/ii/ ul + u2 ~ N, WJ» 0, u2> 0,
gdzie : [O,N1X {1,2”--» R+ jest rozszerzeniemfunkcji D E1,2, ...
x{1,2}»R+ okreslonym identycznym wzorem jakT™, ie J.

Uwzgledniajac fakt, ze funkcje sg mate jace, zadanie (@), (5) mozna
zapisa¢ w roéwnowaznej postaci:

min [} r max o it D, £,,(N-u,2 6

10y UERH " Tiel™ ¢ je 1 A2 ©
gdzie I = J\ L

Z postaci powyzszego zadania wynika, ze jezeli jego rozwigzaniem jest

u*,1* oraz I* /7 0 i1 1* / J, to zachodzi
o = T~~|.T1(N-BE.2) 4 Q(1%) , (7)
le | | €

czyli czas pracy obu maszyn jest identyczny.
Po prostych przeksztatceniach z (7) dostaniemy

QU™ =1 > j fail + cil) + - [@i2 + °i2" +
ier iel*
= 11 - (812 “ (8)
fg @ <! w 1€XS « ¥
. “j12=0a12+2 i1 A i i2 i
iel* "ie e Sl Gex C2 o 2P
N «2 -
< f -
za$ u* = i eP " (9)
o) -~ 2atl
ief
gdzie c” 4b|k

Po.przeanalizowaniu przypadkéw 1I* = 0, I* = J ostatecznie dostaniemy,
ze w celu rozwigzania zadania (4),(5) nalezy rozwigza¢ nastepujgce zada-
nie

nl]iCnJ Q. (10)

Rastepnie, jezeli I* jest rozwigzaniem zadania (10), to jako rozwigzanie
zadania (4) ulkE,u2*,11*,12* przyjac¢ I,,* = I*, 1g* = X*» = NQF =
= U - u*, gdzie u* jest wyznaczone wg wzoru (9).
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Lemat 1
Zadanie (10) jest NP-trudne.

Dowdd lematu wynika z faktu, ie przyjmujac =<¢¢l Gl = ¢ k =12,
i €1 zadanie (10) jest réwnowazne problemowi podziatu polegajacemu na roz-
wigzaniu zadania

min marJ->—.J ., >
1CJ [iid t i

i z tego, ze problem podziatu jest problemem NP-zupednym [VJ.

el

Z powyzszego lematu wynika, ze skonstruowanie algorytmu wielomianowego
dla zadania (10) jest mato prawdopodobne. Dlatego tez w dalszej czesci
pracy do rozwigzania tego zadania zastosujemy metode podziatu i1 ograni-

czen.

3. Algorytm metody podziatu i ograniczen

W celu okreslenia algorytmu opartego na metodzie podziatu i1 ograniczen
trzeba poda¢ m. in. funkcje dolnych ograniczen, funkcje gornych ograni-
czen, podziat wezta w drzewie rozwigzan i strategie przegladania drzewa
rozwigzan. Przed wprowadzeniem tych pojec¢ zdefiniujemy damang <fc (1°,1')
dlal'C i" C J,na podstawie ktorej bedzie okreslona funkcja dolnych 0-
graniczen. W tym celu dla dowolnych zbioréw 1’C. 1" d J zdefiniujemy
ci46 jp 1 =1,2,...,1, ktory spetnia |jj,j2,---,J°3 = 1"\1" oraz

% % %

Ci - Jcidjicid¥® i € j*

Okreslmy teraz 2(1+1) punktéw GP(k), DP(k), k =0,1,2,...,1
k k

GP(K) I (x(i®)+ 222 a. ,y(d")+ 2 c. ),
i=l Ji i=1 3i
, k k a2
DR 4 ¢(*(1") + vy — a. y(7) + b- eo. ),
JTF Jl-i+i frj- 3l-i+l
gdzie
x(I') =¢Lmeai - N(22Z2Z22Z" a.- - {1 la.- + " ... — a.),
iii 1 iej\X 12 i61" 11  iel"v.1" 1 j
y@d )= > .ct -~ (C . 1 c.p- dc.. + — —JcC.).
icl 1 ieJn 1 12 iei” 11 iei"si" 1

Zachodzi GEP(o) = DP(0) oraz GP(1) = DP(1). Przez G(k) oznaczmy odcinek
+aczacy punkty GP(k-1), GP(k) a przez D(k) odcinek d#aczacy punkty HP(k-1),
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GP(k-1); k=1 , 2 , Ostatecznie wspomniana wyzej 4amana jest zdefi-
niowana nastepujaco

1 1
£ UL 0 (M G u (M DK s
k=1 k=1
Niech
~@) R} @.e.Q + 7 (. ~+c:,) + 1G4S +
iiit 1 ifam" xd ifl"sl” 1 1
_(>- ,.c,, +222200,, + > je,)2 + 4 min (x2+2xy)
[ dii~ 14 0Jst™ 12 if£1°s.i; 1 (X, y)it(0,1 V. I7)
AC21, B T as
A A
gdzie A = A2l e*e Ajj, | = M, 1 = AN
i=1 i=1
Lemat 2

Dla funkcji "wfF zdefiniowanej w (15) zachodzi
/i/ T @ 4imin Q(1), AC 27,

/ii/ “f(B) > @), BCAC2J,

/iii/ f() = QD) -
Dowdd lematu mozna przeprowadzi¢ korzystajac z definicji wprowadzonych
pojec¢ i prostych, ale dos¢ ucigzliwych, przeksztatcen algebraicznych.
Z Lematu 2 wynika, ze wprowadzona funkcja moze by¢ uzyta jako funkcja
dolnych ograniczen w naszym algorytmie.

Przejdziemy teraz do oméwienia drzewa rozwigzan i sposobu podziatu

wezdow w drzewie rozwigzan. Wezet i-ty scharakteryzowany jest przez zbioér
1~ Weztowi temu odpowiada rodzina B(I”™) podzbioréw zbioru operacji J;

2 =fiCJ - LC 1 CJ~M /1) £J3 : J> max

Z wezdem tym zwigzane jest wiec nastepujace zadanie

min  Q(I). (¢19))
ie H(ID
Wezet i-ty dzielimy na 1 = moc zbioru £ j4 J : j > max wezdow
0 numerach w™+1,w™N+2, .. jWMHIN, gdzie wh jest Ilczba Juz istniejacych
wezdéw drzewa. Otrzymane wezdy sg scharakteryzowane zbiorami +.=

= tyEn-IL+j~, j = 1,2, 1™ tatwo mozna pokaza¢, ze

E(Iwi+r) O Hi"s) =0, 1M r<Ts4dii an

U B<V+j}=HU) \{xj 0 s>
d=i
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Warunek (17) oznacza, ze rodziny podzbiordéw odpowiadajgce wezdom otrzyma-
nym z podziatu wezda 1l-tego ag rozkgczne, natomiast warunek (18) moéwi, ze
suma rodzin podzbiordéw odpowiadajacych weztom otrzymanym z podziatu wezda
i-tego jest réwna rodzinie podzbioréw odpowiadajgcej wezdowi i-temu z do-
k#adnoscig do zbioru I,.

Jako wezet poczatkowy w drzewie rozwigzan (korzen drzewa rozwigzan)
przyjmujemy wezet scharakteryzowany przez zbidér 1™ = 0; stad rodzina pod-
zbioréw odpowiadajacych temu wezdowi jest réwna 2”. Do podziatu bedziemy
wybiera¢ wezet o najmniejszej wartosci funkcji dolnych ograniczen.

Na koniec sformutujemy funkcje goérnych ograniczen BEC(1M) dla wezda 1IN
Przyjmujemy, ze EEC(li) jest rowne minimalnej wartosci Q(1) dla I = I,
Ifiy b Uiaiaiadifed Cid Jin i"l”\l—l"'**”"\Z‘)
gdzie ciag jl1,j2, j e s t okreslony zgodnie z (11) dla 1" = 1™ oraz
X" = 1In\j £§ € J - Jy mar ij. Ponadto przez 1®(1™) oznaczmy ten ze
zbioréw 1, dla ktérego Q(I) osigga wartos¢ minimalng.

Wykorzystujac wprowadzone powyzej pojecia sformutujemy teraz algorytm
oparty na metodzie podziatu i1 ogranicze”rozwigzu jacy zadanie (10):
krok O
Przyjmujemy, ze 1™ = 0, wyliczamy *F(Eil?)), BEC(1M), IK{M) 1 kkadziemy
N = *F (H(11)), EEC = HEC(X1), I* = 1*(11). Jezeli “,>/ EEC to STOP.
Nastepnie kdadziemy 1 = 1, ZA = {i}, w = 1 i przechodzimy do kroku 1.

krok 1

Dzielimy i-ty wezet na 1™ wezdéw o numerach w+1,w+2,...,w+I™ wg opisanego
sposobu, kd#adziemy j=1 i1 przechodzimy do kroku 2.
krok 2

Wyliczamy “Ff(E(Iw+j)), EEC(W+N), I*(Iw+;)) 1 kkadziemy Fw+j =

Jezeli RECil™..) < SEC, to EEC = REC(I™+;)), 1* = 1I*(lw+;J). Przyjmujemy,
ze j = j+l. Jezeli j ~ 1n, to przechodzimy do poczatku kroku 2. Po wyko-
naniu powyzszych czynnosci kkadziemy ZA = (ZAN {i} )o{w+1,...,w+l."»,

k=1, przyjmujemy, ze ZA = {j1,j2 Jsi, J1 <J2< ... <j3,s ="7T

i przechodzimy do kroku 3*

krok 3

Jezeli >/EEC, to ZA =,ZAV {j™* Przyjmujemy k = k+l. Jezeli k$§ s,

to przechodzimy do poczatku kroku 3. Po wykonaniu powyzszych czynnosci
sprawdzamy, czy ZA = 0. Jezeli tak, to STOP. Nastepnie-przechodzimy do
kroku 4.

krok 4
Wyznaczamy j® 6 ZA takie, ze = “Hl i ktadziemy w = w+I?, i=sj*.
Przechodzimy do kroku 1. je ZA

Gdy algorytm zakonczy swoje dziatanie, I® jest rozwigzaniem zadania
(10), a EEC odpowiadajaca ma minimalng wartoscia kryterium. Zbieznos¢ al-
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gorytmu wynika bezposrednio z Lematu 2, wkasnosci (18) i uwzglednienia
zbioru 1™ w definicji funkcji gérnych ograniczen.

4. Przyktady testujace 1 wyniki obliczen algorytmu

Przyktady testujace otrzymano przez losowe generowanie danych. Dla o-
kreslonej liczby n zadan wygenerowano 15 zestawéw ai“"i@i2*ci-ici2” *e

Dlan = 15650,40,... ,100 liczby ai/J>ai2’°cil’ci2 zosta™y wylosowane ze
zbioru EO, A, -,9*9,10’\ przez generator o jednostajnym rozkkadzie praw-
dopodobienstwa. Wyniki przedstawiono w TAB- 1.

Tablica 1
Wyniki badan numerycznych algorytmu dla dwoch réznych procesoréw

S M 12 BS

" sek sek L1 sek %
15 8,2 8 11 0,15 0,02
30 35,0 33 9 0,20 0,03
40 97,3 98 11 0,68 0,03
50 122,4 120 8 1,51 0,02
60 196,1 206 12 2,32 0,01
70 312,6 308 10 3,41 0,02
80 414,7 422 9 5,37 0,02
20 601,3 604 12 7,08 0,03
100 847,2 844 10 9,25 .0,02

W kolumnie S znajduje sie Sredni czas obliczen w sek na maszynie cyfrowej
ODRA 1325 dla 15 zestawéw danych przy odpowiednim n, a w kolumnie 1! - me-
diana tych czaséw. Kolumna L" podaje liczbe zestawéw danych, dla ktérych
znaleziono optymalne rozwigzanie w pierwszym wierzchodku drzewa, a kolum-
na Ig - Sredni czas obliczen w sek zwigzany z pierwszym wierzchotkiem
drzewa.

W przypadku, kiedy gtownie zalezy nam na krotkim czasie obliczen moze-
my ograniczy¢ sie tylko do pierwszego wierzchotka drzewa. Otrzymujemy
wtedy rozwigzanie suboptymalne. Z analizy TAB. 1 wynika, te czas obliczen
jest stosunkowo krotki (rzedu kilku sek) oraz istnieje duze prawdopodo-
bienstwo (mozna przyja¢, ze t"/15 jest pewnym oszacowaniem tego prawdopo-
dobienstwa), ze znajdziemy rozwigzanie optymalne w pierwszym wierzchodku
drzewa rozwigzan.

Przejdziemy teraz do omowienia kolumny BS, tzn. do oszacowania bdedu
popednionego pjzez uciaglenie zasobu nieodnawialnego. Klarg tego biedu
jest wielkos¢ , gdzie jest minimalng wartoscia kryterium zada-
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nia @), (6), a Q wartosciag kryterium okreslonego przez (2) dla réwnych
najblizszej liczbie catkowitej liczby u™ i dla Ik = , k =1,2, gdzie
>, 1k*, k = 1,2 jest otrzymanym rozwigzaniem zadania (4),(5). Poniewaz
zachodzi Q* ~QCI*) to

3~~~ _100% ~ - 100% =B
Q* N QU™
i wielkos¢ B, ktérg mozemy wyznaczy€, jest gornym oszacowaniem rozpatrywa-
nego bledu. W kolumnie BS zamieszczono wartos¢ Srednig wielkosci B dla
15- zestawow danych przy odpowiednim n. Z analizy tej kolumny wynika,
ze przyjeta metoda postepowania polegajaca na uciggleniu zasobu nieodna-
wialnego prowadzi do bardzo makych bieddéw wzglednych.

Reasumujac, wyniki eksperymentéw obliczeniowych upowazniajg do stwier-
dzenia, ze przedstawiona metoda rozwigzywania zadania czasowo-optymalnego
przydziatu zasobow 1 zadan do dwoch réznych maszyn moze by¢ z powodzeniet
zastosowana do probleméw, w ktérych liczba zadan jest rzedu 100. W zwigz-
ku z tym mozna ja wykorzysta¢ w praktycznie wystepujacych dyskretnych
systemach produkcyjnych tego typu.
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HEKOTOPAH  IIPOEJEESIA PACHPEHEIrEeilfl 3kam H HEBOCCTAHABIMBA&IOO
F()IEH%YTFI)E%/E mx JWX PAHUX MAIMH B JMCKPETHOK nPOHSBOfICTBEHHOI!

Ped3dme

B pafioTe $opMyjmpyeTCH 3anaaa BpeMeHHO-oirmdajiLHoro pacnreae&'iema HeBOO-
CTaHaBjraBaeMoro pecypca n 3a#aHza jym wojix.pasHHX isanraH. [loKasaHO | rto
npodjieua mnHeToa NP - Tpynsot k KOHCTpynpyeTCH ajiropnTU pemannEfi axK 3a-
flayy. AnropnTM ocHOsaH aa Meioae seTBefi a rpaHna. JlaHH pe3yjn>Tara bitchc-
JHTer&HUX BKcnepmeHTOB npHBejibhhhx jym BToro airopHTua.

SOME PROBLEMS OF TASKS AHD NONRENEWABLE RESOURCES ALLOCATION IN TWO
MACHINES DIS%_RETE PRODUCTION SYSTEM

Samm ary

In the paper the problem of time optimal allocation of n tasks and
n"onrenewable, discretely divisible resources to two machines is consi-
dered. It is shown th8t the problem is of NP-type. An algorithm to solve
the problem on on the basis of branch and bound method is designed. The
results of the numerical experiments for n = 15,30,40,..., 100 are enclo-
sed.



