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Streszczenie. Praca"zawiera nowy algorytm zagadnienia kolejnos-
ciowego w_procesie produkcyjnym zbednym gniazdem krytycznym. Algo-
rytm ten jest oparty na ideir blokéw i moze by¢ stosowany w syste-
mach uwarunkowanych czasowo. Oznacza to, ze w kazdej iteracji ist-
nieje pewne rozwigzanie 1 w przypadku przerwania obliczen, mozna
uzna¢ je za rozwigzanie suboptymalne. Przedstawiono réwniez wyniki
obliczen numerycznych dla znacznej liczby losowych przykdadéw.

1. Wstep

V praktyce zagadnienia kolejnosciowe, formutowane jako zadania optyma-
lizacji procesu, sg dos¢ skomplikowane i najczesSciej sa zagadnieniami KP-
-zupednymi. Dla tych zagadnien, chcac uzyska¢ dobre rozwigzanie, musimy
stosowa¢ metody przegladu /metoda podziatu i1 ograniczen, programowanie dy-
namiczne/, ktére sa czasochdonne, szczegélnie w sytuacji, gdy liczba ag-
regatow /i zadan/ jest stosunkowo duza. Zmniejszenie liczby agregatow,
na ktéorych nalezy wyznacza¢ optymalng kolejnos¢ przyspiesza X istotny
sposéb dziatanie algorytméw opartych na tych metodach. Stad tez nasuwa
sie wniosek, aby ustala¢ optymalng kolejnos¢ zadann /lub operacji/ na a-
gregatach stanowiagcych tzw. "waskie garddo™ /gniazdo krytyczne/. W kon-
kretnych procesach produkcyjnych identyfikacja gniazd krytycznych przez
stuzby techniczno-organizacyjne nie nastrecza wiekszych trudnosci. Zwykle
gniazdami krytycznymi sg urzadzenia, ktoérych koszty zakupu i eksploatacji
sg szczegb6lnie duze.

W niniejszym artykule przedstawimy pewne zagadnienie kolejnosciowe,
ktére moze wystgpi¢ w przypadku zaistnienia waskiego gardfa na jednym a-
gregacie technologicznym.

Dany jest zbiér zadan J = {j-j" Jn} > ktore maja by¢ wykonane przy
uzyciu jednej maszyny stanowigcej gniazdo krytyczne. Kazde sklada sie
z ciagu operacji, tzn. Ji =<0/ ,0i2,...,°in> . przy czym tylko jedr.a z
tych operacji /krytyczna/ jest wykonywana na maszynie krytycznej U§ w cza-
sie p& 0. Pozostate operacje sa wykonywane na maszynach niekrytycznych
/nie musimy kh szeregowac¢/ i niech:

r™ - bedzie sumg czaséw trwania wszystkich operacji wystepujacych

przed operacja krytyczna,

K Praca wykonana w ramach problemu resortowego R.1.21,01
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g, - bedzie samg czaséw trwania wszystkich operecji wystepujacych £o
operacji krytycznej.

Jezeli kolejnos¢ wykonywania zadan na maszynie U~ jest okreslona, to
mila kazdego zadania mozemy wyznaczyC terminy rozpoczecia wykonywania

oraz zakonczenia na maszynie /przy czym musi byc y r”/. Zagad-
nienie optymalizacji polega na ustaleniu takiej kolejnosci wykonywania
zadan na maszynie Ul, aby daczny czas wykonywania wszystkich zadan C
maxJC™+y“} osiagnat wartos¢ minimalng. Zagadnienie to jest oznaczane sym-
bolem n|l ri °iQi"?/°IcEoX i 3eet réwnowazne zagadnieniu nlll 0 WEJIOX.
Zwigzek z nieterminowoscig bJliax jest nastepujacy; przyjmujac K = max b,
dj = K-qi, otrzymujemy: Cnax=max{ci+qi}=max{Ci-di}+K=m|X Li+K=Lmaz+K
i zamiast minimalizacji max mozemy réwnowaznie minimalizowac Lmax‘

Zagadnienie to bydo przedmiotem rozwazan wielu autoréw, Dokdadne algo-
rytmy rozwigzania tego zagadnienia bydy prezentowane w pracach [2], [6L[7],
Algorytmy heurystyczne zas w artykutach [1],[6]1., B]l- W niniejszej pracy
przedstawimy nowy algorytm dokdadny wraz z wynikami obliczeniowymi na ma-
szynie cyfrowej. Algorytm ten ma te zalete, ze moze wspodpracowac z do-
wolnym algorytmem heurystycznym w przeciwienstwie do wczesniej proponowa-
nych w literaturze algorytméw, w ktdérych bazuje sie na algorytmie Schrage-
Se ,[B] 1 uzycie Innych algorytméw jest wykluczone. Wyniki obliczeniowe
wykazaty wysoka efektywnos¢ algorytmu.

-k

2. Pewne whkasnosci zagadnienia n 11 Ir*>0. >/010maBt

Uiech TT= (10)> ) bedzie dowolng permutacja liczb
-[1,2,... ,n] . Klech ii bedzie zbiorem wszystkich tych permutacji. Kazds
permutacja "~ (I okresla kolejnos¢ wykonywania zadan NLQ) T
- na maszynie . Zadanie optymalizacji polega na znalezieniu
takiej permutacji TT*, dla ktérej zachodzi

) CmaxOL j =~1#n
gdzie lierd

Cmax[') = m@*"icn@ + qT{i)| =
Wartos¢ CBal.(i) oznacza wartos¢ funkcji celu dla kolejnosci okreslonej
przez permutacje IT = Aby wyznaczy¢ wartoscé postuzymy sie wyraze-

nien: — f

Wyrazenie to jest szczeg6lnym przypadkiem analogicznego wyrazenia z pracy
[51, w ktérym nalezy przyja¢ reil /gdzie m jest liczba maszyn/.

Kazdg dwojke liczb catkowitych <i”™,i2> spekniajgcych nieréwnosc
IMi”Mi1g”™n bedziemy nazywa¢ droga w jt . Drogg < u®,u5>> takg, dla kto-
rej zachodzit
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yeuz _

C = -
max $7 r7>(ul) + i=ui p,I¥

+ qTrcd )
bedziemy nazywa¢ droga krytyczna.
Wprowadzmy teraz kilka poje¢ i1 oznaczen dla kazdej permutacji TT# Il
Cigg zadan < +  7FTTITIUDAN b?dzieDy nazywaé¢ blokiem w
permutacji N . Zadanie oraz J bedziemy nazywa¢ odpowiednio za-

daniem pierwszym oraz ostatnim w bloku w A . Warto zauwazy¢, ze w czasie
wykonywania zadan z bloku, maszyna wykonuje te zadania bez przestoju
/rys. /.

Dalej niech

PL = {T@>.uj ™ j4 ul}
bedzie zbiorem wskaznikéw zadan bloku w TT . W dalszych rozwazaniach be-
dziemy opuszczaé¢ wskaznik T w oznaczeniach ulj,uE,P". Wszystkie zdefinio-
wane pojecia sg zilustrowane na rys. 1.

Przyktad /rys. 1/
Rozwazmy przykdtad 7111ri”~ 0,qg” O |Onax, dla ktorego mamy:
<7,5,1,2,3,4,6>, CmaxiF) = r5+p5+pl+p2+p.Jpd+qg4 /zaznaczono linig

przerywana/, u,=2, u2=6, ~ = Jg, - J4,P ={5,1,2,3,4}.
N | iz
rs r*
Y> i I
| Pr . P51 in: Pi P
d W/Z//M W/M mam
~T M fis !43 M i a5 M | 36 LSt-,
Gmax (@)

Rys.1. llustracja bloku zadan

twierdzenie 1-

Miech TTe A bedzie dowolng permutacja okreslajacg kolejnos¢ wykonywa-
nia zadan z drogg krytyczng <ul ,u2>. Jezeli istnieje permutacja fieT ]
taka, ze cmax(@) < Cmax”)’” wtedy wfi przynajmniej jedno zadanie z bloku
w1 poprzedza pierwsze zadanie lub wystepuje za ostatnim zadaniem tego
bloku.

Z twierdzenia 1 wynika, ze jezeli permutacja /3 zostata otrzymana z per-
mutacji TT przez zamiane kolejnosci wykonywania zadan w TT oraz jezeli
Cnaz P) < Cma3; (M« wtedy w fi przynajmniej jedno zadanie z bloku w'm zos-
talo przesuniete przed pierwsze zadanie /lub za ostatnie zadanie/ tego
Haku .
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3. Schemat przebiegu algorytmu

Al poryto rozwigzania zagadnienia n1lIri} HR.> 0 "cfix 6est oparty na
metodzie podziatu i1 ograniczen z mieszang strategig podziatu /z cofenien/,
Rozpoczynajac od permutacji k& n generujemy ciag permutacji /Tell .

Dla kazdej permutacji z ciagu obliczamy wartos¢ Cma3;{) , wyznaczamy droge
krytyczng <u”,u2>oraz okreslamy blok zadan.Jezeliaktualnegérne ogra-

niczenie C* jest wieksze niz Cmaxdf) , to nalezyprzyja¢ CE := .
Kazda nowa permutacje fi tfi otrzymujemy z permutacji “iltH przez przesunie-
cie jednego zadania Jj przed pierwsze /lub za ostatnie/ zadanie bloku w
Zadania, ktore sa przesuwane przed pierwsze zadanie bloku /tzn. aa pozy-
cje u.,/, 33 okreslone w zbiorze kandydatow /rys. 2/:

-Eb *{J3:J6P, Ab(3}< °},
gdzie:

ApN) 7A@ CrTe* 35 PT
liatomiast zadania, ktore sg przesuwane za ostatnie zadanie bloku /tzn. nma
pozycje u2/, sa okreslone w zbiorze kandydatéw /rys. 2/:

Ea 4 {jjljfeP, A~j) < 0},

gdzie:
Aa<y 4 «#) ~ ~ep*
Zbiér £b
Symbol oznacza ujemng wartos¢ A(J) , /iEsa,b} .

Rys.2. Zbiory kandydatow

Liczba mozliwych permutacji /4 , ktore mozemy bezposrednio wygenerowacé z7f
wynosi s = eb+ea, gdzie ef = IEb!, ef = |Ef].

Jezeli zadenie 0O jest przesuwane na pozycje u, woéwczas jest ono wykony-
wane w fi jako zadanie pierwsze sposréd wszystkich zadah ze zbioru

Sb = EbU -

Katomiast w przypadku przesuniecia zadania Jj na pozycje u2, jest
ono wykonywane jako zadanie ostatnie sposréd wszystkich ze zbioru

Sa = EaU {IM(R)j *
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ProceB generowania permutacji przedstawimy w postaci drzewa H. Kazdy
wezet w H bedzie przedstawiat pewng permutacje TT , -a fuk w H bedzie odpo-
wiadat pewnej parze <"TT, , gdzie fi zostat otrzymany przez przesuniecie
jednego zadania w Tl . Generowanie bezposrednich nastepnikéw fi /rys. 3/
wzgledem TT powoduje, ze zbidr rozwigzan Y Gf) odpowiadajacy wezdowi™"n" zos-
taje rozbity na podzbiory "(,3r) /niekoniecznie roztaczne/. Jezeli /3r jest

T o Ycn) generowany przez przesuniecie 3 £ EY, wéwczas
z podzbiorem Y[fir) zwigzane jest zdanie logicz-
ne wskazujace, ze zadanie Jj ma by¢ wykonane
Jako pierwsze sposrod wszystkich zadan zbioru

Y@&J Y(pj Y{a ) Zdanie to jest réwnowazne wymaganiom
Rys.3. Podziat wezta czesciowego porzadku /rys. 4a/:
Natomiast, jezeli ftT jest generowany przez przesuniecie zadania g E&,

wowczas z podzbiorem Y(pr) zwiazane jest zdanie logiczne, ze zadanie Jj
ma by¢ wykonywane jako ostatnie sposréd wszystkich zadan zbioru

Zdanie to jest réwnowazne wymaganiom czesciowego porzadku /rys.sb/

Wa “K < JjsJh ek - {Ijw-

GIC]

Rys.4. Wym8ganis czesSciowego porzadku /A5 a

Dla ustalenia uwagi, niech/31 bedzie pierwszym nastepnikiem wygenerowanym
z"? przez przesuniecie Po dokonaniu cofania z [i* doTi otrzymujemy
zdanie logiczne dopeiniajace, ze I nie moze by¢ wykonywane jako pierwsze
sposrdd zadan zbioru EN. Dla zapewnienia rozdgeznosci zbiorow rozwigzan
YABr) /r =1,2,...,b/, zdanie to powinno bys$ respektowane w innych nas-
tepnikach generowanych z"jT , tan. we wszystkich &, r y 2. Jezeli wszyst-
kie zadania ze zbioru E~ bydy przesuwane, wtedy po wszystkich cotopiach
doTt w H wzgledem tych zadan, otrzymujemy zdanie logiczne dopekniajgce:
/a/ Kazde zadanie ze zbioru EM nie moze by¢ wykonywane jako pierwsze
sposrod wszystkich zadan zbioru BN
Z tego zdania logicznego wynika bezposrednio nastepujgce inna zdania lo-
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glczne
/b/ Zadanie 6 musi by¢ wykonywane Jako pierwsze sposrod
wszystkich zadan zbioru B~
Zdanie logiczne /b/ mozemy wyrazi¢ poprzez wymagania czesciowego porzad-
ku /rys. 5/:

ZauwHZmy, ze po przebiegu tej czesci algorytmu, zdanie logiczne /b/ pre-
zentowane w postaci zbioru Zb, moze by¢ ustalone i1 respektowane w kolej-
nych nastepnikach generowanych z Ji,tzn. w /&, r > e”. Dalej, Jezeli
Beb+1 zostat wygenerowany zX przez przesuniecie e E& na pozycje u2,
wtedy, po cofaniu otrzymamy kolejne zdanie logiczne dopekniajace, ze za-
Jezeli teraz wszystkie zadania ze zbioru E bydy przesuwane, wtedy, po
wszystkich cofaniach do h wzgledem tych zadan, otrzymujemy zdanie lo-
giczne dopelniajace
/c/ Kazde zadanie ze zbioru Eanie moze by¢ wykonywane jako ostatnie
sposrcd wszystkich zadan zbioru EM.
Z tego zdania logicznego wynika bezposrednio nastepujace zdanie logiczne
/d/ Zadanie XYTju) £ Ea ~yE wykonywane jako ostatnie sposrod
wszystkich zadan zbioru s
Zdanie logiczne /d/ mozemy wyrazi¢ poprzez wymagania czesciowego porzad-
ku /rys. 5/:

W efekcie przebiegu algorytmu, po wszystkich cofaniach do X wzgledem za-
dan zbioru EN oraz EQ otrzymujemy wymagania czesciowego porzadku

z = Zbu za.

«(U,) Za

Bys.5. Wymagania czesciowego porzadku Za i

Twierdzenie 2

ICiech AE.n bedzie dowolng permutacjg a Z~ oraz Za beda odpowiadajacy-
mi jej wymaganiami czesciowego porzadku. Wtedy dla dowolnej permutacji
iTeH spelniajacej- wymagania zb i Za, zachodzi

Cma*W » -
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Z twierdzenia 2 wynika, ze dalsze generowanie nastepnikéw z A nie do-
prowadzi nas do otrzymania "lepszej' permutacji niz-permutaocja Tl

W tego rodzaju algorytmach istotng jest kolejnos¢ wyboru zadan ze
zbioru lub E& celem dokonania przesuniecia. Bedziemy dazyli do wyboru
takiego zadania, ktdrego przesuniecie wygeneruje nastepnik o mozliwie
najmniejszej wartosci Cmax>

Ocena wszystkich kandydatéw jest dokonywana w oparciu o wartosci wy-
razen A a(j). Postepujac podobnie jak w pracy £4] /przy zatozeniu a = 1/
mozemy pokaza¢, ze dla kazdej permutacji Tlen mamy:

AFiEL > an @ + AAQG). X £ {ard} .

Z nieréwnosci tej wynika, ze zadania do przesuniecia powinny by¢ wybiera-
ne w kolejnosci niematejgcych wartosci A™(J)-

4. Dolne ograniczenia

Dla kazdego wezda TTw H nalezy znalez¢ dolne ograniczenie wartosci
Coax nastepnikow fi /niekoniecznie bezposrednich/ wygene-
rovanych z wezda TT .

Pierwszym i oczywistym dolnym ograniczeniem jest wartos$¢ wyrazenia

LBl = mai Hr.+p.+qQ.
l« jan 3 0
Wyznaczenie wartosci LBl wymaga O(n) iteracji.

Kolejne dolne ograniczenia mozemy otrzyma¢ poprzez relaksacje wartos-
ci ™ /lub qi/. Jezeli w rozpatrywanym zagadnieniu nl11r”~ 0,qV, °tCDal
przyjmiemy, ze wszystkie r™ /lub ¢/ sg jednakowe i réwne najmniejszej
wartosci ¥ = m|n r™ /lub g4 = min qgi/, to otrzymamy zagadnienie n|l |r’=
=r °lcmax Zlub nlUr_.~ 0~ = Q. ICmax/ bedace relaksacjg zagadnie-
nia wyjsciowego. Dla tych zrelaksowanych zagadnien istniejg algorytmy
o wielomianowej ztozonosci 0(n log n) rozwigzywane przy uzyciu reguldy
Jacksona. Kiech LB2r /lub LB2g/ oznacza optymalng wartos¢ funkcji zagad-
nienia zrelaksowanego. W naszej implementacji stosowalismy ograniczenie

L32r jezeli mai r. - min r. > max ¢, - min g. oraz ograniczenie LE2q je-
i i i i
zeli warunek ten nie byt spekniony.

5. Aloorvtm
Przedstawimy teraz zasadnicze kroki algorytmu rozwigzania zagadnienia
n|1|r1 ,0.9- > R(!&(v - Kiech korzeniem drzewarozwigzan M bedzie pernuta
cja& oraz niech C =0° . Dalej, niech U bedzie aktualng perautscja
/fweztem w H / wTT -tej permutacji algorytmu.
Krok 1 - obliczy¢ dolne ograniczenie LB = max"LB1,LB2(.)] . Jezeli
13~ C*. to przejs¢ do kroku 4.
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Krok 2 - Obliczy¢ C~fnd . Jezeli CmaT(@® < CK, to przyjac

Ustali¢ zbiory kandydatéw oraz Ea- Obliczy¢ ~a S N~ NAT
A6{a,b).

Krok 3 - Sposréd wszystkich kandydatow w W wybra¢ zadanie Jgj) - kto-
re ma najmniejszg wartos¢ Ab(@) /lub A a\j)/. Wygenerowa¢ nowg permuta-
cje fi /wezet w H / przez przesuniecie zadania ¢n(H) na pozycje ul /lub
u2/. Nastepnie przyjac¢ IT:=/F i przejs¢ do kroku 1.

Krok 4 - Cofna¢ sie do poprzednika permutacji Tl w H . Jezeli nalezy
cofng¢ sie od korzenia w H to stop. W przeciwnym przypadku przyjac¢ 'K :=<f
i przejs¢ do kroku 3.

6 . Wyniki obliczeniowe

Vi konkretnej implementacji algorytmu, istotnym problemem jest sposéb
wykorzystania wymagan czesciowego porzadku ze zbiordw Wifs, WJ oraz Z~.
W naszym algorytmie, zbiory te byly implementowane poprzez zwiekszanie
wartosci r™ oraz /zasady zwiekszania tych wartosci sg takie same jak
w pracy [6], przy zatozeniu m = 1/,co ma istotny wpdyw na uzyskanie sil-
niejszych dolnych ograniczen.

Zaprezentowany algorytm zostat zaprogramowany w jezyku FORTRAN-1300
i sprawdzony na maszynie cyfrowej ODRA-1325* W celu empirycznego oszaco-
wania czasu obliczeh przeprowadzono nastepujgce badania numeryczne. Dla
n =20,40,80,150,200 generowano liczby r”~p”.a” wg rozkkadu jednostajne-
go odpowiednio z przedziatéw [0,RKAX], [1,PEAX] , [0,QMAJ] . Przyjeto zakre-
sy: RUAL = R >PUAX, PUAX = 50, QUAX = Q <PMAX, gdzie R = 0.5,2,0.5n,2n,
Q =0.5,2,0.5n,2n. Dla ustalonego n, dla kazdej kombinacji R oraz Q /jest
ich *acznie 16/ przeprowadzono obliczenia dla 5 wygenerowanych przykdadéw.
tacznie dla ustalonego n przeprowadzono obliczenia dla 80 przyktadow tes-
tujacych.

W celu wyznaczenia rozwigzania poczatkowego o« /korzenia w H / postuzo-
no sie algorytmem Schragego przedstawionym w pracach [6], [8] -

Wyniki obliczeniowe przedstawiono w tabeli:

Czasy obliczen [sec! 11oS¢ weztow Liczba przykta-

n i i dow, w ktérych
Mediana  Srednia Mediana Srednia wygenerowano tyl-

ko jeden wezek

20 . 0.07 1 1.24 75
40 0.25 0.23 1 1.21 74
80 0.50 0.59 1 1.18 73
150 1.75 1.87 1 1.15 71
200 2.75 3.13 1 1.07 71.

Omawiajac wyniki obliczeniowe nalezy podkresli¢, ze dla wigkszosci
przykdadow /90%/ testowany algorytm wymagat tylko jednej iteracji. Co
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wiecej, rozmiar zagadnienia nie wpkywal znaczaco na liczbe tych przykta-
dow. Warto zaznaczy¢, ze prezentowany algorytm wymaga wykonania co naj-
mniej jednej iteracji, jezeli permutacja poczatkowa jest optymalna. Wyni-
ka stad, ze dla 96S przyk#addéw algorytm heurystyczny /Schragego/ wygene-
rovat rozwigzanie optymalne a badany algorytm wykorzystujac swoje whkas-
nosci nie wymagat generowania nastepnych rozwigzan. Mozna sie spodziewac,
ze efektywnos¢ algorytmu mozna poprawi¢ stosujac do wyznaczenia O algo-
rytm heurystyczny Pottsa [7], ktOry generuje rozwigzania nie gorsze niz
algorytm Schragego.

Ha szczegdlng uwage zastuguje bardzo mata Srednia liczba generowanych
weztow. Co wiecej, liczba ta maleje wraz ze wzrostem rozmiaru zagadnie-
nia, dla n = 200 wynosi ona zaledwie 1.07.
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PACDHCAME 3A1M B JWCKPETHOM IPOH3BOJICTBEHKO.V. dFOUECCE
C KPHOTIECKMM  IBE3JD[OM

Pe3eme

B paCoTe npejcTasjieH hobuS ajrropnTM jpw npoOlieuu ynopRKoaeHKH 3aiaa
B npOH3BOfICTBeHHOM HpOHeCCe C OUHHM KpHTHReCKHH rHe3UOM. OCROBOI aliropET-
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usa HBILFieTCH jmes Gjiokob. B Kaxmofi ETepparpra: aaropHTMa nojiy”aeTGH HeicoTopoe
cyConTKf/ajiBHoe penenne h noaTowy anropnTM kosst npraeHHTBCH b cHCTeMsix:
peajn>Horo BpenaeHH . B pabdoTe npeacTasjieHH pe3yjn>TaTH BHRHCjmrejrbHHX 3Kcne-
pHweHTOB npoBeséHHHX jym azryaaiHO H3<%paHHHX npmepoB.

SCHEDULING JOBS IN A DISCRETE PRODUCTION PROCESS WITH BOTTLE-RECE

Sumaary*®

In the paper a new algorithm for a problem of jobs scheduling in a
production process with a single bottle-neck is proposed. The algorithm
is based on e block idea and can be applied in on-line control systems.
It is possible because it yields a suboptimal solution in each iteration.
The results of numerical experiments for a large number of test problems
generated from uniform distributions are also presented.



