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ZAGADNIENIE SZEREGOWANIA ZADAN Z OGRANICZENIAMI
UieDZYOPEIiACYIJNYMI

Streszczenie v artykule przedstawiono rozwigzanie problemu szere-
gowania zadan z ograniczeniami mledzyoperacyjnymi i addytywna funkcja
celu typu kosztowego.Zbadano i wykorzystano pewne wtasnosci zbioru
operacji konlliktowych .Algorytm oparto na scheEiacie metody podziatu
i ograniozen.

1. Wstep

Dla ogélnych typéw probleméw szeregowania i ogdélnych funkcji celu ogra-

niczenia w postaci przezbrojen miedzyoperaoyjnych byty pomijane lub rozwa-
zania zmierzaty w kierunku uproszczen do zagadnienn jednoraaszynowyeh lub
u-identycznych maszyn.T.' tej sytuacji do otrzymanip rozwigzania wykorzysty-
wane byty algorytmy witasoiwe dla zagadnien TSP /Traveling Salesman Problem/
m-TSP czy tez VHP /Vehicle Routing Problem/.Poniewaz problem TSP Jest
jednym z podstawowych probleméw optymalizacji kombinatoryoznej.wobec tego
istnieje obecnie wiele algorytméw rozwigzujacych ten problem.
K stosunku do zagadnien TSP oraz VRP opraconano przede wszystkim algorytmy
heurystyczne pozwalajgce na otrzymywanie do$¢ dobrych rozwigzan dopuszcza-
Inych. Ks$réd algorytméw doktadnych bazujgcych na schemacie metody podziatu
i ograniczen / B-and-B/ nalezy wymieni¢ algorytmy Littlea f3j,Uelda i Kar-
pa [i] .Orloffa [6].

V' pracy przedstawiono optymalne rozwigzanie problemu szeregowania za-
dah z przezbrojeniami miedzyoperacyjnymi i addytywng funkcjg celu typu
kosztowego.!." algorytmie opartym na schemacie metody B-and-B zbadano i wy-
korzystano wtasno$ci zbioréw operacji Uonfliktowych,ktére pozwalajg na
znaczne zmniejszenie liczby przegladanych rozwigzan.

2. Sformutowanie problemu.

Dane sg:
iIN={
ii/ J=j
iii/ Me{
ivl Qe
v/IPM



I.-Tnmrn*

vi/ t~ [t~-~0/ - czas wykonywania operacji n™"N na maszynie EjtU.

yii/dnN nt )- cigg operacji zadania J”~J /kazde zadanie sktada
1 i % 1 'M fn sie :z 'H oper_aCJll. . .
viiil jiT= Anl>nJ+1)j - relacja poprzedzen reprezentujgca wymogi

porzadku technologicznego w wykonywaniu
poszczeg6lnych operacji, (n® .nf-KT powoduje ,ze operacja m, musi byé zakoK-
czona przed rozpoczeciem operacji n.. L
ix/ PJ"j/plj"Ojr-k czas przezbrojenia maszyny uijf-M pod warunkiem,ze ostatnio
wykonyv.ang~ha nie j mopersclJg byta operacja ~.natomiast nastepny, bedzie n™
x/ Kazdemu zadaniu przyporzagdkowane sa normatywne terminy:
i-j - najwcze$niejszy zadany termin rozpoczecia realizacji zadania JjfcJ.
d* - najpOZniejszy zadany termin zakonczenia realizacji zadania J"¢-J.

Niech N2 N“} oraz jf=N3,N2,..... NZ - beda rodzinami podzbior

rébw zbioru. N przyporzadkowanych odpowiednio typom maszyn oraz zadaniom.
Y.6wczas N bedzie podzbiorem operacji przeznaczonych do wykonywania na
maszynach k-tego typu.natomiast N3 bedzie podzbiorom operacji nalezagcych
do i-tego zadania .Podzbiory N3t jToraz N°'eJf sg parami rozigczne i wyczer-
pujace elementy zbioru N.

Oznaczmy przez S=(S.,52, wu sN) oraz cm”hch.CM . c”) ciag wartosci
chwil odpowiednio rozpoczecia i zakonczenia wykonywania operacji ze zbio-
ru N.natouiast przez oraz warto$ci chwil rozpoczecia oraz zakoncze-

nia realizacji zadania JjfcJ.wéwczas :
tk = jrax(p,rj-Sj) - bedzie przy$pieszeniem w wykonywaniu zadania

TJ: inax(o,oJ—dJ) - bedzie spdéznieniem w wykonywaniu zadania JJfJ.

Datui jest funkcja s)reprezentujgca koszt zwigzany z wykonaniem zadania
J.Zaktada sie.ze funkcja bjCs) ,i=17z daje sie przedstawi¢ w nastepu-
j acej postaci :
1~ (8)= + fi(Ti) 121/
posiada jedno mininium.gdzie g"E”) oraz fATW) niematejgce funkcje
swoich argumenréw oraz g~0), f~0jcO.
Dc.. 1
Punkc”ie™: Hj="u(i) , n"e N, me-M nazywamy przydziatem i-tej operacji
do 1-;ej maszyny.

Wektor “j=p (i) ,vyj(2) , nazywamy przydziatem n'operacji. /2.2/
Zbidr =L/ (i) ,~(2) /j(n)) , ju(i) * , kfeQ } 12 .3/
bedzie zbiorem mozl iwych przydziatéw.

Niech i'j“{n" li(i) IcEQ } bedzie zbiorem operacji wykonywanyc&

na Daszynie ai*"Kolejno $§6 realizacji operacji ze zbioru Nj na maszynie
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jest okre$lona permutacja
JTI=13riv) ... JTjd) , JCjUJfrNj ,1=17L, L=-caraCN~"ul!l” 12 .41
Niech dalej nektor permutaoji Jt e 31n 12.5/

okre$la kolejno$¢ wykonywania operacji na poszczegdlnych maszynach,
woéwczas zbiorem wszystkich mozliwych permutacji bedzie zbiér
M= jJdl=Qq, .... ...».3C- ) postaci /2.4/}. Oznaczmy przez

£ s| s="sl,s2 sj} -zbiér mozliwych chwil rozpoczecia wykony-
wania operacji ze zbioru!"loraz.

Wzagadnieniach szeregowania z przezbrojeniami miedzyoperacyjnyci wy-
magany jest dodatkowy warunek, aby przy przej$ciu od realizacji okre$lo-
nej operacji do realizacji nastepujacej po niej zachodzita koniecznos$¢

dokonania przezbrojenia maszyny .Niech ktQ bedzie zbiorem operacji
k-tego typu maszyn wymagajacych przezbrojenia.
Def. 2

Przezbrojenism maszyny nazywamy funkcje P: fCx Nlﬁ X M-WV\r/\lJr

przyporzadkowujgca maszynie oraz parze operacji na niej wykonywanych
liczbe rzeczywistg dodatnig.

Warto$¢ funkcji P I~ =p~

nazywamy czasem przezbrojenia maszyny m" do wykonywania operacji n* pod
warunkiem,te ostatnio byta wykonywana operacja n. e

Wartosci p%j sag okres$lone tylko dla par {n~n.} takich,ze n".Othk

N
Kys.l Struktura macierzy czas6w przezbrojen maszyn.

iielaksacja problemu wyjsciowego polegajgca na chwilowym odrzuceniu
zatozenia dotyczacego jednoczesnego wykonywania przez okre$§long maszyne
tylko Jednej operacji generuje na tej maszynie sytuacje konfliktowe.
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Def. 3
Zbiér C ={{ni,nJ"j “TAsi< °j ,yud)-/i(J) MDjf-lil .n*n"t-Nj ,k*<j)

nazywamy zbiorem par operacji konfliktowych maszyny s*fc-M

Warunkiem koniecznym i wystarozajacym na istnienie konfliktu miedzy para
operacji na okre$lonej maszynie jest aby przedziaty czasowe wyznaczone dla
zrelaksowanego problemu wyjsciowego, w ktérych moga by¢ wykonywane operacje
pokrywaty aie.W przypadku wykonywania operacji ze zbioru operacji konfli-
ktowych maszyna wykonuje je bez przestojow .Oznaczmy przez C = Cl /2.6/
sume mnogos$ciowg zbioréw natomiast przez: 1=i
e {cjc postaoi/2.6/J zbiér mozliwych konfliktow.
Witasnos$¢ 1.
Jezeli {nj ,n*}fcC , 1*1tm,wéwczas ustalenia kolejnosci takiej?aby
w permutaoji 3Cj
a/ operacja n”™ poprzedzata operaoje n” lub
b/ odwrotnie
nie wprowadza cykli w grafie rozwigzan.

Dowod pominieto ze wzgledu na Jego diugosc.

0. Model matematyczny m

Problem szeregowania polega na wyznaczeniu wartoéci zmiennych
st«(s*,s*.....s£) minimalizujgcych funkcje celu w postaci

h ) « min min min
[1*1£ C*£ s€£f

przy ograniczeniach :

Si+ti/i(i) ~ 8) »Ui.ajtt-HT .n*n~t-N f/pU)*M 13.21

{n1,nj }*C1=">(si +til A oSH 3.3/
nAnjtNA*Np , lil® | k6Q

fijyif “ityd, 7/ICI)) + pi 1) HGFisK1(+). Yo't

Jijti),Jru+Dfr~ «/Wx») -/>(Ma+i)3 - »leuk k*Q

runkcja celu /3.1/ przedstawia oatkowity koszt zwigzany z wykonanie*
wszystkich zadan.Ograniczenie /3.2/ reprezentuje wymaganie porzgdku te-
chnologicznego przy realizacji operacji.Ograniczenie /3.3/oznacza ,Ze ope-



racje koniliktowe nie mogg by¢ wykonywane Jednooze nie lecz muszg byé usze-
regowane.Ograniczenie postaoi/3.4/ orzeka,ze jezeli-dnie operaoje nalezg-
ce do zbioru operacji wymagajgoych przezbrojenia maszyny wystepujg « perwt/*
tacji bezposrednio jedna po drugiej .nénczas chwila rozpoczecia wykonywa-
nia nastepnej operacji Jest nie mniejsza niz suma czasu zakohczenia rea-
lizacji poprzedniej oraz czasu trwania przezbrojenia.

Problem /3.1/-/3.4/ jest « og6lnosci zadaniem optymalizacji nieliniowej

z liniowymi ograniczeniami oraz dodatkowym warunkiem ograniczajagcym i jest
NP-zupetny.

Dalej zaktada¢ bedziemy, ze czas przezbrojenia miedzyoperacyjnego Jest
wigczany do czasu trwania operacji poprzedzajacej to przezbrojenie.wéwozas
warunek /3.4/ przyjmie postac:

s Jil(i) + 1Jtju) 1~ 8JI1U+i) , 13.5/
gdzie: tn - fjel(1l)i + PJilU) ati(1+4j;
woéwczas 0 Jt™u) ¢?2JV1)1
ai
1
1JIju) 1 p Jtjil) It~ +i)
-------- J
6 Jt1(i) ¢ Jt1(i)
fnys. 2 Interpretacja wielkosci 1® . oraz c
i

4. Sposéb budowy drzewa rozwigzan.

Oznaczmy przez NAO={ni|nitN , (i) smM-M"NkfQ} zbi6ér operacji przydzie-
lonych do maszyn, wéwozas N~=ihjlUj .njt- JtT,n" .NAtNU'AJ bedzie zbio-
rem operacji bezposrednio nastepujacych wzgledem zbioru N
Niech r » cv>K min {cy} haid 14.1/

bedzie wielko$cig okres$lajaca najwczes$niejszg chwile zakoriczenia operacji
ze zbioru N~
Del. 4 el

Zbiorem operacji aktywnych nazywamy zbidr

~K) SI<TT ,Mt-N“nilk) , k&2 .
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Zhiér N~k) Jest zbiorem operacji bedacych ze sobg w konflikcie.
Generacja przydzialek.Nalezy wygenerowaé wszystkie przydziaty operacji

ze zbioru N3{k) do maszyn ze zbioru M1, k(-Q.Proces generowania przydzia-
téw bedzie sie odbywat poprzez zmiane przydziatu jednej z operacji, tzn.
jezeli przydziat /ip zostat otrzymany z przydziatu /it to /Jt(v)="upCQv)
n*"lAk)," oraz Vv™u uj£/jp(v) dla pewnego n”~N2«k) , >ut<u),.
Mptujt-+~ , kfrQ. Proces generacji przydziatéw mozna przedstawié¢ w postaci
drzewa P.w ktérym kazdy Wezxi bedzie odpowiadat p?twnemu przydziatowi u.lfl7*
Dla przyktadowych zbioréow +T (k)={1,2, .. .5} oraz i =ji,2,3] drzewo przy-
dziatéw ma posta¢ jak na rys.3

Itys. 3 Przyktadowy graf drzewa IP przydziatow
Generacja rozwigzan konfliktow .Niech (yut (2) jpt(L))|Lecard(Un)
bedzie danym przydziatem.Oznaczmy przez N8 C " (k) - zbidér operacji
1t

przyporzadkowanych maszynom przydziatem .Kazdy przydziat wyzns-
cza zbiér rozwigzan okres$lonych konfliktéw wzgledem operacji przydzielo-
nych.Niech tym zbiorem bedzie zbiér C , k6Q wéwczas:

rt

L
= U cir ktQ /i .2/
"t 1=1 /*t
gdzie: (e: ={(nv ,n1™), . (ny J/i (vj ..,nji eNa(k)\K3uj
jest rozwigzaniem konfliktu wzgledem przydziatu 1-tej maszyny k-tego

typu.Proces generacji zbioréw postaci /4.2/ dla przydziatu Ar mozna
- . , . . . 1,k,
przedstawi¢ w postaci drzewa € ,ktérego.wezty odpowiadajg podzbiorom CA

natomiast korzehn tego drzewa umieszczony jest w wezleyjt drzewa !P.
Dla przydziatu jj, z rys.3 graf drzewa C ma posta¢ jak na rys.4.

Petne drzewo rozwigzan P jest superpozycja drzewa 1P odpowiadajgcego
wszystkim mozliwym przydziatom oraz drzewo <D odpowiadajgcego wszystkim
rozwigzaniom konfliktéw wynikajacych z danego przydziatu.
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C ; k =5(4,3) ,(4,5)5
Rys. 4 Graf drzewa <E

fiys.5 przedstawia strukture petnego drzewa rozwigzan dla przy-
ktada z rys.3. .Linig — — zaznaczono drzewo IP,natomiast linig ----—---
drzewo <E.

Rys. 5 Przyktadowy grai drzewa [PA-

5. Dolne ograniczenie .

Dla kazdego wezta drzewa rozwigzan nalezy znalez¢ warto$¢ dolnego

ograniczenia funkcji celu .Oznaczmy przez LB{u,,CAk',NJ ) dolne ogranicze-
nie zwigzane z przydziatem u. oraz z rozwigzaniem tkonfliktu c ' dla
okreslonego zbioru ja .warto$¢ dolnego ograniczenia zostanie/\JA}yznaczona
przy zastosowaniu idei relaksacji mozliwo$ci wykonawczych maszyn oraz

relaksacji czaséw przezbrojen.
Nt-i -0 - & i(s) + Y Zhi{Sysv~0j}> r*'1/
1 1 iz jtz\z1

gdzie? Lj(Sj,sv,cl) - jest zrelaksowang wartos$cig funkcji celu wyznaczong

n AcKnN'1
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sv - chwila rozpoczecia wykonywania ostatnio przydzielonej operacji do
maszyny i nalezacej do zadania Jj, Jfcz\z',

Z=11,2 . z}- zbio6r indekséw zbioru zadali,

Z*- zbio6r indekséw zadan,dla ktérych wszystkie operacje zostatly przydzie-
lone i uszeregowane / Z£Z /.

Wwyrazeniu /5.1/ warto$¢é pierwszego sktadnika jest warto$cig czesSciowi

iunkcji celu odpowiadajgcej rozwigzaniu reprezentowanemu przez okreslony

wezel drzewa rozwigzariHatoniast drugi sktadnik reprezentuje warto$¢ dol-

nego ograniczenia iunkcji celu dla pozostatych zadan przy zrelaksowanycl

mozliwos$ciach wykonawczych maszyn i czaséw przezhrojen.

Algorytm oparty jest na schemacie metody podziatu i ograniczeh z podzia-

tem minimalnego wezta w drzewie rozwiazan.

6. Uwagi konoowe.

W zaproponowanym algorytmie dajagcym rozwigzanie optymalne rozwazania
sprowadzajg sie do analizy(tzw. zbioréw operacji aktywnych w zakresie,
ktéryoh rozwigzywane sg istniejgce konflikty miedzyoperacjami.

Zbiory te posiadaja okreSlone wtasnosci,ktére prowadza do dodatkowych
mozliwosci eliminacyjnych W zbiorze rozwiagzan.

Poprzez modyfikacje regut podziatu i wyboru mozna skonstruowaé¢ suboptysa-
Iny algorytm o wielomianowej ztozonos$ci obliczeniowej rzedu 0(n4)jjezeli
zatozy¢ globalny sposéb rozwigzywania konfliktow otrzymamy ztozono$¢ 0(n2
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FOEIEM WEHQRAHHH  3AHH C  IIEFFRCECAHEBAHHEA'H  KAHTERHEM
(»H  IBTPACB

Pesme

B paQO0Te npe«cTaBjieaa. npoOjiewa HepenoBaaiM 3ajnan ¢ KparepEeM cyme
aipeOB H3-3a HeBHojmeHES cpoKOB HBrDTOBJiemw zaim . llpe;ncTaBlieH ajn-opH-
impermemw sto2 npodjieMH Ha €3e METOfla BeTBel e rpaHEH. DpaesEEO BeTBefl e

rpami orpamraeHO k MnosecTBy onepanEE , ot nopaiKa kotophx 3&bbcet ctob-
HITB (fyHKLEBE UejIE.

THE PROBLEM OF JOB-SHOP SCHEDULING VICIH INTERMEDIATE CONSTRAINTS

Summar y

This paper concerns the formal description of general discrete proces-
ses of the job-shop type and application. The job-shop scheduling problem
»ith intermediate constraints and with general additive cumulative cost
objective function is considered. This problem is NP-conplete. The method
of solving of the presented problem based on the conflict operations sets
concept, and combines lower bound with enumeration scheme generating acti-
ve schedules. Some properties of design algorithm are proved. For proving
optyaality, however, the sohedulig tree may be traced back to explore
those nodes, which have bounds, less then the current solution obtained.



