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BIEPERMUTACYJNY PROBLEM KOLEJNOFcCIOWY TASMOY/Y Z ROZDZIALEM OGRANICZONYCH
ZASOBOW

Streszczenie. W artykule rozpatruje sie ogélny dyskretny tasmo-
wy proces przemystowy z rozdziaktem oeraniczonych podzielnych w spo-
EOb ciagty nieodnawialnych zasobéw roznych rodzajow. Algorytm roz-
wigzania oparto na metodzie podziatu i ograniczen, wykorzystujac
technike segmentowg. Podano numeryczne wyniki obliczeniowe.

1. Wstep

Ogélny dyskretny tasmowy proces przemystowy charakteryzuje sie prze-
pkywem materiatdw w postaci pojedynczych elementéw lub ich partii przez
kolejne maszyny; przy czym kolejnosé obrébki tych elementéw na kolejnych
maszynach moze by¢ rézna. Czasy trwania poszczeg6lnych operacji na pew-
nych maszynach moga by¢ UBtalone,na innych mogg zaleze¢ od ilosci zaso-
bow przydzielanych tym operacjom. Przy czym globalne ilosci zasobéw przy-
dzielane do poszczeg6lnych maszyn sa ograniczone. Problem zatem polega
na okresleniu takiej kolejnosci wykonywania elementéw na poszczegélnych
maszynach, przy zatozeniu, ze kazdy z elementéw wykonywany jest kolejno
na wszystkich maszynach, oraz takiego rozdziatu ograniczonych zasobéw
pomiedzy operacje wykonywane na maszynach, na ktérych czasy trwania tych-
ze operacji zalezg od ilosci przydzielonych im zasobéw, aby zminimalizo-
wa¢ czas wykonania catego zadania produkcyjnego.

Ogoélny niepermutacyjny problem kolejnosciowy tasmowy z rozdziakem po-
dzielnych w sposéb ciagty ograniczonych nieodnawialnych zasobéw /oznacza-
ny nfm|F, Res >, 0] Chax/ mozna precyzyjnie sformutowa¢ nastepujaco. Kazde
z zadan Jg, ---,J",...,JQ0 ma by¢ wykonywane na m maszynach poczawszy
od maszyny M*, a skonczywszy na maszynie M*. Zadanie Ji zatem skkada Bie
z ciggu m operacji 0~ ,0i2,...,0iv,...,0in, operacja Oiy odpowiada wyko-
naniu zadania J* w sposéb ciagly na maszynie 1IN w czasie P"y- Zakdada
eie, ze dla maszyn ze zbioru V1 piy = const, Vv e ; a dla pozostatych
maszyn /nalezgcych do zbioru Tfg, przy czym n =0, Viu Vg =
={1,2,...,m\/ piy = Ffiv(Quiv), gdzie fivuiv}jest wypukta funkcja, a uiy
jest iloscig zasobow przydzielonych operacji Oiy /na maszynie v £ I™/.
Zbioér dopuszczalnych rozdziatéw zasobéw zdefiniowany jest nastepujaco:

AmT i F2 ,V(* - 132 ........ W, « v2)a € van
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[ (% =~Ul% " U2ww Uivw >*"” UDVj) ALt | \ A
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gdzie Uyw 3est globalnie dysponowang iloscig zasobow przeznaczong do rea-
lizacji operacji na maszynie vw e Vg, a 0°S"CCiy /v ¢ 0° sa znanymi
parametrami . w w

Ealezy znalez¢ taka kolejnos¢ wykonywania operacji na kazdej z maszyn
oraz taki rozdziat zasobéw Uv pomiedky operacje wykonywane na kazdej z
maszyn v ze zbioru" T, aby zminimalizowa¢ czas wykonania wszystkich ope-
racji, oznaczany Ctigj.. Problem ten dla ustalonego rozdziatu zasobéw /lub
dla Uv = 0 dla kazdego v C VE/ sprowadza sie do klasycznego niepsrmuta-
cyjnego problemu tasmowego fljm(P|Cmax £1], ktéry jest problemem HP-zupek-
nym. Zatem oczywistym jest, ze rozpatrywany w pracy problem jest EP-zu-
petny.

Problemy rozdziatu zasobéw dla ustalonego uszeregowania operacji byty
rozpatrywane w wielu pracach, np. dla rézniczkowych modeli operacji za-
leznych od odnawialnych podzielnych w sposéb ciagty zasobow byk rozpatry-
wany w [3J. Problem ten zostat uogélniony w ["6j na problem szeregowania
operacji na identycznych réwnolegtych maszynach.

Problemy, w ktérych zgdania zasobowe operacji sa dyskretne, dla odna-
wialnych, nieodnawialnych i podwdjnie ograniczonych zasobéw, dla podziel-
nych i1 niepodzielnych operacji przy wielokryterialnym podejsSciu byty roz-
patrywane w [5].

2. Liodal matematyczny

Problem n(n[P, Res 7,0] Cmax, analogicznie jak problem gniazdowy
n|miG, Res>, |Gmax [2 ,4], mozna zamodelowa¢ za pomoca grafu dysjunktywnego
D =(A,V°u W, gdzie:
- A jest zbiorem wierzchotkéw reprezentujacych operacje +acznie z fikcyj-
na operacjg poczatkowg Oo oraz koncowg OK:

A ={007011°*“,,0Im. ... °n1» *" ,Onm”°K]|!
- V° jest zbiorem skierowanych 4ukéw konjunktywnych reprezentujacych wy-
magania przechodzenia kazdej pracy przez kazda z maszyn poczawszy od
a skonczywszy na V

y v [ f= V=1, .., MmN

- V jest zbiorem skierowanych dukéw dysjunktywnych reprezentujacych moz-
liwg kolejnos¢ wykonywania operacji na poszczeg6lnych maszynach:
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V = AN 0iv,0. Ji-1,ee«.&; 1 =1, ...,n; I™Mi ; v=11,., m"e

Do kazdego wierzchotka 0Ny jest przyporzadkowana wartos¢ piy /a dok-
tadniej Pivfuiv) dla v<5 V2/ z pQ = P{ = O.

Graf dysjunktywny dla przyktadu /6]2|Ff Res OFCEaIXC/ z rozdz. 5 przed-
stawiono na rys. 1.

Rye. 1. Graf dysjunktywny D =<jA,VOU V> dla przyktadu z rozdziatu 5.

Hiech S~C.Y zawiera doktadnie po jednym duku dye jur_ktywnym z kazdej
pary 4ukéw dys junktywr.ych

{<°iv’°l vw<aV°iv>}" agraf Or(M sr>
bedzie grafem acyklicznym. Wybdér 4uku 0iv,0i v > oznacza, za operacja
Oiv jest wykonywana przed operacja OH-y na maszynie Riech
Rs =] ,S9,---,5r,...,S | bedzie rodzing wszystkich takich podzbioréw,
a Rj ={Dr =<A,V° v Sr>t bedzie rodzing wszystkich graféw odpowiadaja-
cych tym podzbiorom.

Zatem R™N jest rodzing grafow odpowiadajacych wszystkim dopuszczalnym
uszeregowaniom operacji w problemie nla] F, Res O0I1CE . Problem ten jer
réwnowazny problemowi znalezienia minimaxynalnej drogi:



przy optymalnym wyborze 4ukéw dysjunktywnych S* oraz optymalnym rozdzia-
le zasob6éw u* i U. jest diugoscia drogi krytycznej w grafie Dr
przy rozdziale zasobow £ U/.

tatwo zauwazy¢, ze w rozpatrywanym problemie moze wystgpic¢ wiele drdg
krytycznych w grafie Dr £ Rp przy optymalnym rozdziale zasobow u* + U.

3. Y/¥asnosci problemu

Obecnie zostang wprowadzone nastepujgce oznaczenia.
Niech C* oznacza zbidér dukéw *-tej drogi krytycznej w grafie Dr t Ro.
Ciag operacji < 1y,81 Y,---,0 ~yvj> zawierajacy maksymalna liczbe

operacji bedzie nazywany segmentem 7na maszynie liy/ w grafie Dp € Rp,
jesli istnieje w Dp £ Bp droga:

B =<<0liV,0v > ,<0”",0") <01ig_1V,0igvV>>

taka, ze kazdy Huk tej drogi nalezy do tych samych drég krytycznych, tzt

AONyI0N YN ESE ACP, j=1.2, ...,0-1; 1=1,2,..., 1B,

gdzie:lS oznacza ilo$¢ drég krytycznych przechodzacych przez B.
Niech bedzie zbiorem indekséw operacji k-tego segmentu, a kr bedzi:
liczba segmentéw w grafie Dr.

Twierdzenie 1

Dla kazdego Dr 6 Rp, jesli graf Dg6 Rp zostat otrzymany z grafu IL
poprzez zmiane kolejnosci wykonywania operacji i jesli Ls(u”™)» Lr (ur)]
to w grafie Dg co najmniej jedna operacja k-tego segmentu w grafie Dy
zostata przesunieta przed pierwszg lub za ostatnig operacje tego segment:
dla k=1 albo k=2, albo,..., albo kr.

Dowdd powyzszego twierdzenia jest analogiczny do dowodu Wniosku 1
z £47, dotyczacego problemu n|m]G, Res» O|CH

Powyzsze twierdzenie implikuje zasade podziatu w metodzie podziatu
i ograniczen zastosowanej do rozwigzania tego problemu. Startujac z pew
nego dopuszczalnego grafu poczatkowego D1 =<fA,V°v 6 Rp, wybranego
za pomoca specjalnie opracowanego w tym celu algorytmu heurystycznego,
generowany jest ciag bezkonturowych graféow Dp =~A,V°u Sr) ¢ Rp. Dla
kazdego grafu z ciggu wyznaczany jest optymalny rozdziat zasobéw u* £ B{
nastepnie identyfikowane sg drogi krytyczne i wszystkie segmenty P®, nHl
merowane od k=1 do k=k~. Kazdy nowy graf Dgt Rp jest otrzymywany z po-
przedniego grafu Dp, z ciggu graféw, przez przesuniecie jednej" operacji
w pewnym segmencie w Dr . Kazda operacja OijV k-tego segmentu jest przs;-:
v,ana przed pierwsza albo za ostatnig operacje tego segmentu.
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Dla kazdego grafu Dr 6 Rp generowanego przez ten algorytm, zbidér
Fr 6 Sr pewnych 4ukéw dysjunktywnych /reprezentujacych relacje poprze-
dzania/ jest ustalany.

Obecnie zostanie okreslone dolne ograniczenie LBMC™ y), v)/

J
na diugos¢ drogi krytycznej w grafie DBe RD otrzymanymJ z grafu Dr
przez przesuniecie operacji O. przed pierwszg /za ostatnig/ operacje

w k-tym segmencie w tym grafie.J Analogicznie jak w [4], dolne ogranicze-
nie moze by6 otrzymane przez relaksacje ograniczen przepustowosci wszyst-
kich maszyn za wyjatkiem jednej wybranej. Poniewaz zbidér Fg jest ustalo-
ny w kazdym nastepniku Dg, zatem dolne ograniczenie dla Dg mogtoby byo
takze wziete jako ddugos¢ drogi krytycznej L(Ps,Up ) w grafie DS(PS" =

=~A,V°u Fs, gdzie u*s jest optymalnym rozdziatem zasobéw w tym grafie.
Jednak ze wzgledu na ddugi czas trwania obliczen dotyczacych rozdziatu
zasobow to dolne ograniczenie pominieto w implementacji programowej .

Niech /E™/ oznacza zbidr operacji /kandydatéw/, ktére maja byc¢
przesuniete przed pierwsza /za ostatnia/ operacje w k-tym segmencie
/przy ustalonej relacji poprzedzania - Fr/. Nalezy wybrac¢ operacje gene-
rujaca nastepnik Dg z mozliwie najmniejsza wartosciag Ls(n*) w celu szyb-
kiego otrzymania dobrego gérnego ograniczenia. W [2,4] operacje te wy-
bierano za pomoca specjalnie wyznaczanych wielkosci, jednak ze wzgledu
na stosunkowo ddugi czas obliczen tych wielkosci,w programie operacje do
przesuniecia wybierane sg za pomocg dolnych ograniczeh. Zatem operacje
ze zbioréw EN oraz EM beda wybierane zgodnie z nierosngcymi wartosciami
dolnych ograniczen.

4. Algorytm

Krok 1. Wyznacz u* ¢ U oraz tp(”) w grafie Dr. Jesli Er(uf) < Ls(*)
/Lr () jest aktualnym gérnym ograniczeniem/, to podstaw LH@& :=Lr (U] .
Wyznacz zbiory kandydatéw EN oraz EA w Dr. Jesli E®~ = 0 oraz EN = 0,

k =1,2,...,kr, to przejdz do kroku 3. W przeciwnym wypadku dla kazdej
operacji z tych zbioréw wyznacz y) oraz y) i przejdz
do kroku 2.~ n n

Krok 2. Zmodyfikuj zbiory E» /7 0 oraz E® / O w nastepujacy sposob:
¥=(°13veé N K(C°i13Y) N #oT v < M EN(CCELY) <
Jesli E~ = 0 oraz e£ =0 dla k = 1,2,...,kr, to przejdz do kroku 3.

W przeciwnym wypadku sposréd kandydatéow w Dr, wybierz operacje °i-jv
z najmniejsza wartoscia y), X6 {a,b]. Jesli y) /albo

LA(0i1 y]”/ jest wybrane, to wygeneruj nowy graf DO przez przesuniecie

tej operacji przed pierwszg /albo za ostatnig/ operac"” k-tym segmen-
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cle w Dp, ustalajac relacje poprzedzania Fg. Kastepnie podstaw Dr := Dfi
i przejdz do kroku 1.

Krok 3. Powré¢ do poprzednika Dp grafu Dr . Jesli graf Dr nie. ma poprzed-
nika, tzn. jesli nalezy cofng¢ sie z grafu D-, to algorytm konczy sie:

graf Dr zwigzany z aktualng wartoscig Lk(hJ jest optymalny, W przeciwnyn
wypadku, wyeliminuj aktualny graf ze wszystkimi jego danymi, podstaw

br = Dp i przejdz do kroku 2.

5. Przyk#ad obliczeniowy

Rozpatrzmy nastepujacy problem 6(21F, Res>0jCmax

J1 ={°11,012}" J2 = (°21>°22}" J6 = /°61,062 }>
przy nastepujacych modelach operacji:
P, =7 - 3ulv Oi ulr< 2; P21 =7 - 2u21> 0 i u2l 3; P31 = 15 - 5°,,
0O * U31l< 2>P41 = 14 " 4u4l- 0 ~ U4l i1 3; P51 =8 - u5l, 6;

P61 = 20 - 6ubi, O ,<«6l i 3; P12 = 16; p22 = 11; p32 = 13; P42 = 8;

P52 = 10; p$2 = 5-

Graf dysjunktywny dla tego przykdadu przedstawiano na rys. 1. Powyzszy

przyktad policzono dla czterech réznych wartosci globalnej ilosci zasobos

Ul na pierwszej maszynie. Wyniki obliczeh zrealizowane na m.c. ODRA 1325

zamieszczono w tabi.l. i,
.Tablica 1

Wyniki obliczen dla problemu 6121P, Res> 0 I C.BSa_
................ i

A Wartosé Liczba kh/ Liczba

Rozwigz. Rozwigz. i
Lp. U1 o ?; Oiw'a‘i dolnego Llczl?a weztow popra-
poczatk. optymal. ogr. w wezdow odrzu- wien
korzeniu Wygener. conych rozwig-
drzewa zania
rozw.
1 0 : 76* -
2 68 64 64 3 25 1
3 10 68 64 64 9 37
4 15 68 64 64 3 25 1

h/ rozwigzanie uzyskano algorytmem Johnsonaf

rr/ sa to wezty, dla ktérych wyznaczono tylko dolne ograniczenia, a nie
wyznaczono rozdziata zasobéw
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Z powyzszego przykdadu wida¢, ze dolne ograniczenia /zastosowano tylko
jednomaszynowe dolne ograniczenia/, do$¢ dobrze szacujg nastepniki w drze-
wie rozwigzan.

Do wyznaczania rozdziatu zasobdéw dla ustalonej struktury wykonywania
operacji, tzn. dla dowolnego Dr C R®, zastosowano specjalnie opracowany
algorytm oparty na znajdowaniu minimalnego przekroju w grafie.

6. Uwagi koncowe

Permutacyjny problem tasmowy wymaga oddzielnego opracowania, poniewaz
do rozwigzania jego mozna wykorzysta¢ specyficzne wkasnosci, ktdre on po-
siada, a ktére nie wystepuja w niepermutaoyjnym problemie tasmowym.

Idea rozwigzania rozpatrywanego w pracy problemu moze by¢ wykorzystana
do rozwigzania innych probleméw szeregowania zadan na maszynach z réwno-
czesnym rozdziatem zasobdow, dla ktérych mozna zastosowa¢ metode drogi
krytycznej .
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HPOEEEMA nOCJImOMTEJLHOCm OIEPAI C PACDPEHEJEMEM PECYPCOB
Pe 3bii¢e

B pa0DTe $opiiyjrapyeTOH oBluax npoixeiaa nocjieaoBaTejn>Hocra onepamafl ¢
pacnpefleJienneM  orpaHHHHEHHHX nenpepHBHO senm x pecypcoB, Ha3HBaeMaH
nimIFesholC . 3secB BO3HHKaeT npodjieaa onpeflejieHim TaKoro nopamta bhiioji-
UeHEH sajtan Ha' 0TEejn>HHX arperaTax, npx coxpanemm 3anaHHoro Texnojiorzae-
CKoro pexmsa h TaKoro pacnpeflexemui orpaHKHeHHHX pecypcoB wesay onepan’ffla
hto<5u noxyHHTi MUHHVBJiBHoe Bpeivia BuncuiHeHHH Bcero npoH3BoacTBeHHoro  rrpouec
ca (Bcex onepaipd). UpencTaBJieH auropiiTM peineHBH stoé npodJieMH Ha <5ae re-
TOfla BeTBe2 h rpainm. B pacSoTe npeacTaBAeHH Tanse HHClieHHHe pacaéTH.

FLOW-SHOP PROBLEM WITH ALLOCATION OF CONSTRAINED RESOURCES
Summary

This paper is devoted to the general flow-shop problem with allocatioa
of continuously-divisible constrained nonrenewable resources indicated
by n|m]F, Resy 0"CmOx. A processing order on each machine and allocation
of resources to operations on some machines such that the maximum compu-
tation time is minimized is to be found. The branch and bound technique
is applied to solve the problem. Numerical examples are presented.



