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SYNTEZA REGULATORA TYPU "DEADBEAT" DLA UKŁADÓW 2-D'

S tr e s z c z e n ie . Sformułowano i  udowodniono.-warunki d o s ta te czn e  
i s t n i e n i a  r e g u la to r a  typu "d ead b ea t"  d la  dwuwymiarowych (2-D ) 
układów lin iow ych  d y sk re tn y c h . Podano a lgo ry tm  wy znaczen ia  
m acierzy  wielomianowych o p isu jąc y ch  te n  r e g u la to r .

1. W stęp

Problem s te ro w a n ia  praw ie ideQ lŁego (d ea d b ea t c o n t r o l ) ( t j . z uchybem 
zerowym po skończonym c z a s ie  b y ł rozpatryw any w w ie lu  p racach  [ 2 ,5 ,7 ,8 ,  
1 0 ,1 3 ,1 5 ,1 6 ] .  Kowe sform ułow anie i  ro zw iązan ie  za g ad n ien ia  sy n tezy  
re g u la to ra  typu  "d ead b ea t"  d la  układów lin io w y ch  s ta c jo n a rn y c h  p rz e d s ta 
wił Kucera w p rac y  [7 ] .  P o d e jśc ie  to  z o s ta ło  n a s tę p n ie  ro z w in ię te  w 
pracach [ 2 ,8 ,1 5 ] .

Układom wielowymiarowym, a w sz c z e g ó ln o śc i układom dwu i  tró jw ym ia
rowym (2-D  i  3-D) pośw ięcono o s ta tn io  w ie le  p ra c .  W arunki konieczne i  
dosta teczne i s t n i e n i a  r e g u la to r a  typu  "d ead b ea t"  d la  układów 2-D z 
jednym w ejściem  i  jednym w yjściem  z o s ta ły  podane w p racy  [5] .  Celem t e j  
pracy j e s t  u o g ó ln ie n ie  t e j  metody na przypadek układów 2-D o w ielu  
w ejściach i  w y jśc ia c h .

N iech B ęd zie  zbiorem  m acierzy  Yiielomianowych zmiennych
d^,d2 o wymiarach mxn i  w sp ó łczyn n ik ach  r z e c z y w is ty c h . Weźmy pod uwagę 
macierze w ielom ianow e o t e j  samej l i c z b i e  w ie r s z y  X t Rmq[d^ ,d 2J ,
S , ¿ 2] t a k i e ,  że t*=q+l >/ m )/ 1 o raz m acierz  z n ic h  zbudowaną o
po stac i

D = [x  : s] 6Rm t[d 1 ,d 2] (1 )

D efin ic ja  [18]
M acierze X ,5  nazywamy zerowo le w o str o n n ie  p ierw sze  (ZLP), j e ż e l i  n ie  

i s t n ie j e  para (d ^ ,d 2 ) będąca zerem w sz y s tk ic h  minorów s to p n ia  o m acierzy  
U .K acierze X ,B  o t e j  samej l i c z b i e  kolumn nazywamy zerowo p raw ostron n ie  
pierwsze (ZPP); j e ż e l i  m acierze transponownne T ,3 1 są  ZLP*

Twierdzenie 1 [18]
M acierze X ,3  s ą  ZLP w tedy i  ty lk o  w ted y , gdy i s t n i e j ą  m acierze  

wielomianowe I  eRqm[d1 ,d 2l ’ ^  eR lm [d1 ,d 2] takiB  » **
XT + W -  I m , ( 2 )

przy czym I  J e s t  m ac ie rzą  jednostkow ą m -tego s to p n i* .
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T w ierdzenie 2 [18]
I s t n i e j ą  m acierze wielomianowe X £ ,dg] , 7  <,Rlm [d l »d2]

C2 6Rt - m , t [ d1 -d2 l '  D2 eRt , t - m [ d1 'd2] i a k i e ’

. y . i j .
c,

x  :
d_

7 : 2
I t  (3 )

"Z

wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy m acierze s ą  ZLP.

2 . Sformułowanie zadan ia

Dany j e s t  o b ie k t 2-D o p isany  równaniem

Ay = Eu + C , (4 )

przy  czym y £ R ^(d.^ ,d 2 ) i  u fcR.^Cd.j ,d 2 ) są  tran sfo rm a tam i Z odpowiednio 
y ( i , j )  i  u ( i , j )  będącymi funkcjam i zmiennych d1=z^'1, d2=Zg2 t « d j j i  
B .dg] , C t Rn i [ d i« (i2] ; a Rn k id l» d2^ *’e s t  zbiorem  m acierzy  wymier
nych zmiennych d^ i  d2 o wymiarach mxk i  w spółczynnikach  rzeczy w is ty ch . 
Zakładamy, że m acierz A j e s t  odw raca lna. Dana j e s t  rów nież k la s a  Bygna- 
łów o d n ie s ie n ia  r e R m1( d 1 ,d 2 ) o p isan a  równaniem

F r = G. (5 )

p rzy  czym F 6SBm[d1 ,a 2 ] i  0 ć R ^  [*-, , d2] •
W ektory C i  G z a le ż ą  od warunków brzegowych o b ie k tu  i  odpowiednio 
g e n e ra to ra  sygnałów o d n ie s ie n ia .  Z m ien iając  w arunki brzegowe g en e ra to ra  
sygnałów o d n ie s ie n ia ,  t j  . w ek to r G otrzym ujemy c a łą  k la sę  sygnałów 
o d n ie s ie n ia ,  o k re ś lo n ą  m ac ie rzą  F.

Poszukiwać będziemy r e g u la to r a  lin io w eg o  op isanego  równaniem

Pu = -Qy+Rr+S > (6)

p rzy  czym P eRl l [d 1 ,d^j , Q tR lm[ d 1 ,d 2] , R &Rl n [d 1»d2l * S tR l l [ d 1»d2] 8
S za le ży  od warunków brzegowych r e g u la to r a .
Zadanie sy n tezy  r e g u la to r a  typu "d ead b eat"  d la  układów 2-D można 
sform ułować n a s tę p u ją c o : Dane są  m acierze A,3 i  F ; wyznaczyć m acierze 
P,Q i  R ta k ,  aby.uchyb ś le d z e n ia  e = r-y  o raz  u b y ły  w ektoram i wielom iano
wymi zmiennych d^ i  d2 d la  dowolnych wektorów C,G i  S.

3 . Rozwiązanie zadan ia

T w ierdzenie 3
Zadanie syntezy  r e g u la to r a  ma ro zw iązan ie  j e ż e l i :

1) A,B są  ZLP.
2) F j e s t  prawym d z ie ln ik ie m  A, t j .  i s t n i e j e  A0 e Rmm[d 1 ,d^j t a k i e ,  że 

A=AoF, p rzy  czym detAQ=c^O, a c n ie  z a le ż y  od d., i  dg .



Synteza r e g u l a t o r a  ty p u  " d e a d b e a t "  d l a  układów 2-D . U L

Dowód
Z z a ło ż e n ia  1) i .  tw ie rd z e n ia  2 w ynika, że i s tn ie - ją :  A2 e R^-,[d1 ,0^] ,

B2 ł ,d 2] ’ P fcRl l f  d1 Q eRlmCd 1 ,d 2l ’ P2 6 Rtntn[d1 ,d 2l d
Q2 £Rlm [d 1 *d2] t a k i e * że

A B 

Q -P

p2 b2i

Q2 -A2

om
(7 )

Biorąc pod uwagę, że AB2=BA2 o raz  p o d s ta w ia ją c  (5 )  i  

y = B2A"1u+A"1C 

do (6 ) otrzymamy
u = a2( pa2+qb2 ) - 1 ( r p_1g+s - qa- 1c ) (8 )

e = r - y  = [xm-B2CPA2+QB2) " 1R ]p"1G -[ lnl-B2(PA2+QB2 )~1Q] A"1C -
■D /'■O, . \ *"1 C-  b2( pa2+qb2 ) _ , s

Z (7 ) mamy
PA2+QB2= I1 , P2A+B2Q=Im , A2Q=Q2A 

P odstaw iając (10 ) do (8 )  i  (9 )  otrzymamy

u = a2r p“ 1g+a2s - q2c

= [ V B2R] p - 1 g- p 2c- b2s

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

( 12 )
«.«1

Zauważmy, że B^=A0 B j e a t  m ac ie rzą  wielom ianową d la  k ażd ej m acierzy  
wielomianowej B. Z z a le ż n o ś c i  [ abJ=Ao [p b ]̂ o raz  z warunku 1) w ynika, że 
P, B  ̂ są  ZLP. Z rów nania 

r  B„'
. 0l o M

oraz z tw ie rd z e n ia  2 w ynika w ięc , że i s t n i e j ą  R Rlm [d 1 , d2 l 4 Bllf*1

T2 fcRmm fd1 ,d 2] ’ R2 fc Rlm [d1 ,d 2] ta k ie  > **

>  B3 T2 B2 =

rOSKł
»

(13 )
R -T R2 -fL2 L° xi

Z (13) mamy
t2p +b2r -  I m

oraz
R2P * AgR

Podstaw iając (15 ) i  (1 4 ) do (11 ) i  (1 2 ) otrzymamy 

u « HRjG+AgS-OgC

(1 4 )

(1 5 )

oraz e * TgG—PgC-BgS
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Stwierdzamy w ięc , że u i  e s ą  w ektoram i wielomianowymi zmiennych i  dj 
d la  dowolnych wektorów C,G i  S . O
Z porównania (7 )  i  (1 3 ) w ynika, że można p rz y ją ć  Q=R.

4 .  A lg o ry tm

J e ż e l i  w arunki 1 ) 1 2 )  tw ie rd z e n ia  3 s ą  sp e łn io n e ,  w tedy m acierze I 
i  Q=R można wyznaczyć k o rz y s ta ją c  z n a s tę p u ją c e g o  a lg o ry tm u :

krok 1.
K o rz y s ta jąc  z d z ia ła ń  e lem en ta rnych  na kolumnach i  wykonując 

p rz e k s z ta łc e n ie

1• • •

l--- \  0 '

Xm I 0 — ► v \ T ' v 2

v3 ' \ ' T a

wyznaczamy A2=U4 * S2"~^2* 

krok 2.
K o rz y s ta jąc  z d z ia ła ń  e lem en ta rn y ch  na w ie rsz a c h  i  wykonując 

p rz e k s z ta łc e n ie

i i  :  o
m • • « • • • •

b2 : o
h  : Ti
o : t 3 : v 4

: '2  * • • • •

wyznaczamy rozv /iązan ie  P=V^, Q=Vg rów nania

PA2  +  q b 2  = I j

( 16)

(17!

(16)

Rozwiązanie rów nania (18) można rów nież wyznaczyć k o rz y s ta ją c  z 
algorytm u podanego w p racy  [6] (zw łaszcza  w tych  p rzypadkach , w któryci 
zawodzi algory tm  o p a rty  na d z ia ła n ia c h  e lem e n ta rn y c h ).

5 . P rzykład
Rozwiązać zadan ie  sy n tezy  r e g u la to r a  d lar 0 i

A = P B = (1Si

Łatwo sp raw d zić , że m acierze (1 9 ) są  ZLP a Aq= I2 . 

krok 1.
K o rz y s ta jąc  z d z ia ła ń  e lem en ta rnych  na kolumnach wykonujemy

p r z e k s z ta łc e n ie
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a : b • • • • • « «
: 0 m • • • • • • • •

o : i.

Wobec teg o

krok 2.

d1 -1 i 0 I 1 0 0
1 d2: d2 0 1 0

rr 0 1 d20 1 : 0 -1 dl ~d1d2

• L1 - di 1+d^g

Ł2= 1 + 3 ^ 2  and B2 =
d 1d2

?1+Q ' d2 = 1
d1d2.

wykonujemy p rz e k s z ta łc e n ie  ( k o rz y s ta ją c  z d z ia ła ń  elem en tarnych  na 
w ierszach)

i : 1 : 0A * T *ft2 : I i  :

b2 : o

1+d^g : 1 : o o

d 1d2

: o : 1 o 
i o : o 1

-d2 : 1 d

0 i - di 1

Poszukiwane m acierze s ą  w ięc równe 

P =[l] , Q=R=[o - i ]  .
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CKHTE3 PEmflTOPA "  MIEMT "  MR CMCTEM Jb- 2 

P e 3 d  m e

B paÔOTe c$opMyjmpoBaHH e  soKa3aHK flociaTORHue ycnoBHH cymecTBOBamti 
peryjiHTopa Txna " joibOht " w in  içayxMepHHX ( 2  -  Æ ) jmaeiiHHX flHCKpeTBHX 
CECTeii. JIaH ajiropKTM oapejrejreEiia MHoroRjieKHHX MaTpan,, onHCHBaraiKX 9T0i 
peryiiK Top.

DEAD3SAT C0:TTR0LISR DSSIGI7 FOR 2D SÏSTEMS 

S u m m a r y

S u f f i c i e n t  c o n d itio n s  of e x is te n c e  of d ead b ea t c o n t r o l l e r  f o r  2D lin e 
a r  system s a re  fo rm u la te d  and p ro v ed . A lgo rithm s f o r  ass ig n m en t o f poly- 
nomal m a tr ic e s  d e s c r ib in g  th e  c o n t r o l l e r  i s  p re s e n te d .


