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ZADANIA PROGRAMOWANIA DYSKRETNEGO Z PARAMETRYCZNĄ FUNKCJĄ CELU

Streszczenie. ¥ pracy rozważane są zadania programowania dyskret
nego z liniową, parametryczną funkcją celu. Omówiona jest ogólna, zna
na metoda rozwiązywania tego typu zadań i proponowane są jej modyfi
kacje. Następnie dla zadań programowania całkowitoliczbottfogo liniowe
go z parametryzowanymi pojedynczymi współczynnikami funkcji celu po
dany jest algorytm rozwiązywania zadania parametrycznego w przypadku, 
gdy znane są wantości funkcji zaburzeń zadania przy zmianach prawych stron ograniczeń.

1 ♦ Wprowadzenie0'

V praktycznych zastosowaniach programowania matematycznego rzadko ma
ny do czynienia z jednym zadaniem o ściśle określonych danych. Zwykle nie
pewność w określeniu parametrów zadania, a także przewidywana ich zmien
ność stwarzają konieczność rozwiązywania caloj rodziny zadań różniących
się elementami funkcji celu lub ograniczeń. Jest to celem tal; zwanej anali
zy parametryczne/i rozwiązań traktowanej jako część analizy pooptymalizacyj~ 
nej. Niektóre działy programowania matematycznego /na przykład programowa
nie liniowe ciągle/ mają bardzo dobrze rozwiniętą analizę param©tryczną, 
co decyduje o ich praktycznej użyteczności. V programowaniu dyskretnym me
tody analizy parametrycznej są jeszcze w początkowym stadium rozwoju.

V pracy rozważane są zadania dyskretne z liniową funkcją celu, w któ
rych zbiór ograniczeń jest ustalony. Pararnotryzacji podlegają jedyni o współ
czynniki funkcji celu, co prowadzi do następującej rodziny zadań parametry
cznych:

B O )  = max (c + A g) x /P /
x6X

ffdzie 0 ć A *£ -J jest paramotx:em, c,g£ iRn są samymi wektorami, a X jest 
ai©pustym skończonym podzbiorem Z^, gdzie Z^ oznacza zbiór nieujemnych 
n-wymiarowych wektorów całkowitoliczbowycli. Celem analizy paraiuetryczr.oj 
jest wyznaczenie dla Afe [0,1] wartości H (A) oraz rozwiązań optymalnych 
x jako funkcji parajnetru ^ . Z dyskretności i skończoności zbioru X 
cynika, że funkcja II jako maksimum /punktowe/ skończonej liczby funkcji 
liniowych jest wypukłą, odcinkowo liniową funkcją parametru A . Typowy 
przebieg H (A) przedstawiony jest na rysunku 1.
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Rys. 1 . Przebiec funkcji H(A) Rys.2. Obszar niepewności po kroku 1°

2. O/TÓlna metoda r o zawiązywania zadania parametrycznego

Wypukłość i odcinkowo 13nj owy charakter funkcji H są wykorzystywane 
v znanym podejściu do rozwiązywania zadania parametryczneco /P //patrz 
np. Li tb1/. Podejście to zakłada umiejętność znalezienia II (*) oraz xfA) 
dla ustalonego A 6 [0, 1] . Nie jest przy tym istotna metoda, jaką te wiel
kości są uzyskiwane. Postępowanie jest następujące:

1° Wyznaczane są rozwiązania zadania /P / dla A = 0 i A = 1. Otrzy
muje się wartości h(o) , Il(l) oraz wektory x(o) , x(l) .

Z wypukłości funkcji H oraz faktu, że x(0) i x (i) dają oszacowanie dolne 
na H (A) wynika obszar niepewności co do przebiec^ funkcji H /obszar za- 
kreskowany na rys. 2 z wyłączeniem punktów /0,E(0)/ i /l,H(l)//. Dalsze 
postępowanie poleca na powtarzaniu opisanego niżej kroku 2° i ma na celu 
zmniejszenie odstępu między oszacowaniem górnym i dolnym dla H ( A) . Proce
dura się kończy, jeśli ten odstęp dla każdego A & (0,l) nie przekracza ẑ' 
danego £ ̂  0.

2° Wybierany jest punkt A*, dla którego oszacowania górne i dolne 
dla H różnią się o więcej niż £ . Dla A = A * wyznaczane jest
rozwiązanie zadania /P /.

Każde powtórzenie kroku 2° daje zmniejszenie obszaru niepewności co do
przebiegu funkcji H. Jeśli na danym etapie postępowania znane są rozwią**'
nia zadania /P * / dla i\ = 0, ^ , . . . , ^ , 1 ,  to z wypukłości U wynika, i«
oszacowaniem górnym dla H jest łamana łącząca punkty /0,H(o)/,
/ ^ ,H ( Aj)/ .... / ,H /1,H(1-)/. Oszacowaniem dolnym jest maksi®5
/punktowe/ funkcji liniowych (c+ A x ( ?>.) , = 0, ^ ̂ , .. ., ^ 1, oo wyffl'
ka bezpośrednio z dopuszczalności rozwiązań x (^) . Rysunek 3 ilustruje 
sytuację jaka powstanie w omawianym przykładzie po rozwiązaniu zadania 
/P* / dia A' =
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Vybór punktu X '  w kroku 2° je3t u zasadzie dowolny; korzystne jednak 
wydaje się wybieranie tej wartości parametru, dla której odstęp między o- 
szaeowaniami górnym i dolnym dla U jest największy. Zauważmy, że równo
cześnie wybór taki odpowiada punktom załamali oszacowania dolnego dla H. 
Ocenimy liczbę powtórzeń kroku 2° przy takim wyborze punktu X i przy 
założeniu, że zadanie parametryczne jest rozwiązywane dokładnie, to znaczy 
dla £ = 0. Zauważmy, że przy każdym wykonaniu kroku 2° jest wyznaczony 
punkt /  X ,' H ( X ■)/ należący do wykresu funkcji H. Mogą zajść dwa przypad
ki: /i/ punkt ten jest punktem załamania wykresu H (X) J /ii/ je3t to punkt 
wewnętrzny któregoś z odcinków wykresu H(A'). Zatrzymanie procedury dla 
£ = 0 następuje w chwili pokrycia się oszacowań górnego i dolnego dla H.

Do tej chwili liczba wystąpień przypadku /i/ musi być róuna liczbie zała- 
nań r wykresu funkcji H, ponieważ wyzerowanie odstępu między tymi oszacowa
niami w punkcie X *, odpowiadającym załamaniu wykresu funkcji H może na
stąpić tylko w wyniku rozwiązania zadania /P / dla X = X • Zatem minimal
ny nakład obliczeń mierzony liczbą rozwiązywanych zadań /P^ / przy dokład
nym rozwiązywaniu zadania parametrycznego jest równy r + 2 /wliczając na
kład obliczeń w kroku 1°/. Dla oszacowania maksymalnego nakładu obliczeń 
zauważmy, że w kroku 2° opisanego wyżej postępowania dla każdego odcinka 
łamanej będącej wykresem H /z wyjątkiem obu odcinków skrajnych/ może być 
wybrany co najwyżej jeden punkt wewnętrzny /w przypadku odcinków skrajnych 
żaden punkt wewnętrzny nie może być wybrany/. Tak istotnie jest, ponieważ 
wybranie punktu wewnętrznego X 'odcinka łamanej H(X') powoduje dołączenie 
do zbioru prostych wyznaczających aktualne oszacowanie dolno dla H, pros
tej H (PO = (c+ X 'g)x ( X ')•

Każdy z generowanych potem w kroku 2 punktów X odpowiada punktowi 
załamania łamanej będącemu aktualnym oszacowaniom dolnym funkcji H. Punkt 
taki może się znaleźć albo poza odcinkiem łamanej odpowiadającym w wykre
sie H punktowi X', albo może być końcem tego odcinka. Jeśli r > 0 jest 
liczbą punktów załamania wykresu H na odcinku (0,l), to liczba odcinków 
łamanej H jest równa r + 1. Zatem w najgorszym przypadku zadanie /P / 
trzeba będzie rozwiązać dla punktów X = 0 i 1, r punktów załamania wykre
su H oraz r - 1 punktów wewnętrznych odcinków łamanej /pomijając dwa od
cinki skrajne/. Jeśli więc przez R oznaczymy liczbę rozwiązań zadania /P /, 
to mamy:

r + 2 R ś  2 r + 1

Wniosek:
Opisana'vyi ej procedura wyznaczania przobie^u funkcji II dla A [0, 1_* 

zakłada Jedynie umiejętność obliczania wartości II (X'l oraz wyznaczania 
i (X) dla zadanego A . Podejście powyższe można zmodyfikować, jośli dyspo
nujemy również możliwością prowadzenia przynajmniej częściowej analizy 
wrażliwości rozwiązania x (X) -
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Rozważny sytuację, w której dla danego 7 rozwiązano zadanie /P / wyzna 
czając H (Al i x(Ź) . Vówczas pełna analiza wrażliwości rozwiązania x M  
ze względu na parametr  ̂ polegałaby na wyznaczeniu przedziału [A~, A +J 
wartości A , dla którego x(X) pozostaje rozwiązaniem optymalnym. Byłoby 
to równoważne znalezieniu sąsiednich punktów załamania A~ i X + wykresu 
II takich, Ze A~ ś  i ś  i zlikwidowaniu niepewności co do przebiegu 
funkcji II na odcinku , a + d. V praktyce rzadko dysponujemy możliwością
pełnej enalizy wrażliwości rozwiązania x(l) . Ponad i _> analiza taka zwykle 
okazuje się zbyt pracochłonna. Często natomiast różnego rodzaju warunki 
dostateczne optymalności pozwalają na przeprowadzenie stosunkowo taniej 
obliczeniowo częściowej analizy wrażliwości otrzymanego rozwiązania. 'Jyni- 
kiern takiej analizy jest uzyskani,e podzbiorów obszaru niewrażliwości roz
wiązania x ( 5) na zmiany /V . Oznacza to, że zamiast przedziału L%~, ^+-
wyznaczany jest przedział mniejszy , ;u+.] taki, że A~ ś  J i ^ + <  ,V.
Z punktu widzenia omawianego podejścia do przybliżonego rozwiązani a zada
nia parametrycznego wartość takiej częściowej analizy wrażliwości polega 
na tym, że z chwilą wyznaczenia przedziału Cu~, wiadomo, że na tym od
cinku oszacowanie górne H pokrywa się z aktualnym oszacowaniem dolnym, co 
prowadzi do zmniejszenia obszaru niepewności co do przebiegu funkcji H. 
Jeśli dla danego zadani a częściowa analiza wrażliwości może być wykonywana 
znacznie mniejszym nakładem obliczeń niż uzyskiwanie rozwiązań w kroku 2°, 
to przy założonej dokładności £ rozwiązywania zadania parametrycznego ta
kie podejście może byó obliczeniowo korzystne na skutek zmniejszenia licz
by powtórzeń kroku 2°. Rysunek 4 ilustruje sytuację, jaka może powstać 
w przykładzie przedstawionym na rys. 1,2,3, jeśli w wyniku częściowej ana
lizy rozwiązań x(0) , x ( ź\ ) ,X(i) uzyskamy podobszary niewrażliwości 
[0, [p2, , [pą, l] . Jak poprzednio, obszar zakreskowany oznacza
obszar niepewności co do przebiegu funkcji H.

Rys.3 . Obszar niepewności po 
kroku 2° Rys.4. Zmniejszenie obszaru nie

pewności po modyfikacji 
procedury
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3. Parametryzacja pojedynczych współczynników funkcji oelu

Opisane wyżej podejście może być również użyte w przypacEiu, gdy para- 
aetryzowane są tylko pojedyncze współczynniki funkcji celu, V niektórych 
przypadkach takie szczególne zadanie parametryczne może być jednak rozwią
zane znacznie prościej. Tak jest na przykład wtedy, gdy znane są wartości 
funkcji zaburzeń zadania ze względu na zmiany prawych stron ograniczeń.
Tym przypadkiem zajmiemy się w dalszej części pracy.
Rozważmy zadanie programowania dyskretnego w postaci

n
max YL o. x . 

i— 1 1 1

i= 1

x± e Z+, 1=1,...,n

gdzie b£  Z^t fi : £+— . Załóżmy, że układ ograniczeń zadania wymusza 
ograniczenia górne na zmienne, tzn. ^  u^, i=1,...,n.
Przyjmujemy dalej, że jeśli któreś z zadań programowania jest sprzeczne# 
wówczas jego wartość optymalna jest równa - oe> .

Będziemy zakładać, że dla zadania /P/ znana jest funkcja zaburzeń 
G(y) dla y& y <  b, gdzie

n
G(y) = mai Y L  c,*,

1 = 1  Ł

1=1

Z + , 1 = 1 ,

Z taką sytuacją mamy do czynienia zwykle w przypadku, gdy’ zadanie /P/ 
jest rozwiązywane metodą programowania dynamicznego■
Załóżmy, że parametryzacji ulega tylko jeden współczynnik c^ /J ć- (l,,..,u|/ 
funkcji celu i problem polega na wyznaczeniu dla zadanego przedziału 
0 i H1” ̂  V  wartości funkcji lij, gdzie

= moje '<y C4X4 + ^
J i= 1  1  J

I  ź  b /!/
i=1
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oraz rozwiązali optymalnych odpowiadającycli tym wartościom ~f .
Niech v(p|xj= k) oraz v(p)xj > k) oznaczają wartości optymalne zadania 
/P/ z dodatkowymi warunkami k lub k odpowiednio. Zauważmy, że
z calkowitoliczbowości wynilca, że

(T) = max | v (p |zj = k) + k fj

k <  uj /2/

• K & 7t +

Dla slcorzys tama z powyższej formuły konieczna jest znajomość wartości 
v(P|x^= k) dla całkowitych k si u ̂ . Po rozwiązaniu zadania /P/ dysponujeny 
tylko jedną wartością v(plzJ= xj), gdzie z* jest j-tym elementem rozwiążą- 
nia optymalnego x . Co więcej, nie należy się zwykle spodziewać regular
ności w ciągu v(P|kj= k) , O < k ^  u^, k  całkowite. Ciąg ten, na przykład, 
nie jest zazwyczaj monotoniczny.

Z drugiej strony, znając wartości G(y) dla y ̂  b, y-całkoviite, możeny 
łatwo wyznaczyć wartości ciągu 'ir(pjxJ ^  k) , 0 -i k sS u., k całkowite.
Mamy bowiem dl« k € z+

v(p|Xj k) = Cj k + G(b - f j.(k); /3/
Nie ch

Kj = [k£ Z: r] ś k <  Uj, v(p[ >  k) > v(P|Xj £ k+l)j /ty

Pokażemy, że dla wyznaczenia Ik (t) przy f  >, 0 wystarczy znać war
tości v(p|Xj= k) dla k&Kj. Co więcej, wartości te można łatwo obliczyć 
na podstawie ciągu v(p|:x^ ̂  10, 0 ś  k ^  u . Podstawą omawianego podejś
cia jest poniższy lemat.
Bernat: Zachodzą następujące zależności

v(p|xJ= k) ź ' v(p|Xj k) dla U k i u ^  /$/

v(p|zJ= k) = k) dla k & IĈ  /6/

howod: Zależność /5/ wynika bezpośrednio z faktu, że zadanie /P/ z dodat- 
kowym warunlciea xj ̂  k jest relaksacją zadania /P/ z warunkiem x .= k. 
aby wyważać /(,/ rozważny k&Ej. Zauważmy, że z definicji K. viynika,żo 
v \Pjx.. ^ k) > — co . Mamy ponadtę

v(p|Xj > k) = mar { v(p|Xj= k), v(p]Xj>  k + i)} /7/

Z definicji zbioru K wynika, że v(p|s > kj > v(p)x > k + i) , a zater,
z /7/ v(P|X j ^ k )= v (pU j =  k -) c .n .d.J J
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Wniosek Dla T* ̂  0

UJ (t) = “a* { (Cj + f) k + G(b - fj00)j /8/
J

Powód Z /3/ i /(,/ wynika, że dla kSKj

v (p U j= k) + Tfk = (Cj + tT) k + G(b - fj(k))

Hależy więc tylko pokazać, że w /2/ wystarczy brać maksimum po elementach
kfiKj w miejsce maksimum po zbiorze ii = £k 6 k ̂  u^J .
Zauważany, że w /2/ można, od razu odrżuoić wszystkie k i Xj, bowiem z opty-
malności x* wynika, że dla dowolnego k v(p|x = k) ̂  v(P|x = x*), a zatem 
dla 0 i k 4 <  J

r^Plij = k) + t  k.4 v(p|xj = Xj) +

Rozważmy teraz dowolne k ̂  x*, k ̂  .
Mogą zajść dwa przypadki:
1° v(p|xj= k) = - co , co oznacza, że zadanie /P/ z dodatkowym warunkiem 

k jest sprzeczne, a zatem k może być w /2/ pominięte,
2° v(p|xj= i.) > -oO . V tym przypadku musi istnieć k 6 Kj takie, że

/i/ . v(p|xj= k) = v(p]xjS. k)

/ii/ v(Plij= k) v(p|Xj= k)

/iii/ k >  k

Istotnie, z warunku v(p|xj = k) >  - oo i z /5/ wynika, że v(P| x > k> > - co. 
Ciąg v(p|x,»k), k całkowite, jest nierosnący, a x, jest ojraniozone

, _» /V wz góry przez Uj. łlusi więc istnieć k £,JE+, k k takie, że
v(P|Xj »  k) ̂  v(p|xJ = k) oraz v (p |xj £ k} >  v(p|XjS= k + 1) . Oznacza to,
że kGKj, a stąd na podstawie /6/ v(p|xj= k) = v(PjXj £ k) . Ponieważ
z założenia k^ICj, zatem musi być k > k. Z wannikćw /ii/ i /iii/ wynika
teraz, że k można pominąć w /2/, bowiem dla "¡"ź 0

v(p|xj= k } '+ k i  k. v(p|xj= k) + kj” c.n.d.

Znając Kj i korzystając z /8/ można przedstawić informację o przebiogu 
odcinkowo liniowej funkoji 11̂  w postaci ciągu par (iî , ^ ̂  , i=1,...,I, 
gdzie 1 jest liczbą odcinków wykresu llj w przedziale (0,) ) , jest
prawym krańcem i-tego odcinka /odpowiadającym i-temu punktowi załamania 
wykresu Hj/, natomiast jest optymalną wartośoią Xj w przodziale
[Ti_1, /odpowiadającą naołiyleniu wykresu ńj/- Przyjmujemy, żo
T0= 0. Ilozwiązaniem optymalnym w punkcie i" jest x , Poniższy algorytm

Seaoruje ciąg par ^ j) korzystająo z wartości G(b) oraz Kj jako da
nych wejściowych.
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Algorytm

1° /Iniojalizacja/ i:=1 ;
a: = min {k: łcSKj} ; S: = K j\{s] ; = -s ;
Jeśli S = 0, to 'i"1: , STOP ;

2° /Obliczanie "$"j/ Dla k 6 S oblicz
c (s-k) + G(b-f (s)> - G(b-f (k))q(k) = — i---------- . a : i-----  ;k - s .

: = min q(k) j 
Ł k€S

Jeśli f L >, f- , to STOP ;
i: = i+1 ;

3° /Obliczanie i redukcja S/
s: = mar j k 6- S : q(k) = T is1} 1 
Usuń z S wszystkie k takie, 4e k ^  s ;
Usuń z S wszystkie k, dla których istnieje j > k  takie, Ze 
q(J) £  q(k); = s ;
Jeśli S = 0 wówczas- '¡f'J : = 7f” , STOP;
Idż do 2°

Omówione podejście zilustrujemy na przykładzie całkowitoliczbowego 
liniowego zadania załadunku:

+ 7i2 * 5x3 +

6x1 + **x2 + -tx3 + *1» ś  2$
JZj f... ,x^ ̂  0 całkowito.

Zauważmy, że ograniczenia zadania implikuje następujące ograniczenia na 
zmienne: ^  h, x^ ̂  6 , ^.8, ^  2 5. Funkcje są liniowe; mamy:
f 1 (x1') = .6x 1, f2 (i2) « ft*2, r3(X3> = 3^
Zadanie załadunku Jest typowym problemem, który noże być rozwiązywany ne- 
todą programowania dynamicznego /patrz [3]/- Równocześnie z wyznaczeni en 
rozwiązania optymalnego otrzymujemy wartości funkcji zaburzeń G. Dla poda
nego wyżej przykładu rozwiązaniem optymalnym jest wektor iT = (3,1,1,0). 
Ifartości fnnkcji G(b) podane są w tabeli 1.

Tabela 1
-Ł--2— 2 ^ 3 ^ 5 0 7 8 9 10 11 12 13 14 11 16 17 1j

Gl b! 0 i 2 5 7 S Ti 12 T5  \t iS  19 22 23 25 2 7— 29— 30 "33

19 20 21 22 23 2h 23
G(,b1 J34 3b 3 ii 4o ki V* ks
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Załóżmy, 2e parametryzacji podleca współozynnik u funkcji celu 
i należy wyznaczy^ przebieg H3 Cif') dla O < -f ś  ' = 2 . Wymaca to znale
zienia zbioru Kj na podstawie ciągu v(p|x3 k) ; tabela 2 podaje oblicza
ne zgodnie z /3/ wartości v(p|*3 > k) dla k=0,...,9.

Tabela 2
k 0 1 2 , 3 0  ,5 0 7 8 9v(P|x3 >  k) 45 '*5 44 1(3 93 42 42 41 -0 0

trzymujemy = {1,3,5,7 ,8} , a zateia

Hj (*) = mox \ (5 + 
k£K L J

?") k + G (25 - 3k)}

Stosując podany wyżej algorytm otrzymujemy następujący ciąg par
(ti> .?a.)s.(rii ?i)= d / 2 ,1), crz , § 2)= o,7), e t y  <=3) = ( 2,8).
Pozwala to odczytać wartość j-tej składowej rozwiązania optymalnego dla 
każdej wartości 0 ^  T * - 95-- > ¡łając te wartości optymalne oraz wyniki po
średnie z rozwiązania zadania metodą programowania dynamicznego, można 
w prosty sposób odtworzyć pozostałe elementy- wektora rozwiązań optymalnych 
odpowiadających poszczególnym wartościom /patrz [33 rozdz.6/. Pomi
niemy tu szczegóły tych obliczeń. Pełne rozwiązanie zadania parametrycz
nego przedstawia tabela 3 .

Tabela 3
przedział rozwiązanie optymalne v ? - >

(3,1,1,01
(o,1 ,7 ,0 ) 
(0,0 ,8,1)

Przebieg funkcji ¡¡„(i) pokazano na rysunku 5 .

fiys.5. Wykres funkoji
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BAJAEH jmCKPBTHOrO nPOrPAW.MPOBAHHH C IIAPAMETFMECKO0 gEBEBOH 
sraKUKEil

P e 3 30 m e

B paOoTe paccuaTpm aB Tca sanaran macKpe^'Horo nporpatampoBaHEH c jemeS- 

ho& napaMeTDEraecKoa pejiesoa (JyHKmaeS. IlpeflCTaBJieH odmufi neTOj; pem eras Ta- 

kkx 3aaaB e ero  uojHj>|MKamni. Jgrn 3anat[ pejicracJieHHoro jnztHefiHoro nporpaa- 

MKpoBaEHE c oflHHM napaMeTpH30BaHHHM usjieBHM KOBitJaiixEeHTOM, npejyjoseH aa- 

ropnTM pemeHHH napaMexpinecKofi 3 ana he b cjiy n ae, Koitna E3BecTHH pemeHHS 

Bcxojpjoa npoOjiem npn B03MymeHEfix npaBHx ctopoh orpaHineHEfi.

DISCHST3 PROGRAMMING PROBLEMS HSITH PARAMETRIC OBJECTIVE FUNCTION 

S u n & a r y

In the paper discrete programming problems with psreaetric linear 
objective function are considered. Tfell known method for solving such 
problems is described end their modifications ere proposed. Moreover for 
integer programming problems with parametric single objective coefficient! 
end known values of the r.h.s. perturbation functions &n algorithm to sol- 
ve peremetric programming problem is proposed.


