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ZADANIA PROGRAMOWANIA DYSKRETNEGO Z PARAMETRYCZNA FUNKCJA CELU

Streszczenie. ¥ pracy rozwazane sg zadania programowania dyskret-
nego z liniowa, parametryczng funkcja celu. Oméwiona jest og6lna, zna-
na metoda rozwigzywania tego typu zadan i proponowane sg jej modyfi-
kacje. Nastepnie dla zadan programowania catkowitoliczbottfogo liniowe-
go z parametryzowanymi pojedynczymi wspédczynnikami funkcji celu po-
dany jest algorytm rozwigzywania zadania parametrycznego w przypadku,
gdy znane sg wantosci funkcji zaburzen zadania przy zmianach prawych
stron ograniczen.

1e WprowadzenieO*

V praktycznych zastosowaniach programowania matematycznego rzadko ma-
ny do czynienia z jednym zadaniem o $cisle okreslonych danych. Zwykle nie-
pewnos¢ w okresleniu parametréw zadania, a takze przewidywana ich zmien-
nos¢ stwarzaja koniecznos¢ rozwigzywania caloj rodziny zadan réznigcych
sie elementami funkcji celu lub ograniczen. Jest to celem tal; zwanej anali-
zy parametryczne/i rozwigzan traktowanej jako czes$¢ analizy pooptymalizacyj~
nej. Niektére dziaty programowania matematycznego /na przyktad programowa-
nie liniowe ciagle/ maja bardzo dobrze rozwinietg analize paramOtryczng,
co decyduje o ich praktycznej uzytecznosci. V programowaniu dyskretnym me-
tody analizy parametrycznej sa jeszcze w poczatkowym stadium rozwoju.

V pracy rozwazane sag zadania dyskretne z liniowg funkcja celu, w kto6-
rych zbidr ograniczen jest ustalony. Pararnotryzacji podlegaja jedynio wspot-
czynniki funkcji celu, co prowadzi do nastepujacej rodziny zadah parametry-
cznych:

BO) =max (c + AQ) X /P /

X6X

ffizie 0 ¢ A £ J jest paramotx:em, c,dgf iR sg samymi wektorami, a X jest
aiOpustym skonczonym podzbiorem Z~, gdzie Z” oznacza zbidr nieujemnych
n-wymiarowych wektoréw catkowitoliczbowycli. Celem analizy paraiuetryczr.oj
jest wyznaczenie dla Afe [0,1] wartosci H (A) oraz rozwiagzan optymalnych
X jako funkcji parajnetru ~ . Z dyskretnosci i skonczonosci zbioru X
cynika, ze funkcja Il jako maksimum /punktowe/ skonczonej liczby funkcji
liniowych jest wypukda, odcinkowo liniowg funkcja parametru A . Typowy
przebieg H (A) przedstawiony jest na rysunku 1.



142 K.LdLbura

Rys.1. Przebiec funkcji H(A) Rys.2. Obszar niepewnos$ci po kroku I°

2. 0O/TOIna metoda rozawigzywania zadania parametrycznego

Wypuk#o$s¢ i odcinkowo 13njowy charakter funkcji H sag wykorzystywane
v znanym podejsciu do rozwigzywania zadania parametryczneco /P //patrz
np. Lithl/. Podejscie to zakkada umiejetnos¢ znalezienia Il (*) oraz xfA)
dla ustalonego A 6 [0, I] - Nie jest przy tym istotna metoda, jaka te wiel-
kosci sa uzyskiwane. Postepowanie jest nastepujace:
1° Wyznaczane sa rozwiagzania zadania /P / dla A =01i A= 1. Otz-
muje sie wartosci h() , () oraz wektory x() , x(I) .
Z wypuktosci funkcji H oraz faktu, ze x(0) i x (i) dajg oszacowanie dolne
na H (A) wynika obszar niepewnos$ci co do przebiec” funkcji H /obszar za
kreskowany na rys. 2 z wydtaczeniem punktéw /0,E(0)/ i /1,H(1)//. Dalsze
postepowanie poleca na powtarzaniu opisanego nizej kroku 2° i ma na celu
zmniejszenie odstepu miedzy oszacowaniem gérnym i dolnym dla H (A) . Proce-
dura sie konczy, jesli ten odstep dla kazdego A & (0,1) nie przekracza Z*¥
danego £ ™ 0.
2° Wybierany jest punkt A*, dla ktérego oszacowania gérne i dolne
dla H rézniag sie o wiecej niz £ . Dla A = A ™* wyznaczane jest
rozwigzanie zadania /P /.
Kazde powtérzenie kroku 2° daje zmniejszenie obszaru niepewnosci co [o0]
przebiegu funkcji H. Jesli na danym etapie postepowania znane sg rozwig™"
nia zadania /P*/ dla A= 0, ~,...,",1, to z wypuktosci Uwynika, i
oszacowaniem gérnym dla H jest damana #aczaca punkty /0,H(0)/,
/N H(AYD/ .../ ,H /1,H(1Y)/. Oszacowaniem dolnym jest maksi®5
/punktowe/ funkcji liniowych (c+A x () , =0, ", ..., 1, oo wi
ka bezposrednio z dopuszczalnosci rozwigzan x () . Rysunek 3 ilustruje
sytuacje jaka powstanie w omawianym przyktadzie po rozwiagzaniu zadania
/P* / dia A"=
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Vybor punktu X' w kroku 2° je3t u zasadzie dowolny; korzystne jednak
wydaje sie wybieranie tej wartosci parametru, dla ktérej odstep miedzy o-
szaeowaniami gornym i dolnym dla U jest najwiekszy. Zauwazmy, ze réwno-
czesnie wybér taki odpowiada punktom zakamali oszacowania dolnego dla H.
Ocenimy liczbe powtérzen kroku 2° przy takim wyborze punktu X i przy
zatozeniu, ze zadanie parametryczne jest rozwigzywane doktadnie, to znaczy
dla £ = 0. Zauwazmy, ze przy kazdym wykonaniu kroku 2° jest wyznaczony
punkt /7 X 7 H (X mY nalezacy do wykresu funkcji H. Moga zajs$¢ dwa przypad-
ki: /i/ punkt ten jest punktem zatamania wykresu H (X) J /ii/ je3t to punkt
wewnetrzny ktéregos z odcinkéw wykresu H(A"). Zatrzymanie procedury dla
£ = 0 nastepuje w chwili pokrycia sie oszacowan gérnego i dolnego dla H.
Do tej chwili liczba wystgpien przypadku Zi/ musi by¢ réuna liczbie zata-
nan r wykresu funkcji H, poniewaz wyzerowanie odstepu miedzy tymi oszacowa-
niami w punkcie X *, odpowiadajacym zatamaniu wykresu funkcji H moze na-
stgpi¢ tylko w wyniku rozwigzania zadania /P / dla X = X < Zatem minimal-
ny naktad obliczen mierzony liczbg rozwigzywanych zadan /P” / przy doktad-
nym rozwigzywaniu zadania parametrycznego jest réwny r + 2 /wliczajac na-
k#ad obliczen w kroku 1°/. Dla oszacowania maksymalnego naktadu obliczen
zauwazmy, ze w kroku 2° opisanego wyzej postepowania dla kazdego odcinka
+amanej bedacej wykresem H /z wyjagtkiem obu odcinkéw skrajnych/ moze by¢
wybrany co najwyzej jeden punkt wewnetrzny /w przypadku odcinkéw skrajnych
zaden punkt wewnetrzny nie moze by¢ wybrany/. Tak istotnie jest, poniewaz
wybranie punktu wewnetrznego X "odcinka tamanej H(X") powoduje dotgczenie
do zbioru prostych wyznaczajacych aktualne oszacowanie dolno dla H, pros-
tej H(PO = (c+ X "g)x (X )

Kazdy z generowanych potem w kroku 2 punktéw X odpowiada punktowi
zatamania tamanej bedacemu aktualnym oszacowaniom dolnym funkcji H. Punkt
taki moze sie znalez¢ albo poza odcinkiem tamanej odpowiadajacym w wykre-
sie H punktowi X", albo moze by¢ kohicem tego odcinka. JesSli r > 0 jest
liczbg punktéw zatamania wykresu H na odcinku (0,1), to liczba odcinkéw
+amanej H jest réwna r + 1. Zatem w najgorszym przypadku zadanie /P /
trzeba bedzie rozwigza¢ dla punktéw X = 0 i 1, r punktéw zatamania wykre-
su H oraz r - 1 punktéw wewnetrznych odcinkéw damanej /pomijajac dwa od-
cinki skrajne/. Jes$li wiec przez R oznaczymy liczbe rozwigzan zadania /P /,
to mamy:

r + 2 RS 2r + 1
Wniosek:

Opisana“vyiej procedura wyznaczania przobie”u funkcji Il dla A [O, 1*
zaktada Jedynie umiejetnos¢ obliczania wartosci Il (X'l oraz wyznaczania
i X) dla zadanego A . Podejscie powyzsze mozna zmodyfikowa¢, josli dyspo-
nujemy rowniez mozliwoscig prowadzenia przynajmniej czesciowej analizy
wrazliwoéci rozwigzania x (X) -
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Rozwazny sytuacje, w ktérej dla danego 7 rozwigzano zadanie /P / wyzna
czajagc H (Al i x(Z) . Vowczas pedna analiza wrazliwosci rozwigzania x M

ze wzgledu na parametr ~ polegataby na wyznaczeniu przedziatu [A~, A4
wartosci A , dla ktérego x(X) pozostaje rozwigzaniem optymalnym. Bydtoby
to réwnowazne znalezieniu sasiednich punktéw zatamania A~ i X+ wykresu
Il takich, Ze A~$ i § i zlikwidowaniu niepewnosci co do przebiegu
funkcji Il na odcinku , a+d. V praktyce rzadko dysponujemy mozliwoscig
pednej enalizy wrazliwosci rozwigzania x(l) . Ponadi>analiza taka zwykle
okazuje sie zbyt pracochtonna. Czesto natomiast réznego rodzaju warunki
dostateczne optymalnosci pozwalaja na przeprowadzenie stosunkowo taniej
obliczeniowo czesSciowej analizy wrazliwosci otrzymanego rozwigzania. “Jni-
kiermn takiej analizy jest uzyskani,e podzbioréw obszaru niewrazliwosci roz-
wigzania x (5) na zmiany A . Oznacza to, ze zamiast przedziatu L%~, "+
wyznaczany jest przedziat mniejszy ,su+] taki, ze A~S$ Jin+< W
Z punktu widzenia omawianego podejscia do przyblizonego rozwigzani a zada-
nia parametrycznego wartos¢ takiej czesciowej analizy wrazliwosci polega
na tym, ze z chwilg wyznaczenia przedziatu Cu-~, wiadomo, ze na tym od-
cinku oszacowanie gérne H pokrywa sie z aktualnym oszacowaniem dolnym,
prowadzi do zmniejszenia obszaru niepewnos$ci co do przebiegu funkcji H.
Jesli dla danego zadania czesciowa analiza wrazliwosci moze by¢ wykonywana
znacznie mniejszym nak#adem obliczen niz uzyskiwanie rozwigzan w kroku 2o,
to przy zatozonej doktadnosci £ rozwiazywania zadania parametrycznego ta-
kie podejscie moze by6é obliczeniowo korzystne na skutek zmniejszenia licz-
by powtdrzen kroku 2°. Rysunek 4 ilustruje sytuacje, jaka moze powstac

w przyktadzie przedstawionym na rys. 1,2,3, jesli w wyniku czesSciowej ana-
lizy rozwiazan x(0) , x ( A ) ,X(i) uzyskamy podobszary niewrazliwosci

IO, [p2, , [pa, I]. Jak poprzednio, obszar zakreskowany oznacza
obszar niepewnosci co do przebiegu funkcji H.

Rys.3 . Obszar niepewnosci po Rys.4. Zmniejszenie obszaru nie-
kroku 2 pewnosci po modyfikacji
procedury
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3. Parametryzacja pojedynczych wspé4czynnikédw funkcji oelu

Opisane wyzej podejscie moze by¢ réwniez uzyte w przypacEiu, gdy para-
aetryzowane sg tylko pojedyncze wspoédczynniki funkcji celu, V niektérych
przypadkach takie szczeg6lne zadanie parametryczne moze by¢ jednak rozwig-
zane znacznie prosciej. Tak jest na przyktad wtedy, gdy znane sa wartosci
funkcji zaburzen zadania ze wzgledu na zmiany prawych stron ograniczen.
Tym przypadkiem zajmiemy sie w dalszej czesci pracy.

Rozwazmy zadanie programowania dyskretnego w postaci

n
max YL o.x.

i-1 11

i=1

xte Z+, 1=1,...,n
gdzie b Z Mt fi: £+ . Zat6zmy, ze uktad ograniczen zadania wymusza
ograniczenia gérne na zmienne, tzn. Noun, =1, .. o,n.
Przyjmujemy dalej, ze jesSli ktére$ z zadan programowania jest sprzeczne#
wowczas jego wartos¢ optymalna jest réwna - & .

Bedziemy zaktada¢, ze dla zadania /P/ znana jest funkcja zaburzeh
G(y) dla y& y< b, gdzie

n
G(y) =mai YL c,*,
1=1 3
1=1
Z+, 1=1,

Z takg sytuacja mamy do czynienia zwykle w przypadku, gdy’zadanie /P/

jest rozwigzywane metoda programowania dynamicznegom

Zakozmy, ze parametryzacji ulega tylko jeden wspétczynnik c» /7J& (,,..,ul/
funkcji celu i1 problem polega na wyznaczeniu dla zadanego przedziatu

Oi H'~ V. wartosci funkcji lij, gdzie

= myje % C4X4 + 7
i=1 1

/v/

-
Il
-
N
o
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oraz rozwigzali optymalnych odpowiadajacycli tym wartosciom ~F.

Niech v(p|xj= k) oraz v(p)xj > k) oznaczaja wartosci optymalne zadania
/P/ z dodatkowymi warunkami k lub k odpowiednio. Zauwazmy, ze
z calkowitoliczbowosci wynilca, ze

(M =max|velz =k) +kFij
k < uj 72/

e K&Tt+

Dla slcorzystama z powyzszej formudy konieczna jest znajomos$¢ wartosci
v(P|x?= k) dla catkowitych Kk siu”~. Po rozwigzaniu zadania /P/ dysponujeny
tylko jednag wartoscig v(plzJ= xj), gdzie z* jest j-tym elementem rozwiaza-
nia optymalnego x . Co wiecej, nie nalezy sie zwykle spodziewa¢ regular-
nosci w ciagu v(Plkj= k) , 0 < k™ u®, k catkowite. Ciagg ten, na przykkad,
nie jest zazwyczaj monotoniczny.

Z drugiej strony, znajac wartosci G(y) dla y ~ b, y-caktkoviite, mozeny
+atwo wyznaczy¢ wartosci ciaggu “ir(ppJd” k) , 0 -i k sSu., k catkowite.

Mamy bowiem dl« k€z+

v(plxXi k) =Cj k + G(b - Tj@); 73/
Niech
Kj = [KE Z: r] § k < Uj, v(p[ > k> v(PIXj £ k+tD)j /ty

Pokazemy, Zze dla wyznaczenia Ik (t) przy f > 0 wystarczy zna¢ war-
tosci v(p|Xj= k) dla k&Kj. Co wiecej, wartosci te mozna 4atwo obliczyc
na podstawie ciggu v(p]|:x*”~ 10, 0$ k ™ u . Podstawg omawianego podejs$-
cia jest ponizszy lemat.

Bernat: Zachodzag nastepujace zaleznosci

v(plxd= k) z "v(plXi k) dla Ukiu~” /%/

k) dla k& IC* /6/

v(plz3= k)

howod: Zalezno$¢ /5/ wynika bezposrednio z faktu, ze zadanie /P/ z dodat-
kowym warunlciea xj » k jest relaksacja zadania /P/ z warunkiem X .= K.
aby wywazaé¢ /(,/ rozwazny Kk&Ej. Zauwazmy, ze z definicji K. viynika,zo
Vv\Pjx.. ~k)> —co . Mamy ponadte

v(plXj> k) =mar {v(plXj= k),v(plXj> k +i} /7/

Z definicjizbioru K wynika, ze v(pls > Kkj>v(p)x > k +1i), a zater,
z /7/ v(PIXjJ"™ k)= v@Uj=kd c.n.dJ J
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Wniosek Dla T+~ 0

UJI(E) = =a* {Cj + F)k + G(b - Fj00)j /8/
J

Powéd Z /3/ i /(,/ wynika, ze dla KkSKj
veUj=k) + Tfk= (G + @) k + G(b- Fi(k))

Halezy wiec tylko pokaza¢, zew /2/ wystarczybra¢ maksimum po elementach
kfiKj w miejsce maksimum po zbiorze ii = £k 6 k~NunNd .

Zawazany, ze w /2/ mozna, od razu odrzuoi¢ wszystkie ki Xj, bowiem z opty-
malnosci x* wynika, ze dla dowolnego k v(p|x = k) » v(P|x = x*), a zatem

dla 0 i k4 < J
r*Plij = k) + t k.4 v(plxi = Xj) +

Rozwazmy teraz dowolne k ™ x*, Kk~ R

Moga zajs$¢ dwa przypadki:

1° v(plxj= k) = -co , co oznacza, ze zadanie /P/ z dodatkowym warunkiem
k jest sprzeczne, a zatem k moze by¢é w /2/ pominiete,

2° v(plxj= i) > -00 .V tym przypadku musi istnie¢ k 6Kj takie, ze

avs -v(plxi= k) = v(plxiS- k)
/ii/ v(Plij= k)  v(plXi= k)
/iii/ k > k

Istotnie, z warunku v(p|xj= k) > -o0o0 i z /5/ wynika, ze v(P|x > k>> - co.
Ciag v(plx,»k), k calkowite, jest nierosnacx, il(\i jest ojraniozone

z géry przez Uj. Husi wiec istnieé¢k £,J+,K k takie, ze

vPPIXl » K™ v(plxId=Kk) oraz v ki £ k} > v(pIXjS= k + D . Oznacza to,
ze kGKj, a stad na podstawie /6/ v(plxj= k) = v(PjXj £ k) . Poniewaz

z zatozenia k~NICj, zatem musi by¢ k > k. Z wannikéw/ii/ i/iii/ wynika
teraz, ze k mozna pomina¢ w /2/, bowiem dla "i'z2 0

v(plxj= k}* ki k v(lxij= k) + Kkj” c.n.d.

Znajac Kj i korzystajac z /8/ mozna przedstawi¢ informacje o przebiogu
odcinkowo liniowej funkoji 11" w postaci ciagu par @@i®, ~ 7~ , i=1,...,1,
gdzie 1 jest |liczba odcinkéw wykresu Ilj w przedziale (0,) ), jest
prawym krancem i-tego odcinka /odpowiadajacym i-temu punktowi zatamania
wykresu Hj/, natomiast jest optymalnag warto$oiag Xj w przodziale

[Ti_1, /odpowiadajaca naotiyleniu wykresu nj/- Przyjmujemy, zo

TO= 0. llozwigzaniem optymalnym w punkcie I jest x , Ponizszy algorytm
Seaoruje ciag par ~J) korzystajao z wartosci G(b) oraz Kj jako da-
nych wejsciowych.
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Algorytm

1° /lIniojalizacja/ i:=1;
a: =min {k: #cSKj} ; S: =Kj\{s] ; == ;
Jesli S =0, to Tl: , STOP ;

2° /Obliczanie '$j/ Dla k6S oblicz

[
a() == mmiee R :
:=min qk) j
t k€S
Jesli fL>f , to STOP ;

o= a+l

3° /0bliczanie i redukcja S/

s: =mar jk6-S: g(k) = Tisl} 1
Usun z S wszystkie k takie, 4e k™ s ;
Usuh z S wszystkie k, dla ktérych istnieje j>k takie, Ze

a@ £ qk); =s ;
Jesli S = 0 wéwczas- "fd: = 7F’, STOP;
1dz do 2°

Oméwione podejscie zilustrujemy na przyktadzie catkowitoliczbowego
liniowego zadania zatadunku:

+ 7i2 * 5x3 +

6X1 + ™2 + -tx3 + *»$ 2%
ff... ,x»™ 0 catkowito.

Zauwazmy, ze ograniczenia zadania implikuje nastepujace ograniczenia na
zmienne: N h, xX?» 6, ~.8, ~ 25. Funkcje sa liniowe; mamy:

f1(x1) = 6x1, 2 (i2) « fr2, r3(x3> = 3~

Zadanie zatadunku Jest typowym problemem, ktéry noze by¢ rozwigzywany ne-
toda programowania dynamicznego /patrz [3]/- Réwnoczesnie z wyznaczenien
rozwigzania optymalnego otrzymujemy wartosci funkcji zaburzen G. Dla poda-
nego wyzej przyktadu rozwigzaniem optymalnym jest wektor iT = (3,1,1,0).
Ifartosci fnnkcji G(b) podane sg w tabeli 1.

Tabela 1
-t--2- 2 ~ 3 A~ 5 0 7 8 9 10 11 12 13 14 11 16 17
Glbt 0 i 2 5 7 s Ti 12 ™ \t iS 19 22 23 25 27—29—30"
19 20 21 22 23 2h 23
GGbl 334 3b 38 40 ki V* ks
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Zat6zmy, 2e parametryzacji podleca wspdétozynnik u funkcji celu
i nalezy wyznaczy” przebieg H3 GfY) dla 0 < -F$ "= 2. Wymaca to znale-
zienia zbioru Kj na podstawie cigagu v(p|x3 k) ; tabela 2 podaje oblicza-

ne zgodnie z /3/ wartosci v(p|*3> k) dla k=0,...,9.

Tabela 2
k 0 1 2 30 ,5 0 7 8 9
v(P|x3 > k) 45 *5 44 1@ 93 42 42 41 -00

trzymujemy = {1,3,5,7 .8} , a zateia

Hi () =mox \(G +?7) k + G(25 - 3k)}
kEK L

Stosujac podany wyzej algorytm otrzymujemy nastepujacy ciag par

(ti> .?a)s.(rii ?i)= d/2,1), crz, 82)= 0,7), ety <3)=(2,8).
Pozwala to odczyta¢ wartos¢ j-tej skdadowej rozwigzania optymalnego dla
kazdej wartosci 0 ~ T*- % > jdajac te wartosci optymalne oraz wyniki po-
Srednie z rozwigzania zadania metoda programowania dynamicznego, mozna

w prosty spos6b odtworzy¢ pozostate elementy- wektora rozwiazan optymalnych
odpowiadajacych poszczeg6élnym wartosciom /patrz [33 rozdz.6/. Pomi-
niemy tu szczeg6ty tych obliczehn. Pedne rozwigzanie zadania parametrycz-
nego przedstawia tabela 3.

Tabela 3
przedziat rozwigzanie optymalne v?->
(3,1,1,01
(0,1,7,0)
0.,0.8,1)
Przebieg funkcji ji, (i) pokazano na rysunku 5.

fiys.5. Wykres funkoji
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BAJAEH jmCKPBTHOrO nPOrPAWMPOBAHHH C IIAPAMETFMECKOO gEBEBOH
srakK UKEil

Pe3Pme

B paOoTe paccuaTpmaBTca sanaran macKpeMHoro nporpatampoBaHEH c jemeS-
ho& napaMeTDEraecKoa pejiesoa (JyHKmaeS. llpefICTaBlieH odmufi neTOj; pemeras Ta-
kkx 3aaaB e ero uojHj>MKamni. Jgrn 3anat[ pejicracJieHHoro jnztHefiHoro nporpaa-
MKpoBaEHE ¢ oflHHM napaMeTpH30BaHHHM usjieBHM KOBiItJaiixEeHTOM, npejyjoseH aa-
ropnTM pemeHHH napaMexpinecKofi 3anahe b cjiynae, Koitna E3BecTHH pemeHHS
Bcxojpjoa npoOjiem npn B03MymeHEfix npaBHXx ctopoh orpaHineHEfi.

DISCHST3 PROGRAMMING PROBLEMS HSITH PARAMETRIC OBJECTIVE FUNCTION
Suné&ary

In the paper discrete programming problems with psreaetric linear
objective function are considered. Tfell known method for solving such
problems is described end their modifications ere proposed. Moreover for
integer programming problems with parametric single objective coefficient!
end known values of the r.h.s. perturbation functions &n algorithm to sol-
ve peremetric programming problem is proposed.



