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KETOM  PEOGRAMOWAHIA WIELOETAPOWEGO

Streszczenie. W pracy przedstawiono koncepcję metody programowa
nia wieloetapowego dla harmonogramowania dyskretnych procesów prze
mysłowych. Podano przegląd pozycji literatury, w których były wyko
rzystywane algorytmy programowania wieloetapowego.

1. Wprowadzenie

Wśród problemów sterowania dyskretnymi procesami przemysłowymi istotne 
znaczenie ma harmonogramowanie £45 , 4 2 j . Do rozwiązania problemu harmono- 
gramowania stosowane są metody: programowania dynamicznego £ 3 , 12 , 133, 
programowania całkowitoliczbowego [ 2 8  , 23 , S3, podziału i ograniczeń [27 ,
5 , 9 , 14, 223 oraz grafów dysjunktywnych £ 2 , 1  , 10 , 153- W niniejszej 
pracy zostanie przedstawionjo koncepcję^ metody programowania wieloetapowego. 
Idea tej metody wywodzi się z wieloetapowych procesów decyzyjnych oraz para
metryzacji metody podziału i ograniczeń. Podstawowe znaczenie w metodzie 
programowania wieloetapowego ma stan procesu decyzyjnego. Dla problemów har- 
aonogramowania stan ten Interpretuje harmonogram przebiegu procesu przemysło
wego. 2 tego względu metoda programowania wieloetapowego jest uogólnieniem 
netody symulacji /przepływu obiektów przez agregaty/.

Algorytmy programowania wieloetapowego były wykorzystywane do harmor.ogra- 
aowania różnorodnych dyskretnych procesów przemysłowych. Poniżej przedstawi
my krótki przegląd niektórych zastosowań metody programowania wieloetapowego.

W pracach £39 , 51 , 52 i 583 przedstawiono problem harmonogramowania 
zadań w przemysłowych magazynach wysokiego składowania. Eolę agregatów odgry
wają środki transportowe, natomiast obiektami są kontenery lokowane w rega
łach magazynu.

Harmonogramowanie procesu wykrawania blach karoseryjnych było przedmio
tem kilku prac £l 1 , 59 , 60 , 68 i 713* Agregatami w tyr. procesie są no
życe gilotynowe, natomiast obiektami - partie blach, ł/ystępują tu relacje: 
kolejności, wykluczania i synchronizacji obiektów, które wynikają z tzw. kar
ty rozkroju technologicznego.

Proces wytłaczania blach karoseryjnych był analizowany w pracach £l 7 ,
16 , 19 , 20 i 543- Agregatami są prasy tworzące linie, natociast obiekta
mi - partie blach do wytłaczania. W procesie tym obiekty są podzielne w zależ
ności od stanu zapasu wytłoczek w magazynie.
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Harmonogramowanie procesu lakierowania karoserii przedstawiono w £40 
i 663- Agregatem jest tunel lakierni a obiektami - partie karoserii. Cechą 
charakterystyczną tego procesu jest powtórne lakierowanie niektórych karo
serii.

Problemy harmonograaowania montażu były rozwiązywane w pracach £ 26 , 29 
■30 , 50 i 693* SĄ "to problemy związane z kolejnością montażu obiektów 
i dostarczaniem detali na linię,

V/ kilkunastu pracach przedstawiono harmonogramowanie kompleksów ope
racji w kopalniach węgla kamiennego. Harmonogramowanie pracy brygad utrzy
mania ruchu na jednym oddziale było analizowane w £33 , 53 , 573» natomiast 
problem dla wielu oddziałów przedstawiono w £4 , 7 , 24 , 34- , 37 , 56
i 613.

Innym zastosowaniem metody programowania wieloetapowego jest harmono
gramowanie obsługi statków w porcie. Problem ten przedstawiono w £32 i 4j]i 
Obiektami są statki a agregatami nabrzeża.

Harmonogramowanie procesu walcowania oraz regeneracji walców było 
przedmiotem prac £41 , 55 1 703» w procesie walcowania agregatami są
walcownie a obiektami partie materiału stanowiącego^tzw. wsad. Z kolei 
w procesie regeneracji — obiektami są walce a agregatami napawarki i tokar
ki.

iletoda programowania wieloetapowego była również stosowana do harmo- 
nogramowania produkcji struktur półprzewodnikowych £213, transportu szyno
wego £623 oraz procesu kucia matrycowego £633*

Poza zastosowaniami przemysłowymi algorytmy programowania wieloetapo
wego wykorzystywano dla analizy systemów o różnych strukturach, np. pojedyn
czego agregatu £ 253* sjstemu o strukturze-równoległe j £473» szeregowej £64], 
drzewa lub antydrzewa £163 oraz systemu o strukturze szeregowo-równoległej 
£463. W pracach tych porównano za pomocą testów komputerowych algorytmy
0 różnych parametrach.

Oprócz harmonograaowania metoda programowania wieloetapowego była wy
korzystywana do rozwiązywania problemów balansowania linii montażowej ¡736 i 
33 i 493, alokacji zadań i zasobów na liniach £ 3 1 , 35 i 443, a ponadtc 

do problemów przydziału £ 46 3.
Algorytmy programowania wieloetapowego były stosowane do rozwiązywania 

problemów N?-zupełnyohC63, z dużą liczbą ograniczeń czasowych, logicznych
1 przestrzennych. Hfektywność tych algorytmów zależy w dużym stopniu od 
komputerowych struktur danych £65 , 693» Ilustracją tego faktu są -rezulta
ty analiz przedstawione w £11J.

W oparciu o dotychczasowe zastosowania metody programowania wieloeta
powego w dalszej części pracy przedstawiono jej podstawowe założenia i ele
menty. Celem tej pracy jest uogólnienie algorytmów i wskazanie nowych zas
tosowań metody programowania wieloetapowego.
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2. Problem hamonoaramogania

Problem harmonogramowania jest formułowany następująco. Dany jest zbiór 
naszyn oraz zbiór obiektów. Obiekty przepływają przez maszyny zgodnie z o- 
kreślonymi marszrutami. Dane są czasy obsługi obiektów w agregatach /czasy 
operacji/, ila wykonanie operacji nałożone są ograniczenia czasowe i kolej- 
aościowe. Harmonogram dopuszczalny winien określać dla każdego obiektu, 
aaszyny i przedziały czasu wykonania operacji. Harmonogram optymalny aini- 
ealizuje przyjęte kryterium /np. czasu wykonania wszystkich operacji/.

Do problemu harmonogramowania sprowadza się również zagadnienie stero
wania zasobami. W tym przypadku zakłada się, że do wy konania operacji po
trzebne są dodatkowe zasoby, które są ograniczone. Dostępność zasobu może 
być ograniczona w każdej chwili /zasoby odnawialne/ lub globalnie
v całym okresie harmonogramowania /zasoby nieodnawialne/. Istotne znaczenie 
ca przyjęcie modelu matematycznego operacji. V modelu tym czas wykonania ope
racji jest zależmy od ilości /liczby/ zasobów. Wyróżnia się tym samym sposób 
wykonania operacji.

Sterowanie zasobami polega na określeniu harmonogramów wykonywania ope
racji oraz dysponowania zasobami. Harmonogram sterowania zasobami winien o- 
kreślać ilości /liczby/ zasobów każdego typu, które należy przydzielić do 
każdej maszyny w określonych przedziałach czasu. Harmonogram zasobów możr.a 
vyznaczyó na podstawie harmonogramu operacji. W przypadku sterowania zasobami 
»yetępuje problem pblioptymalizacji. Oprócz kryteriów czasu wykonania operacji 
stosowane--są kryteria minimalizacji zużycia zasobów.

Sformułowanie problemu harmonogramowania dyskretnych procesów przesysło- 
vych wymaga pewnych' istotnych uzupełnień. Dyskretny proces przemysłowy jest 
kompleksem operacji przepływu obiektów Cł)n, n=1 ,... ,K przez tzw. system wejś
ciowo - wyjściowy, oo pokazano na rys.1.

Sys.1, System o złożonej strukturze z magazynami buforowymi
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Podstawowymi elementami tego systemu są agregaty A , m=1,...,K,/gdzie: M -Cl J
liczba agregatów/ z lokalnymi magazynami buforowymi wejściowymi B oraz 

0wyjściowymi B . Przez system ten przepływają obiekty Cć>n, n=1,... ,E /gdzie:
N - liczba obiektów/.

Magazyny buforowe mają istotne znaczenie w dyskretnych procesach prze
mysłowych. Wnoszą one szereg ograniczeń z uwagi na:ograniczoną pojemność, . 
reguły magazynowania /np. FIFO lub UFO/ oraz ograniczony czaa pobytu obiekt<5v, 
W niektórych przypadkach zamiast magazynów lokalnych w systemie występują ma
gazyny centralne. W pewnych przypadkach magazyny'buforowe wnoszą skomplikowa
ne ograniczenia logiczne przepływu obiektów.

W dyskretnych procesach przemysłowych istotne znaczenie mają nie- tylko 
operacie technologiczne /obsługi obiektów, w agregatach/ ale również operacie 
transportowe /przemieszczenia obiektów pomiędzy agregatami/. 2 tego względu 
prócz zasobów skupionych /dostępnych bez zwłoki czasowej/ wyróżnia się również 
zasoby roznroszone /np. środki transportowe/. Bezultat wykorzystania jednost
ki zasobu rozproszonego jest zależny od jej położenia w systemie /zasób może 
byó dostępny z opóźnieniem/*

Harmonogramowanie dyskretnych procesów przemysłowych jest oparte na danyci 
normatywnych /czasu/, które są kwantyłami odpowiednich rozkładów prawdopodo
bieństwa. Z tego względu iBtotne znaczenie ma niezawodność harmonogramu. okreś
lona prawdopodobieństwem jego11 załamania się". Kryterium niezawodności harmono
gramu jest również brane pod uwagę w polioptymalizacji.

W dalszym ciągu rozważań dla ilustracji metody programowania wieloetapo
wego uwzględnimy jedynie harmonogram operacji o postaci

H = {  Hm,n} m=1 ,... ,11 , Z1/
n=1,. ».,X7

gdzie: Hq - harmonogram obsługi n*-tego obiektu w m-tym agregacie /czyli wy
konania operacji oQ n/
przy tym

Hm,n _ ^  sm,n’ -Pnąn’ "tn,n'/'> ’  

gdzie: s - sposób wykonania operacji o_ P_ _,/.t_. _/ - chwila rozpoczęcia—* f aj ni f ii o ni f  li • m f u
/zakończenia/ operacji om,n
Ka podstawie /1/ i /2/ można łatwo określić harmonogramy H^, b=1 ,...,H pracy 
agregatów lub harmonogramy H , n=l,...,H - przepływu obiektów przez systen. 
Ponadto znając sposób sE_ ^ wykonania operacji oE można określić harmonograa 
sterowania zasobami skupionymi w przedziale czasu n , "t̂ n ~] . Dla wyznacze
nia harmonogramu sterowania zasobami rozproszonymi sposób wykonania operacji 
transportowej musi uwzględnić numer i lokalizację jednostki zasobu, wykorzy*”- 
jtanej do przemieszczenia obiektu.
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t. Zoncencia programowania wieloetapowego

W wieloetapowych procesach decyzyjnych wyróżnia się stany, decyzje oraz 
funkcje transformacji stanów. W dyskretnym proceBie przemysłowym stan przed
stawia sytuację w systemie w pewnej chwili czasu, a więc: zaawansowanie wyko
nania operacji oraz wykorzystanie zasobów /i ich lokalizację/. Istotne zna
czenie mają chwile czasu, w których podejmowane są decyzje o wykonaniu opera
cji. W procesach deterministycznych na podstawie danego stanu i decyzji nożna 
za pomocą funkcji transformacji, wyznaczyć kolejny stan. W wyniku podejmowania 
decyzji w kolejnych etapach, przechodzimy od stanu początkowego do końcowego. 
Ciąg stanów nazwiemy trajektoria a ciąg decyzji - stratesia. 2 każdego stanu 
nożna wygenerować wiązkę trajektorii.

W problemach kombinatorycznyoh /np. harmonogramowania/ wiązka trajekto
rii wychodząca ze stanu początkowego interpretuje drzewo decyzyjne. Węzłami 
tego drzewa są stany a łukami decyzje /transformacje stanów/. Dla wyznacze
nia optymalnej trajektorii /optymalnego stanu końcowego/ generowane są wszyst
kie trajektorie. Niektóre trajektorie są nienersnektywiczne. tzn. nie prowadzą 
do rozwiązania optymalnego. Idea algorytmów opartych na programowaniu wielo-'* 
ttapowym polega na eliminacji nieperspektywicznych trajektorii.

Podstawowymi elementami konstrukcyjnymi algorytmów programowania wielo
etapowego są: stan, wartoćć stanu, procedur? generowania stanów oraz rerułv 
eliminacji stanów nieperspektywicznych. Elementy te omówimy szczegółowo w ko
lejnych punktach.

J.1 Stan

Rozważmy wieloetapowy proces decyzyjny pokazany na rys.2.

Rys.2. Ilustracja ogólnego algorytmu metody programowania wieloatapowego
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W procesie tym wyróżniany etapy decyzyjne: O, 1....^-1, b , 17+1 ,... ,E. Ea
1 Vkażdym 4[ -tyra etapie występuje L-ę stanów P ’ ‘ . Stany numerujemy w ramach 

etapu /l=1 ,... ,1 „ / .
' 1Dr.f.1 . Stan P ’ ‘ jest macierzą o wymiarach S 3 J,
A, zatem każdemu obiektowi cj;1, n=l,...,K odpowiada jeden wiersz macierzy
etanu. Liczba kolumn J jest zależna od struktury systemu. W fi -tym wierszu 

1  V  tmacierzy P ’ > zapisywana jest informacja o numerze m agregatu A /w któryn
ID

jest obsługiwany obiekt CJ /, sposobie s_ /realizacji operacji o /, ora:11 *n , u m, n
chwili P /lub' t / rozpoczęcia /lub zakończenia/ operacji oŁ,I1 - 13, II

Dla pojedynczego agregatu stan P ’ ‘ jest macierzą o dwóch kolumnach
/J=2/, ponieważ informacja o numerze agregatu nie jest potrzebna.

Dla systemu o strukturze równoległej stan p1’1? jest macierzą o trzech
kolumnach /J=3/, w których zapisujemy m, s oraz p„111,11 ci, n

Systemy o strukturze drzewa oraz antydrzewa stanowią szeregowe połącze
nie pojedynczego agregatu z systemem o strukturze równoległej. Z tego względu 
macierz stanu dla tych systemów ma J=5 kolumn.

Dla systemu szeregowego o K agregatach macierz stanu P1'1? ma J=2H ko
lumn. W tym przypadku do agregatu An są przyporządkowane kolumny o numerach 
2m-1 oraz 2m. Stąd informacja o numerze agregatu wynika z numeru kolumny ma
cierzy P1’̂  .

System ogólny pokazany na rys.1 , wykorzystuje również macierz stanu 
o 2K kolumnach, ponieważ najdłuższa marszruta przebiega przez Ii agregatów.

Dla systemu ogólnego macierz stanu ma wymiary Ii x 2K. Jak pokazano wyżej 
dla systemów o typowych strukturach liczba kolumn macierzy stanu J jd 2Ii.
W niektórych przypadkach macierz stanu może ulec dalszej kompresji. Eomnresia 
stanu nazwiemy zmniejszenie rozmiarów macierzy P1'1? - natomiast ekspansja
prowadzi do zwiększenia tych rozmiarów.

W przypadku,gdy istaieje tylko jeden Eposób wykonania każdej operacji, 
macierz stanu dla systemu ogólnego ma tylko K kolumn. Również dla systemów 
o typowych strukturach liczba kolumn zmniejsza się odpowiednio do J=1 dla 
pojedynczego agregatu, J=2 dla systemu o strukturze szeregowej, itd.

Jeżeli w systemie nie ma magazynów buforowych, to obiekty nie mogą ocze
kiwać pomiędzy agregatami. W tym przypadku chwile p r „ /lub tm / w n-tyn
wierszu macierzy P1’1? są zależne. Ponieważ t , = ’o zatem w macierzym—i ,11 j m,n
stanu wystarcza zapamiętaó tylko jedną chwilę. Dla przykładu macierz stanu 
dla systemu o strukturze szeregowej ma M+1 kolumn, zamiast 2K kolumn.

W niektórych przypadkach kompresja stanu może wynikać z łączenia obiektów 
w agregatach lub kodowania współrzędnych stanu. V wyniku połączenia obiektów 
-mniejsza się liczba elementów w kolumnie macierzy stanu. Kodowanie jest za
biegiem stosowanym w programowaniu komputerowym /np. ujemne chwile J> 
dla jednego z dwóch równoległych agregatów/.

Ekspansja stanu następuje w przypadkach podziału obiektów w agregatach 
lab dla procesów acyklicznych. Dla procesów z repetycjami /dwukrotne przejście
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obiektu przez ten sam agregat/, w stanie zapisywana jest informacja o dwóch 
operacjach o ^ n i o ^ n -

3.2 Klasyfikacja stanów

W wieloetapowym procesie decyzyjnym pokazanym na rys.2., wyróżnia się 
następujące etany:

Stan -początkowy P1 |0. który interpretuje warunki początkowe procesu, 
przed rozpoczęciem harmonogracowania. Jeżeli wszystkie obiekty znajdują się 
przed systemem, to stan P1 ,0  jest macierzą zerową. V przypadku przeciwnym 
niektóre elementy macierzy p ' ,0 są dodatnie.

Stan aktywny P1’? /perspektywiczny/, pozwala wygenerowaó dalsze stany. 
Stan wybrany P ̂ ^  ~1 jest stanem aktywnym, który został wybrany dla ge

nerowania dalszych stanów. Pi y) —iStan wygenerowany P jest stanem otrzymanym z P ’ ‘ . Stan ten jest
testowany z uwagi na perspektywiczność. Jeżeli P okaże się perspektywicznym,
to zostaje stanem aktywnym. W przypadku przeciwnym jest eliminowany.

Stan wyczerpany Pw jest stanem wygenerowanym P, z którego nie można
otrżymaó żadnego stanu końcowego.

1 "P 'Stan końcowy f 1 jest stanem spełniającym warunki zakończenia hamono-
gramowania. Warunkiem tym może byó wykonanie wszystkich operacji lub upłynię
cie pewnego czasu w modelowanym procesie.

Stan aktualnie najlepszy Pa jest najlepszym stanem końcowym wyznaczonym 
w ograniczonym czasie obliczeń^o E

Stan lokalnie optymalny P jest najlepszym stanem końcowym otrzymanym
ze stanu p1' *2 .

Stan globalnie optymalny P° jest najlepszym stanem końcowym.
t 2Ponadto w trakcie generowania można otrzymać stany identyczne P i P~. 

Stany identyczne mają wszystkie współrzędne takie same. Dla ilustracji takie
go przypadku przeanalizujemy system równoległy o dwóch agregatach Aj i A.,. 
Załóżmy, że w systemie tym należy obsłużyć dwa obiekty CJ, i fiiech
strategia: CO, obsłużyć w Aj i ćc?2 obsłużyć w - prowadzi do stanu P 1 .
Z kolei strategia: ćć>0 obsłużyć w A, i CO, obsłużyć w A, - prowadzi do sta-

? 1 ?nu P . Oczywiście, stany P i P są wówczas identyczne.
tła podstawie tego przykładu zauważmy, że różne strategie no~n prowadzić 

do identycznych stanów. Generowanie stanów identycznych zmniejsza efektywność 
algorytmu. Z tego względu stan jest zhiorem decyzji a nie ciągiem decyzji 
/strategią/. ^o s

Załóżmy, że H jest lokagnie optymalnym harmonogramem, który otrzy
mujemy z trajektorii P 1,1 ,... .P1 ,S. Stan P ̂  jest star.er.. alternatywny -, 
ze stanem P~*~,,>2 , jeżeli z P 5 ’ 7 można zrealizować harmonogram H1 '**. Zau
ważmy, że nie wymaga się by równocześnie z P^’7 można było zrealizować har- 

00 bmonogram H ’ .
Alternatywność stanów wykorzystuje się w  eliminacji stanów nieperspektywicznych
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3 .3  tfartośó stanu

Każdy stan końcowy p1’" określa wprost dopuszczalny harmonogram E^’2. 
Ponadto każdy stan p^’7 J ^<E reprezentuje harmonogram . Do oceny har
monogramu H przyjmuje się kryteria optymalizacji C^, i=1 ,...,1 . Analogicznie 
dla oceny stanu P *̂1? przyjmiemy wartość stanu .
Def.2. Wartość stanu jest wektorem.

v M  , [ ^ . 7 3  fal- j / y

Współrzędne tego wektora są określane na podstawie funkcji wartości vi{p1 >'?)1 

Funkcje wartości vi(p1 ,V} korespondują z kryterium Q1- A zatem'znając star.
P / 1 V?Żna w3,2naczy<s jego wartość V1,ł? . Posługiwanie się funkcjami wartości 
vi 0  wydłuża czas obliczeń. Dlatego w trakcie generowania stanu P /ze 
stanu P ' 1 /, równocześnie wyznaczany jego wartość. Do tego celu służą
formuły rekurenoyjne, ktćre dla kryteriów addytywnych mają postać

vi = vi;* ’ ,?~1 + ^ vi / 4/
z warunkiem początkowym yj'°.

Analogicznie można stosować .formuły rekurenoyjne dla kryteriów maksymalizują- 
cych lub minimalizujących.
iorsnuły rekurenoyjne /4/ skracają czas obliczeń lecz wymagają zapamiętywania 
oprócz stanu P jego wartości V1'1? .

Dla problemu jednokryterialnego wartość stanu jest skalaren. W tym przy
padku stan globalnie optymalny wyznaczamy z warunku ‘

(  min t1 ’ 2 = -t10'2) =i>(pl0'E = p°) /5/

W problemach wielokryterialnych /np. z kryteriami minimalizacji/ na pod
stawie wartości stanu można wyznaczyć zbiór stanów Pareto-ontvmP.lnvr.h.
Tak Więc powieriy, że stan P »E dominuje nad stanem P1 ’ 2 jeżeli spełniony jest 
warunek

1

Stany niezdoninowane należą do zbioru stanów Pareto-optymalnych.
Dominacja stanów, określona warunkiem /6/, . może być rozszerzona dla sta

nów alternatywnych Y , r ł  i p M  dla etapów v  <  E. Twierdzenie o dominacji 
stanów zostanie podane w dalszej części pracy.

Dla wyznaczenia stanu polioptymalnego stosowana jest metoda dialogowa 
lub problem wielokryterialny sprowadza się do problemów jednokrrterialnych,
SQ V° 30Cą użyteczności. W dyskretnych procesach przemysłowych często
stosowana'jest metoda hierarchizacji kryteriów.

Załóżmy, że kryteria są ustawione w hierarchii od Q1 do Oj. Tolerancje

V  3  - E <^  V1-2 ) A 1 . E - )
■ i-£I j/i 1 <  3 / /6/
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wskaźników wynoszą q .̂ Wówczas stan polioptymalny wyznaczamy z warunku

3  V  3  V  ( *  +  ,  ) V  ( I V q . >
2 1 ^ 1 ^  Ig i<i 1 1 1/- VI i i I- i/

+ *j) =>(? * ,E = * ° )  n /

Jeżeli qj=0, to z warunku /7/ można wyznaczyć jedyny stan polioptymalny. Po
nadto, gdy stany końcowe są generowane kolejno, to warunek /7/ pozwala okreś
lić lepszy z dwóch stanów /a więc stan aktualnie najlepszy/.

W metodzie programowania wieloetapowego stany Pareto-optymalne /lub stan 
polioptymalny/ są wyznaczane po jednokrotnym wygenerowaniu trajektorii.

3.4 Generowanie stanów

Celem generowania stanów jest wyznaczenie kompletnej wiązki trajektorii, 
pokazanej na rys.2. Każda trajektoria wychodzi z danego etanu startowego P1,0. 
Stany generowane są etapami, tzn. na podstawie stanu P1 ,0 otrzymujemy stany 
P1’1, 1=1 ,..'.',1 ,̂ a ogólnie z wybranego stanu generowane są stany
*?-tego etapu ' , 1=1^...,1 ". ¥ ten sposób można otrzymać stany końcowe
P1’33, 1=1, ...,Łg.

Z uwagi na zajętość pamięci komputerowej i czas obliczeń istotne znaczę-, 
nie ma sposób generowania kompletnej wiązki trajektorii. Podstawowe znaczenie 
dla generowania stanów mają: lista stanów aktywnych, reguły wyboru, reguły 
podziału oraz procedury generowania stanów.

Do generowania stanów wykorzystywane są stany aktywne P3',ł? , umieszczane 
na odpowiedniej liście, lista stanów aktywnych <)€. jest uporządkowanym zbio
rem tych stanów. Uporządkowanie to polega na wyróżnieniu list ¿Śrj , stanów 
Rytego etapu, ^=0,... ,E-1 , oraz odpowiednim ponumerowaniu stanów znajdują
cych się na tych listach. Sposób numeracji stanów aktywnych ma wpływ na efek
tywność algorytmu.

Generowanie stanów polega na wyborze pewnego stanu P ̂  * ,? -1 i wyznaczeniu 
na jego podstawie stanów P^,ł? . a zatem w trakcie generowania stanów znier.ia 
się zawartość list  ̂'. Po wygenerowaniu wszystkich stanów ze stanu P 
stan ten jest usuwany z listy . Wygenerowane stany są wprowadzone na lis-
ty c*"7 . Ze stanów P ’ ~ generowane są stany końcowe, które nie są aktywne. 
Generowanie stanów kończy się, jeżeli lista stanów aktywnych jest pusta.

He<tułt wyboru stanu aktvvne.ro służą do wyznaczenia stanu P 1 ,
z którego będą .generowane dalsze stany. Przykładem klasycznych reguł wyboru 
eą: FIFO /najwcześniej wygenerowany - najwcześniej wybrany/, UFO /najpóźniej 
wygenerowany - najwcześniej wybrany/, LL3 /wybór stanu o najmniejszym dolnym 
ograniczeniu wartości stanu lokalnie optymalnego/ itp. Konsekwencją reguły 
FIFO jest lista ^  składająca się ze stanów aktywnych dwóch sąsiednich eta
pów. W rezultacie otrzymujemy algorytm "bez powrotów", w którym wszystkie
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trajektorie są generowane równocześnie. Reguły UFO i LLB dają listy stanów 
aktywnych z różnych etapów. Trajektorie są generowane fragmentami, a w algo
rytmie występują "powroty". Reguły wyboru dają różną zajętość pamięci kompu
terowej, wynikającą z liczby zapamiętywanych stanów aktywnych.

Reguły -podziału określają podział wiązki, trajektorii generowanej z wybra
nego stanu P ' 7 -1 . Jeśli podział jest zupełny, to ze stanuP 7 ~1 są ge
nerowane wszystkie jego bezpośrednie następniki P^’7 . Wówczas stan P ^ ’7 1

3 n -1przestaje być aktywnym. W przypadku podziału częściowego, ze Btanu F ’  ‘

generowanych jest tylko część jego bezpośrednich następników . jj, zatem
stan P ^ ' 7 pozostaje aktywny. Reguły częściowe pozwalają na respektowanie
ograniczeń wielkości list stanów aktywnych. W szczególnym przypadku ze stanu 1 1 P ' i jest generowany tylko jeden stan P ’ i . Pozwala to na zapamiętywanie
w trakcie obliczeń.tylko jednego stanu aktywnego. Jednakże stosowanie reguł
częściowego podziału wymaga zapamiętywania pewnych dodatkowych informacji
o stanie.

Procedura generowania stanów jest zadaniem logicznym, z którego wynika, 
Ze jeśli jest spełniony określony warunek logiczny, to można wygenerować star.. 
Ponadto sprecyzowane są formuły pozwalające wyznaczyć elementy macierzy nowe
go stanu. Procedur; generowania stanów mogą być 1 ednokrokowe lub wielokrokowe. 
« przypadku procedury jednokrokowej ze stanu P ̂  ’ 7 -1 otrzymujemy stan P^’7 , 
/przez przydzielenie jednego obiektu do jednego agregatu/. Procedura wielokro- 
kowa pozwala wygenerować ze stanu P ’ < , stan P ' , k >7 . Procedury wielo-
krokowe występują w procesach, w których obiekty mogą być łączone.

Celem generowania stanów jest wyznaczenie wszystkich trajektorii. Jedno
cześnie generowanie stanów identycznych zmniejsza efektywność algorytmu. Dla 
eliminacji generowania stanów identycznych w procedurach stosuje się -porządek 
leksykograficzny. Dla przykładu, w systemie o strukturze równoległej z nieza
leżnymi operacjami obsługi - w stanie P 7 _1 dostępne są agregaty A^ speł
niające warunek: u  ś  m> gdzie u -  jest najwyższym numerem agregatu wyko-/ A y) _'rzystanego w stanie P ’ * .

« systemach /o strukturze drzewa, antydrzewa, szeregowo-rćwnoległej/ z 
ograniczonymi magazynami buforowymi w procedurach generowania stanów stosuje 
się porządek chronologiczny. Podejmowane decyzje muszą być zgodne z chronolo
gią dopływu i wypływu obiektów z magazynu.

3.5 Rliminowanie stanów

Wygenerowany stan P jest testowany z uwagi na perspektywiczność. Stan teo 
jest nieperspektywiczny jeżeli nie pozwala wyznaczyć rozwiązania optymalnego.
A zatem w tym przypadku stan P i wiązka trajektorii, które z niego wychodzą,
magą być pominięte. W przypadku przęciwnym stan ? zostaje umieszczony na liś
cie stanów aktywnych. Do eliminacji stanów służą reguły wyczerpywania, domi
nacji i sondowania.
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Reguła wyczerpywania jest warunkiem logicznym jaki musi spełniać star P, 
ty nie można tyło 4 niego wygenerować stanu końcowego P1,E. Warunek taki może 
wynikać z ograniczeń procesu, np. wykluczenie przestojów agregatów, wyklucze
nie oczekiwania obiektów, wykluczenie opóźnienia operacji itp. Ogólne twier
dzenie o wyczerpywaniu ma postać:
Jw.1 . Jeżeli w stanie P pewnej operacji nie można wykonać bez naruszenia ogra
niczeń procesu, to wyczerpane zostały możliwości generowania rozwiązań dopusz
czalnych /stanów końcowych/.

Istota tego twierdzenia polega na tym, że generowanie trajektorii ze sta
nu P jest nie celowe, ponieważ na pewnym etapie otrzymamy stan, który nie ma 
bezpośredniego następnika. Takie generowanie jest możliwe, ponieważ w proce
durach generowania stanów uwzględniane są dopuszczalne decyzje. A zatem wykry
cie, że stan P nie daje rozwiązania dopuszczalnego, eliminuje wiązkę trajek- 
torii z dalszych obliczeń.

C r'

l&Łaę.ię dąrainfię.-ji okrgólimy nagtępująco. Załóżmy, że dane są dwa stany 
I ’7 i P1’1? . Iliech ? ̂  ,E i P^ 'E będą odpowiednio stanami lokalnie opty-*-
DsOnyrni. Jeżeli stany P ̂  >E i P1 >E spełniają warunek /6/, to mówircy, że
lian_J— ^  dominuje nad stanem P1»*? . V trakcie obliczeń na ^-tym etapie
nie znane są stany I 3 ,E i P1 *E. 0 dominacji stanów P 7 i P1’? rozstrzy
ga następujące ogólne twierdzenie.
Tw.2. Jeżeli stan P a *7 jest alternatywny ze stanem P1,ł? , a ponadto 
vi • i=1,...,I, to stan P ^ ’7 dominuje nad stanem P^*7 .

Idea dowodu jest zilustrowana na rys.3.

Rys.3. Ilustracja reguły dominacji



112. frri-toSŁi

9\Załóżmy, że.zo stanu P ^ ’7 otrzymujemy wiązkę trajektorii P '7 ‘ ,
3̂ ,.. . Analogicznie ze stanu P1’7 otrzymujemy wiązkę trajektorii

p1^   le = 1 * 7 .li'- Eealizując ze stanu P ̂ ’.7 optymalny
harmonogram H ■'Y*' otrzymujemy stan lokalnie optynalny B^o’E - Analogicznie 
ze stanu P1’1? otrzymujemy dla harmonogramu optymalnego B , stan lokalais 
•optymalny P"L7'Jl. Ponadto, ponieważ stan P 9 ’*? jest alternatywny ze staneE P1'’ 
zatera harmonogram jest realizowalny .od stanu P ̂ ’7 . V rezultacie rea
lizacji tego harmonogramu od stanu P a,7 otrzymujemy, stan końcowy P*t’~, 
który nie jest lokalnie optynalny. A zatem stan Pk'"“ nie dominuje nad stanę: 
P ^7’S- Ela trajektorii P1’0....P1’̂  ,....P1?’® możemy napisać

=  * ( $ .*  ’  ^ Vi )  '  / 8 /

gdzie: f - funkcja kryterialna /w postaci sumy lub mai /, składnik i-te;
współrzędnej wektora wartości, wyznaczony z harmonogramu
Analogicznie dla trajektorii P1 ,0,... .P* '7 ,...,Pk,E otrzymamy

v7'~ = f , A t ^ ) i=1 ! /9/7k,E

Ponieważ ’7 , i=i I, więc z /8/ i /9/ otrzymujemy

Ti ^  vi " Z10/
lS,B k s

A zatem zgodnie z /6/ stan P ' ' jest zdominowany przez stan P ’ lub coflaj-
Y "gwyżej mu równoważny. Ponieważ równocześnie stan P ’ nie dominuje nad stanes 

P^?E, stąd wnioskujemy, że ze stanu P1’1? nie można uzyskać lepszego stanu 
końcowego niż z P ’ 7 .

Przedstawiony schemat dowodu-twierdzenia o dominacji stanów można wyko
rzystać wprost dla problemów jednokryterialnych. W przypadku problemu wielo- 
kryterialnego etan lokalnie optymalny może być rozumiany jako Pareto-optyual-
ny lub polioptymalny /wyznaczony npi metodą "hierarchizacji/. Każdy stan Pa- 

1° Ereto-optymalny P V ’ jest wówczas zdominowany przez odpowiedni stan Pareto- 
v śoptymalny P j

Reguła sondowania jest oparta na oszacowaniu dolnego ograniczenia d, 
i=1 ,...,I wartości stanu lokalnie optymalnego P Jeżeli znany jest stas

O. 1 'V1aktualnie najleuszT F , to stan P ’ i jest nieperspektywiczny, gdy

V  / \ \ /

Ponadto, jeżeli ze stanu P^,ł? wyznaczony jest /no. heurystycznie/ oewien 
k Estan końcowy P ’ , spełniający warunek

y  "trk,S = ¿ l * 1 /12/
l ^ i ^ I  1  1

to stan ten jest lokalnie optymalny. A zatem generowanie wiązki trajektorii
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i m lS, ,Eze stanu P '̂ i jest niepotrzebne, gdyż stan P 1 dominuje nad pozostałymi
stanami końcowymi P"a ’ .

Przedstawione koncepcje reguł eliminacji stanów nieperspektywicznych mo
gą byó wykorzystane w wielu typowych problemach harmonogranowania dyskretnych 
procesów przemysłowych. V niektórych problemach reguły eliminacji stanów 
/szczególnie dominacji/ ulegają modyfikacjom.

3.6 Efektywność algorytmów

Metoda programowania wieloetapowego pozwala konstruować algorytmy prze
glądowe, którymi można rozwiązywać problemy należące do klasy KP-zupełnych 
/lub również do klasy P/. Stosowanie algorytmów przeglądowych do rozwiązywa
nia problemów KP-zupełnych jest powszechne. Efektywność tych algorytmów, 
v sensie czasu obliczeń i zajętości pamięci komputerowej, zależy od wielu pa
rametrów oraz danych liczbowych.

Zajętość pamięci komputerowej jest określana liczbą stanów, które są za
pamiętywane w trakcie obliczeń. W metodzie programowania wieloetapowego stan 
zawiera historię podejmowanych decyzji, W związku z tym wystarczy zapamięty
wać tylko ostatni stan każdej trajektorii /stan aktywny/.

liczba zapamiętywanych stanów aktywnych jest zależna od stosowanej regu
ły wyboru. Dla reguły' FIFO zapamiętywane są wszystkie stany} ¡»¡najwyżej dwóch 
sąsiednich etapów. Reguły UFO lub 11B powodują zapemiętywanie niektórych 
stanów z etapów ' i j  > ®

liczba zapamiętywanych stanów aktywnych może być ograniczona dopuszczal- 
ną pojemnością 1*? zbioru stanów aktywnych . A zatem z wybranego stanu
aktywnego P ^ -1 można wygenerować nie wszystkie stany lub tylko 1 ? -|c£̂ |
'« skrajnym przypadku, gdy lij = 1 , C ^ ^ ^ E ,  w każdym zbiorze o £ y zaparię ty- 
wany jest tylko jeden stan aktywny.

Ograniczenie liczby stanów aktywnych 1*; wymaga stosowanie reguły częś
ciowego podziału. W takim przypadku z wybranego stanu aktywnego P ^ -1 są 
generowane nie wszystkie jego następniki /bezpośrednie/. Poza tym, sten P''’1/-' 
noże być wybrany wielokrotnie /jeśli pozostaje aktywny/.

W regałach podziału częściowego z każdym stenem aktywnym jest związany 
jego wskaźnik /indeks/. Jeśli następniki P 7 “' są generowane w uporządko
wany sposób, to wskaźnik stanu określa parametry ostatniego z wygenerowanych 
następników /ostatniej decyzji podjętej dla wygenerowania tego następnika/. 
Wskaźnik stanu zmienia się tak jak licznik, przy czym znana jest jego wartość 
początkowa i końcowa.

Stosowanie reguły podziału częściowego oraz wstaźnikćw stanów aktywnych 
pozwala sterować zajętością pamięci komputerowej. 2 tego względu efektywność 
algorytmu w sensie zajętości pamięci przestaje być problemem. 2ste: w algo
rytmach programowania wieloetapowego zapamiętywane są peync dodatkowe t-ara- 
tetry stanów /np. chwile zwalnienia agregatów, ostatni obiekt realizowany
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w agregacie, wartość stanu, zużycie zasobów,ltp/, które skracają czas oblicześ.
Efektywność algorytmu w sensie czasu obliczeń jest zależna od liczby wy

eliminowanych stanów. Skuteczność reguły sondowania jest związana z aktualnie 
najlepszym stanem końcowym Pa. Jeżeli stosowane'reguły wyboru i podziału są 
dobre, to stan Pa jest bliski stanowi optymalnemu P°. Pozwala to na eliminację 
większej liczby stanów nieperspektywicznych.

Parametrami określającymi jakość'reguły eliminacji stanów nieperspekty
wicznych są: czas testowania i prawdopodobieństwo wyeliminowania stanu. Jeżeli 
testowany stan nie zostaje wyeliminowany, to czas obliczeń algorytmu wydłuża 
się. V przypadku przeciwnym czas ten skraca się ponieważ nie jest generowana 
wiązka trajektorii wychodząca z wyeliminowanego stanu.

V ogólnym przypadku czas testowania jest większy dla reguł, które elimi
nują stan z większym prawdopodobieństwem. W niektórych przypadkach prawdopodo
bieństwo wyeliminowania stanu rośnie wraz ze wzrostem /np. ograniczony prze
dział czasu pracy agregatu może być przekroczony z większym prawdopodobieństwe: 
jeżeli przydzielono do niego więcej obiektów/w

Reguła dominacji stanów wymaga porównania dwóch stanów: wygenerowanego? 
1 aktywttgo P1’? . Aby skrócić czas poszukiwania stanu P1’1? , który podlega 
dominacji z P, wprowadza się leksykograficzne uprządkowanie stanów aktywnych, 
konstrukcja porządku leksykograficznego wynika z reguły dominacji stanów.

Jeżeli czas obliczeń komputerowych jest limitowany, to zamiast rozwią
zania optymalnego P° można uzyskać jedynie rozwiązanie aktualnie najlepsze Pa. 
Błąd względny B i  tego rozwiązania dla i-tego kryterium wynosi

v? - d.

gdzie: d̂  - najmniejsze dolne ograniczenie .wartości stanu lokalnie optymalnego.
A zatem algorytm programowania wieloetapowego pozwala wyznaczyć rozwiązanie 
optymalne lub przybliżone J gdy limitowany jest czas obliczeń komputerowych/.

d. Zakończenie

V referacie przedstawiono w sposób ogólny koncepcję metody programowania 
wieloetapowego. 'Wyróżniono podstawowe elementy konstrukcji algorytmów dających 
rozwiązanie dokładne lut przybliżone. Zastosowanie-metody programowania wielo
etapowego do harmonogramowania procesów dyskretnych jest dogodne z uwagi na 
interpretację stanu. Programowanie wieloetapowe może być stosowane do harmno- 
nogramowania procesów acyklicznych i cyklicznych.

Metoda programowania wieloetapowego jest przydatna do rozwiązywania pro
blemów harmonogramowania dyskretnych procesów przemysłowych z wy różnionymi: c- 
biektani, agregatami i magazynami buforowymi. Efektywność algorytmów jest wie
sza przy dużej liczbie ograniczeń procesu. Dla problemów o małej liczbie ogra
niczeń oraz obiektach i zasobach podzielnych w sposób ciągły, metoda ta nie
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Jest zalecana.
Dobra metoda harmonogramowania winna dać rozwiązanie optymalne lub przy

bliżone /z oszacowanie!! dokładności/ gdy limitowany jest czas obliczeń.
W praktyce ważna jest rćwnież ocena niezawodności wyznaczanego harmonogramu. 
Wynika to z faktu,że harmonogram jest wyznaczany na podstawie danych norma
tywnych, które są zakłócane w trakcie procesu rzeczywistego. W związku z tym 
harmonogramy "załamują się" po pewnym czasie. Prowadzi to do polioptynaliza- 
cji haraonogramowania. Harmonogram polioptycalny winien mieć dobrą niezawod
ność i zapewniać efektywną realizację procesu.

Wydaje się, że metoda programowania wieloetapowego znajdzie dalsze zasto
sowania do polioptymalnego harmonogramowania dyskretnych procesćw przemysło
wych.
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ffiTOfl MH0r03TAHH0ro DPOrPAiMPOBAHHff 

P e 3 D u  e

B padoae npejicTaBJieHa KOKaemuiH tseiofla MHoroaTaimoro nporpaiMBpoBamifl 
pa KajieanapHox^njiaHHpoBaHHH KBCKpeTHHX npoH3BOKCTBeHHHi nponeccoB. 

.Han o d so p  jn iTepaT ypH , r u e  d m  Hcnojn>3 0 BaH ajrropHTM M BoroaTanHoro n p o - 

rpaiaaipoBaHBfl.

MULTISTAGE PROGRAMMING METHOD 

S u m m a r y

In the paper a conception of multistage programming method for discre
te industrial processes scheduling, is presented# A survey of bibliogra
phy on the application of multistage programming algorithm is given.


