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ALOKACJA OPERACJI NA RiWNOLEGŁEJ LIKU MONTAŻOWEJ

Streszczenie. ¥ pracy sformułowano i rozwiązano problem alokacji 
operacji na równoległej linii montażowej. Istota togo problemu pole
ga na określeniu minimalnej liczby stanowisk pracy i wyznaczeniu ich 
lokalizacji na stacjach montażowych. Na stacji montażowej mogą się 
znajdować dwa równoległe stanowiska pracy, po obu stronach taśmy 
montażowej. Problem alokacji operacji rozwiązano metodą programowa
nia wieloetapowego.

1. Wprowadzenie

Linia montażowa składa się z transportera /lub taśmy/, na którym 
u równych odstępach znajdują się montowane obiekty. Wzdłuż linii rozmiesz
czone są stacje montażowe tak, by na każdej stacji znajdował się tylko je
den obiekt. Na linii szeregowej na każdej stacji montażowej znajduje się 
jedno stanowisko pracy. Wówczas operacje montażu obiektu są wykonywane 
sekwencyjnie. Na linii równoległej na stacjach montażowych mogą się znaj
dować dwa stanowiska pracy, po obydwu stronach transportera. W tym przy
padku w trakcie montażu obiektu, niektóre operacjo są wykonywano równo
legle.

Problem balansowania linii montażowej, sformułowany w{22]] i E23I , 
można przedstawić następująco. Dany jest zbiór operacji z relacją koloj- 
ności ich wykonywani a oraz czasy operacji/t Dla zadanego cyklu linii nało
ży wyznaczyć minimalną liczbę podzbiorów operacji /tworzących stanowiska 
pracy/. Cykl jest odstępem czasu pomiędzy zejściom z linii dwóch kolej
nych obiektów. Inaczej mówiąc cykl jest czasom jakim dysponuje montor dla 
wykonania operacji na owym stanowisku pracy, w trakcie montowania jodnogo 
obiektu.

Do rozwiązania problemu balansowania szorogowej linii montażowej za
proponowano wiele różnych algorytmów Ponieważ jest to problem
NP-zupełny w sensie złożoności obliczeniowej E1*]» E10I , [[253 > dlatego praw
dopodobnie nie istnieje wielomianowy algorytm wyznaczania rozwiązania op
tymalnego. Z tego też względu stosowane są algorytmy przeglądowe lub heu
rystyczne .

V licznych publikacJach dotyczących balansowania linii nie uwzględnia
no wielu istotnych ograniczeń procesu montażu Ograniczonia to prowa
dzą do wyróżnienia stacji montażowych i stanowisk pracy El!Oi El?3> E-°3 •
V tym przypadku pojawia się problem alokacji stanowisk pracy do stacji 
montażowych. Problem ten można rozwiązywać w dwóch fazaoh - najpierw 
* w niektórych publikacjach operacja Jest nazwana czynnością.
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balansowanie, a następnie alokacja stanowisk pracy /podzbiorów operacji/ 
do stacji montażowych. Jednakże przy ograniczeniach lokalizacji operacji 
na stacjach montażowy0*1 można w ten sposób nie uzyskać rozwiązania dopusz
czalnego /chociaż ono istnieje/- A zatem problem ten wymaca równoczesnego 
przydzielania operacji do stacji montażowych 1 tworzenia stanowisk pracy. 
Zagadnienie taicie nazywane jest alokacją operacji na linii montażowej tj£Q.

¥ problemach balansowania linii lub alokacji operacji zadany jest cykl 
linii. Jeżeli linia szeregowa ma ograniczoną liczbę stacji, to przy zbyt 
krótkim cyklu rozwiązanie problemu balansowania /lub alokacji/ nie jest 
możliwe. ¥ takim przypadku powstaje probiera alokacji operacji na linii 
równoległej ¥ praktyce przemysłowej linie ró\vnoległo występują częs
to £33* Pomimo to# Jak dotąd, nie opublikowano algorytmu rozwiązania prob
lemu alokacji operacji na linii równoległej. ¥ niniejszej pracy problem 
ten zostanie rozwiązany za pomocą algorytmu programowania wieloetapowego

gdzie: CDn - n-ta operacja montażowa; N - liczba operacji.
Dla zmontowania obiektu muszą być wykonane wszystkie operacje ze zbioru

Niech linia montażowa składa się z K stacji. Na każdej stacji monta
żowej mogą być zlokalizoxvane co najwyżej dwa stanowiska pracy /po lewej 
oraz po prawej stronie transportera/.

Załóżmy, że dany jest cykl montażu c, który jest czasem pobytu obiek
tu na stacji. A zatem każdy obiekt przebywa na linii montażowej w ciągu 
czasu K • c. Tym samym czas montażu obiektu na linii szeregowej nie może 
przekroczyć K * c, natomiast na linii równoległej 2Kc.

Niech czasy wykonywania operacji będą dane wektorem

[19].

Sformułowanie problemu

Załóżmy, że dany jest zbiór operacji montażowych

/ 1/

/ 1/.

/2/

gdzie: T?1 n ~ czas -wykonywania operacji COn -
Przyjmiemy, że czasy operacji spełniają warunek.

n=N
n /3/

A zatem każda operacja mofce być wykonana w całości na jednym stanowisku
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pracy. V dalszym ciągu przyjmujemy, że operacje są niepodzielne;
Załóżmy, żo relaoja kolejności wykonywania operacji dana jest macie

rzą

^  = E tfv.nl / vy,n.
V = 1,...,N
n s 1, . •.,N

Elementy tej macierzy określamy następująco

1 : jeśli operacja COy jest bezpośrednim poprzed
nikiem operacji CO ̂

0 : w przypadku przeciwnym
Aa /

Jeżeli jest spełniony warunek
n=N

■ cK <  [ i  ¿ 3  W  ]- /5/
n=1

gdzie: - najmniejsza liczba naturalna nie mniejsza od wartości w na
wiasie kwadratowym

to na linii montażowej muszą być zorganizowane równoległe stanowiska pra
cy. Gdy warunek /5/ nie jest spełniony można rozwiązywać problem balanso
wania /lub alokacji operacji/ dla linii szeregowej. Jednakże w przypadku 
braku rozwiązania dopuszczalnego - pozostaje do rozwiązania problem alo
kacji operacji na linii równoległej.

Jako kryterium optymalizacji alokacji operacji na linii równoległej 
przyjmiemy minimalizację sumarycznego nie wykorzystanego czasu pracy mon
terów

a=M
Q = S  ^ min / 6/

m=1

gdzie: - nie wykorzystany czas pracy na m-tym stanowisku pracy,
M - liczba stanowisk pracy /monterów/

przy tym

0 = 0 — 2  W  _ ^  o /7/^  co c o  a xn m

gdzie: _Q. - podzbiór operacji przydzielonych do m-togo stanowiska pracy.

Podzbiór “ = 1,...,M, musi być dopuszczalny, tzh. musi spełniać
ograniczenia czasowe /7/ oraz ograniczenia koloJnościowo wynikająco z re
lacji /k/. Jeżeli każdy podzbiór operacji _ ! Jest dopuszczalny, to 
3~/6/-jL /7/ otrzymamy
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n=N
Q = M • c - S  W  — ^ min /S/

11=1

A zatem minimalizacja sumarycznego nic wylcorzystanego czasu pracy monte
rów jest równoważna z minimalizacją liczby M stanowisk pracy.

Dla ścisłego sprecyzowania warunków jakie musi spełniać dopuszczalny 
liocizbiór operacji -Ił. ia = 1,. . . ,1J, oznaczymy przez chwilę zakończe
nia wykonywania operacji CO ̂  na linii. Aby rozróżnić stanowiska pracy na 
stacji montażowej przyjmiemy, że cln/ila tfll będzie poprzedzona znakiem ni. 
nus dla operacji wykonywanych po lewej stronic linii /transportera/. Chwi. 
la tn jest czasem jaki upływa od wejścia montowanego obiektu ńa linię, 
do zakończenia operacji Tak więc możemy-napisać

kn 1 *n 1 ^ *n /?/

tjdzie: Ik̂ l - numer stacji, do której została przydzielona operacja CD n>
A zatem, jeżeli kn -<0, to operacja CDa jest wykonywana po lewej stro
nie linii na stacji o numerze Ik̂ l. V przypadku przeciwnym, gdy k 0, 
operacja CDa jest wykonywana po prawej stronie linii na stacji o numer»«
|k ■n

Podzbiór -Ił-jjj jest dopuszczalny, jeżeli operacje do niego należące 
spełniają następujące warunki
- niepodzielności

,*Y*„ {(•»<«)-"{B i v3*-K it„. i ]*}}v

v {(*„> o ) * .  { B  *„3* ■ [s (-„ - „■)]*}} ! «

- sumy czasów

2  v*n ś  c /U/

przy tyra

Y  (B Jtn 0 + siS» tn = k] (n £ i/) /11a/
- kolejności

y  Y  = i h i u ,  itn , . u i j  /«/

Z warunku /10/ wynika, że każda operacja COn musi być -wylconana v ca
łości na jednym stanowisku pracy. A zatem wykluczone Jest nawet wyĵ onaide 
operacji równocześnie na lewym i prawym stanowisku pracy tej samej
stacji montażowej. Warunek /11/ jest identyczny z /7/, z tym, że zamiast 
-12. Q wprowadzono 3^. Zgodnie -z warunkiem /12/-operacje -CDy i CD^, dl»
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których 3\, „ = 1, muszą byó wykonane w określonej sekwencji czasowej.y,n
Warto zauważyć, żo dla spełnienia /12/ pomiędzy operacjami na stano

wisku pracy mogą występować luzy czasowe. Efekt ten nie występuje w ,ba-x, 
lansowaniu linii szeregowej. A zatem dla linii równoległej należy okreś
lić przedziały czasu, w których mają być wykonane operacje. lJa podstawie 
tych przedziałów, zgodnie z /9/i można wyznaczyć lokalizację^p^eracji do 
stacji montażowych. Z powyższych względów, dla linii równoległej mówimy 
o problemie alokacji operacji, zamiast o balansowaniu.

Kryterium minimalizacji liczby stanowisk pracy na linii równoległej 
możemy zapisać w postaci

1=2

przy tym

a ponadto

*

2
i=1

k=K

min

k,1

X k,2

Qi = 2  * k i1 k=1

1 : jeśli Ity | ^ • »i®11 ty = k<^ 0

0 : v przypadku przeciwnym

1 : jeśli 3  Q  |t I ] . sign t = k >  0

0 : w przypadku przeciwnym

/ <3/

/ I V

/!5a/

/15b/

Funkcja /13/ wyróżnia liczbę stanowisk pracy po lewej i po prawej 
stronie linii. Pozwala to uwzględnić dodatkowe ograniczenia dla różnicy 
liczb stanowisk pracy po obydwu stronach linii. Jeżeli różnica ta jest 
mala, to również mala jest liczba wykorzystanych stacji montażowych, 
lf przeciwnym przypadku liczba wykorzystanych stacji montażowych jest duża 
Ponadto można ograniczyć liczbę stanowisk pracy po jednej z duu stron li
nii.

1’ sformułowanym problemie alokacji operacji na linii równoległej wy
stępuje N niewiadomych. Są to chwilo zakończenia wykonywania operacji. 
Jeżeli wyznaczone chwile t spełniają ograniczenia /10/, /11/ i /12/, to 
rozwiązanie jest dopuszczalne. Rozwiązanie optymalne otrzymujemy wówczas, 
Sdy chwile t są wyznaczone tak, by spełnione były ograniczenia, a funkcj 
celu /13/ osiągnęła minimum. Stanowiska pracy, do których przydzielono 
operacje, otrzymujemy z /9/>
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[U Algorytm

Sformułowany problem alokacji operacji na równoległej linii montażo- 
woj rozwiążemy metodą programowania wieloetapowego. Idea tej metody jest 
oparta na wieloetapowych procesach decyzyjnych [Ii3 oraz metodzie podzia
łu i ograniczeń [153, E 153- Zawiera ona pewne elementy programowania dyna
micznego d63> d7'3> EG3 oraz parametry analogiczne do przedstawionych 
w [123 dla metody podziału i ograniczeń. W algorytmach metody programowa
nia wieloetapowego podstawowe znaczenie mają definicje:stanu procesu de- 
cyzyjnego, funkcji wartości stanu, procedury generowania stanów oraz re
guły eliminowania stanów niepcrspektywicznych [193- Algorytmy te pozwala
ją wyznaczyć rozwiązanie optymalne, a w przypadku limitowanego czasu ob
liczeń - rozwiązanie przybliżone ż oszacowaniem dokładności.

3.1. koncepcja algorytmu

Proces przydzielania N operacji do stanowisk pracy może być rozważany 
jako N etapowy proces decyzyjny. Na każdym ^ -tym etapie, -ł̂ =1,...,K , 
wychodzimy z pewnego stanu i podejmując decyzję o przydzielaniu operacji 
przechodzimy do kolejnego stanu /bezpośredniego następnika/. Stan wyraża 
sytuację jeńca pozostaje po przydzieleniu pewnych operacji. Stan początko
wy /startowy/ odpowiada sytuacji, w której żadna operacja nie została 
jeszcze przydzielona. Stany końcowe interpretują dopuszczalne przydziały 
wszystkich operacji. Ciąg stanów nazwiemy trajektorią, a ciąg decyzji 
strategią. 1,'szystkie trajektorie wychodzące ze stanu startowego interpre
tują drzewo decyzyjne.

Z uwagi na liczbę przydzielonych operacji /podjętych decyzji/ stany 
można pogrupować w N podzbiorach. Stany należące do y  -tego etapu,

<  N . nazwiemy- aktywnymi, ponieważ pozwalają wygenerować dalsze 
stany. Podzbiór N-tego etapu zawiera stany końcowe /lub aktualnie najlep
szy stan końcowy/. Najlepszy stan końcowy /w sensie pewnego kryteriua/, 
jest stanem globalnie optymalnym. Najlepszy stan końcowy, który można wy
generować z pewnego stanu aktywnego nazwiemy stanem lokalnie optymalny®.

Generowanie stanów polega na wyborze pewnego stanu aktywnego i uzupeł
nieniu go o dopuszczalną operację. Jeżeli takich operacji jest wiele, to 
z jednego stanu -ł? -1-go etapu można wygenerować wielo stanów ^  -tego 
etapu. Wyboru stanu dokonujemy na podstawie pewnych reguł, np. FIFO, 
DF/hLB, Cl 23. Można przy tym stosować jedną regułę /strategia czysta/ lot 
wybierać w sposób losowy różne reguły dla kolejnych stanów aktywnych 
/strategia mieszana/. Strategia wyboru reguł ma wpływ na efektywność al
gorytmu £ll3, [93, I15II. Oprócz reguł wyboru stanu aktywnego stosowane 
reguły podziału zbioru rozwiązań dopuszczalnych, które można uzyskać z 
nogo stanu aktywnego. V dalszym ciągu przyjmiemy podział zupełny. V ty» 
przypadku z każdego stanu aktywnego są generowane wszystkie jego bezpo
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średnie następniki. Stąd wybrany stan aktywny przestaje być aktywnym.
Stany są generowane na podstawie pewnych procedur, które zależą od specy
fiki rozwiązywanego problemu.

V trakcie obliczeń eliminowane są stany nieperspektywiczne /czyli 
wiązki trajektorii/, które nie dają rozwiązania optymalnego. Do elimina
cji tych stanów wykorzystamy reguły sondowania oraz dominacji.

Reguła sondowania /dla problemu minimalizacyjnego/ jest oparta na wy
znaczeniu ograniczenia dolnego d i górnego g wartości v stanu lokalnie 
optymalnego. Definicja funkcji wartości stanu koresponduje z przyjętym 
kryterium optymalizacji. Jeżeli znana jest wartość va aktualnie najlep
szego stanu końcowego, to gdy va ś  d, wnioskujemy, żo analizowany stan 
jest nieperspektywiozny. Ponadto, gdy d = g, analizowany stan Jest nie- 
perspektyuiczny /dla va ̂  g/ lub odpowiadający mu stan lokalnie optymal
ny staje się aktualnie najlepszym /dla g -C va/.

Dominacja stanów polega na porównaniu stanu, który został wygenerowa
ny z danymi stanami aktywnymi. Z dwóch porównywanych stanów ten jest pers
pektywiczny, którego stan lokalnie optymalny jest lepszy. Reguły sondowa
nia i dominacji zostaną przedstawione w postaci stwierdzeń.

Efektywność algorytmu może byó rozważana z punktu widzenia czasu obli
czeń lub zajętośoi pamięci komputerowej []261. Przy zachowaniu pewnej re
dundancji informacji można skrócić czas obliczeń. Czas ten jest zależny 
od reguł wyboru i podziału ale również od komputerowych struktur danych
[26], E273.

3-2. Podstawowe definicje

Załóżmy, że stany ponumerujemy oddzielnie w ramach każdego etapu.
Stan procesu decyzyjnego zdefiniujemy tak, by można było z niego odczytać 
przydział operacji do stanowisk pracy.
Oef. 1. : Stan jest wektorem

p1’1? =[p^,1?3 / 10/
n = 1,... , N 
7 = 0 ,... ,H 
1 = 1,. .. ,L

gdzie: 7  - numer etapu decyzyjnego, 1 - numer Stanu w ramach 7  -togo
etapu, - liczba stanów 7  -togo etapu.

Elementy tego wektora określamy następująco

Pr,
t : jeśli operacja O  została przydziolona 
n 11 / 1  un/
O : w przypadku przeciwnym

Sposób wyznaczania chwili t^ zostanie przedstawiony przy omawianiu gonero- 
vania stanów.
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A zatem star. początkowy P1’0 ma wszystkie współrzędne równe zeru. 
każdy stan końcowy pL,iJ ma wszystkie współrzędne różne od zera. Stano
wisko pracy, do którego przydzielono operację Có>n otrzymujemy z formuły

r- 1 l»N-i +
V = ^ P „  3 / 17/

Dla oceny stanu p^rJł? zdefiniujemy funkcję wartości stanu, którą 
oznaczpy przez y-*-**?
Def. 2. Funkcja wartości stanu na postać

Y1#  sryip1'?) /1S/

przy tym
v1<7 „ j ^ M ]  /19/

i = 1,2

a ponadto 2

i.1?
-7k=K.
\  ,i /20/k=1 7

gdzie: k, /li-1' O  - numer ostatniej stacji, na której po lewej /po pro' 
1 \ +• / 1 t?wej/ stronie linii znajduje się ostatnie stanowisko pracy, w stanie P ’ ‘we

Numery te wyznaczany następująco

przy tym

%

i.= 1,2

= j min P.1’̂  I /22a/

T-1'* = max p / ’? /22b/
2 1 ł?J^N j

1,17 1>VJak wynika z /22a/ i /22b/, 1 i są odpowiednio chwilami
zakończenia montażu operacji po lewej i po prawej stronie linii, w stanie
pi ,n .

V stanie P ¿ L L a każdej operacji G1 , można wy-znaezyó chwilę 1 , •tp ni y r zakończenia Jej bezpośrednich poprzedników. Zatera

T i?n = “ i  I Pt’7 I /23/
przy tyn
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V  C^y>n = ) /23a/

Z przyjętego kryterium optymalizacji /13/ oraz definicji funkcji war
tości stanu /18/ wynika, że globalnie optymalny stan końcowy P° można 
wyznaczyć z warunku

[ min Cv,1>N ♦ v21>N )= v.l0-N + v2lO-N ]=0 (p1“ = P°) /2V  1 ^ 1 ^ N  1 ^ 1 2
Ze stanu P° wyznaczamy optymalny przydział operacji do stanowisk pracy, 
zgodnie z / 17/. V trakcie obliczeń stany końcowe 1 są generowane 
sekwencyjnie. A zatem zapamiętywany jest jedynie aktualnie najlepszy stan 
końcowy Pa. Ostatni zastanów aktualnie najlepszych jest stanem globalnie 
optymalnym.

3.3- Generowanie stanów

Oznaczmy przez P ̂  - 1  wybrany / za pomocy dowolno J reguły/ stan
aktywny, Załóżmy, że reguła podziału Jest zupełna. Procedura generowania
Sternów polega na uzupełnieniu stanu P ’ ‘ o dopuszczalną oporację
(O • V rezultacie otrzymujemy dwa stany, P 1 przydzielając operację CO2 ^ na lewą stronę linii, oraz P - przydzielając operację CO na prawą stro-

1 2  n nę linii. Stany P i P otrzymają odpowiednie indeksy stanów aktywnych
Jeśli okażą się perspektywiczne.

Ogólna procedura generowania stanów ma postać

y y  a * A,')*

A(p2 = P ̂  ^ + AP2)] /25/
Vektory ¿ P ' i Ap 2 Są określono następująoo

4PJ1

oraz

tn 1 : dla j = n

O' : w przypadku przeciwnym

t^ 2 : dla j = n

/2óa/

APj2 = \ /2ób/
w przypadku przeciwnym

Chwilę tQ1 wyznaczamy z następujących formuł:
Z,*7-1 /  X, -7 - 1

Jeśli T2 «  T,

to wówczas
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/ %  *?-•> „  \ A.1?-1 »7-1 v ™
-(T1 + n jeżoli K i " T1 r  n

t-1 =  ̂ , 3,1? -1 v /28/
. c + : v przypadku przeciwnym

V przypadku,£jdy nierówność /27/ nic jest spełniona - otrzymujemy
r r <xt 7 - 1  a, 17 - 1 x _  n

l raax ^  ’ T 3\n 7 + :• Jeżeli

b  -<*? • » -o* vjpr
fr1 / 'V- 1 3 >

- max(T ,T _ JJ * ° + • ! : v PrzyPadJiu prze-
1 J ClimYKl

t 1 = < 11 '

cumpi
/2 9/

2Analogicznie dla chwili otrzymany:

Jeśli T 1 T2 Z30/
to f ^ - 1 a, »?-i 17 - 1 .

2 + K  ■■ 3eżeli 2 -c - T2 >  n

’ łn = |[ 1 2̂ .c. + u ̂  : i: przypadku przeciwnym /31/

Gdy nierówność /30/ nie jest spełniona, to otrzymamy
a. 1 ? - 1

f— (T2 . • T*,n )* ^n : jeżeli

ii 2.i?-l\-f n  r a. *7-1\ _ r i +[imaX (T2 . T ^  )] = li { - ( t 2 . T ^

rj / ^ » »7 ~ 1 ^ . ■?I — maj: (T,, , T̂ , ̂  . c + : w przypadku przeciw-
nym /32/

A zatem wychodząc ze stanu p^’ 0 można, za pomocą przedstawionej procedury,
wygenerować wszystkie stany. Stan p' jest dopuszczalny jeśli t 1 kC E . c,

2 2n ' analogicznie dla stanu P sprawdzamy warunek dopuszczalności t_̂  k; E . c.
A zatem o g ó l n ą  procedurę generowania stanów /25/ można rozbić na dwie 
części /dla prawej i lewej strony linii/, w których należy uwzględnić od
powiednie warunki dopuszczalności.

U trakoie generowania stanów można obliczać współrzędne wektorów V 1 
i V2. A zatem, zamiast definicji /18/, stosujemy formułę rekurencyjną

3 > *? -1 , .v  =  v  + a v  / 3 3 /
Dla stanu otrzymujemy

f 1 : jeśli A n V  - T i a , ł ? ' 1 ^  *nn
=  j  / 3 Wl O ■? w -przypadku przeciwnym
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Av2 1 = 0 /34b/
2Analogicznie dla stanu P wyznaczymy 

= 0

1 : jeśli tn2 - T.^ ' ^ 1 <T V ]n 

0 : v przypadku przeciwnym 

Tak wige obliczenia wartości generowanych stanów upraszczają 

3'k, Eliminowanie stanów

Niektóre z wygenerowanych stanów nie prowadzą do rozwiązania optymal
nego. Są to stany nieperspektywiczne. V trakcie obliczeń stany nieporspek- 
tywiczne są eliminowano. Do eliminacji stanów wykorzystamy regułę sondo
wania oraz dominacji.

Reguła sondowania pozwala sprawdzić, czy z wygenerowanego stanu P 
można otrzymać lepszy stan końcowy od stanu aktualnie najlepszego Pa.
Tw. 1.: Stan P jest nieperspektywiczny jeżeli spełnia warunek

V,11 + Vga kT + Vg - 2 + [1  {Tl + Tg -(Kl + kg - 2).c + 2  ®la} i  /36/

gdzie: - zbiór numerów przydzielonych operacji /patrz /ita//.

Parametry: , Vg, T.̂ , Tg, K , Kg są wyznaczone dla stanu P. Jeżeli stan
końoowy nie został wygenerowany to w miejsce v^a + Vga podstawiamy 
min(N, 2 K ).

Dowód tego twierdzenia polega na wykazaniu, że prawa strona nierów
ności /36/ jest dolnym ograniczeniom liczby stanowisk pracy stanu lokal
nie optymalnego P', /otrzymanego z P/. Jeżeli w stanie P, po lewej stro
nie linii, montaż kończy się w chwili T^ na stacji K^, to wykorzystano 
pełnych -1 stanowisk pracy. Czas wykonania operacji na ostatnim stano
wisku wynosi T f - (hj - i), o. Analogiozna sytuacja występujo po prawej 
stronie linii. Suma czasów opóraoji wykonywanych w stanie P na ostatnich 
stanowiskach pracy po obu stronach linii wynosi Tj + Tg -(K̂  + Kg - 2^.c. 
Dodając do tej suoy czasy operacji nie przydzielonych n^T^, otrzymamy
łączny nakład czasu pracy ¡na stacjach: K ̂ , K 1 + 1,..., K, po lewej oraz
Kj, Kg + 1 ,..., K, po prawej stronie linii. Na tej podstawie /stosując 
formułę C ' 3 + • otrzymujemy minimalną liczbę wymaganych stanowisk pracy.
A zatem suma stanowisk pracy po prawej stronie nierówności /3ó/ jest dol
nym ograniczeniem d.

Ze stanu P można za pomocą heurystycznego algorytmu wyznaczyć pewien 
stan końcowy P^’̂  a liczbę stanowisk praoy tak otrzymanego rozwiązania 
dopuszczalnego przyjąć Jako górne ograniczenie g. Jeżeli d a g ,  to stan

/35a/ 

/35b/

się.
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ko:icovy pi,-i jest stanem lokaj, ni o optymalnym P '. W przypadku, gdy nie
równość /3ć/ nie jest spełniona i zachodzi d = g, stan p1,Ł staje się 
stanem aktualnie najlepszym.

Hcgula dominacji stanów pozwala wyeliminować jeden z dwóch stanów 
P1 ’’i /aktywny/ lub P /wygenerowany/. .
Tw. 2.: Stan P1,i? dominuje nad stanem P Jeżeli spełniony jest warunek
y  iivi2 [(p„1,7= ° y » ( r „  -»)] a 'ri)/ćTi!l ̂  v.»)'1

v,)i (-/•’ k  v2) /»/

Dowód tego twierdzenia polega na wykazaniu, że trajektoria lokalnie 
optymalna wychodząca ze stanu P, może być również zrealizowana od stanu 
P1 ’V . Oznacza to, że współrzędne p ’, /lokalnie optymalnego stanu i"/, 
dla operacji nie przydzielonych w stanie P, /tzn. p = 0/ - są taicie sace 
jak w stanic końcoi.'ym P*'“. Stan końcowy p1'“ otrzymujemy ze stanu 

’ 7 . Ponieważ trajektorie lokalnie optymalne: P,..., P^ oraz
P^'7 ..... pi0!1' ^  ogójt różne, zatem stany p1’“' i p1 są różne.
A zatem

+ ^  v1l*N + 738/

Ponadto ponieważ v i ' V <̂ - a ze stanów P i Pi,7 prowa
dzimy tę samą trajektorię do odpowiednio P’ i Pi,i’, zatem możemy napijać

v,» + v2' / 39/

2 /38/ i /39/ wynika, że

-,l0,N + V  + Ta* / W
A zatem stan P^’*? dominuje nad stanem P, lub jest mu równoważny. Jeżeli 
stany i P są równoważne, to do dalszych obliczeii pozostawiany stan
P**-’1? , bo znajduje się już w zbiorze stanów/ aktywnych.

Możliwość realizacji optymalnej trajektorii ze stanu P również od 
stanu P^*4? wynika bezpośrednio z /37/- 1T obydwu stanach p^*^ i P pozo
stały do wykonania to sanc operacje. M stanie. P ^ ^  -wcześniej niż w P 
zostały zakończone wszystkie bezpośrednic poprzedniki nie wykonanych opc* 
racji. Ponadto w stanie zalcoiiczono wcześniej niż w P montaż wszyst
kich operacji po lewej i po prawej stronie linii. V tych Tcarunkach jaki
kolwiek przydział /a zatem i lokalnie optymalny/ operacji dotąd nie vŷ °’ 
nanych ze stanu P, jest również dopuszczalny od stanu P^,>ł? .
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jt. Zakończenie

U przedstawionym algorytmie programowania wieloetapowego i,stotno zna
czenie ma organizacja danych. Zachowanie peimej redundancji informacji 
przyspiesza obliczenia, lecz obciąża pamięć komputerową, Wartości: v^, 
v2 > > t2> ^2 ’ n oraz d każdorazowo obliczono dla wybra
nego stanu aktywnego. Zapamiętywanie tych wartości skraca czas obliczeń, 
'¡oprowadzenie kodowanego zapisu stanu /ujemne współrzędne dla oporacji 
wykonywanych z lewej strony linii/ zmniejsza o połowę zajętość pamięci 
komputerowej /w stosunku do macierzy dwukolumnowej - każda kolumna dla 
Jednej strony linii/.

Czas obliozeń zależy od stosowanych reguł: wyboru stanu aktywnego, 
podziału /przy generowaniu/ oraz eliminacji stanów nioperspektywicznych. 
Efektywność reguł eliminacji stanów zależy od złożoności reguły /'czasu 
obliczeń/ oraz prawdopodobieństwa wyeliminowania stanu. Na ogół większe 
prawdopodobieństwo dają reguły bardziej złożono. Czas testowania stanów 
w regule dominacji jest w dużym stopniu zależny od uporządkowania stanów 
aktywnych.

Przedstawiony problem alokacji operacji na liniach równoległych 
uwzględniał tylko relację kolejności. Pokazany algorytm można uogólnić 
dodając relacje wykluczania i synchronizacji operacji. Ponadto przy pew
nych modyfikacjach za pomocą, przedstawionego algorytmu można rozwiązać 
problem alokacji operacji'na linii równoległej dla montażu wieloworsyj- 
nego.
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F e s c u e

B paCSoTe c^op M y jm po B aaa h  pem eH a npotfjre iaa a jio K arcra  onepam tiS  b  n a p a n n e -  
ÆbHOft CÔOpORHOÎ JIHHHK. CyHHOCTB HpO(5jieMH COCTOHT B Onpe^WieHHH MHHHMaJIB- 
H oro HHCua paôoaH X  MecT h  n p a n z ca H H e  h i  k  cO o p o am o i cT a H m u a i. C dopoH H as 
CTaHUHH M oseT c o c t o h tb  a s  # B y x  napaJLnejn>m ix paOoNHX w e c T . H poC ueiia pem e
Ha MeToaoM M H oroeT anH oro  nporpaM M HpoBaH M .

OPERATIONS ALLOCATION FOR PARALLEL ASSEMBU LINE 

S u m m a r y

Operations allocation problem for parallel assembly line is considered 
and solved. The problem is to find a minimal number of stands and their 
localization among assembly ststions. Two parallel stands may exist on 
both sides of assembly line. The allocation problem is solved using - 
multistage programming method.


