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SZEREGOWANIE ZADAŃ NA M ASZYNIE PRZY ZMIENNYCH CZASACH WYKONYWANIA ZADAŃ

S tre s z c z e n ie . Sformułowano k la sę  zagadn ień  szeregow ania n  zadań 
na m aszynie o p rzep u sto w o ści n  z równoczesnym ro zd z ia łe m  zasobów 
odnaw ialnych. P rędkość wykonywania zadań j e s t  c ią g łą  monotoniczną 
fu n k c ją  i l o ś c i  d o sta rczonych  zasobów. N ależy zn a le źć  ro z d z ia ł  zaso 
bów pomiędzy z a d an ia  o raz  ich  uszeregow anie m in im alizu jące  jedną 
z n as tę p u ją c y c h  f u n k c j i  c e lu : ś re d n i ważony czas przebyw ania zadań 
n a  m aszynie, maksymalny czas p rzebyw ania zadań n a  maszynie przy za
danych n a jw c ze śn ie jsz y ch  te rm inach  ro z p o c z ę c ia  wykonywania zadań, 
maksymalną n ie term inow ość p rz y  zadanych pożądanych czasach  zakoń
c z e n ia  wykonywania zadań z zerowymi i  niezerow ym i na jw cześn ie jszym i 
term inam i ro z p o c z ę c ia  wykonywania zadań. W p rac y  p rzedstaw iono  0-  
gó lną metodę ro z w ią zan ia  tych  zagadn ień . Pokazano rów nież , że d la  
pewnej k la sy  zadań powyższe z a g ad n ien ia  sprow adzają s i ę  do odpowied
n ic h  k lasycznych  zadań szeregow ania  n a  je d n e j maszynie o p rz e p u s to 
w ości 1, d la  k tó ry ch  i s t n i e j ą  bądź algorytm y w ielom ianowe,bądź 
w przypadku gdy problem y są  N P-zupełne, dobre algorytm y h eu ry s ty c zn e .

1. Ws ten

W w ię k sz o śc i badanych zagadn ień  szeregow ania  zadań na maszynach z a k ła 
da s i ę ,  że czasy  wykonywania zadań są  u s ta lo n e ,  w s e n s ie  d e te rm in is ty c z 
nym bądź s tochastycznym . W rz e c z y w is to ś c i  w ystępu je  w ie le  ta k ic h  s y tu a c j i ,  
w których  czas wykonywania zad an ia  n a  danej m aszynie może być zm ieniany 
poprzez odpow iedni dopływ, zasobów. Z agadn ien ie  tego typu rozpatryw ano 
w pracach [6 ,7 ,1 0 ,1 3 ,1 4 ,1 5 ]  • Problemy rozpatryw ane p rzez  V icksona £13,14] 
Są n a jb a r d z ie j  z b liż o n e  do k lasycznych  problemów szeregow an ia . Zakłada 
się  w n ic h ,  że czas  wykonywania z a d an ia  można s k ró c ić  ponosząc pewien do
datkowy k o s z t ,  k tó ry  j e s t  lin io w ą  fu n k c ją  czasu  sk ró c e n ia . Problem  po lega  
na z n a le z ie n iu  uszeregow ania  zadań o raz czasów sk ró c e n ia  m in im alizu jących  
koszt p rzebyw ania zadań n a  maszynie p lu s  k o s z t  sk ró c e n ia  zadań. Nash 
i  G it t in s  [6 .7 ]  d y sk u tu ją  problem , w którym  maszyna może wykonywać równo
cześnie n zadań, p rzy  czym intensyw ność.w ykonyw ania zadań zm ieniana j e s t  
w sposób c ią g ły  a rozm iary  zadań są zmiennymi losowymi o znanych ro z k ła 
dach. ■ W ęglarz w [15]  a n a l iz u je  p rob lem , w którym prędkość wykonywania za
dania j e s t  c ią g łą  fu n k c ją  i l o ś c i  zasobu i  w każdej c h w ili  n ie  można wyko
nywać w ięc e j n iż  m zadań (m iden tycznych  rów noległych m aszyn). Należy 
znaleźć r o z d z ia ł  aasobów, k tó ry  m in im alizu je  maksymalny cz as  wykonania 
zadań.

N in ie js z a  p ra c a  j e s t  ro zszerzen iem  p rac y  autorów  [10 ]. Rozpatrujemy 
klasę zagadn ień  szeregow ania n zadań n a  maszynie o p rzep u sto w o śc i n z  rów
noczesnym ro z d z ia łe m  zasobów odnawialnych p o d zie ln y ch  w sposób c ią g ły .
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Prędkość wykonywania zadań j e s t  c ią g łą  n ie m a le ją c ą  fu n k c ją  i l o ś c i  d o s ta r
czonych zasobów [8 ,9 ,1 5 ]-  N ależy zn a le źć  r o z d z ia ł  zasobów w c z a s ie  pomię
dzy zad an ia  o raz ich  uszeregow anie m in im alizu jące  jedną z n as tęp u jący c h  
fu n k c ji  c e lu : ś re d n i ważony cz as  przebyw ania zadań na m aszynie, maksymal
ny czas wykonywania zadań na maszynie p rzy  zadanych n a jw c ze śn ie jsz y ch  
term inach wykonywania zadań, maksymalną n ie term inow ość p rzy  zadanych po
żądanych czasach  zakończen ia  wykonywania zadań z zerowymi i  niezerowym i 
najw cześn ie jszym i term inam i ro z p o c z ę c ia  wykonywania zadań. Rozważania 
przeprow adza s i ę  d la  dwóch s y tu a c j i :  gdy w y stęp u ją  o g ra n ic z e n ia  k o le jn o ś- 
ciowe między zadaniam i o raz gdy ich  b rak .

2. Sformułowanie problemu i  r e z u l t a t y  pomocnicze

Z biór n zadań J  = { 1 ,2 , . . . , n }  ma być wykonany na m aszynie, k tó r a  może
w danej c h w ili  czasu  wykonywać n zadań. P rędkość wykonywania i - te g o  zada
n ia ,  x ^ ( t ) ,  w c h w ili t  j e s t  fu n k c ją  i l o ś c i  zasobu u ^ ( t )

i Ł( t )  = f j ^ U ^ t ) ) ,  t  >y O,

* i ( t i 0 ) = o
g dzie  x i ( t )  o k re ś la  s ta n  z-adania w c h w ili  t ,  f^  -  c i ą g ła  n ie m a le ją c a  fun
k c ja  s p e łn ia ją c a  f ^ O )  = O. Dla każdego z a d a n ia  określony  j e s t  jego s tan  
końcowy s Ł > 0 . P rzez  t iQ oznaczamy czas  ro z p o c z ę c ia  wykonywania zadania 
a p rzez  t^  czas jego  zakończen ia , t j .  n a jw c z e śn ie jsz y  czas d la  k tórego  
zachodzi

r ij f i (u i ( t ) ) d t  = s ±. (2)

^io
I lo ś ć  zasobów do stęp n a  w k ażd e j c h w ili  czasu  j e s t  równa je d en , s tą d

I L i  ui ( t )  ^  *  °* (5)
Niech b ęd z ie  r e l a c j ą  częściow ego porządku na z b io rz e  J ,  gdzie  i-< j 

oznacza, że zadanie j  może być wykonywane ty lk o  po zakończeniu  za d an ia  i /  
tz n .  t i  ^  t j o .

Zagadnienie 1
Załóżmy, że w c h w ili t  = O w szy s tk ie  z a d an ia  są  gotowe do wykonywania. 

N ależy zn a le źć  ro z d z ia ł  zasobów pomiędzy za d a n ia  w c z a s ie ,  tz n .  sterow a
n ie  w u k ła d z ie  otwartym u ( t )  = ( u ^ ( t ) , . . . , un( t ) )  , O ^  t  ^  T = mauc t^ ,

1 < i k  uodcinkam i c ią g łe  s p e łn ia ją c e  (2) ,  (3 ) o raz

u ^ t )  = 0  t  < t iQ , t  > t 1 , i  e 3 

i  <  d 4  t Jo , i ,  j  e J

i  m in im alizu jące
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gdzie > O -  waga i - te g o  za d a n ia .

Zagadnienie 2
Przez r ^  oznaczmy odpowiednio n a jw c z e śn ie jsz y  możliwy te rm in  rozpoczę

c ia  wykonywania zad an ia  i  (czas  go tow ości) a p rz e z  d^ pożądany te rm in  za
kończenia wykonywania tego  z a d an ia . N ależy zn a le źć  ro z d z ia ł  zasobów po-r 
między. z a d a n ia  w c z a s ie , tz n .  s te ro w a n ie  w u k ła d z ie  otwartym u ( t )  =
= (u^ ( t ) , . . , ,  u ^ t ) ) ,  O 4  T = max t^ ,  odcinkami c i ą g ł e  sp e ł n ia j ą c e
(2) ,  ( 3 ) ,  (4-), ( 5 )  oraz K K a

t io  ^  r i ’ i  & J  (6)
i  m in im alizu jące

*■}• (7)

C h arak te ry s ty czn ą  cechą powyższych zagadn ień  j e s t  f a k t ,  że i s t n i e j ą  
p rz e d z ia ły , w k tó ry ch  z a d a n ia  n ie  mogą być wykonywane, tz n .  u ^ ( t )  = O. 
W ykorzystując to ,  wprowadzimy te r a z  sz e re g  p o ję ć  i  wykażemy odpowiednie 
w łasności, k tó re  um ożliw ią zastosow an ie  je d n o lite g o  p o d e jś c ia  do sform u
łowanych zagadn ień .

Przez F ^ C  J  oznaczmy z b ió r  w szystk ich  zadań , k tó re  mogą być wykonywa
ne w p rz e d z ia le  i k = Określmy p rze z  z b ió r  wektorów
u = (u1 , . . . , u Jl) e Ra  s p e łn ia ją c y c h  u ^  1, u^ = O j e ż e l i  i f  J  vFk ,

j. O w przeciwnym wypadku. N iech <U(Tk_.l ,Yk ,F k) oznacza z b ió r  w szystk ich  
fu n k cji odcinkam i c ią g ły c h  u ( . )  z , t j .3 w

Rozbijmy p r z e d z ia ł  [0 ,T ] n a  z b ió r  m ro z łą cz n y ch  p rzed zia łó w  
[ V ^  j * T-gl > > • • i ( ^m- d’ = "^m ” ® 0 d łu g o śc i ¿ k = Yk -  Tk_^.
Dla każdej p a ry  ( ' f , Fk t a k i e j ,  że ń k > O zd e fin iu jm y  z b ió r

fX k
^^'k-'I’̂ 'k’^k^ "  ̂R^tv^s J f^(u^(t))dt, i=1,... ,n,

n ( ') e  U ( r k_ r Tk ,F k )} , (8)
Niech X(Tk_^) oznacza z b ió r  w szy stk ich  stanów  początkowych w c h w ili  

t k_^. Wtedy z b ió r  w szy stk ich  stanów  o siąg a ln y ch  w c h w il i  Yk > Tk_1 ma 
postać X(Yk ) = X(Yk_^) + ■śkP (l:'k_'i>’i'k i Fk )- O gó ln ie , d la  danego zestawu 
PW (Yk_ą ,Yk3 ,F k , k=1 , .  . . ,m  z b ió r  w szy stk ich  stanów o sią g a ln y ch  w c h w ili  
1 j e s t  sumą ary tm etyczną zbiorów  ¿ ¡ ^ (Y ^ .,  ,Yk ,F k ) d la  tych  k , d la  k tó rych  
¿k > O. Z defin iu jm y  n a  k o n ie c  z b ió r

Vk = £  R11 : v i  = f  1 (u i ) , i= 1 , . . .  ,n ,  u e Uk } (9)

Poniższy lem at pozw ala o k r e ś l i ć  p o s ta ć  z b io ru  PCY j^.Y j^.Fj^). 

lemat 1
P(Yk_ 1 , r k ,F k ) = co Vk d la  każdego ¿ k > O 

Dowód lem atu  można p rzep row adzić  podobnie ja k  w p rac y  [ 8] .
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pewne szczegó lne w łasn o śc i rozpatryw anych zagadnień  o trzym uje s ię  przy 
z a ło ż e n iu , że

^ « ^ ( 1 ) Ut  e  [0, 1]  (10)

’.'/arto zauważyć, że fu n k c je  wypukłe s p e łn ia ją  warunek ( 10) .

Lemat 2
H ie ch v  ̂ = ( 0 , . . . , 0 , f  j ( 1 ) , 0 , . . . , 0 ) ,  j= 1 , . . .  ,n ,  v'° = ( 0 , . . . , 0 ) .  Jeże li 

fu n k c je  i= 1 , . . .  ,n  s p e łn ia ją  ( 10) ,  to co Vk j e s t  zbiorem  w szystk ich  
kom binacji wypukłych punktów v'° ,v J , j  f  F^.

Dowód lem atu wynika bezpośrednio  z w łasn o śc i (10) o raz d e f i n i c j i  pow
ło k i  w ypukłej.

W ykorzystując powyżej wprowadzone p o ję c ia  o raz w ła sn o śc i, w następnych 
ro z d z ia ła c h  omówimy sform ułowane z a g ad n ien ia .

3. M inim alizac ja  średn iego  ważonego czasu  przebyw ania zadań na maszynie

Niech TT będzie  pewną p erm u tac ją  ze zb io ru  J  s p e łn ia ją c ą  -( a u ( i )  za
daniem ze zb io ru  J  znajdującym  s i ę  n a  i - t e j  p o z y c j i .  P erm u tac ja  TT spełnia

wtedy i  ty lk o  w tedy, gdy z te g o , i e  H  s wynika, że i  < j  gdzie 1 =
= ~  ( i ) ,  s = T ( j ) .  Załóżmy te r a z ,  że za d an ia  kończą s ię  wykonywać w ko
le jn o ś c i  o k re ś lo n e j p rze z  p e rm u tac je  7T ,tzn .

% ( 1 ) ^  ^1T(2) ^  • "  ^ t T ^ i)*
Dla u sta lonego  7T zag ad n ien ie  1 z dodatkowym warunkiem (11) będziemy 

oznaczać p rzez  (P(1T). W ce lu  ro zw iązan ia  za g ad n ien ia  1 n a le ż y  rozwiązać 
zadan ie ^ ’(IT) d la  w szystk ich  '¡T sp e łn ia ją c y c h  -< i  wybrać to  rozw iązanie, 
k tó re  ma n a jm n ie jszą  w arto ść  f u n k c j i  c e lu  ( 5) .  W związku z tym przeanali
zujemy te ra z  dok ładn ie  zad an ie  (P(IT) d la  w ybranej a r b i t r a l n i e  perm utacji 
7C s p e łn ia ją c e j  •< . W tym ce lu  połóżmy m = n , = tT ^ ) *  k = 1 , . . . . r  

i  n iech

Fk = I 5- e { ^ ( k ) , - - .  ,'h (n)} ! j  <  i ,  j  ( { 7 T (k ) ,. . . ,  ^ (n ) ] }

Z lem atu  1 wynika, że d la  u s ta lo n y ch  k = 1 , . . . , n  z b ió r  stanów o-
s ią g a ln y ch  w c h w ili ma p o s ta ć

co ł  A2 c o  ?2 t  . . .  + Ak co Vn .

gdzie  A k = t T^  -  t ^ k_1 j ,  t - p ^  ś  O i  Vk są  zdefin iow ane p rze z  (9 ). 
U w zględniając to ,  zadan ie '?>(■«•) może być p rzedstaw ione  n a s tę p u ją c o :

{¿ ” ^ k j  ^ k = 1  w7T(k) + A2 k=2 w,«(k) + + An w ( n ) ^

p rzy  o g ran iczen iach

( - )  X £=1 ń k v i  = Bi ’ 1 6 J > (15)

( i i )  vk g co A, >, O, k = 1 ,. . .  ,n .  (1*)
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W ogólnym wypadku powyższe zadan ie  j e s t  tru d n e  ze względu n a  o g ran i
czenie ( i i )  ponieważ n ie  można w a n a li ty c z n e j p o s ta c i  p rzed staw ić  pow
ło k i w ypukłej z b io ru  V^. I s t n i e j e  jednak  w ie le  in te re su ją c y c h  przypadków, 
w k tó rych  zad an ie  to  można rozw iązać i  ro zw ią zan ie  podać w a n a li ty c z n e j  
p o s ta c i .  Do jednego z n ic h  n a le ż y  przypadek , gdy fu n k c je  f ^  s p e łn ia ją
(10) .

Z lem atu  2 wynika, że d la  każdego vke ecY^ i s t n i e j ą  j  e F^
nieujem ne i  t a k ie ,  że + £3  s p Aij = ^  v° + Ą  e F V3.

k . k
K orzysta jąc  z tego f a k tu  i  o zn a cz a jąc  p rze z  = ■(eCi ,e£i + 1 ,. . . ,  /JjJ z b ió r
p rzedzia łów , w k tó ry ch  może być wykonywane zad an ie  i - t e ,  i  £ J ,  o raz k ła -Ir Jr
ćąc A .j = A ;j Ajj zadan ie  (1 2 ), (1 3 ), (14) można p rze d staw ić  w p o s ta c i

mii  %i =1 £ k € Ł  ( A i  £  s=k ^ ( s )  > + £  k=1 A o % s=k W/m"(3)
{ ¿ i )  ^

przy o g ran ic ze n iac h

( i )  2 k i  «■ J .  <16)

( i i )  O, k e  Ojl, i e  J ,  >y  O, k t  J .  (1?)

Rozwiązaniem powyższego za d an ia  program ow ania lin iow ego j e s t  A “  = O 
d la  k =.d.y, A ]*  = S j / f ^ l )  d la  k = /3j_, i  £ J ,  ponad to ,

= O d la  k £ J .  M inimalna w arto ść  f u n k c j i  ce lu  d la  problem u ^ (S -) ma 
zatem p o s ta ć

Q(A) = Z ^ s = k ŵ ( s )  = 2< k=1 plT(k) Z s = k  w1T(s)>

gdzie Pir^k) = s1T(k:)/% (k)^'1̂  >ie s t  czaseal wykonywania zad an ia  5T(k). Z po
wyższych rozważań w ynika, że j e ż e l i  w szy s tk ie  zad an ia  s p e łn ia ją  warunek
(10) ,  to  d la  u s ta lo n e j  k o le jn o ś c i  ko ń czen ia  zadań 'K optym alne sterow a
n ie p o le g a  n a  wykonywaniu zadań szeregowo bez przerw ań w k o le jn o ś c i  zgod
nej z 7T z maksymalną in ten sy w n o śc ią . Teraz n a leż y  zn a le źć  perm utację 
sp e łn ia ją c ą  < , d la  k tó r e j  (18) p rzy jm uje w arto ść  m inim alną. J e s t  to  k la 
syczne zad an ie  szeregow an ia  n a  je d n e j m aszynie z og ran iczen iam i k o le jn o ś -  
ciowymi zapisyw ane sym bolicznie jako  n l 1 l-< I W p racy  [5] pokaza
no, że za g ad n ien ie  to  j e s t  N F-zupełne, choc iaż  d la  sz cz eg ó ln e j p o s ta c i  
ogran iczeń  ko le jnośc iow ych , np. o g ran iczeń  typu drzewa, o g ran iczeń  s z e re -  
gowo-równoległych, i s t n i e j ą  algorytm y o w ielom ianow ej z ło ż o n o śc i o b lic z e 
niowej [ 2] ,  [11] .  W przypadku , gdy -< = 0 minimum (18) osiągane j e s t  d la  
p e rm u tac ji % , d la  k tó r e j  zachodz i pe^-n/w ę-ęi) ^  . . .  ^  P f ( n )/ws-(n ) > P 2] .  
Wynika s tą d  sz c z e g ó ln a  p o s ta ć  ro zw ią zan ia  rozważanego za g ad n ien ia  1.

Własność 1
J e ż e l i  fu n k c je  f ^  s p e łn ia ją  warunek (10) o raz - < = 0 ,  to  ste row anie 

u * ( t) ,  T*, o k reś lo n e  n a s tę p u ją c o
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* , ( t )  =u G T ( k )
1 » t  £ ^ k -1  > fck 3 k -, K -  I, .
O, w przeciwnym przypadku

g dzie  t*  = P g ( j ) .  ?*= t* ,  (T- p e rm u tac ja  s p e łn ia ją c a  P$(-1) / W(T(1 )^
• •• ■£ P ^(n )/,w<i(n )J ^ e s t  sterowaniel11 optymalnym.

Ą. O in im alizac .ia  czasu zakończenia wykonywania p rzy  zadanych czasach  go
tow ości

Rozpatrzymy te ra z  zag ad n ien ie  2 p rzy  z a ło ż e n iu  d^  = O, i  € J .  Załóżmy, 
że zad an ia  ponumerowane są wg k o le jn o ś c i  ich  p o ja w ia n ia  s i ę ,  tz n . 
r ^ ^ T g ^ . . .  i  r n - Podobnie ja k  poprzedn io  usta lam y n a jp ie rw  p erm u tacje  3T 
s p e łn ia ją c ą  -< i  o k re ś la ją c ą  k o le jn o ść  wykonywania poszczegó lnych  zadań
(1 1 ). Ponadto w każdym z p rze d z ia łó w  [ r ^ , r 2 ) , . . . ,  [ r ^ , r n ) , j r n , o°) umiej
scawiamy poszczegó lne te rm iny  wykonania zadań w te n  sposób , żeby sp e łn io 
ny był warunek (11) o raz r^ -^ ^  N ależy zauważyć, że podobnie jak
w przypadku k o le jn o ś c i  % , j e s t  w ie le  różnych m ożliw ości dokonania tak ie j 
a lo k a c j i  terminów wykonania zadań. Oznaczmy d a le j  p rz e z  Rk z b ió r  tych za
dań, k tó re  kończą s i ę  w p rz e d z ia le  [r k >r k+1)> k = 1 > * v » n , r n + i = • Ka
my zatem ^ 4  H m . )  ś  . ) ^  • • •  H t f . )  < r k+1 ' g dz ie  { ^  (« k ) .^ (^  ĵ +1 ), •••

x£+ i £
'(.<łk )} = Oznaczmy d a le j  p rze z  3 = 1  l k+1’ 1k "  *Rkl

z b ió r  tych  zadań, k tó re  mogą być wykonywane rów no leg le  odpowiednio w prze

d z ia ła c h  [ r k , t '|r(orjc) ^ ' , " * C t 'i'(pk- i ) , t ir(/5k:) ^ ’ Ct 'i'0sl£)* r k+i-)’ J e ż e l i  1k = °> 
to  Fk ,, o k reś lo n e  j e s t  w o p a rc iu  o p r z e d z ia ł  [ r k , r k+1) .  Zauważmy d a le j ,  
że w zaproponowanym r o z b ic iu  o s i  czasow ej u s ta lo n e  są  ty lk o  punkty  r^ . 
Teraz możemy już sk o rz y s ta ć  z lem atu 1 i  sform ułować problem  optym aliza
c j i  d l a  u s ta lo n y ch  /JT o raz Rk , k = 1 , . . . , n .  Problem  te n  oznaczymy przez 
'?Cir,Rk) .  Oznaczamy Ak>1 = Ak | 2=^(cCk+1)_ V (ctk ) >/ • ,Ak , l k =

= fc»(/3k) - ^ k- 1 ) - 4k , l k+1=r k+1- t 'r(/5k) Pr ^ An , l n+1 = >  W P r^ p a d k u , gdy 

^k = Ak ,1  = r k+1 “  r k*
Otrzymujemy n a s tę p u ją c y  problem  op tym alizacy jny

min

p rzy  o g ran iczen iach

r in -1  y | 1 k+’1 A k , j  V  "̂ n . . k , j  _
2 k=1 ^  j =1 k , j  i  + ^*-3=1 An , 'jv i  _ s i ’(i)

( i i )  c o t M ,  Ak , j ^  °> 3 = ' ' , - . - . V 1> k=1 » ~ .* .a - 1 .

3=1 u k , j Ti  —  3=1 j

i  f • • • t  ̂ ^
, • • •  , I u j  k=n

^  lk+1
( i i i )  • ? . j =i  A k , j  = r k+1- r k ’ k=1 »- •♦«r‘-1  '

g dz ie  z b ió r  ^ » j  zdefin iow any  j e s t  ta k  samo ja k Y ^  w poprzednim  ro zd z ia
l e ,  z tym, że w o p arc iu  o z b io ry  ?k R ozw iązanie p rzedstaw ionego  zagad-
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aien ia otrzymamy ro zw ią zu ją c  każdy problem  (/’•>C/r,Rk ) ( tz n .  d la  w szystk ich  
perm utacji TT s p e łn ia ją c y c h  ■<_, a p rzy  u s ta lo n e j  TT d la  w szy s tk ich  m ożli
wych zestawów k = 1 , . . . , n ) .  O czyw iście, n ie  j e s t  to  metoda efektyw na. 
Okazuje s i ę  jed n ak , że w przypadku, gdy fu n k c je  f Ł s p e łn ia ją  warunek (10) 
wtedy w y k o rzy stu jąc  le m at 2 , z a g ad n ien ie  to  można sprow adzić, w podobny 
sposób ja k  to  zrobiono w poprzednim  r o z d z ia le ,  do k lasycznego  za g ad n ien ia  
szeregowania n a  je d n e j m aszynie z p rzerw aniam i o raz  og ran iczen iam i k o le j -  
nościowymi, w którym  czasy  wykonywania zadań dane są  jako p i  = s ^ / f ^ l ) .  
Zagadnienie to  oznaczane j e s t  w l i t e r a t u r z e  symbolem n |1  l r ^ ^  O, p r z e r . ,
< I Cmax. Dla jego ro zw ią zan ia  można zastosow ać algory tm  o z ło żo n o śc i ob
liczeniow ej 0(n 2) sform ułowany d l a  o g ó ln ie jsz e g o  z a g ad n ien ia  n  11 I r^ ^  O, 
przer. ,•< I f max w p rac y  [1 ] ,  Algorytm te n  p rz e b ie g a  w n a s tę p u ją c y  sposób. 
Najpierw, n a le ż y  zmodyfikować r ^  w te n  sposób, żeby r k r^  + p^ j e ż e l i  
j ■< k. N astęp n ie  szeregujem y zadan ie  zgodnie z n iem ałejącym i r ^ .  Uporząd
kowanie ta k ie  tw orzy pewną i lo ś ć  b lo k ó w ,tzn . zestawów zadań wykonywanych 
kolejno bez p rz e s to jó w . W bloku określam y zad an ie  k - t e ,  k tó re  n ie  ma w 
nim następn ików , i  k tó re  postaw ione n a  o s t a tn i e j  p o z y c ji  b loku d a je  m in i
malną w arto ść  f u n k c j i  c e lu .  J e ż e l i  zad an ie  k - te  n ie  j e s t  o s ta tn im  zada
niem w b loku , to  wyciągamy je  z b loku , przeszeregow ujem y p o z o s ta łe  zada
nie z b loku wg n ie m ałe ją cy c h  r^  i  w otrzym ane p rz e d z ia ły  czasowe, w k tó 
rych maszyna ma p r z e s to je  umieszczamy zadan ie k - t e .  P o w tarza jąc  tę  p ro ce 
durę d la  każdego b loku i  d la  każdego z podbloków otrzym anych wskutek ko
lejnych przeszeregow ań  uzyskujemy uszeregow anie optym alne, z k tó rego  mo
żemy ponadto wyznaczyć s te ro w a n ie  optym alne uK( t ) ,  O ^  t  i  T*.

W przypadku , gdy z b ió r  •< j e s t  p u s ty , w tedy zgodnie z rozw iązaniem  p ro 
blemu n | 1 t r i ^ 0 |Cmax [ J ] ,  k tó ry  wtedy j e s t  równoważny problem owi 
n h l r ^ O ,  p r z e r .  I Cma3; otrzymujemy n a s tę p u ją c e  rozw iązan ie  optym alne.

Własność 2
J e ż e l i  fu n k c je  f ^  s p e łn ia ją  warunek (1 0 ), -< = 0 , d^ = O, i = 1 , . . . , n ,  to 

sterowanie uK( t ) ,  O ^  t  i  I*  o k reś lo n e  n a s tę p u ją c o :

U* ( k ) ( t )  = { o!

1 , t  6 ( t k , t fc + p<r(k) ]

w przeciwnym przypadku

gdzie t,, _ r ę ^ ,  t k = max { r ^ k j , t fc_ n + , k = 2 , . . . , n ,  T =tn+Pu(k)
G" -  dowolna p e rm u tac ja  s p e łn ia ją c a  r ^ - ^ ^  . . .  ^  r <r(k), j e s t  sterow aniem  

optymalnym w zag ad n ien iu  2.
Własność 2 mówi, że s te ro w an ie  optym alne p o le g a  na wykonywaniu zadań 

szeregowo z maksymalną in ten sy w n o ścią  wg k o le jn o ś c i  wyznaczonej p rzez  
niemalejące r ^ .

Podobny w niosek można otrzym ać d la  z a g ad n ien ia  2, w którym  r^  = c o n s t 
oraz d^ ^ O. W tym przypadku, j e ż e l i  < = 0 o raz  f ^  s p e łn ia ją  (10) zagad
nienie sprow adza s ię  do problem u n |1 l a optym alne s te ro w an ie  p o le g a
na wykonywaniu zadań szeregow o, z maksymalną in ten sy w n o ścią  w k o le jn o ś c i
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o k re ś lo n e j p rze z  n ie m a le ją ce  d^ .
W przypadku r ^ O ,  O s p e łn ie n ie  warunku (10) prow adzi do problemu

n l U r ^ O ,  p r z e r .  ,<  I Lmax. k tó ry  można rozw iązać w y k o rzy stu jąc  podany 
poprzednio  algorytm  z p rac y  C U .

5. Uwagi końcowe

Sformułowane zagadn ien ia  szeregow ania n  zadań ń!a m aszynie o przepus
tow ości n ze sterow alnym i czasam i wykonywania zadań c h a ra k te ry z u ją  s ię  
w swych ogólnych p o s ta c ia c h  dużą z ło ż o n o śc ią  o b liczen io w ą i  au to rz y  nie 
p o t r a f i l i  zn a leźć  d la  n ic h  efektywnych metod ob liczen iow ych . Wskazano 
ty lko  ogólną metodę p o d e jś c ia  do ich  rozw iązyw ania p o le g a ją c ą  na sformu
łow aniu odpowiednich zadań będących po łączen iem  zadań program owania n ie 
lin iow ego z zadaniam i kom binatorycźnym i. Okazało s ię  jednak , że w przy
padku s p e łn ie n ia  pewnych z a ło ż eń  odnośnie f u n k c j i  f ^  (warunek ( 10) )  za
g ad n ien ia  te  sprow adzają s i ę  do odpow iednich zagadn ień  szeregow ania za
dań na je d n e j m aszynie o p rzep u sto w o śc i 1 z p rzerw aniam i lu b  bez przerwań 
i  og ran iczen iam i ko le jnościow ym i, d la  k tó ry ch  i s t n i e j ą  w l i t e r a t u r z e  e- 
fektyw ne, o wielom ianowej z ło ż o n o śc i o b lic z e n io w e j, a lgory tm y.
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R ecenzen t: D oc.d r  hab.in ż .K o n ra d  Wala 
Wpłynęło do R ed ak c ji do 3 0 .0 3 .1 9 B 4 r.

PACDMCAHHE 3AJIAH HA MAEMHE IIFH H3MEHHKHHMCH BPEMEHH HCHOJIHEHZH

3ŁHAH

P e 3 b  m e

C$opMyjiHpoBaH m ia c c  3 a n a v  p a c m sc a r a w  n. 3aaaHKR Ha Mannrne c  nponycKHoR  

cnocodHocTŁK) r i  » c  oRHOBpeneHHHM p a cn p en ejie im eM  BoccTanaBJm BaeM ux p e c y p -  

ooB. CKopocTB BHno^HeEHR 3anajm fi. R B Jw eTca HenpepHBHoR m ohotoh h oR  $yHKoaeR  

KOJEqecTsa p e c y p c o B . H eod xojnaso  h e R th  p a c n p e R e jie m ie  p e c y p c o B  Me&ny 3 a ia H H -  

KHH a  T3KKB paCHECaHHe 3aRaHHfi ,  MHHHMH3HpyDmee OflHH H3 cn eicysx i^ x  KpHTepH- 
eB: c p e a n e e  B3sem eH H oe BpeMa npeOHBaiiiLa 3a£aHnR b cu cT eM e, MaKcnwajiBuoe 

BpeMa npedusaHKH a  MaKCHwajnBHyio HecpoaHOCTB. B C TETie npencTaBJieH  oOmaR 

MeTi^pemeHaa 3 t h x  sa a a a .I Io ic a sa H o  T a a s e ,  h t o  jy ia  H ea o T o p o ro  m ia c c a  3 a u a a  
Taaaa npodaeM a c b o o t t c h  k  m iaccaaecK B M  npodjieiiaM  p acn acara iH  3 a a a a  Ha o r-  

hoR ManHHe • ,  r j ik  k o t o p e x  cymecTByioT nojaH owaajiLH H e ajrropaTMH , a n a - i e  b  

ojiyaae H P -  T p yflau x  npodjieM  ,  xoporaae a B p a cT a a ecK a e  a x ro p n T J a i.

SCHEDULING JOBS WITH VARYING PROCESSING TIMES 

S u m m a  r  y

A problem  of sc h e d u lin g  n jo b s  on a machine w ith  c a p a c ity  n under 
resou rce  c o n s t r a in ts  i s  fo rm u la te d . A job p ro c e ss in g  i n t e n s i t y  i s  a mo
notone, con tin u o u s fu n c t io n  of an in s ta n ta n e o u s  re so u rc e  u sage . The pro
blem i s  to  f in d  re so u rc e  a l lo c a t io n  and job  sch ed u le  m inim izing one of 
the fo llo w in g  c o s t  f u n c t io n s :  average flow  tim e , makespan under g iven  
re le a se  d a te s ,  and maximum la te n e s s  under ze ro  or nonzero  r e le a s e  d a te s .


