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SZEREGOWANIE ZADAN NA MASZYNIE PRZY ZMIENNYCH CZASACH WYKONYWANIA ZADAN

Streszczenie. Sformutowano klase zagadnieri szeregowania n zadan
na mas_,z?/me 0 przeﬁustowosm n z réwnoczesnym rozdziatem zasobow
odnawialnych. Predko$¢ wykonywania zadan jest cqgia} monotoniczng
funkcja ilosci dostarczonych zasobdw. Nalezy znalez¢ rozdziat zaso-
béw pomiedzy zadania oraz ich uszeregowanie" minimalizujgce jedn
z nastepujacych funkcji celu: $redni wazony czas przebywania zadan
na maszynie, maksymalny czas przebywania zadah na maszynie przy za-
danych najwczeé$niejszych terminach rozgocz_ecia wykonywania zadan,
maksymalna}< nieterminowo$¢ przy zadanych pozadanych czasach zakon-
czenla wykonywania zadan z zerowymi 1 niezerowymi najwczeé_nleJSZéml
terminami rozpoczecia wykonywania zadan. Wpracy przedstawiono
g6lng metode rozwigzania tych zagadnien. Pokazano réwniez, ze dla
p(_awnea( klasy zadan powyzsze zagadnienia sprowadzaja sie¢ do odpowied-
nich klasycznych zadan szeregowania na jednej maszynie 0 przepusto-
wosci 1, dla ktérych IStnIEJa}\I badz algorytmy” wielomianowe,badz
w przypadku gdy problemy sa NP-zupeine, dobre algorytmy heurystyczne.

1. Wsten

Wwiekszos$ci badanych zagadnien szeregowania zadan na maszynach zakta-
da sie, ze czasy wykonywania zadan sg ustalone, w sensie deterministycz-
nym badZz stochastycznym. Wrzeczywistosci wystepuje wiele takich sytuacji,
wktorych czas wykonywania zadania na danej maszynie moze by¢ zmieniany
poprzez odpowiedni dopltyw, zasobéw. Zagadnienie tego typu rozpatrywano
wpracach [6,7,10,13,14,15] ¢« Problemy rozpatrywane przez Vicksona £13,14]
Sa najbardziej zblizone do klasycznych probleméw szeregowania. Zaktada
sie wnich, ze czas wykonywania zadania mozna skréci¢ ponoszac pewien do-
datkowy koszt, ktoéry jest liniowa funkcjg czasu skrdécenia. Problem polega
na znalezieniu uszeregowania zadan oraz czaséw skrécenia minimalizujgcych
koszt przebywania zadan na maszynie plus koszt skrdcenia zadah. Nash
i Gittins [6.7] dyskutujg problem, w ktérym maszyna moze wykonywa¢ réwno-
cze$nie n zadan, przy czym intensywno$¢.wykonywania zadarh zmieniana jest
wsposob ciggty a rozmiary zadah sa zmiennymi losowymi o znanych rozkta-
dach. @NVeglarz w [15] analizuje problem, w ktérym predko$¢ wykonywania za-
dania jest ciggta funkcjg ilo$ci zasobu i w kazdej chwili nie mozna wyko-
nywa¢ wiecej niz m zadan (m identycznych rownolegtych maszyn). Nalezy
znalez¢ rozdziat aasob6w, ktéry minimalizuje maksymalny czas wykonania
zadan.

Niniejsza praca jest rozszerzeniem pracy autorow [10]. Rozpatrujemy
klase zagadnien szeregowania n zadah na maszynie o przepustowos$ci n z row-
noczesnym rozdziatem zasobéw odnawialnych podzielnych w sposéb ciggty.
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Predko$¢ wykonywania zadan jest ciggtg niemalejacg funkcjg iloSci dostar-
czonych zasobéw [8,9,15]- Nalezy znalez¢ rozdziat zasobéw w czasie pomie-
dzy zadania oraz ich uszeregowanie minimalizujagce jedng z nastepujacych
funkcji celu: $redni wazony czas przebywania zadan na maszynie, maksymal-
ny czas wykonywania zadan na maszynie przy zadanych najwczes$niejszych
terminach wykonywania zadan, maksymalng nieterminowo$¢ przy zadanych po-
zadanych czasach zakonczenia wykonywania zadah z zerowymi i niezerowymi
najwczedniejszymi terminami rozpoczecia wykonywania zadan. Rozwazania
przeprowadza sie dla dwdch sytuacji: gdy wystepuja ograniczenia kolejnos-
ciowe miedzy zadaniami oraz gdy ich brak.

2. Sformutowanie problemu i rezultaty pomocnicze

Zbiér n zadan J = {1,2,...,n} ma by¢ wykonany na maszynie, ktéram
w danej chwili czasu wykonywa¢ n zadan. Predkos¢ wykonywaniai-te
nia, x~(t), wchwili t jest funkcjg ilo$ci zasobu u”(t)

it(t) = fjrUAL)), t ¥O,

*i(ti0) = o
gdzie xi (t) okreé$la stan z-adania w chwili t, f* - ciggta niemalejgca fun-
kcja spetniajgca fAO) = O. Dla kazdego zadania okreslony jest jego stan
koncowy st > 0. Przez tiQ oznaczamy czas rozpoczecia wykonywania zadania
a przez t" czas jego zakonczenia, tj. najwcze$niejszy czas dla ktérego
zachodzi

H
J o fiqui(y))dt == (2
"o
Ilo$¢ zasobdw dostepna w kazdej chwili czasu jest réwna jeden, stad
IL i ui(t) » * ok (5)
Niech bedzie relacjg czeSciowego porzadku na zbiorze J, gdzie i-<j
oznacza, ze zadanie j moze by¢ wykonywane tylko po zakonczeniu zadania i/
tzn. ti ™ tjo.
Zagadnienie 1
Zatdézmy, ze w chwili t = O wszystkie zadania sg gotowe do wykonywania.
Nalezy znalez¢é rozdziat zasobéw pomiedzy zadania w czasie, tzn. sterowa-

nie w uktadzie otwartym u(t) = (u”~(t),...,un(t)), Ot~ T = mauc t»,
odcinkami ciggte spetniajace (2), (3) oraz 1<ik u
unrt) =0 t <tiQ, t >tl1, ie3
i <d 4 tJo, i,j el

i minimalizujace
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gdzie > O - waga i-tego zadania.

Zagadnienie 2

Przez r™ oznaczmy odpowiednio najwcze$niejszy mozliwy termin rozpocze-
cia wykonywania zadania i (czas gotowos$ci) a przez d" pozadany termin za-
konczenia wykonywania tego zadania. Nalezy znalezé rozdziat zasobdéw po-r
miedzy. zadania w czasie, tzn. sterowanie w uktadzie otwartym u(t) =

= (U (t),..,,u"t)), O 4 T= max t~, odcinkami ciggte spetniajace
(2), (3)v (4-)v (5) oraz K K a
tio” ri’ i &1 (6)

i minimalizujace

*mje Q)
Charakterystyczng cecha powyzszych zagadnien jest fakt, Zze istnieja
przedziaty, w ktorych zadania nie moga by¢ wykonywane, tzn. u”(t) = O.
Wykorzystujac to, wprowadzimy teraz szereg poje¢ i wykazemy odpowiednie
wiasnosci, ktore umozliwig zastosowanie jednolitego podejscia do sformu-
towanych zagadnien.
Przez FAC J oznaczmy zbidrwszystkich zadan, ktdre moga by¢ wykonywa-

ne wprzedziale ik = Okreslmy przez zbi6r wektorow
u= (ul,...,uldl) e Ra spetniajgcych u”n 1, ur» =0 jezeli if J vFk,

j. O w przeciwnym wypadku. Niech ¥J(Tk_.I,Yk,Fk) oznacza zbiér wszystkich
funkcji odcinkami ciggtych u(.) z )3 w

Rozbijmy przedziat [0,T] na zbiér mroztacznych przedziatéw
[V "~ *Tgl>>eej ("m-d’ = ""m” ® 0 diugosci ¢k = Yk - Tk_".
Dla kazdej pary ( ' f , Fk takiej, ze Ak > O zdefiniujmy zbior

X k
AMTK-TINTKRIARY T ARAEVAS J  fAuAE))dt, i=1,... ,n,
n(Ye U(rk_r Tk,Fk)}, ®)

Niech X(Tk_”) oznacza zbidr wszystkich stan6w poczatkowych w chwili
tk A. Wtedy zbidr wszystkich stanéw osiggalnych w chwili Yk > Tk 1 ma
posta¢ X(Yk) = X(Yk_”") + mkP(l)k_'i>T'kiFk)- Ogblnie, dla danego zestawu
PW (Yk_a,Yk3 ,Fk, k=1,...,m zbiér wszystkich stanéw osiggalnych w chwili
1 jest sumg arytmetyczng zbioréw ¢i~(Y”*., ,Yk,Fk) dla tych k, dla ktérych
(k> O. Zdefiniujmy na koniec zhioér

WK = £ERL: vi =fl(ui), i=1,...,n, u e Wk} 9)
Ponizszy lemat pozwala okre$li¢ posta¢ zbioru PCYjrYJAFN).

lemat 1
P(Yk_1,rk,Fk) = co Kk dla kazdego ¢k > O

Dowdd lematu mozna przeprowadzi¢ podobnie jak w pracy [8].
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pewne szczeg6lne witasnosci rozpatrywanych zagadnied otrzymuje sie przy
zatozeniu, ze
N« N (1) Ut e [0,1] (10

“'larto zauwazy¢, ze funkcje wypukie spetniajg warunek (10).

Lemat 2
Hiechv” = (0,...,0,fj(1),0,...,0), j=1,...,n, v° = (0,...,0). Jezeli
funkcje i=1,... ,n spetniajg (10), to co Wk jest zbiorem wszystkich

kombinacji wypuktych punktéw v'* v, j fFA

Dowod lematu wynika bezposrednio z wtasno$ci (10) oraz definicji pow
toki wypuktej.

Wykorzystujagc powyzej wprowadzone pojecia oraz wiasnosci, w nastepnych
rozdziatach omoéwimy sformutowane zagadnienia.

3. Minimalizacja $redniego wazonego czasu przebywania zadan na maszynie

Niech TT bedzie pewng permutacjag ze zbioru J spetniajaca -(a u(i) za-
daniem ze zbioru J znajdujagcym sie na i-tej pozycji. Permutacja TTspetnia

wtedy i tylko wtedy, gdy z tego, ie H s wynika, ze i < j gdzie 1 =
=~ (i), s = T(j). Zatézmy teraz, ze zadania konczg sie wykonywa¢ w ko-
lejnosci okres$lonej przez permutacje 7T,tzn.

% (1) » MT@2) ~ " AT
Dla ustalonego 7T zagadnienie 1 z dodatkowym warunkiem (11) bedziemy
oznacza¢ przez (P(1T). Wcelu rozwigzania zagadnienia 1 nalezy rozwigzac
zadanie ~’(IT) dla wszystkich T spetniajagcych < i wybra¢ to rozwigzanie,
ktére ma najmniejsza warto$¢ funkcji celu (5). Wzwigzku z tym przeanali-
zujemy teraz doktadnie zadanie (P(IT) dla wybranej arbitralnie permutacji

Tspetniajacej <. Wtym celu poté6zmy m = n, = tTA)* k=1,....r
i niech
Fk =15e {"(k),--..,'n(m} ' j <i, j ({7T(k),.... ~"(M)]}
Z lematu 1 wynika, ze dla ustalonych k=1,...,n zbidr stanéw o-
siggalnych w chwili ma postac
co t A2 co 22t ... + Ak co \h.

gdzie Ak = tT» - tNM Kk 1j, t-p~ § Oi WK sg zdefiniowane przez (9).
Uwzgledniajac to, zadanie ">(me) moze by¢ przedstawione nastepujaco:

(" ~Kj Ak=1 wWIT(K) + A2 k=2 we(k) + +An w (n)”
przy ograniczeniach

(-) XE=lAkvi =Bi” 1 6J> (15
(ii) vk g co A > O, k=1,... ,n. (i)
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Wogdlnym wypadku powyzsze zadanie jest trudne ze wzgledu na ograni-
czenie (ii) poniewaz nie mozna w analitycznej postaci przedstawié¢ pow-
toki wypuktej zbioru VA lIstnieje jednak wiele interesujacych przypadkéw,
w ktorych zadanie to mozna rozwigza¢ i rozwigzanie poda¢ w analitycznej
postaci. Do jednego z nich nalezy przypadek, gdy funkcje f~ spetniajg
(10).

Z lematu 2 wynika, ze dla kazdego vke ecY” istnieja j eF
nieujemne i takie, ze + £3 spkAij = " ve + A eFk V3.
Korzystajac z tego faktu i oznaczajac przez :(eCi efi+1,..., JjJ zhidr
przedzlirak'JwJr w ktérych moze byé wykonywane zadanie i-te, i £J, oraz kta-

¢ac AJ =Aj Ajj zadanie (12), (13), (14) mozna przedstawi¢ w postaci

mi %i=l1£ k€L (Ai £ s=k A (s) >+ £ k=1Ao0 % s=k Whi(3)
{¢i) n

przy ograniczeniach

(i) 2 k i @), <16)

(i) O, ke Qjl, ie J, y O ktlJ. (1?)
Rozwigzaniem powyzszego zadania programowania liniowego jest A“ =0
dla k =.d.y, Al* = Sj/f~rl) dla k =/3), i £ J, ponadto,

= 0Odla k£J. Minimalna warto$§¢ funkcji celu dla problemu ~(S-) ma
zatem postac

QA) = ZNs=kwr(s) = 2<k=1 pIT(k) Zs=k wT(s)>

gdzie Pirrk) = s1T(k:)/%(k)"'1N Sest czaseal wykonywania zadania 5T(k). Z po-
wyzszych rozwazan wynika, ze jezeli wszystkie zadania spetniajg warunek
(10), to dla ustalonej kolejno$ci konczenia zadah 'K optymalne sterowa-
nie polega na wykonywaniu zadan szeregowo bez przerwan w kolejno$ci zgod-
nej z 7T z maksymalng intensywnos$cig. Teraz nalezy znalez¢ permutacje
spetniajaca < , dla ktérej (18) przyjmuje warto$¢ minimalng. Jest to kla-
syczne zadanie szeregowania na jednej maszynie z ograniczeniami kolejnos-
ciowymi zapisywane symbolicznie jako nllI-< | Wpracy [5] pokaza-
no, ze zagadnienie to jest NF-zupetne, chociaz dla szczeg6lnej postaci
ograniczen kolejnosciowych, np. ograniczen typu drzewa, ograniczeA szere-
gowo-réwnolegtych, istniejg algorytmy o wielomianowej ztozonos$ci oblicze-
niowej [2], [11]. Wprzypadku, gdy <= 0 minimum (18) osiggane jest dla
permutacji %, dla ktérej zachodzi pe~-n/we-gi) » ... ~ Pf(n)/ws-(n)>P 2].
Wynika stad szczeg6lna posta¢ rozwigzania rozwazanego zagadnienia 1.
Wiasnos$é 1

Jezeli funkcje fA spetniajg warunek (10) oraz -<=0, to sterowanie
u*(t), T*, okre$lone nastepujaco
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x (1) 1» t £ "k-1>fk3 ’ k. 1, .
u et O, w przeciwnym przypadku
gdzie t* = Pg(j). ?*= t*, (T- permutacja spetniajgca P$(-1)/WTQL)»

eee B PA(n)/Wd(n)JNest sterowanielll optymalnym.

A. Oinimalizac.ia czasu zakonczenia wykonywania przy zadanych czasach go-
towosci

Rozpatrzymy teraz zagadnienie 2 przy zatozeniu d”» =0, i € J. Zakozmy,
ze zadania ponumerowane sg wg kolejnosci ich pojawiania sie, tzn.
r"Tg"... i rn- Podobnie jak poprzednio ustalamy najpierw permutacje 3T
spetniajagcg <i okreslajacg kolejno$é wykonywania poszczeg6lnych zadan
(11). Ponadto w kazdym z przedziatow [r~,r2),..., [r”~ ,rn),jrn,0°) umiej-
scawiamy poszczegdlne terminy wykonania zadan w ten sposdéb, zeby spetnio-
ny byt warunek (11) oraz r”-AA Nalezy zauwazyé, ze podobnie jak
w przypadku kolejnosci %, jest wiele roznych mozliwosci dokonania takiej
alokacji terminéw wykonania zadan. Oznaczmy dalej przez Rk zbidr tych za-

dan, ktore konczag sie w przedziale [rk>k+1)> k = 1>*v»n, rn+i = « Ka
my zatem ~ 4 Hm.) s XE«-"I)A eee Htf.£) <rk+l'gdzie {" («k).M(NJML), oo
)} = Oznaczmy dalej przez 3 =1 Ik+1” 1k " *Rkl

zbi6r tych zadan, ktédre moga by¢ wykonywane ré6wnolegle odpowiednio w prze-
dziatach [rk,tr(oric)™", "*Ct'i'(pk-i),tir(/5k)"" Ct'I'OslE)*rk+i-)’ Jezeli 1k = °>
to Fk ,, okre$lone jest w oparciu o przedziat [rk,rk+1). Zauwazmy dalej,
Ze w zaproponowanym rozbiciu osi czasowej ustalone sg tylko punkty r~.
Teraz mozemy juz skorzysta¢ z lematu 1 i sformutowaé problem optymaliza-
cji dla ustalonych AT oraz Rk, k = 1,...,n. Problem ten oznaczymy przez

?2Cir,Rk). Oznaczamy Ak>1 = Ak |2="(cCk+1)_V(ctk) >/« Ak, Ik =
= foo(/3k) - ~ k-1)-4k,lk+1=rk+1-t'r(/5k) Pr® An,In+l = > WPr~padku, gdy

"k = Ak,1 =rk+l “ rk*
Otrzymujemy nastepujacy problem optymalizacyjny

min

przy ograniczeniach

. rin-1 y|1k+1A K, VA '
O) 2 k=l A B=L uk,jTi —+ ™~ AnJjvi  _si’
(ii) cotM , Ak,jr °> B=Ffeeet v I>R=l»~.*a-1.
,"‘,Iuj k=n
AN k+1

(iii) o ?2.5=i Ak,j = rk+l-rk’ k=l»- e@xa-1"
gdzie zbiér ~»j zdefiniowany jest tak samo jakY " w poprzednim rozdzia-
le, z tym, ze w oparciu o zbiory ?k Rozwigzanie przedstawionego zagad-
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aienia otrzymamy rozwigzujgc kazdy problem (/*C/r,Rk) (tzn. dla wszystkich
permutacji TT spetniajacych m<, a przy ustalonej TT dla wszystkich mozli-
wych zestawow k=1,...,n). Oczywiscie, nie jest to metoda efektywna.
Okazuje sie jednak, ze w przypadku, gdy funkcje fk& speiniajg warunek (10)
wtedy wykorzystujgc lemat 2, zagadnienie to mozna sprowadzi¢, w podobny
sposéb jak to zrobiono w poprzednim rozdziale, do klasycznego zagadnienia
szeregowania na jednej maszynie z przerwaniami oraz ograniczeniami kolej-
nosciowymi, w ktorym czasy wykonywania zadah dane sg jako pi =s”/f”1).
Zagadnienie to oznaczane jest w literaturze symbolem n|l Ir*™ O, przer.,
<|QOmax. Dla jego rozwiazania mozna zastosowac algorytm o ztozonos$ci ob-
liczeniowej 0(n2) sformutowany dla ogélniejszego zagadnienia n 111r*" O,
przer. «<|fmax w pracy [1], Algorytm ten przebiega w nastepujacy sposdb.
Najpierw, nalezy zmodyfikowa¢ r* w ten sposéb, zeby rk r~ + p» jezeli
j ®Kk. Nastepnie szeregujemy zadanie zgodnie z niematejgcymi r~. Uporzad-
kowanie takie tworzy pewng ilo$s¢ blokéw,tzn. zestaw6w zadan wykonywanych
kolejno bez przestojéw. Whloku okreslamy zadanie k-te, ktére nie ma w
nim nastepnikéw, i ktére postawione na ostatniej pozycji bloku daje mini-
malng warto$¢ funkcji celu. Jezeli zadanie k-te nie jest ostatnim zada-
niem w bloku, to wyciggamy je z bloku, przeszeregowujemy pozostate zada-
nie z bloku wg niematejagcych r™ i w otrzymane przedziaty czasowe, w kto-
rych maszyna ma przestoje umieszczamy zadanie k-te. Powtarzajac te proce-
dure dla kazdego bloku i dla kazdego z podblokéw otrzymanych wskutek ko-
lejnych przeszeregowan uzyskujemy uszeregowanie optymalne, z ktérego mo-
zemy ponadto wyznaczy¢ sterowanie optymalne uK(t), O~ t i T*
Wprzypadku, gdy zbi6ér < jest pusty, wtedy zgodnie z rozwigzaniem pro-
blemu n |1tri” O|Cmax [J], ktéry wtedy jest réwnowazny problemowi
nhir*O, przer. 1Oma3; otrzymujemy nastepujace rozwiagzanie optymalne.

Wkasnos¢ 2
Jezeli funkcje f~ spetniajg warunek (10), <=0, d* =0, i=1,...,n, to
sterowanie uK(t), O~ t i I* okre$lone nastepujaco:
1, t 6 (tk, tfc + p<r(k)]
U (k)(t) =4{ o! w przeciwnym przypadku
gdzie t,, _re”, tk = max {r”kj,tfc n + , k=2,...,n, T =tn+Pu(k)
G- dowolna permutacja spetniajgca r*-~" ... ~r<r(k), jest sterowaniem

optymalnym w zagadnieniu 2.

Wiasno$¢ 2 moéwi, ze sterowanie optymalne polega na wykonywaniu zadan
szeregowo z maksymalng intensywnos$cig wg kolejnosci wyznaczonej przez
niemalejace r”.

Podobny wniosek mozna otrzyma¢ dla zagadnienia 2, w ktérym r® = const
oraz d* A O. Wtym przypadku, jezeli <=0 oraz f spetniajg (10) zagad-
nienie sprowadza sie do problemu n |11 a optymalne sterowanie polega
na wykonywaniu zadan szeregowo, z maksymalng intensywnos$cig w kolejnosci
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okreslonej przez niemalejagce d”.

Wprzypadku r~ O , O spetnienie warunku (10) prowadzi do problemu
nlUr~"O, przer.,< |Lmax. ktéry mozna rozwigza¢ wykorzystujagc podany
poprzednio algorytm z pracy CU.

5. Uwagi koncowe

Sformutowane zagadnienia szeregowania n zadan Ala maszynie o0 przepus-
towosci n ze sterowalnymi czasami wykonywania zadan charakteryzuja sie
w swych ogélnych postaciach duzg ztozono$cig obliczeniowag i autorzy nie
potrafili znalezé dla nich efektywnych metod obliczeniowych. Wskazano
tylko ogdlng metode podejscia do ich rozwigzywania polegajgcg na sformu-
towaniu odpowiednich zadah bedacych potgczeniem zadan programowania nie-
liniowego z zadaniami kombinatorycznymi. Okazato sie jednak, ze w przy-
padku spetnienia pewnych zatozehn odnosnie funkcji f* (warunek (10)) za-
gadnienia te sprowadzajg sie do odpowiednich zagadnien szeregowania za-
dan na jednej maszynie o przepustowos$ci 1 z przerwaniami lub bez przerwan
i ograniczeniami kolejnoSciowymi, dla ktérych istnieja w literaturze e-
fektywne, o wielomianowej ztozonosci obliczeniowej, algorytmy.
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PACDMCAHHE 3AJIAH HA MAEMHE IIFH H3MEHHKHHMCH BPEMEHH HCHOJIHEHZH
3tHAH

Pe3bme

C$opMyjiHpoBaH miacc 3anav pacmscaraw n. 3aaaHKR Ha Mannrne ¢ nponycKHoR
cnocodHocTEK) ri » ¢ oRHOBpeneHHHM pacnpenejieimeM BoccTanaBJmBaeMux pecyp-
00B. CKopocTB BHno"HeEHR 3anajmfi. RBJweTca HenpepHBHoOR mohotohhoR $yHKoaeR
KOJEqgecTsa pecypcoB. Heodxojnaso heRth pacnpeRejiemie pecypcoB Me&ny 3aiaHH-
KHH a T3KKB paCHECaHHe 3aRaHHfi , MHHHMH3HpyDmee Ofl[HH H3 cneicysxi®*x KpHTepH-
eB: cpeanee B3semeHHoe BpeMa npeOHBaiiiLa 3afaHnR b cucTeMe, MaKcnwajiBuoe
BpeMa npedusaHKH a MaKCHwajnBHyio HecpoaHOCTB. B CTETie npencTaBJieH oOmaR
MeTi~pemeHaa 3thx saaaa.lloicasaHo Taase, hto jyia HeaoToporo miacca 3auaa
Taaaa npodaeMa cboottch k miaccaaecKBM npodjieiiaM pacnacaraiH 3aaaa Ha or-
hoR ManHHe ¢, rjik kotopex cymecTByioT nojaHowaajiLHHe ajrropaTMH , ana-ie b
ojiyaae H P - Tpyflaux npodjieM , xoporaae aBpacTaaecKae axropnTJai.

SCHEDULING JOBS WITH VARYING PROCESSING TIMES
Summa r vy

A problem of scheduling n jobs on a machine with capacity n under
resource constraints is formulated. A job processing intensity is a mo-
notone, continuous function of an instantaneous resource usage. The pro-
blem is to find resource allocation and job schedule minimizing one of
the following cost functions: average flow time, makespan under given
release dates, and maximum lateness under zero or nonzero release dates.



