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MODELE PLANOWANIA PR0DUKC3I W WARUNKACH ZDETERMINOWANYCH

Streszczenie. W pracy omówiono typowe zdeterminowane zagadnie­
nie planowania produkcji i jego uogólnienia. Przytoczono ważniej­
sze wyniki z analizy złożoności obliczeniowej. Omówiono podstawowe 
algorytmy wielomianowe. Rozważono modyfikacje ogólnego modelu pla­
nowania ułatwiające korzystanie z firmowych pakietów programowania 
liniowego.

1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozważań sę deterministyczne problemy plonowania polegają­
ce na wyznaczeniu wielookresowego planu produkcji charakteryzującego się 
minimalnym kosztem produkcji oraz pełnym pokryciem potrzeb zasobowych 
Jak i zapotrzebowań na wielkość produkcji. Problemy te mieszczę się w 
grupie ogólnych problemów harmonogramowania produkcji, sę typowe dla or­
ganizacji produkcji niepowtarzalnej (acyklicznej). Należy też przyjęć, 

że rozpatrywane problemy sę podrzędne względem problemów doboru asorty­
mentu produkcji 1 że sę nadrzędne względem problemów szeregowania bleżę- 
cych zadań produkcyjnych.

W celu sformułowania Jednoasortymentowego zagadnienia planowania pro­
dukcji horyzont planowania dzielimy na m>l przedziałów planowania. Dla 
kolejnego i-tego przedziału planowania (i»l,...,m) w R* określamy nastę- 
pujęce wielkości: x^- wielkość produkcji, 1^- wielkość zapasu na koniec 
i-tego przedziału, c^- możliwość produkcyjne, dŁ- wielkość zapotrzebowa­
nia na produkcję, si~ koszt przygotowania produkcji, pŁ- Jednostkowy 
koszt produkcji i Jednostkowy koszt składowania. Typowe jednoaaorty-
mentowe zagadnienie planowania produkcji P polega na minimalizacji kosz­
tu produkcji

a a

przy warunkach

'i * i»l ( 2 )

i«l B (3)

XA . IŁ >  0 (4)
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Trzy człony kosztu v(p) oznaczaj? odpowiednio koszt przygotowania pro­
dukcji, koszt produkcji i koszt składowania produktów. Zgodnie z (2) susa 
zapaBU na koniec i-l-go przedziału plus wielkość produkcji w i-tym prze­
dziale pomniejszona o wielkość zapasu końcowego dla i-tego przedziału rów­
na Jeat wielkości zapotrzebowania na produkcję dla tego przedziału. Zgod­
nie z (3) wielkość produkcji nie moie przekraczać możliwości produkcyj-

Deżell K ^ t o  istnieje możliwość wykonania produkcji w wysokości
*i»d1 bez przyśpieszeń i bez opóźnień. Deźeli dla H < ci “ r

to problem P Jest niesprzeczny i istnieje możliwość wykonania produkcji 
w wielkościach d^ bez opóźnień.

Główne zastosowanie zagadnienia planowania Jednoasortymentowego wynike 
z funkcji agregacyjnych. Jakie ono pełni względem wieloasortymentowych i 
wlelozasobowych modeli planowania. Dedno z zastosowań więżę się z okreś­
leniem zagregowanych ocen możliwości wykonania zadań produkcyjnych, dru­
gie - z zastosowaniom w budowle hierarchicznych procedur planowania.

Deterministyczne zagadnienie planowania produkcji ma Już swoje miejsce 
w literaturze poświęconej badaniom operacyjnym i programowaniu matematycz­
nemu (patrz, np [4,s]j. Na podkreślenie zasługuj? prace Bltrana, Yanaate- 
go [i] oraz Floriana, Lenstry 1 Rlnnoya Kana [3 ], które badaj? to zagad­
nienie pod kętem teorii złożoności obliczeniowej. Deżeli przyjęć za suk­
ces wskazanie algorytmu wielomianowego o możliwie najniższym stopniu, to 
sukcesów takich zanotowano dużo w przypadku rozpatrywanego zagadnienia 
jednoasortymentowego.

W [3] pokazano, że w P istnieje równoważne przekształcenie wielomia­
nowe problemu PODZIAŁ:

Dane s? liczby całkowite dodatnie a^,....a^.A. Czy istnieje
S C M  = fl,...,m} takie, że ) a,-A ?

i e  S
Przekształcając należy przyjęć si=l, c^ ma ^ Oznacza to, ża
w ogólnym przypadku P jest probierem NP-trudnym.

Z [ l] wynika, że wieloasortymentowe problemy planowania, chyba tylko 
poza przypadkiem zerowych kosztów przygotowania produkcji, sę NP-trudne,

W p. 2 omówione zostanę podstawowe własności i algorytmy dla zagadnie­
nia planowania Jednoasortymentowego. Zagadnienia planowania wieloasorty- 
mentowego przedstawiono w p. 3. Zagadnienia ogólniejsze 1 ich modyfikacjo 
zorientowane na wykorzystanie firmowych pakietów programowania liniowego 
mieszanego omówimy w p. 4.

nych.

(5)
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2. Algorytmy planowania jednoasortymentowego

Dla zagadnienia P nlesprzacznego istnieją równoważny problem P' z za­
potrzebowaniami d'<c1( wyznaczanymi w (9(m) krokach za pomocg naatępuję- 
eego algorytmu:

I-O
Dla i-B,m~l,„..,l wykonaj:

I - I + d ^  d^ « min > I » I - d'^ (6)

Bez straty optymalności można przyjąć Im“0.
Przy założeniu całkowltoliczbowoścl dj, c.̂  w [3 ] rozwiązano problem p 

metoda programowania dynamicznego zgodnie z następujące procedurę reku- 
rencyjnę :

Y,(x) - min
x s u tfx)

gdzie

X S Y i( ( x - x ) e Y w  ; Y0 - { l 0 }

Wielkość Jest zbiorem dopuszczalnych skumulowanych poziomów produkcji, 
YjC {Di ,D1+lI... ,0^} , U±f X) dla X £ Y j  Jest zbiorem dopuszczalnych 
wielkości produkcji w i-tym przedziale, U#(x)G [0,1,..., mln(ci ,X-Di_1 )}. 

Paeudowielomianowa procedura (7) rozwlęzuje P w 0 ( cnDm ) krokach. 
Problem p można rozpatrywać Jako Jednoskładnikowe zagadnienie przepły­

wu na sieci z wklęsłę funkcję kosztów i ograniczeniami pojemnościowymi 
na łukach. Rozwięzanie optymalne dla P Jest punktem ekstremalnym wieloś- 
clanu wypukłego opisanego przez ograniczenia (2),...,(4). Korzyatajęc 
z tego Florian 1 Klein [2 ] pokazali, że optymalny plan (x,l) składa się 
w ogólności z cięgu podplanów charakteryzujących elę naetępujęcyml włas­
nościami :

(i) dla każdego przedziału wielkość zapaau końcowego 1^70 z wyjątkiem 
przedziału ostatniego, gdzie Ij-O.

(ii) w każdym przedziale z wyjętkiem co najwyżej Jednego poziom 
produkcji xi«ci albo

Wynika z tego, że do rozwlęzanla zagadnienia P można użyć naatępujęcej 
O (a2 ) procedury rekurencyjnoj :

| vi_1fx-x) + pA(x)} + h j ^ - D ^ ,  1 -1 #...,» f7)
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v «0 ; v, « min •[ v.+u.-. ] , 1=1,...,m (8)
° 1 Oik<l '

gdzie uk  ̂ Jest wartości? podproblemu Pkl sformułowanego dla przedziałów
k+i, k+2..... 1 i zachowującego (i), (ii) (kładziemy u ^ r o o  Jeżeli P

Jest sprzeczny).
Praca [3 ] wskazuje na celowość użycia procedury (7) do rozwiązywania 

podproblemów Pkl. w przypadku jednakowych możliwości produkcyjnych, tj, 
c^=c V± w najgorszym przypadku podejście pozwala rozwlęzać P w (O(a^) 
krokech. Deżeli możliwości produkcyjne sę nieograniczone (c ^o o) dla 

każdego Pkl można przyjęć xk+i=0l-Dk , xk+2'=0< • ** <x lc°i co dla P daje 
algorytm o czasie obliczeń (/?(m2 ).

Wiele nieco już spektakularnych wyników z analizy złożoności oblicze­
niowej problemów planowania uzyskano w [i]. Zakłedsjęc d^<c^ pokazano, ż« 

w przypadku 3 ^ 3j <Pt> Pj^i ■ cj< ciłi 1 dowolnych h^ istnieje co najmniej 
Jeden plan optymalny (x,I),dlB którego

Ii_1< dla każdego i takiego, źe Ii_1xi>° (9)

Korzystajęc z (9) na bazie f8) autorzy [l] pokazali następujęcy algo­
rytm rozwięzywanie P w czasie ̂ 9(m4 ).

Niech będzie parametrycznym podproblemem z warunkiem

xk+l=dk+l+q<ck+l' Z wynika* źe dla Pkl^q  ̂ nlesprzecznegD istnieje
Jedna i zarazem optymalna wartość q obliczana w ¿2(l-k) krokach w sposób 
następujęcy:

xk+l “ dk+l + <l

xh = O jeżeli lh_1>  dh albo xh * ch 

jeżeli Ih_x< dh , h=k+2..... 1

W celu rozwięzania Pkl należy dokonać przeględu rozwięzań dla q=d|<+1+l. 
dk + 1+2,,.. , ck+1. Okazuje się, że istotnych zmian parametru q jest^fl-k! 
ponieważ kolejne q można zwiększać o Aq=mjln {d^-I^jJ. Dla Pk  ̂ daje to 
czas (O (( -k)3 ). Rozwlęzujęc Pk  ̂ jednocześnie rozwięzujemy każde P̂j, 
dla k ^ h ^ l .  Tym samym rozwlęzujęc podproblemy w kolejności pim- p2s" 
..,Pra_1 n w najgorszym przypadku otrzymujemy dla P czas (Q(m ).

Deżeli c^const. wartość q można obliczyć apriorll. Wtedy wynikowy 
czas obliczeń dla P maleje do (£Hm3 ).

Należy zwrócić uwagę na kilka prostych algorytmów rozwięzywanie P 
zbudowanych na niaco innych zasadach,

Deżeli 9^=8, pj^-p, h ^ O  algorytm wykorzyatujęcy w pierwszej kolej"®- 
ścl największe możliwości produkcyjne daje rozwięzanie w czasie 0 ( B ł°5" 

Deżeli a ^  Bi+i< Pi^Pi+i' t0 P ^ y  nieraalejęcych c^ istniej®
dla p algorytm o czasie obliczań (0(»). Wyznaczenie d £ < c i  Jaat ró*-
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i h ^ l  (patrz (6)).

3. Modele planowania wleloasortymentowego

Wieloasortyraentowe zagadnienie planowania produkcji Pn dla n >  1 
asortymentów polega na minimalizacji kosztu produkcji

n  ____ ' m pi

n J=1 l a l , rn y O lal iii -1

przy warunkach

i-l,...,m, J»l,.. (11)
rr>
X > i j  4  ci 
j-i J

i ®1 * • » ® (12)

xij* Xi i > 0 lal,,,,,m , j*l# (13)

gdzie x,.,I,,,d , 8.,,p,łPh s R  oznaczaj^ odpowiednio wielkość pro-lj lj lj lj lj lj + 
dukcji, wielkość zapasu końcowego, wielkość zapotrzebowania na produkcję 
oraz koszt przygotowania produkcji, jednostkowy koszt produkcji i Jedno­
stkowy koszt składowania. Wielkości oznaczajg możliwości produkcyjne.
Przyjmuje się. Ze dane sę stany poczętkowe zapasów l0j > 0 ,  można założyć 
lmj=0. Koszty przygotowania produkcji sę niezależne od innych asortymen­
tów.

W [i] pokazano, że dla PODZIAŁU istnieje równoważne przekształcenie 

wielomianowe w P2 postaci dla ifn. d|nj - Ł >̂ a^. P^j-D/

hŁj =0 i ci =ai' co dowodzi, że wleloasortyraentowy problem planowania z 
niezerowymi kosztami przygotowania produkcji Jest NP-trudny,

W [ 7 ] zwrócono uwagę, że dla Sj^-l, Pij=h;Lj=0 zagadnienie Pn Jest 
zagadnieniem wydłużenia przeciętnej długości serii produkcyjnej.

W przypadku s ^ - p ^ w O  i ^ ^ = 1  zagadnienie Pn Jest zagadnieniem 
minimalizacji średniego poziomu zapasów.

Rozpatrzmy uogólnienie Pn polegajęce na wprowadzeniu współczynników 

do ograniczeń (12) w sposób następujęcy:

^ a l J x i j < c i *  1 = 1 ................... ”  U t )

W [7] pokazanor że dla Pn z warunkiem (12') przy I0j-0, 8ij»0 .
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aij“ai oraz P1:j-Pi 1 bij“hi takich, że

■ > ! • £ > >  - l . . * g = i hk

istnieje (Os n( log n + ci)? algorytm Z :

1. Listę asortymentów posortuj w kolejności â t; a^+1. Podstaw 1^.0 

VJ.
2. Dla i«m,m-i,... ,1 wykonaj;

b =

Dla J «1.... , n Jeżeli, b / O wykonaj:

Ij-Ij+dlj . *ij-“ln{ V  b/aj}-

' IU ’IJ ' b“b-aJXiJ

Dla 8ijn0- dowolnych p ^ ,  h±j , a ^  i przy braku warunku całkowito- 
liczbowości na zmienne zagadnienie Pn w tarninach teorii złożono­
ści obliczeniowej Jest łatwe, ale znany wielomianowy algorytm elipsoidal­
ny praktycznie nie ma tu zastosowania.

Do rozwięzania zagadnienia wydłużenia przeciętnej serii produkcyjnej 
przy zerowych zapasach poczętkowych (l0j=0) i a ^ s a ^  w [ 7 ] zapropono­
wano następujęcy (Q  (m n log n) algorytm S :

1. Podstaw lj=0, J«l,....n

2. Dla i=m,m-l,...,1 wykonaj:

b“ci' IJ=IJ+^iJ dla  n' Li8tę asortymentów posortuj w ko­

lejności IJ >  i j W

Dla J«l,...,n Jeżeli b/0 wykonaj;

X1J“min[lj,b/°jJ, Ij"Ij-xij' Iij“IJ' b“b-aJxiJ

Zagadnienie Jest Jednak NP-trudne 1 algorytm S daje rozwięzania przybli­
żone,

4. Ogólne zagadnienia planowania a metody programowania liniowego

Deżeli do rozwięzania Jednoaaortymentowego zagadnienia planownia pro­
dukcji nie dysponujemy skutecznym algorytmem wielonianowym;to do Jego 
rozwięzania można użyć przepływowych algorytmów rozwięzywania zagadnień 
na sieciach z wklęsłę funkcję kosztów i pojemnościami na lakach.
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Ogólne metodę rozwlęzywanla wleloasortymentowych'zagadnień planowania 
produkcji se nlewętpliwie metody programowania liniowego ciegłego, całko- 
witoliczbowego i mieszanego. Rozwięzujęc te drogę zagadnienie Pn należy 
wprowadzić zmienne całkowitoliczbowe zij S { o , l ]  1 zwlezać Je ze zmien-- 
nymi x^.Prowadzi to do rozwlezania mieszanego zagadnienia programowania 
liniowego minimalizacji kosztu

vfPn ) = m l n f ę i  f w )

przy warunkach (11), (12), (13) oraz warunkach

x^j— M z ^ j 4 O 1"1,,«•jB, J»1....,n (1S )

0 < z 1;j< l  1-1,....n, J-l,...,n (16)

zij - całkowitoliczbowe i-l,...,m, J«l,...,n (17)

Należy przy tym przyjąć M >  max | T ~

W nowej postaci Pn ma 2mn zmiennych ciegłych, m n zmiennych bi­
narnych oraz 3mn+m ograniczeń (nie wliczajęc (13), (17)). Ponieważ o 
stopniu trudności w rozwiezywaniu Pn decyduje liczba zmiennych binar­
nych (w najgorszym przypadku czas rozwlęzywanla rośnie wykładniczo od 
liczby tych zmiennych) praktycznie często będziemy musieli rezygnować z 
warunku (17). Oznacza to ograniczenie się do planu będecego rozwiezaniea 
Pn zrelaksowanego.

Zwykle zdarza się, że nie ma możliwości określenia rzeczywistych kosz­
tów 3ij , p i hij. Wtedy najlepiej wprowadzić parametry S, P, H i po

podstawieniu s ^ - S ,  Pij“13, hij“H rozwiezywać parametryczny problem pla­
nowania wybierajęc pomiędzy wielkoścle zapasów, kosztem produkcji a dłu- 

goście serii. .
Warunek (l2) lub (12*) obowiązuje Jeżeli na plan (x,l) nałożone Jest 

ograniczenia pochodzgce od Jednego rodzaju zasobu, w przypadku liczby 
zasobów r >  1 mamy wlelozasobowe zagadnienie planowania, w którym miej­

sce (12) zajmuje nierówniść

Ax1 4 C 1 , 1-1.....m (12*)

gdzie: A Jest macierzę potrzeb zasobowych wymiaru p x  n, a - wekto­
rem ilości dysponowanych zasobów wymiaru p.

Szczególnie w przypadku zagadnienia wlelozasobowego praktyczne znacze­
nia ma problem nlesprzecznoścl zagadnienia planowania. Formalnie unikamy 
togo problemu wprowadzając do (12") wektor Y . >  0 pomocniczych zmiennych 

slłBlych:
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~ Yi 4  Ci ' iml (12*)

Dodane zmienne yik wprowadzamy do funkcji kosztu (14) karzęc Je, np. 
stałym kosztem u. Oeżeli wynikowe oznacza to nlesprzeczność Pn.
Inaczej, wielkości yA sugeruję miejsce i czas podjęcia odpowiednich 
zabiegów organizacyjnych.

Firmowe pakiety programowania liniowego zwykle nakładaję ograniczenia 
na liczbę asortymentów n, liczbę zasobów p i liczbę przedziałów m. Zmu­
sza to wtedy do agregacji danych i dezagregacji planu wynikowego (x.I),

Raport [ó] Jest przykładem wykorzystania Jednego z pakietów firmowych 
do rozwięzania praktycznego problemu planowania.

5. Zakończenie

Metody optymalizacyjne w planowaniu produkcji atwarzaję możliwość wy­
pracowania doskonalszej organizacji procesu produkcji, wymagaję Jednak 
starannego doboru modelu, metody jego rozwięzania a także powiężenia z 
określonę bazę danych.

■V odczuciu autora omówione modele koresponduję z potrzebami doskonale­
nia organizacji procesów produkcyjnych poprzez uwydatnienie takich Jego 
cech jak długoseryjność produkcji, poziom zapasów, stopień pokrycia po­
trzeb zasobowych 1 inne. '.V pracy pominięto drugorzędne zagadnienie kody­
fikacji problemów planowania podjęte w [i], ograniczajęc się do przeględu 
możliwości ich rozwięzania, rozpoczynajęc od problemów prostszych 1 koń- 
częc na bardziej złożonych.

Wiele komercyjnych systemów planowania produkcji ma charakter systemów 
ewidencyjnych. Wyposażone sę one głównie w moduły utrzymywania i aktuali­
zacji zbiorów danych (kartotek), moduły wykorzystywania zagregowanych ze­
stawień dotyczęcych afektów, kosztów, zasobów i innych. W  tej sytuacji 
modele planowania produkcji stanowić mogę doskonałe uzupełnienie modułu 
aktualizacji stanu kartotek w części dotyczęcej planów produkcji.
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3ŁHA.1®  nJIAHMPOBAHM IIP0H3B05CTBA B ¿ETEPLMHHPOBAHHHX YCJIOBMHX

P e s to u e

B patSoTe paccM aTpmaeTcn TK rnm as neTepMZHHpoBaHHan 3anaua m aH zpoBa- 
hhh npoH3BoacTBa z  e ë  oÓodmeHZH. npzBenenH caMHe BaxHue pe3yjn>T8TH no Teo-» 
pzz BHHHCJIHTeJIBHOft CJIOEIiOCTZ. OlIBCaHH 0CH0BHH6 nOJIHHOMZEJIBHUe aZTOpZTMH. 
Æjih odmeil 3anazz njiaHzpoBanzH npoz3BoncTBa paccMOTpeHH e§ uosaJaK aiim  , 
mmanH&mze Ha zcnojn>30BaHze nazeTOB JizneiiHoro nporpawMzpoBanza.

PRODUCTION PLANNING UNDER DETERMINISTIC CONDITIONS

S u m m a r y

The paper deals with a typical deterministic production planning prob­
lem and its generalizations. The bssic computational complexity results 
are given and the main efficient solutions procedures are described.
The modifications of the general planning problem which facilitate using 
the MIP-type systems are presented.


