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MODELE PLANOWANIA PRODUKC31 W WARUNKACH ZDETERMINOWANYCH

Streszczenie. W pracy oméwiono typowe zdeterminowane zagadnie-
nie planowania produkcji i jego uogélnienia. Przytoczono wazniej-
sze wyniki z analizy ztozonosci obliczeniowej. Oméwiono podstawowe
algorytmy wielomianowe. Rozwazono modyfikacje og6lnego modelu pla-
nowania utatwiajgce korzystanie z firmowych pakietédw programowania
liniowego.

1. Wprowadzenie

Przedmiotem rozwazah se deterministyczne problemy plonowania polegaja-
ce na wyznaczeniu wielookresowego planu produkcji charakteryzujgcego sie
minimalnym kosztem produkcji oraz pednym pokryciem potrzeb zasobowych
Jak i zapotrzebowan na wielko$¢ produkcji. Problemy te mieszcze sige w
grupie og6lnych probleméw harmonogramowania produkcji, se typowe dla or-

ganizacji produkcji niepowtarzalnej (acyklicznej). Nalezy tez przyje¢,

ze rozpatrywane problemy se podrzedne wzgledem probleméw doboru asorty-

mentu produkcji 1 ze se nadrzedne wzgledem probleméw szeregowania bleze-
cych zadan produkcyjnych.

W celu sformutowania Jednoasortymentowego zagadnienia planowania pro-
dukcji horyzont planowania dzielimy na m>l przedziatéw planowania. Dla
kolejnego i-tego przedziatu planowania (i»l,...,m) w R* okreslamy naste-
pujece wielkosci: x"- wielko$¢ produkcji, 17~ wielko$¢ zapasu na koniec
i-tego przedziatu, c”- mozliwos$¢ produkcyjne, di- wielko$¢ zapotrzebowa-
nia na produkcje, si~ koszt przygotowania produkcji, pt- Jednostkowy
koszt produkcji i Jednostkowy koszt sktadowania. Typowe jednoaaorty-
mentowe zagadnienie planowania produkcji P polega na minimalizacji kosz-

tu produkcji
a a

przy warunkach
o= i»l (2)
il B A)
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Trzy cztony kosztu v(p) oznaczaj? odpowiednio koszt przygotowania pro-
dukcji, koszt produkcji i koszt sktadowania produktéw. Zgodnie z (2) susa
zapaBU na koniec i-l-go przedziatu plus wielko$¢ produkcji w i-tym prze-
dziale pomniejszona o wielko$¢ zapasu koncowego dla i-tego przedziatu row-
na Jeat wielkosci zapotrzebowania na produkcje dla tego przedziatu. Zgod-
nie z (3) wielko$¢ produkcji nie moie przekracza¢ mozliwosci produkcyj-

nych.
Dezell K~Nto istnieje mozliwo$s¢ wykonania produkcji w wysokosci
*i»dl bez przy$pieszen i bez opdznien. Dezeli dla H <ci® r

®

to problem P Jest niesprzeczny i istnieje mozliwos¢ wykonania produkcji
w wielkosciach d” bez opé6znien.

Gtéwne zastosowanie zagadnienia planowania Jednoasortymentowego wynike
z funkcji agregacyjnych. Jakie ono pe#ni wzgledem wieloasortymentowych i
wlelozasobowych modeli planowania. Dedno z zastosowah wieze sie z okres$-
leniem zagregowanych ocen mozliwosci wykonania zadan produkcyjnych, dru-
gie - z zastosowaniom w budowle hierarchicznych procedur planowania.

Deterministyczne zagadnienie planowania produkcji ma Juz swoje miejsce
w literaturze poswieconej badaniom operacyjnym i programowaniu matematycz-
nemu (patrz, np [4,s]1j- Na podkres$lenie zastuguj? prace Bltrana, Yanaate-
go [i] oraz Floriana, Lenstry 1 RlInnoya Kana [3], ktére badaj? to zagad-
nienie pod ketem teorii zdozonos$ci obliczeniowej. Dezeli przyje¢ za suk-
ces wskazanie algorytmu wielomianowego o mozliwie najnizszym stopniu, t
sukceso6w takich zanotowano duzo w przypadku rozpatrywanego zagadnienia
jednoasortymentowego.

W [3] pokazano, ze w P istnieje rdéwnowazne przeksztatcenie wielomia-
nowe problemu PODZIAL:

Dane s? liczby catkowite dodatnie an,....a".A. Czy istnieje
SCM =fl,...,m} takie, ze ) a,-A ?
ie S
Przeksztatcajgc nalezy przyjec¢ si-=l, c~ma” Oznacza to, za

w ogélnym przypadku P jest probierem NP-trudnym.

Z [ 1] wynika, ze wieloasortymentowe problemy planowania, chyba tylko
poza przypadkiem zerowych kosztéw przygotowania produkcji, se NP-trudne,

W p. 2 oméwione zostane podstawowe whasnosci i algorytmy dla zagadnie-
nia planowania Jednoasortymentowego. Zagadnienia planowania wieloasorty-
mentowego przedstawiono w p. 3. Zagadnienia ogdélniejsze 1 ich modyfikacjo
zorientowane na wykorzystanie firmowych pakietéw programowania liniowego
mieszanego oméwimy w p. 4.
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2. Algorytmy planowania jednoasortymentowego

Dla zagadnienia P nlesprzacznego istnieja réwnowazny problem P* z za-
potrzebowaniami d"<cl( wyznaczanymi w (9(m) krokach za pomocg naatepuje-
eego algorytmu:

1-0
Dla i-B,m~1,,,..,1 wykonaj:

I -1 +d~ d» « min > 1 » 1 - dn (6)

Bez straty optymalno$ci mozna przyjaé¢ Im“O.

Przy zatozeniu catkowltoliczbowoscl dj, c~Aw [3] rozwigzano problem p
metoda programowania dynamicznego zgodnie z nastepujgce procedure reku-
rencyjne :

Y,(x) - min | vi_1fx-x) + pA(X)} + hj~r-D~, 1-1#...,» f7)
X s utfx)
gdzie
XSYi( (x-x)eYw ; Yo -{10}
Wielkos¢é Jest zbiorem dopuszczalnych skumulowanych pozioméw produkcji,
YjC {Di,D1+11... ,0n}, UxfX) dla X£YJ Jest zbiorem dopuszczalnych

wielkosci produkcji w i-tym przedziale, U#(x)G [0,1,..., mIn(ci,X-Di_1)}.
Paeudowielomianowa procedura (7) rozwlezuje P w O ( cnDm) krokach.
Problem p mozna rozpatrywa¢ Jako Jednosktadnikowe zagadnienie przepty-
wu na sieci z wkleste funkcje kosztéw i ograniczeniami pojemnosciowymi
na tukach. Rozwigzanie optymalne dla P Jest punktem ekstremalnym wielos-
clanu wypuktego opisanego przez ograniczenia (2),...,(4). Korzyatajec
z tego Florian 1 Klein [2] pokazali, ze optymalny plan (x,l) sktada sie
w og6lnosci z ciegu podplanéw charakteryzujacych ele naetepujecyml whas-
nosciami :
(i) dla kazdego przedziatu wielko$é zapaau koncowego 1770 z wyjatkiem
przedziatu ostatniego, gdzie 1j-0.
(ii) w kazdym przedziale z wyjetkiem co najwyzej Jednego poziom
produkcji xi«ci albo
Wynika z tego, ze do rozwlezanla zagadnienia P mozna uzy¢ naatepujecej
0 (a2) procedury rekurencyjnoj :
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v «0 ; v, « min fv.+u-. ] , 1=1,...,m ®
°© 1 Oik<l "
gdzie uk” Jest wartosci? podproblemu Pkl sformutowanego dla przedziatow
k+i,k+2_ ... 1 1 zachowujgcego (i), (ii) (ktadziemy u~roo Jezeli P
Jest sprzeczny).

Praca [3] wskazuje na celowo$é uzycia procedury (7) do rozwiazywania
podprobleméw Pkl. w przypadku jednakowych mozliwosci produkcyjnych, tj,
cr=c Vx w najgorszym przypadku podejscie pozwala rozwlezaé¢ P w (0(@")
krokech. Dezeli mozliwos$ci produkcyjne se nieograniczone (c”oo) dla
kazdego Pkl mozna przyje¢ xk+i=01-Dk, xk+2%=0<e** <xIc°i co dla P daje
algorytm o czasie obliczen ().

Wiele nieco juz spektakularnych wynikéw z analizy ztozonosci oblicze-
niowej probleméw planowania uzyskano w [i]. Zaktedsjec d”<c” pokazano,
w przypadku 37 3j <PtPjrimcj<citi 1 dowolnych h™ istnieje co najmniej
Jeden plan optymalny (x,1),dIB ktérego

li_1< dla kazdego i takiego, ze li_1xi>° (9

Korzystajec z (9) na bazie f8) autorzy [I] pokazali nastepujecy algo-
rytm rozwiezywanie P w czasie "9(m4).
Niech bedzie parametrycznym podproblemem z warunkiem

xk+1=dk+l+q<ck+l" Z wynika* ze dla PkI~g” nlesprzecznegD istnieje
Jedna i zarazem optymalna warto$¢ q obliczana w ¢2(l1-k) krokach w sposéb

nastepujecy:
xk+1 “ dk+1+4d
xh = 0 jezeli Ih_1> dh albo xh * ch
jezeli 1h_x< dh, h=k+2_..._. 1

W celu rozwiezania Pkl nalezy dokona¢ przegledu rozwiezan dla g=d|<+lH.
dk+1+2,,.. ,ck+1l. Okazuje sie, ze istotnych zmian parametru g jest"fl-k!
poniewaz kolejne q mozna zwieksza¢ o Ag=mjIn {d~-17jJ. Dla Pk~ daje ©
czas (O (( -k)3). Rozwlezujec Pk” jednoczes$nie rozwiezujemy kazde Py,
dla k~h~1. Tym samym rozwlezujec podproblemy w kolejnosci pim- p2s"
..,PR1 n w najgorszym przypadku otrzymujemy dla P czas (Q(m ).

Dezeli c”const. warto$¢ g mozna obliczy¢ apriorll. Wtedy wynikowy
czas obliczen dla P maleje do (£Hm3).

Nalezy zwré6ci¢ uwage na kilka prostych algorytméw rozwiezywanie P
zbudowanych na niaco innych zasadach,

Dezeli 97=8, pj™~p, h”~0 algorytm wykorzyatujecy w pierwszej kolej"®-
Scl najwieksze mozliwosSci produkcyjne daje rozwiezanie w czasie 0 (B ¥%5'

Dezeli a”™ Bi+i< Pi?Pi+i” t0 P~y nieraalejecych c” istiej®
dla p algorytm o czasie obliczan (0(»). Wyznaczenie d£f<ci Jaat ro-
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i h~1l  (patrz (6)).
3. Modele planowania wleloasortymentowego
Wieloasortyraentowe zagadnienie planowania produkcji Pn dla n> 1
asortymentéw polega na minimalizacji kosztu produkcji
n " m pi
n J=1 1 a 1 ,m y 0 lal iii 4
przy warunkach
i-0,....m, JI»l,.. ayn
1
X>ij.4 ci 101 *e»@ 12
j-i 7J
1 *
xije xii> 0 Vale....m, j*1# a3

gdzie le’llj’dlj , 8lj,le}Phlst+ oznaczaj”™ odpowiednio wielkos$¢ pro-
dukcji, wielkos¢ zapasu koncowego, wielko$¢ zapotrzebowania na produkcje
oraz koszt przygotowania produkcji, jednostkowy koszt produkcji i Jedno-
stkowy koszt sktadowania. Wielkosci oznaczajg mozliwosSci produkcyjne.
Przyjmuje sie. Ze dane se stany poczetkowe zapaséw [10j>0, mozna zatozy¢
Imj=0. Koszty przygotowania produkcji se niezalezne od innych asortymen-
tow.
W [i] pokazano, ze dla PODZIALU istnieje réwnowazne przeksztakcenie

wielomianowe w P2 postaci dla ifn. djg-t~> a". pPAj-D/

htj=0 1 ci=ai" co dowodzi, ze wleloasortyraentowy problem planowania z
niezerowymi kosztami przygotowania produkcji Jest NP-trudny,

W [7] zwr6cono uwage, ze dla Sj~-1, Pij=h;Lj=0 =zagadnienie Pn Jest
zagadnieniem wydtuzenia przecietnej dtugosci serii produkcyjnej.

W przypadku s”-p”~wO i ~"7=1 zagadnienie Pn Jest zagadnieniem
minimalizacji Sredniego poziomu zapasow.

Rozpatrzmy uog6lnienie Pn polegajece na wprowadzeniu wspdéfczynnikoéw

do ograniczen (12) w spos6b nastepujecy:

aldxij< cir* 1= 1

W [7] pokazanor ze dla Pn =z warunkiem (12%) przy 10j-0, 8ij»0
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aij“ai oraz P1l.:j-Pi 1 bij“hi takich, ze

m>lef>> 1. _*g=ihk

istnieje «)Sn(log n + ci)? algorytm Z:

1. Liste asortymentdéw posortuj w kolejnosci at; a”+1. Podstaw 17.0

VJ.
2. Dla i«m,m-i,... ,1 wykonaj;

b =

Dla J«l.... ,n Jezeli, b / 0 wykonaj:
j-1j+dlj . *ij-“In{V b/aj}-
"1V ’1J " b“b-aJXid

Dla 8ijn0- dowolnych p”~, htj, a” i przy braku warunku catkowito-
liczbowosSci na zmienne zagadnienie Pn w tarninach teorii ztozono-
Sci obliczeniowej Jest tatwe, ale znany wielomianowy algorytm elipsoidal-
ny praktycznie nie ma tu zastosowania.

Do rozwiezania zagadnienia wydtuzenia przecietnej serii produkcyjnej
przy zerowych zapasach poczetkowych (10j=0) i a”“sa” w [7] zapropono-
wano nastepujecy Q (m n log n) algorytm S:

1. Podstaw 1j=0, J«l,....n
2. Dla i=m,m-1,...,1 wykonaj:
b“ci® 1J=1J+*iJ dla n" Li8te asortymentéw posortuj w ko-
lejnosci 13> i jWw
Dla J«l,...,n Jezeli b/0 wykonaj;
X13“min[1j,b/°§jJ, 1 1j-xij" 1ij“13" b“b-aJxid

Zagadnienie Jest Jednak NP-trudne 1 algorytm S daje rozwigzania przybli-
zone,

4. 0gélne zagadnienia planowania a metody programowania liniowego

Dezeli do rozwiezania Jednoaaortymentowego zagadnienia planownia pro-
dukcji nie dysponujemy skutecznym algorytmem wielonianowym;to do Jego
rozwiezania mozna uzy¢ przeptywowych algorytméw rozwiezywania zagadnien
na sieciach z wkleste funkcje kosztéw i pojemnosciami na lakach.
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0gélne metode rozwlezywanla wleloasortymentowych®zagadnien planowania
produkcji se nlewetpliwie metody programowania liniowego ciegtego, catko-
witoliczbowego i mieszanego. Rozwiezujec te droge zagadnienie Pn nalezy
wprowadzi¢ zmienne catkowitoliczbowe zijS{o,lI] 1 zwleza¢ Je ze zmien--
nymi Xx».Prowadzi to do rozwlezania mieszanego zagadnienia programowania
liniowego minimalizacji kosztu

vfPn)=mlInfei fw)

przy warunkach (11), (12), (13) oraz warunkach

x"j-Mz~j4 0 1"1, ,«*jB, JI»l....,n (1s)
0<z1;j<l1 1-1,....n, J-1,...,n (16)
zij - catkowitoliczbowe i-1,...,m, J«l,...,n an

Nalezy przy tym przyjaé M> max |T~

W nowej postaci Pn ma 2mn zmiennych ciegdtych, m n zmiennych bi-
narnych oraz 3mn+m ograniczen (nie wliczajec (13), (17)). Poniewaz o
stopniu trudnos$ci w rozwiezywaniu Pn decyduje liczba zmiennych binar-
nych (w najgorszym przypadku czas rozwlezywanla ros$nie wyktadniczo od
liczby tych zmiennych) praktycznie czesto bedziemy musieli rezygnowaé¢ z
warunku (17). Oznacza to ograniczenie sie do planu bedecego rozwiezaniea
Pn  zrelaksowanego.

Zwykle zdarza sie, ze nie ma mozliwosci okre$lenia rzeczywistych kosz-
tow 3ij, p i hij. Wtedy najlepiej wprowadzi¢ parametry S, P, H i po
podstawieniu s”~-S, Pij“13, hij“H rozwiezywa¢ parametryczny problem pla-
nowania wybierajec pomiedzy wielkoscle zapaséw, kosztem produkcji a ddu-
goscie serii.

Warunek (12) lub (12*) obowiazuje Jezeli na plan (x,1) natozone Jest
ograniczenia pochodzgce od Jednego rodzaju zasobu, w przypadku liczby
zasobéw r> 1 mamy wlelozasobowe zagadnienie planowania, w ktédrym miej-
sce (12) zajmuje nieréwnisé

Axl4C1 , 1-1..._. m (12%)

gdzie: A Jest macierze potrzeb zasobowych wymiaru px n, a - wekto-
rem ilosci dysponowanych zasobdéw wymiaru p.

Szczegdlnie w przypadku zagadnienia wlelozasobowego praktyczne znacze-
nia ma problem nlesprzecznoscl zagadnienia planowania. Formalnie unikamy
togo problemu wprowadzajac do (12") wektor Y.> 0 pomocniczych zmiennych
sl#Blych:
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~Yi4ci * iml az%)
Dodane zmienne yik wprowadzamy do funkcji kosztu (14) karzec Je, np.
statym kosztem U. Oezeli wynikowe oznacza to nlesprzecznos$é Pn.
Inaczej, wielkosci YA sugeruje miejsce i czas podjecia odpowiednich
zabiegéw organizacyjnych.

Firmowe pakiety programowania liniowego zwykle naktadaje ograniczenia
na liczbe asortymentéw n, liczbe zasobéw p i liczbe przedziatéw m. Zmu-
sza to wtedy do agregacji danych i dezagregacji planu wynikowego .,

Raport [6] Jest przyktadem wykorzystania Jednego z pakietéw fFfirmowych
do rozwiezania praktycznego problemu planowania.

5. Zakonczenie

Metody optymalizacyjne w planowaniu produkcji atwarzaje mozliwo$¢ wy-
pracowania doskonalszej organizacji procesu produkcji, wymagaje Jednak
starannego doboru modelu, metody jego rozwiezania a takze powiezenia z
okreslone baze danych.

W/ odczuciu autora oméwione modele koresponduje z potrzebami doskonale-
nia organizacji proceséw produkcyjnych poprzez uwydatnienie takich Jego
cech jak d#ugoseryjnos$¢ produkcji, poziom zapaséw, stopien pokrycia po-
trzeb zasobowych 1 inne. "Wpracy pominieto drugorzedne zagadnienie kody-
fikacji probleméw planowania podjete w [i], ograniczajec sie do przegledu
mozliwosci ich rozwiezania, rozpoczynajec od probleméw prostszych 1 kon-
czec na bardziej ztozonych.

Wiele komercyjnych systeméw planowania produkcji ma charakter systemoéw
ewidencyjnych. Wyposazone se one g46éwnie w modudty utrzymywania i aktuali-
zacji zbioréw danych (kartotek), modudy wykorzystywania zagregowanych ze-
stawien dotyczecych afektéw, kosztéw, zasobéw i innych. W tej sytuacji
modele planowania produkcji stanowi¢ moge doskonate uzupetnienie modutu
aktualizacji stanu kartotek w czes$ci dotyczecej planéw produkcji.

Literature

fil. Bitran R.G., Yanasse H.H.: Computational Complexity of the Capacita-

ted Lot Size Problem. Management Sci. Vol.2.8, No.10, 19B2.

[2], Flortan M. and Klein M. : Deterministic Production Planning with Con-
Egyf Coats and Capacity Constraints. Management Sci., Vol.iB, No.i,

ur. Lenstra 0.K. and Rinnooy Kan A.H.G. : Deterministic Pro-



Modal« -planowania -produkcji ..

duction planning: Algorithms and Complexity. Management Scl., Vol.25
No. 7, 1980.

[4]1 Garey M.R. and Dohnson D.S. : Computers and Intractability: A Guide
to tne theory of NP-Completenesa. Freeman, San Francisco, Calif,,
1979 fl13tnieje przyktad w J. rosyjskim).

[5] Graves S.C. : A Review of Production Scheduling. Operations Research,
Vol.29, 1981.

[6] Potrzebowski H., Dudzinski K., K. Szkatuta, B. Waluk: Modele plano-
wania dla Zaktadu P-2. Modyfikacje, udoskonalenia i projekt technicz-
ny systemu optymalizacji harmonogramu g4éwnego. Praca ZPM-22/83 w
IBS PAN.

[7]1 potrzebowski H., K. Dudzinski, K. Szkatuta: Modele planowania pro-
dukcji w przedsiebiorstwie ze szczeg6lnym uwzglednieniem uogdélnione-
go modelu zatadunku. Praca ZPM-50/30-28/83 w IBS PAN.

Recenzent: Doc.dr hab.inz.Tadeusz Sawik
Wptyneto do Redakcji do 30.03.19S4r.

3HA®  nJIAHMPOBAHM  1IPOH3BO5SCTBA B  ¢(ETEPLMHHPOBAHHHX  YCIIOBMVHX

Peswue

B patSoTe paccMaTpmaeTcn TKrnmas neTepMZHHpoBaHHan 3anaua maHzpoBa-
hhh npoH3BoacTBa z eé oOodmeHZH. npzBenenH caMHe BaxHue pe3yjn>T8TH no Teo-»
pzz BHHHCIIHTeJIBHOft CJIOEIIOCTZ. OlIBCaHH OCHOBHH6 nOJIHHOMZEJIBHUe aZTOpZTMH.
Aih odmeil 3anazz njiaHzpoBanzH npoz3BoncTBa paccMOTpeHH e8§ uosaJaKaiim
mmanH&mze Ha zcnojn>30BaHze nazeTOB JizneiiHoro nporpawMzpoBanza.

PRODUCTION PLANNING UNDER DETERMINISTIC CONDITIONS

Summary

The paper deals with a typical deterministic production planning prob-
lem and i1ts generalizations. The bssic computational complexity results
are given and the main efficient solutions procedures are described.

The modifications of the general planning problem which facilitate using
the MIP-type systems are presented.



