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Streszczenie. Przedstawiono przyblizone algorytmy dla pewnych uogdlnien
HP-trudnych probleméw szeregowania R|prec|Crmx oraz P|prec,p.|:llcmax

w_przipadku niejednostkowych zlecen produkcyjnych, w ktérych zada sie
wielokrotnego wykonywania poszczegdlnych operacji. Walgorytmach przydziat
operacji do maszyn dokonywany jest w oparciu o dynamiczny ﬁriorytet uwzgled-
nlaj_qcylpozio_m operacji w grafie ograniczen kolejnosciowych oraz stan wyko-
nania zlecenia.

1. Wstep

Rozwazmy proces produkcyjny, w ktorym na mniejednakowych maszynach j
/j»1,...,m [ pracujagcych rownolegle wykonywanych jest n operacji /wyrobow/
przy czym kazdg operacje i /i=l,... ,n/ nalezy wykonan z* razy /nalezy wypro-
dukowaé z” sztuk kazdego wyrobu i - przypadek produkcji niejednostkowel/.
Wyroby zdefiniowano tak, ze kazdej operacji i odpowiada w spos6b jednoznaczny

wyréb i /potwyréb lub wyréb finalny/ otrzymywany w wyniku jej zastosowania.
Znane sg jednostkowe czasy p” wykonywania operacji i na maszynach je J* J,
J=(l,...,m) nalezagcych do podzbioru I zbioru wszyskich maszyn J, ktory
zawiera wytgcznie maszyny nadajgce sie do wykonywania operacji i. Zaktada sie,
ze podzbiory J™ nie musza byn roztgczne. Przyjmuje sie, ze kazda maszyna
aoze wykonywan jednocze$nie co najwyzej jedng operacje oraz, ze operacja jed-
nego rodzaju moze byn jednoczes$nie wykonywana na kilku maszynach. Jednakze
przerywanie wykonywania operacji jednostkowej jest niedopuszczalne. Na zbiorze
operacji 1 = {I,...,n} zdefiniowana jest relacja cze$ciowego porzadku okres-
lajgca ograniczenia kolejnosciowe pomiedzy operacjami, reprezentowana za po-
nocg acyklicznego digrafu G= (1,A) , ktérego wierzchotki odpowiadajag opera-
cjom. Z kazdym tukiem /i,l)e A grafu G zwigzana jest liczba catkowita ¢ > 1
zdefiniowana jako liczba sztuk pétwyrobu i zuzywanych bezposrednio przy pro-
dukcji jednej sztuki wyrobu 1 /innego po6twyrobu lub wyrobu finalnego/. Nalezy
wyznaczy¢ zmienny z czasem rozdziat maszyn pomiedzy operacje oraz zmienne

z czasem dtugosci serii produkowanych wyrobéw tak, aby cate zlecenie produk-
cyjne /z1,...,zn/ wykonan w najkrétszym czasie. Zauwazmy, ze liczby z" sg za-
dane a priori tylko dla operacji /wyrobéw/ finalnych iALj » C I,
gdzie 1 oraz n® oznaczajag odpowiednio zbiér oraz liczbe operacji finalnych.
Ma wszystkich pozostatych operacji /potwyrobow/ liczby zi wyznaczamy jako

z.= 21 C..Z., gdzie S, jest zbiorem bezpos$rednich nastepnikbw operacji 1,
16 X A
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Przedstawiony problem mozna sklasyfikowa¢ jako uogdélnienie NP-trudnego
zagadnienia R|precl flJ , v ktorym dodatkowo wymagane jest wielokrotne w-
konywanie kazdej operacji /przypadek produkcji niejednostkowej/ i niekoniecz-
nie wszystkie maszyny nadajg Bie do wykonywania danej operacji /dopuszcza si¢
nieskonczenie duze czasy p” wykonywania operacji i na maszynach j£

Z kolei rozpatrzona zostanie relaksacja powyzszego problemu, w ktérej
zaktada¢ bedzie sig, ze wszystkie czasy p”. wykonywania kazdej operacji i
na dopuszczalnych maszynach sg jednakowe i réwne jednostce czasu, to zna-
czy pA =1 Vie I, j6Ji> Otrzymany problem stanowi uog6linienie NP-trudnego
zagadnienia P|prec,p.;=11¢Gpu.k 13 » w ktorym dodatkowo wymagane jest z;-krotne
wykonanie kazdej operacji i oraz dopuszcza sie nieskonczenie duze czasy
dla maszyn j& jN j~. Wtakim przypadku dla kazdej operacji i£ |, zamiast pod-
zbioru maszyn wystarczy uwzgledni¢ jedynie liczbe m = IJ* maszyn, na
ktéorych mozna wykonywa¢ operacje i /Ul oznacza moc zbioru/. Poniewaz podzbio-

ry maszyn /i=1,...,n/ nie muszg by¢ roztgczne, dodatkowo wyrdznimy pewng
liczbe podzbioréow operacji Is£ | /s=1,...,S/ i dla kazdego z nich wprowa-
dzimy liczbe H = 1 .U J,I maszyn, ktdre mozna tagcznie przydziela¢ do jed-
noczesnego wykony- e 1y wania operacji z podzbioru I B. S jest najmniejsza
liczbg takich podzbioréw operacji 10, ktére nalezy wyrézni¢, aby'uwzglednic¢
strukture podzbioré6w maszyn A /1=1,..,,n/.

Dla obu powyzszych probleméw szeregowania operacji w przypadku niejednost-
kowych zlecen przedstawimy przyblizone algorytmy szeregowania. W algorytmach
tych przydziat operacji do maszyn dokonywany jest w oparciu o dynamiczny prio-
rytet uwzgledniajagcy poziom operacji w gfafie ograniczen kolejnosciowych oraz
stan procesu produkcji okre$lajagcy stopien wykonania zlecenia. Algorytmy cha-
rakteryzuja sie niskg ztozonos$cig obliczeniowg przy Jednoczesnej wysokiej
Sredniej doktadnosci [2,3,41

2. Szeregowanie operacji o0 réznych czasach wykonywania na dowolnych maszynach

2.1. Definicje zmiennych problemu szeregowania

Przyjmiemy, ze horyzont szeregowania zbudowany Jest z Z /Z-niewiadoma
liczba catkowita/ okreséw produkcyjnych, z ktérych w kazdym rozdziat maszyn
pomiedzy operacje jest Btaty. Wprowadzimy dwa rodzaje zmiennych sterujgcych:

1° zmienne binarne »iel* je k=1,...,Z okre$lajagce rozdziat
maszyn w kazdym okresie k, przy czym u” =1 oznacza, ze w okresie k
maszyna j wykonuje operacje i, w pozostatych przypadkach = 0;

2 zmienne ciggte h”> 0, k=i,...,Z, gdzie h™ oznacza dtugo$¢ okresu k.

Rozdziat maszyn w okreBie k okreslony bedzie przez wektor uk

0 wspoOtrzednych V ten spos6b harmonogram mozna przedstawic

jako £ 1 ciag ((ul,hj) ,..., (UK,hK))- Z par (u3,”), fe=1,...,Z. Zgodnie

z powyzszymi definicjami rozdziat maszyn ulega zmianie w chwilach . 5" h

k=1i,...,z.
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i dalszym ciggu kazda dopuszczalng pare (i,j), 36, nazywad bedziemy Bposo-
bem wykonywania operacji i.

Prezentacje algorytmu utatwi wprowadzenie pojecia stanu i wyj$s¢ procesu
produkcji. Jako zmienne stanu procesu produkcji zdefiniujemy kumulowane czasy

produkcyjne x~ « (2 hruij* je stosowania w przedziale [o.t"]

tazdego dopuszczalnego sposobu wykonywania operacji (i,j). Stan procesu
»chwili tt okre$lony bedzie przez wektor x° o N wspo6trzednych xVv\. Podobnie
jako zmienne Wyjéciowe i=nl+1,...,n zdefiniujemy zapasy kaideg,]\o potwyro-
iul wchwili t™.

2.2. Algorytm szeregowania

Zastosowanie przedstawionego ponizej algorytmu szeregowania operacji
oréznych czasach wykonywania na dowolnych maszynach vv_]{maga ustalenia stanu
kofncowego procesu produkcji x tak, aby XK—X', gdzie x oznacza zadany stan
kofncowy. Ustalenie stanu koncowego sprowadza sie do rozwigzania problemu roz-
dzialu zlecenia produkcyjnego pomiedzy maszyny, czyli tzw. problemu obcigze-
oia maszyn [21. Niech XA, =z"y i¢l, jC-J», gdzie zij/Pj§ oznacza liczbe
sztuk wyrobu i, ktdérg nalezy wykona¢ na maszynie jE JStanow i koricowemu xf
odpowiada nastepujgce oszacowanie od dotu czasu wykonania zlecenia tf / CIJT/

LB = max ( £ Z A /v
jej ie Kj 13
gdzie Kj jest podzbiorem operacji wykonywalnych na maszynie j.
Walgorytmie przydziat operacji do maszyn w kazdym okresie k dokonywany
jest w oparciu o priorytet uwzgledniajgcy poziom operacji w grafie G, a dla
operacji 0 tym samym poziomie w oparciu o $rednie predkos$ci produkowania

Ui = " K 12

iwieczne do wykonania zlecenia w ciggu t" jednostek czasu. Czas t". jest sys-
teaatycznie aktualizowany w trakcie obliczeA, przy czym na poczatku przyjmuje

eiet. = IB. Im wyzszy poziom operacji tym wyzszy posiada ona Driorytet, a dla
operacji na tym samym poziomie, tym wyzszy priorytet im wieksza predkos¢ un,
ealgorytmie poziom operacji i definiuje sie jako diugos$¢ /liczba operacji

Ocznie z operacjg i/ najdtuzszej sposrdod Sciezek w grafie G prowadzacych
Wi ierzchotka i do operacji finalnych osiggalnych z i.

Algorytm A

$§2Lt PodBtaw t0 = 0, tf = IB, =0 Visi, jelif
k=1
ksk-L* Aktualizacja czasu koncowego
Jezeli t" « t°_7, to podstaw t" = t* + max ( 2- (2jj - n

2m Czy wykonanie zlecenia v ciggu czasu jest niemozliwe ?
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Jezeli ul?2,<1Vilei. “raz 13 u?ii 1V j£J, to idz do kroku 4.
A 1 i£ Kj 13

Krok i. Aktualizacja czasu koncowego i $rednich predkos$ci wykonywania zlecenia

Podstaw tf = t{ + Atf oraz = (zij. - rA”L) L (tF - tA~Lifid, jen
gdzie
At. = (t--tv )marf mar _k (unr.-1) , mar ' (13 wu., - hj 13/
| ' i, z: gq,>i 161lj
i6Kj -

Krok 4. Wyznaczenie rozdziatu maszyn
1° Za pomocg funkcji E(’,*) ponumeruj sposohy wykonywania operacji (i,j)
przydzielajac im etykiety ze zbioru w porzadku rosngcym z poziomami,
a dla operacji na tym samym poziomie w porzadku rosnacym z wartoscig u”.
2° Podstaw u”™ « 1 dla par (i,j) zwigzanych z operacjami, ktérych nie wykona-
no catkowitg liczbe razy oraz u,, « 0 dla pozostatych par (l,j) zwigzanych
z maszyng j, dla ktorej ukj =1
0, jezeli ur =1
Przyjmij li-i .
J 11, w przeciwnym przypadku

3° Podstaw E(l,j) = K, y*1 &y~ V ig1nr1n

4° Jezeli u™.6 {o,l]], to idz do 5°. Inaczej podBtaw

un = Lyi_lUcilld) , qjj 141
oraz
yi 1= yi 1 - °iiuij ~ i:1s si
Q =9g3-U"
gdzie LalJ.fal - odpowiednio najwieksza liczba catkowita nie wieksza niz a,

najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza niz a.

5° Jezeli E(l,j) =1, to idz do kroku 5. Inaczej podstaw E (I,j) = E(l,j) -t
i wr6¢ do 4°.

Krok 3. Wyznaczenie dtugosci okresu produkcyjnego
Podstaw h” = maxjhkQt min [h 2~ . h ~]] /51

gdzie /por. [2,3/

hkQ - minimalna dtugo$é okresu k réwna najkrétszemu czasowi koniecznemu dla
ukonczenia /lub wykonania w catos$ci/ przynajmniej jednej sposréd opera-
cji i wykonywanych w tym okresie /dla ktorych u?j « 1/;

hjl - najkrdtszy czas konieczny dla wyczerpania zapasow /tgcznie z produkcjg
w toku/ jednego sposrod takich potwyrobow i, ktérych predkosé zuzywa-
nia w okresie k ( ¢Z Z2 je8t wieksza niz predkos$é
produkowania jEIN ich w tym okresie | T'.  (u?j/Pij))

3? J
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h., - czas konieczny dla ukoriczenia najkrétszego sposrdd zadan (z..-x"7)
wykonywanych w k-tym okresie //dla kt(’)»rych un = 1/, i+
- najmniejszy luz czasowy dla ukonczenia tych Bpodréd pozostatych zadan
(z.., - x"T1), ktore nie sa wykonywane w k-tym okresie /dla ktérych
uzxj=0/ f wyznaczony w stosunku do czasu (t" - pozostatego d6 chwi-
li koncowej.
Krok 6, Wyznaczenie stanu procesu produkcji i zapaséw pétwyrobow
Podstaw =iML+V ijiel' j6li 16/
*k “ VI + hk m

Jezeli k' = 7] Wi,ji to podstaw K= k i zakorica obliczenia.
Inaczej podstaw

k «y>+ 22 Lirdp I 22 CH 22 rxk/p "l el
y1 y1 jEJi P T ieslll j&ij P
1=~+1,...,n

k =k + 1 i wrd6 do kroku 1 /y° oznacza poczatkowe zapasy poétwyrobu i/.

Jak wida¢ w powyzszym algorytmie stan xk~1, k=1,...,K procesu produkcji
na koncu kazdego okresu k-1 jest wykorzystywany jako sygnat sprzezenia zwrot-
nego tak, ze rozdziat urzadzen u~ w okresie k i dtugo66 h” tego okresu wyzna-
czane sa jako funkcje xk_1:uk=u(xk_1), hk=h(xk_ 1 ,uk).

mZtozonos¢ obliczeniowa algorytmu Al jest O(N2log N), co wynika z koniecz-
nosci uporzagdkowania operacji wedtug pozioméw i $rednich predkosci uk” oraz
faktu, ze liczba okreséw produkcyjnych K jest rzedu 0(n), (N~mn).

Jezeli przez QmaT oznaczymy minimalny czas tf wykonywania zlecenia, a
przez CITgT(Al) czas t* odpowiadajgcy harmonogramowi skonstruowanemu przez
algorytm Al, to zachodzi nas-tepujgca nierbwnosé

Z2 (max ( 22 z,,))
G » A z i-i i 1J a 19/
Cmax max (22 z )
max jsJ ItKj 1j
gdzie:!™ jest podzbiorem operacji na poziomie 1 /I=1,...,r/, natomiast r oz-

nacza liczbe pozioméw w grafie ograniczen kolejnoSclowych G.

Nynika stad, ze dla duzej liczby r pozioméw w grafie G powyzszy stosunek
wzrasta. Jednakze Srednia doktadno$¢ algorytmu Al jest wysoka na co wskazuja
wyniki eksperymentéw obliczeniowych [2,3!.

li Szeregowanie ooeracll o réwnych czasach wykonywania

3.1. Definicje zmiennych problemu szeregowania

Podobnie jak w przypadku szeregowania operacji o dowolnych czasach wyko-
nywania w ponizszym algorytmie A2 dla szeregowania operacji o réwnych czasach
wystapig dwa rodzaje zmiennych sterujgcych;
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1° zmienne catkowitoli¢zbowe u”~€&~0,1, . . ., 1=1,...,n, k=1,...,K, gdzie
jest liczbg maszyn przydzielonych do wykonywania operacji i w okresie k;
2 zmienne catkowitoliczbowe ~ > 1, te=i,...,K, gdzie oznacza dtugos¢

k-tego okresu produkcyjnego.

Jak vida¢ v odréznieniu od poprzedniego przypadku, w ktéorym wystepowaty
zmienne o charakterze mieszanym /binarne u”j oraz ciggte , obecnie mamy
do czynienia wytacznie ze zmiennymi catkowitoliczbowymi.

Rozdzial maszyn w kazdym okresie k okreSlony bedzie przez wektor
uk = (**,...,«£) o n wspbtrzednych u™. Oznaczmy przez = (x™,...,x") oraz
y =(y,,..."~) odpowiednio wektor stanu procesu produkcji oraz wektor wyjs¢
w chwili t~, gdzie x» = 22 h_u® oznacza kumulowang produkcje i-tego
wyrobu do chwili t», a yk _ zapasy i_tego wyrobu w chwili t*.

Przyjecie zatozenia o réwnych czasach wykonywania operacji umozliwito
zmniejszenie rozmiaréw problemu szeregowania i przejscie z N- do n-wymiarowej
przestrzeni stanéw /K inn/. Jednocze$nie odpada konieczno$¢ dokonania roz-
dziatu zlecenia produkcyjnego pomiedzy maszyny, gdyz pozadany stan koncowy
procesu produkcji xf jest ustalony przez zlecenie i réwny xf=(z1,..., zn).

3.2. Algorytm szeregowania

Zasada dziatania algorytmu A2 szeregowania operacji o rownych czasach
wykonywania jest analogiczna jak w przypadku algorytmu Al. Obecnie $rednie
predkos$ci u® wyznacza sie z zaleznoSsci

—XN ) M — ) IZ—4r*ee k=1,e,, ,K /10/

Natmiast jako oszacowanie od dotu czasu wykonywania zlecenia wygodnie jest
przyjac ) .

LB = maxi max fz./m.l , max T Z. z/M [ |

el 1 1 izs<S 161S 1s -1
Algorytm A2
Krok 0. Podstaw t0= 0, tf = LB, x> =0V i61,
k=1

Krok 1. Aktualizacja czasu koncowego

Jezeli tf = \_ 1> "to podstaw tf = tf + fraaxjaax ((z. -x"-1)/m?"),

max( 22 (z,-xjf-1) /M "}
s i e s| 11 S
LrpK 2. Czy wykonanie zlecenia w ciggu czasu tf jest niemozliwe?

Jezeli u," m. V161 oraz 22 u?M V s, to idz do kroku 4.
161b - «

Krok 3. Aktualizacja czasu koncowego i $rednich predkosci produkowania

Podstaw tf-tf + Atf oraz uf= (z. - x*"0)/(tf - t~) , i=1,...,n,
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dzie:
gzt - = fx(t ymax 5 max (u”~/m.-1), max (z uMMO-L)T /121
i:"i> u iBs? T"i>Hs ii61la

Krok 4. Wyznaczenie rozdziatu maszyn @
1° Za pomocg funkcji E(') ponumeruj operacje przydzielajgc im etykiety ze
zbioru {I,...,n} w porzadku rosngcym z poziomami, a dla operacji na tym
samym poziomie w porzadku niematejacym z wartos$ciag u”.
2° Podstaw E(j) =n, 'y™~1 = y* 1Vi6IM", Mg=M Y S=1,...,3
3" Wyznacz

u’; = minLn%(zjr i’a 1, min (m8)

min __(Ly*"1l/otJ)J 113/
{s:Je ¢ % 1 >3

Lirjé
i podstaw . .
yi 7 oyi " cijuj Vi»j6Si

Hb- MB-uJ VB:j618

4° Jezeli E(j) = 1, to idz do kroku 5- Inaczej podstaw E(j) = E(j) - i

i wré¢ do 3°.
Krok 5. Wyznaczenie dtugosci okresu produkcyjnego
Podstaw h* =max {1, minfh".h . h~} | lid
53 h~ = min L(y*~1 u™) (.Z c.-U» -uW, I. ={i: Z c-.ulF-ulf> o!
i 61kl 1 1 jeSj, 13 3 1 KL 1 16sSt 13 3
hk2 = L(Zi-**-1)/u*J , 1~ - {i:u*>o0}
16 k2

hjjj = Litf-rt®) min{ min ((mi-u®)/(mi-u”)), min((Ka-Z u”)/(«8 Z u*)>jj
ielk3 seRk iels i€rls

Ik3 = {i;u*-u*>0} . "~ -{b:Z <«*-.{)> 0j
L] 8
Krok 6. Wyznaczenie stanu procesu produkcji i zapaséw potwyrobow

Podstaw x”* = x”-1 + bMurV le i /151
tk =tk-l+hk /,6/
Jezeli « Zj Vi, to podstaw K* k i zakoncz obliczania.
Inaczej podstaw
yF » y° + °ijxj’ +1xx** z17/
k ek + 1
i wr66 do kroku 1.
Wielkos$ci hk1, 1 wystepujgce w kroku 5 powyzszego algorytmu posia-

dajg interpretacje analogiczne do odpowiednich wielko$ci wystepujacych w algo-
rytmie Al.
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Ztozonos$¢ obliczeniova algorytmu A2 jest O(n2log n), co wynika z koniecz-
nosci uporzadkowania operacji wedtug pozioméw i Srednich predkosci u”™ oraz
faktu, ze K jest rzedu O(n).

Dla algorytmu A2 stosunek CmT (A2)/0maT jest ograniczony nastepujgco

r
Y maxirz] z,/ M)l , max Tzj/m-1}
AT u i

“tax Y e S 1= Y&, rer I /18
c* maxi m a X m a X TE  z.JFI ~]
‘el 1 1 ub”s i6isl 8
gdzie M(I) = 1 J. | oznacza liczbe maszyn, ktdre mozna tagcznie przydzie-
Tl li¢ do jednoczesnego wykonywania operacji na pozio-

mie 1.

Jak wida¢ stosunek ten wzrasta ze wzroBtem liczby r pozioméw w grafie G.
Jednak podobnie jak w przypadku algorytmu Al $rednia doktadnos$¢ algorytmu A
jest réwniez wysoka [2,4".

Mozna wykaza¢ [51, ze w przypadku jednakowych maszyn /m = mYi€1/ po-
wyzszy problem szeregowania nalezy dp klasy P /ograniczenia kolejnoSciowe
sg redukowane do grafu typu las/, a optymalny algortym szeregowania o zlozo-
nosci O(n ) jest uproszczong wersjg algorytmu A2.

4- Whnioski

Wyznaczenie harmonogramu produkcji dla niejednostkowego zlecenia produk-
cyjnego jest zadaniem bardziej ztozonym niz szeregowanie niepodzielnych ope-
racji w przypadku,gdy zada sie jednokrotnego wykonania kazdej operacji. Z
pierwszym zadaniem wigze sie bowiem dodatkowy problem wyznaczenia zmiennych
z czasem diugosci serii poszczeg6lnych wyrobéw odpowiadajacych niepodzielnys
i zaleznym operacjom. Czas wykonania niejednostkowego zlecenia produkcyjnego
zalezy bowiem od ditugos$ci serii, na ktére zostaje podzielone zlecenie /dtu-
gosci h” okresow produkcyjnych/ i ich rozktadu w czasie. Przedstawione podej-
§cie i algorytmy szeregowania umozliwiajg wyznaczenie takich harmonograméw
przy niewielkich naktadach obliczeniowych i niewielkich odchytkach od optism
w przecietnym przypadku /podane oszacowania doktadnos$ci algorytméw majg cha-
rakter przyblizony/[3,4] .Odchytki te sa tym mniejsze im mniej pozioméw nozma
wyrozni¢ w grafie ograniczedé kolejnosciowych i im wieksze jest zlecenie pro-
dukcyjne.
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3BHICTMECKME AITOFHTMJ ynOPOTCraHM OIIEPAlIIH B HPOUECCAX CEFHiiHOrO
EPOHSBOfICTBA

Pe 3b me

IlpejtcTaBJieHH aBpacTHuecKne aaropuTMH jyiH npofijieM Teopmi pacrmcajmii
Rlprec|CmaxKP|prec,pj=I|CIIB* KOTopux Kasjtyio onepaipro HeoOxojumo bhudjihhtl
MbrDKparao. B ajiropHTMax Hcnojn>3yeTCH ituHammeciaiB npaopaTeT, 3aBHCHmsi3
ot COCTOHHHH npouecca nposyioiKB h ypoBHH onepamiH b rpa$e OTHomeHHfl nopum-
Ka.

HEURISTIC ALGORITHMS FOR SCHEDULING LOTS OF DEPENDENT OPERATIONS
CN NONIDEKTICAL MACHINES

Summary

New heuristics are presented for some variations of NP-hard problems
Rlprec IC~A™ and Plprec,pj=11 OngT in which multiple performing of each
operation is required. In the algorithms the priority in which assignment of
operations to machines is made is based on levels of operations in graph of
precedence constraints and on state of completion of a production order. The
worst-case performance bounds of the algorithms are presented.



