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S tre s z c z e n ie . P rzedstaw iono  p rzy b liżo n e  algorytm y d la  pewnych uogóln ień
H P-trudnych problemów szeregow ania R |p rec |C  „  o raz P |p rec ,p .= 11Cmax i  max
w przypadku n ie jednostkow ych z lec eń  produkcyjnych, w k tó ry ch  żąda s ię  
w ielok ro tnego  wykonywania poszczególnych o p e ra c j i .  W algorytm ach p rz y d z ia ł 
o p e ra c ji  do maszyn dokonywany j e s t  w o p arc iu  o dynamiczny p r io r y t e t  uwzględ
n ia ją c y  poziom o p e r a c j i  w g r a f ie  ogran iczeń  ko le jnościow ych  o raz  s ta n  wyko
n an ia  z le c e n ia .

1 . Wstęp

Rozważmy p ro ces produkcyjny , w którym  n a  m niejednakow ych maszynach j  
/ j » 1 , . . . , m /  p racu jący ch  rów noleg le wykonywanych j e s t  n o p e ra c ji  /wyrobów/ 
przy czym każdą o p e ra c ję  i  / i =1 , . . .  ,n /  n a leż y  wykonań z^ razy /n a le ż y  wypro
dukować z^ sz tu k  każdego wyrobu i  -  przypadek p ro d u k c ji n ie jed n o s tk o w e 1/ .  
Wyroby zdefin iow ano ta k ,  że każdej o p e ra c ji  i  odpowiada w sposób jednoznaczny 
wyrób i  /półw yrób lu b  wyrób f in a ln y /  otrzymywany w wyniku j e j  zasto sow an ia . 
Znane są  jednostkow e czasy  p ^  wykonywania o p e ra c ji  i  na maszynach j e  J ^  J ,
J = ( l , . . . , m )  n a leżących  do podzbioru  Ĵ  ̂ z b io ru  w szyskich maszyn J ,  k tó ry  
zawiera w yłączn ie  maszyny n ad a ją ce  s ię  do wykonywania o p e ra c ji  i .  Zakłada s i ę ,  
że podzbiory J^  n ie  muszą byń ro z łą c z n e . P rzyjm uje s i ę ,  że każda maszyna 
aoże wykonywań je d n o cz eśn ie  co najw yżej jed n ą  o p e ra c ję  o ra z , że o p e ra c ja  je d 
nego ro d za ju  może byń je d n o cz eśn ie  wykonywana na k ilk u  maszynach. Jednakże 
przerywanie wykonywania o p e ra c j i  jednostkow ej j e s t  n ie d o p u szc za ln e . Na zb io rz e  
o p era c ji 1  = { l , . . . , n }  zdefin iow ana j e s t  r e l a c j a  częściow ego porządku o k reś
la jąc a  o g ra n ic z e n ia  ko le jnośc iow e pomiędzy operac jam i, reprezentow ana za po- 
nocą acy k liczn eg o  d ig ra fu  G = ( I ,A )  , k tó reg o  w ie rz c h o łk i odpow iadają opera
cjom. Z każdym łukiem  / i , l ) e  A g ra fu  G zw iązana j e s t  l ic z b a  ca łkow ita  c ^  > 1 
zdefiniow ana jako  l ic z b a  sz tu k  półwyrobu i  zużywanych bezpośredn io  przy  pro
dukcji je d n e j s z tu k i  wyrobu 1 /in n e g o  półwyrobu lu b  wyrobu f in a ln e g o / .  Należy 
wyznaczyć zmienny z czasem r o z d z ia ł  maszyn pomiędzy o p e ra c je  o raz zmienne 
z czasem d łu g o śc i s e r i i  produkowanych wyrobów ta k ,  aby c a łe  z le c e n ie  produk
cyjne / z 1 , . . . , z n/  wykonań w n a jk ró tszym  c z a s ie .  Zauważmy, że lic z b y  z^ są  za 
dane a p r i o r i  ty lk o  d la  o p e r a c j i  /wyrobów/ f in a ln y c h  i ń L j  » C I ,
gdzie 1^ o raz  n^ o zn acza ją  odpowiednio z b ió r  o raz  lic z b ę  o p e ra c ji  f in a ln y c h . 
Ma w szy s tk ich  p o zo s ta ły ch  o p e r a c j i  /półw yrobów / l ic z b y  z i  wyznaczamy jako
z. = 21 C ..Z . ,  g d z ie  S, j e s t  zbiorem  bezpośredn ich  następników  o p e ra c ji  1 ,
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Przedstaw iony problem można sk lasy fikow ać jako  u o g ó ln ie n ie  NP-trudnego 
zagadn ien ia  R| p rec l flJ  , v  którym dodatkowo wymagane j e s t  w ielokro tne vy- 
konywanie każdej o p e ra c ji  /p rzypadek  p ro d u k c ji n ie je d n o s tk o w e j/ i  niekoniecz
n ie  w szystk ie maszyny n a d a ją  Bię do wykonywania danej o p e ra c ji  /dopuszcza się 
n ieskończen ie  duże czasy  p ^  wykonywania o p e ra c ji  i  na maszynach j£

Z k o le i ro zp a trzo n a  z o s ta n ie  r e la k s a c ja  powyższego problem u, w k tó re j 
zak ładać będzie s i ę ,  że w szy stk ie  czasy  p^ . wykonywania każdej o p e ra c ji  i  
na dopuszczalnych maszynach są  jednakowe i  równe je d n o s tc e  cz asu , to  zna
czy p ^  = 1  V i e  I ,  j 6 J i> Otrzymany problem stanow i u o g ó ln ie n ie  NP-trudnego
zagadn ien ia  P |p rec ,p ., = 1 l c „ L 1 3  » w którym dodatkowo wymagane j e s t  z,-krotne i  mai i
wykonanie każdej o p e ra c ji  i  o raz dopuszcza s ię  n ie sk o ń czen ie  duże czasy 
d la  maszyn j & j N j ^ .  W takim  przypadku d la  każdej o p e ra c ji  i  £ I , zam iast pod
zb io ru  maszyn w ystarczy  uw zględnić je d y n ie  l ic z b ę  m  ̂ = I J^l maszyn, na 
k tó rych  można wykonywać op erac ję  i  / U l  oznacza moc z b io ru / .  Ponieważ podzbio
ry  maszyn / i= 1 , . . .  ,n /  n ie  muszą być ro z łą c z n e , dodatkowo wyróżnimy pewną 
lic z b ę  podzbiorów o p e ra c ji  I s £  I  / s = 1 , . . . , S /  i  d la  każdego z n ic h  wprowa
dzimy lic z b ę  H = I U  J , I  maszyn, k tó re  można łą c z n ie  p rz y d z ie la ć  do jed- 

i e  inoczesnego wykony- s wania o p e ra c ji  z podzbioru I B. S j e s t  najmniejszą 
l ic z b ą  ta k ic h  podzbiorów o p e ra c ji  I 0 , k tó re  n a leż y  w yróżnić , ab y ' uwzględnić 
s tru k tu rę  podzbiorów maszyn ^  / 1= 1 , . . , , n / .

Dla obu powyższych problemów szeregow ania o p e ra c ji  w przypadku niejednost- 
kowych zleceń  przedstawim y p rzy b liżo n e  algorytm y szeregow ania. W algorytmach 
tych p rz y d z ia ł o p e ra c ji  do maszyn dokonywany j e s t  w o p arc iu  o dynamiczny prio
r y t e t  uw zględniający  poziom o p e ra c ji  w g f a f ie  ogran iczeń  kolejnościow ych oraz 
s ta n  procesu p ro d u k cji o k re ś la ją c y  s to p ie ń  wykonania z le c e n ia .  Algorytmy cha
ra k te ry z u ją  s ię  n is k ą  z ło żo n o śc ią  ob liczen iow ą przy Jednoczesnej wysokiej 
ś re d n ie j  dok ładności [ 2 ,3 ,4 1  .

2 . Szeregowanie operac j i  o różnych czasach  wykonywania na dowolnych maszynach

2 .1 . D efin ic je  zmiennych problemu szeregow ania

Przyjmiemy, że horyzont szeregow ania zbudowany J e s t  z Z /Z-niewiadoma 
l ic z b a  ca łk o w ita / okresów produkcyjnych, z k tó ry ch  w każdym r o z d z ia ł  maszyn 
pomiędzy o perac je  j e s t  B ta ły . Wprowadzimy dwa ro d za je  zmiennych steru jących:

1° zmienne b inarne » i e I* j  e k = l , . . . , Z  o k re ś la ją c e  ro zd z ia ł
maszyn w każdym o k re s ie  k , przy  czym u ^  = 1 oznacza, że w o k res ie  k 
maszyna j  wykonuje o perac ję  i ,  w p o zo s ta ły ch  przypadkach = 0;

2 zmienne c ią g łe  h^> 0 , k = i , . . . , Z ,  g dz ie  h^ oznacza d ługość okresu  k .
R ozdział maszyn w okreB ie k określony  będz ie  p rzez  w ek to r u k 

0 w spółrzędnych V te n  sposób harmonogram można przedstawić
jako i £  1  c iąg  ((u 1 ,h j) , . . . ,  (uK,hK)')- Z p a r  (u 31, ^ ) ,  f e = 1 ,. . . ,Z .  Zgodnie 
z powyższymi d e f in ic ja m i ro z d z ia ł  maszyn u le g a  zm ianie w chw ilach  . 5"̂  h
k = i , . . . , z .



i dalszym c iągu  każdą dopuszczalną parę ( i , j ) ,  3 6 Ĵ , nazywaó będziemy Bposo- 
bem wykonywania o p e ra c ji  i .

P re z e n ta c ję  algorytm u u ła tw i  wprowadzenie p o ję c ia  s ta n u  i  w yjść procesu 
produkcji. Jako  zmienne s ta n u  procesu p ro d u k c ji zdefin iu jem y  kumulowane czasy

produkcyjne x ^  «= ¿ 2  hr u i j*  j e  stosow ania w p rz e d z ia le  [ o . t^ l

tażdego dopuszczalnego sposobu wykonywania o p e ra c ji  ( i , j ) .  Stan procesu
k k»chw ili t t  określony  b ęd z ie  p rzez  w ektor x o N w spółrzędnych x v \.  Podobnie

i k ^jako zmienne wyjściowe i=n 1 + l , . . . , n  zdefin iu jem y  zapasy każdego półwyro- 
iu 1 w c h w ili t ^ .

2.2. Algorytm szeregow ania

Zastosowanie przedstaw ionego pon iże j algorytm u szeregow ania o p e ra c ji
o różnych czasach wykonywania na dowolnych maszynach wymaga u s ta le n ia  stanu

' K K i  Tkońcowego procesu  p ro d u k c ji x ta k ,  aby x =x , g d z ie  x oznacza zadany s tan
końcowy. U s ta le n ie  stanu  końcowego sprowadza s ię  do rozw iązan ia  problemu ro z
działu z le c e n ia  produkcyjnego pomiędzy maszyny, c z y l i  tzw . problemu o b c iąż ę -

.p

oia maszyn [ 2 l .  N iech x^.. *= z ^ y  i ć l ,  jC -J^ , gdzie  z i j / P j Lj oznacza lic z b ę  
sztuk wyrobu i ,  k tó r ą  n a leż y  wykonać na maszynie j £  J S t a n o w i  końcowemu xf  
odpowiada n a s tę p u ją c e  oszacowanie od dołu  czasu  wykonania z le c e n ia  t f  / CTJT/

LB = max ( £  Z , A  / ! /
j e j  i e  Kj 13

gdzie Kj j e s t  podzbiorem o p e ra c ji  wykonywalnych na maszynie j .
W a lg o ry tm ie  p rz y d z ia ł o p e ra c ji  do maszyn w każdym o k re s ie  k dokonywany 

jest w o p arc iu  o p r io r y t e t  uw zg lędn ia jący  poziom o p e ra c ji  w g r a f ie  G, a d la  
operacji o tym samym poziom ie w o p arc iu  o ś re d n ie  p ręd k o śc i produkowania

‘Uj ĵ *= "* I » j ^  / 2/

iwieczne do wykonania z le c e n ia  w c iąg u  t^  je d n o ste k  czasu . Czas t^. j e s t  sy s -  
teaatycznie ak tualizow any  w t r a k c ie  o b lic z e ń , przy czym na początku przyjm uje 
eię t .  = IB . Im wyższy poziom o p e ra c ji  tym wyższy posiada  ona D r io ry te t ,  a  d la

1 _  v
operacji na tym samym poziom ie, tym wyższy p r io r y t e t  im w iększa prędkość u ^ .  
•algorytm ie poziom o p e ra c j i  i  d e f in iu je  s ię  jako  d ługość / l i c z b a  o p e ra c ji  
Ocznie z o p e ra c ją  i /  n a jd łu ż s z e j  spośród ś c ie ż e k  w g r a f ie  G prowadzących 
W ierzchołka i  do o p e ra c ji  f in a ln y c h  o s iąga lnych  z i .

A l g o r y t m  Al

Ś 2L Ł  PodBtaw t 0 = 0 , t f  = IB , = 0 V i s i ,  j  e J i f
k = 1

Łsk-L* A k tu a liz a c ja  czasu końcowego
J e ż e l i  t ^  «  t^ _ ^ , to  podstaw t^  = t^  + max ( 2 -  ( 2j j  -  ^

j  i  £
2■ Czy wykonanie z le c e n ia  v c iągu  czasu j e s t  niem ożliw e ?

tlg o ry tav  h e u ry s ty c z n e  . . .  2T [,
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J e ż e l i  u !?,<  1 V l e i .  “raz  13 u ^ i i  1 V j  £ J ,  to  id ź  do kroku 4.
^  1  i £  Kj 13

Krok i .  A k tu a liz a c ja  czasu  końcowego i  ś re d n ic h  p ręd k o śc i wykonywania zlecenia 

Podstaw t f  = t { + A t f  o raz = ( z i ; . -  r ^”1 ) / ( t f  -  t ^ ^ . i f i l ,  j e ^

gdzie
A t .  = ( t - - t v . ) marf mar _ k ( u ^ . - l )  , mar ' ( 13  u . ,  -  l ) j  /3 /

I  '  i ,  z :  ą , > i  161Ij
i 6 Kj -

Krok 4 . Wyznaczenie ro z d z ia łu  maszyn

1 ° Za pomocą fu n k c ji  E (’ ,*) ponumeruj sposohy wykonywania o p e ra c ji  ( i , j )  
p rz y d z ie la ją c  im e ty k ie ty  ze zb io ru  w porządku rosnącym z poziomami,
a d la  o p e ra c ji  na tym samym poziom ie w porządku rosnącym z w a r to śc ią  u ^ .

2° Podstaw u ^  « 1 d la  p a r  ( i , j )  związanych z operacjam i, k tó ry ch  n ie  wykona
no ca łk o w itą  lic z b ę  razy  oraz u , ,  «= 0 d la  p o zo s ta ły ch  p a r  ( l , j )  związanych

kz maszyną j ,  d la  k tó re j  u ^ j = 1

P rzy jm ij I i - i
J 1 1 , w przeciwnym przypadku

3° Podstaw E ( 1 ,  j) = K, y^_1 «= y ^-1  V  i  £ 1 ^ 1 ^

4° J e ż e l i  u^ .6  { o ,l]  , to  i d ź  do 5 ° . In a c z e j podBtaw

0, j e ż e l i  u ^  = 1

u ^  = Ly i _ 1/ c i l J ) , q j j  / 4 /

yi 1 = y i 1 - °iiu ij ^  i: 1 s si
oraz

Qj = q3 -  U ^

gdzie  L a J .f a l  -  odpowiednio n ajw iększa l ic z b a  ca łk o w ita  n ie  w iększa n iż  a , 
n a jm n ie jsza  l ic z b a  ca łk o w ita  n ie  m nie jsza  n iż  a .

5° J e ż e l i  E ( l , j )  = 1, to  id ź  do kroku 5 . In a c z e j podstaw E ( l , j )  = E ( l , j )  -  t 
i  wróć do 4° .

Krok 3 . Wyznaczenie d łu g o śc i okresu produkcyjnego

Podstaw h^ = maxjhkQt min [ h ^ ^ . h ^ ] ]  / 5 /

gdzie /p o r .  [ 2 , 3] /

hkQ -  minimalna długość okresu  k równa najkró tszem u czasowi koniecznemu dla 
ukończenia / lu b  wykonania w c a ło ś c i /  przynajm niej je d n e j spośród opera
c j i  i  wykonywanych w tym o k re s ie  / d l a  k tó ry ch  u ^ j «= 1/ ;

hjc1 -  n a jk ró tsz y  czas konieczny d la  w yczerpania zapasów / ł ą c z n ie  z produkcją 
w to k u / jednego spośród ta k ic h  półwyrobów i ,  k tó ry ch  prędkość zużywa
n ia  w o k re s ie  k ( ¿Z Z2 j e 8 t w iększa n iż  prędkość
produkowania j  £ J^  ic h  w tym o k re s ie  l T'. (u^j/Pij))

3? J
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h . ,  -  czas  konieczny d la  ukończenia n a jk ró tsz e g o  spośród zadań ( z .  .-x ^ 7 )
/ » k ' / i J  ł Jwykonywanych w k-tym  o k re s ie  / d l a  k tó ry ch  u ^  = 1/ ;

-  n a jm n ie jszy  lu z  czasowy d la  ukończen ia  ty ch  Bpoóród pozosta łych  zadań 
(z.. , -  x^T1) , k tó re  n ie  są  wykonywane w k-tym o k re s ie  / d l a  k tó rych  

u±j=0/ f wyznaczony w stosunku  do czasu  ( t ^  -  p o zo sta łeg o  dó chwi
l i  końcowej.

Krok 6 , W yznaczenie s ta n u  procesu p ro d u k c ji i  zapasów półwyrobów

Podstaw = i ^ 1 + V i j '  i e I '  j 6 J i  / 6 /

*k “  V I  + hk m
k wJ e ż e l i  = z^ j Y i , j i  to  podstaw K = k i  zakońca o b lic z e n ia .  

In a c z e j podstaw
yk « y ° + 22  L i ^ . / p  J _ 22  C ł l  22  r xk / p "I / e /

1  1  j £ J i  i e  s1 1 1  j& j

1 = ^ + 1 , . .  . , n
k = k + 1 i  wróó do kroku 1 / y °  oznacza początkowe zapasy półwyrobu i / .

Ja k  w idać w powyższym a lg o ry tm ie  s ta n  xk~1 , k = 1 , . . . ,K  procesu p ro d u k cji
na końcu każdego okresu k -1  j e s t  wykorzystywany jako  sygnał sp rz ę ż e n ia  zw ro t-

knego ta k ,  że ro z d z ia ł  u rządzeń  u  w o k re s ie  k i  długoóó h^ tego  okresu  wyzna
czane s ą  jako  fu n k c je  xk_1 :u k=u (xk_1) , hk=h(xk_1 ,u k ) .

■Złożoność ob liczen iow a algorytm u A1 j e s t  0(N2lo g  N ), co wynika z k o n iecz
ności uporządkowania o p e ra c ji  według poziomów i  ś re d n ic h  p rędkośc i uk  ̂ o raz 
fak tu , że l ic z b a  okresów produkcyjnych K j e s t  rzędu  0 ( n ) ,  ( N^ mn ) .

J e ż e l i  p rzez  CmaT oznaczymy minimalny czas t f  wykonywania z le c e n ia ,  a 
przez CTT|gT(Al) czas  t^  odpow iadający harmonogramowi skonstruowanemu przez 
algorytm A1 , to  zachodzi nas-tępująca n ierów ność

Z2 (max ( 22 z , , ) )
C- » AI z  i - i  i  1J a / 9 /

Cmax max ( 22  z )
max j s J  l t K j  l j

g d z ie :!^  j e s t  podzbiorem o p e ra c ji  na poziom ie 1  / l = l , . . . , r / ,  n a to m ia s t r  oz
nacza l ic z b ę  poziomów w g r a f ie  ogran iczeń  ko le jnośclow ych G.
Nynika s tą d ,  że d la  dużej l ic z b y  r  poziomów w g r a f ie  G powyższy stosunek  
w zrasta. Jednakże ś re d n ia  dokładność algorytm u A1 j e s t  wysoka na co w skazują 
wyniki eksperymentów obliczen iow ych  [ 2 , 3! .

l i  Szeregowanie o o e ra c ll  o równych czasach  wykonywania

3 .1 . D e f in ic je  zmiennych problemu szeregow ania

Podobnie ja k  w przypadku szeregow ania o p e ra c ji  o dowolnych czasach  wyko
nywania w poniższym a lg o ry tm ie  A2 d la  szeregow ania o p e ra c ji  o równych czasach  
w ystąpią dwa ro d z a je  zmiennych s te ru ją c y c h ;
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1 ° zmienne całkow ito lićzbow e u ^ €- ^0, 1 , . . . ,  1=1 , . . . , n ,  k=1 , . . . , K ,  gdzie 
j e s t  l ic z b ą  maszyn p rzydz ie lonych  do wykonywania o p e ra c ji  i  w o k re s ie  k;

2 zmienne całkow itoliczbow e ^ > 1 , t e = i , . . . , K ,  gdzie  oznacza d ługość 
k -teg o  okresu produkcyjnego.

Jak  v idać  v odróżnien iu  od poprzedniego przypadku, w którym występowały 
zmienne o c h a rak te rz e  mieszanym /b in a rn e  u ^ j oraz c ią g łe  , obecnie mamy 
do czy n ien ia  w yłącznie ze zmiennymi całkow itoliczbow ym i.

R ozdział maszyn w każdym o k re s ie  k określony  będzie  p rzez  w ek to r 
uŁ = ( * * , . . . , « £ )  o n w spółrzędnych u^ . Oznaczmy p rzez = (x ^ , . . . , x ^ )  oraz 
y = ( y , , . . . ^ )  odpowiednio w ektor s ta n u  procesu p ro d u k c ji o raz  w ektor wyjść 
w ch w ili t^ ,  gdzie x^ = 22 h_u^ oznacza kumulowaną produkcję i - te g o  
wyrobu do ch w ili t ^ ,  a yk _ zapasy i_ te g o  wyrobu w c h w ili t^ .

P rz y ję c ie  z a ło ż e n ia  o równych czasach wykonywania o p e ra c ji  um ożliw iło  
zm niejszen ie  rozmiarów problemu szeregow ania i  p r z e jś c ie  z N- do n-wymiarowej 
p rz e s tr z e n i  stanów / K i n n / . Jednocześn ie  odpada konieczność dokonania roz
d z ia łu  z le c e n ia  produkcyjnego pomiędzy maszyny, gdyż pożądany s ta n  końcowy 
procesu p ro d u k c ji xf  j e s t  u s ta lo n y  przez z le c e n ie  i  równy x f= (z1 , . . . ,  zn ) .

3 .2 . Algorytm szeregow ania

Zasada d z ia ła n ia  algorytm u A2 szeregow ania o p e ra c ji  o równych czasach 
wykonywania j e s t  an a lo g iczn a  ja k  w przypadku algorytm u A1 . Obecnie ś red n ie  
p rędkośc i u^ wyznacza s ię  z z a le ż n o śc i

— X  ̂ ) /  ^t^ — ) r Ż—1 r * • • k=1 , • , , ,K / 1  0 /

N atm iast jako oszacowanie od do łu  czasu  wykonywania z le c e n ia  wygodnie j e s t
p rzy ją ć  .

LB = maxi max f z . /m . l  , max T Z . z./M ~\[ I
‘i e i  1  1  i ź s < S  1 6 1  1  s -1s

A l g o r y t m  A2

Krok 0. Podstaw t 0 = 0 , t f  = LB, x° = 0 V i  6 1 , 
k = 1

Krok 1 . A k tu a liza c ja  czasu końcowego

J e ż e l i  t f  = \ _ 1 > "to podstaw t f  = t f  + fraaxjaax ((z . -x ^ -1 ) / m^ ) ,

max( 22 ( z , -xjf-1) /M ')}"l
s i e i 1 1  s s

ŁrpK 2. Czy wykonanie z le c e n ia  w c iągu  czasu  t f  j e s t  niem ożliw e?

J e ż e l i  u., ^  m. V 16 I  o raz 22 u ? ^ M V s ,  to  id ż  do kroku 4 .
1 6 I b -  «

.Krok 3_. A k tu a liz a c ja  czasu końcowego i  ś re d n ic h  p ręd k o śc i produkowania 

Podstaw t f- t f  + A tf  oraz u f =  (z . -  x*"1) / ( t f  -  t ^ )  , i = 1 , . . . , n ,
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g d z ie :
ż t  - =  f*(t ) max 5 max (u ^ /m .- l )  , max ( Z  u^/M0- 1 ))T / 12 /

i i : " i > m̂  ■ i Bs ? T " i >Hs i i 6 I a
a

Krok 4 . W yznaczenie ro z d z ia łu  maszyn

1° Za pomocą fu n k c ji  E( ' )  ponumeruj o p e ra c je  p rz y d z ie la ją c  im e ty k ie ty  ze 
zb ioru  { l , . . . , n }  w porządku rosnącym z poziomami, a d la  o p e ra c ji  n a  tym 
samym poziom ie w porządku niem ałejącym  z w a r to śc ią  u ^ .

2° Podstaw E( j )  = n ,  'y^-1  = y*_1 V i  6 I M ^  , Mg = Mg Y S = 1 , . . . , 3

3^ Wyznacz
u^ = m in[n1 ( z r i ^ 1 , min (m ) , min (L y^"1/ o t J ) J  / 13 /

J Ł 3 j 0 {s: J e 8 { i: j ć  Ŝ } 1  > 3
i  podstaw . . .

y i  ”  yi  "  ci j u j V i » j 6 Si

H b -  M8 - u J  V B: j 6 I 8

4° J e ż e l i  E( j )  = 1,  t o  id ź  do kroku 5- I n a c z e j  podstaw E( j )  = E( j )  -  i 
i  wróć dó 3° .

Krok 5 . Wyznaczenie d łu g o śc i okresu produkcyjnego
Podstaw h^. = max { 1 , m in fh ^  . h ^ . h ^ }  , / i 4/

53 h^ = min L(y^~1_ u ^ )/ ( Z  c . - U^ -  u W ,  I .  = { i :  Z  c-.ulF-ulf > o!
i 6 l k1 1  1  j e S j , 13 3 1 K1 l ] 6 S1  13 3 1

h k2 = L (Z i- * * - 1) / u * J  ,  1 ^  -  { i : u * > o }
16  k2

hjj.j = L i t f - r t ^ )  min{ min ((mi -u ^ )/(m i - u ^ ) ) , min((Ka- Z  u ^ ) / ( « 8- Z  u*)>jj 
i e I k3 s e R k i e I s i € r I s

I k3 = { i ; u * - u * > o }  . ^ - { b : Z  < « * - . { ) >  o j
■ 8

Krok 6. Wyznaczenie s ta n u  procesu  p ro d u k c ji i  zapasów półwyrobów 

Podstaw x^ = x^-1  + b^u^.V l e i  / l 5 /

t k = t k - l + h k / , 6 /
J e ż e l i  •  Z j V i ,  to  podstaw K *  k i  zakończ o b lic z a n ia .
In acze j podstaw .

y i

k «= k + 1 
i  wróó do kroku 1 .

W ielkości hk1, 1  w ystępu jące  w kroku 5 powyższego algorytm u p o sia 
dają in te r p r e ta c je  an a lo g ic zn e  do odpowiednich w ie lk o śc i w ystępujących w a lg o 
rytmie A1 .

y* » y °  + ° i j x j ’ +1 * * * *,n Z17/
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Złożoność o b lic z e n i ova algorytm u A2 j e s t  O(n2lo g  n ) , co wynika z koniecz
n o śc i uporządkowania o p e ra c ji  według poziomów i  ś re d n ic h  p ręd k o śc i u ^  oraz 
fa k tu , że K j e s t  rzędu 0(n ) .

Dla algorytm u A2 stosunek  CmnT (A2)/0maT j e s t  ograniczony n as tęp u jąco

ry  max i r Z ]  z , /M ( l) l  , max T z j/m -l}
' ■ ■ I C .  T 1  < C. T U iA2 ,  1=1 ' i & I - ,  i &l . ,-tax  -------------------  i ----------------------- i ---------- I / 18/

C* maxi m a x m a x  T £  z./F l ~|]
‘i e l  1  1  u b ^ s  i 6 i s  1  8

gdzie M(l') = I J .  I oznacza l ic z b ę  maszyn, k tó re  można łą c z n ie  przydzie-
1 6 T1  l i ć  do jednoczesnego wykonywania o p e r a c j i  n a  pozio

mie 1 .

Jak  widać stosunek  ten  w zras ta  ze wzroBtem lic z b y  r  poziomów w g r a f ie  G. 
Jednak podobnie jak  w przypadku algorytm u A1 ś r e d n ia  dokładność algorytmu A2 
j e s t  również wysoka [ 2 , 4 ^ .

Można wykazać [ 5 l ,  że w przypadku jednakowych maszyn / m  ̂ = mY i € l /  po
wyższy problem szeregow ania n a leż y  dp k la sy  P /o g ra n ic z e n ia  kolejnościow e 
są  redukowane do g ra fu  typu l a s / ,  a  optymalny algortym  szeregow ania o złożo- 
n o śc i 0 (n ) j e s t  up roszczoną w e rs ją  algorytm u A2.

4- Wnioski

Wyznaczenie harmonogramu p ro d u k c ji d la  n ie jednostkow ego z le c e n ia  produk
cyjnego j e s t  zadaniem b a rd z ie j złożonym n iż  szeregow anie n ie p o d z ie ln y c h  ope
r a c j i  w przypadku,gdy żąda s ię  jednokro tnego  wykonania każdej o p e ra c ji .  Z 
pierwszym zadaniem w iąże s ię  bowiem dodatkowy problem w yznaczenia zmiennych 
z czasem d łu g o śc i s e r i i  poszczególnych wyrobów odpow iadających niepodzielnys 
i  zależnym operacjom. Czas wykonania n ie jednostkow ego z le c e n ia  produkcyjnego 
za leży  bowiem od d łu g o śc i s e r i i ,  na k tó re  z o s ta je  podzie lone z le c e n ie  /d łu 
g o śc i h^ okresów produkcyjnych/ i  ic h  rozk ładu  w c z a s ie .  P rzedstaw ione podej
ś c ie  i  algorytm y szeregow ania um ożliw ia ją  w yznaczenie ta k ic h  harmonogramów 
przy n ie w ie lk ic h  nak ładach  obliczeniow ych i  n ie w ie lk ic h  odchyłkach od optism 
w przeciętnym  przypadku /podane oszacowania dok ładności algorytmów mają cha
r a k te r  p rz y b liż o n y /[3 ,4 ]  .O dchyłki t e  s ą  tym m niejsze im mniej poziomów można 
w yróżnić w g r a f ie  ogran iczeó  ko le jnościow ych i  im w iększe j e s t  z le c e n ie  pro
dukcyjne.
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HEURISTIC ALGORITHMS FOR SCHEDULING LOTS OF DEPENDENT OPERATIONS 
ON NONIDEKTICAL MACHINES

S u m m a r y

New h e u r i s t i c s  a re  p resen ted  f o r  some v a r ia t io n s  o f  NP-hard problems 
R Iprec IC ^ ^  and PI p re c , p j=11 CmgT in  which m u ltip le  perform ing o f each 
o p era tio n  i s  re q u ire d . In  th e  a lg o rith m s  th e  p r io r i ty  in  which assignm ent o f 
o p e ra tio n s  to  m achines i s  made i s  based on le v e ls  o f  o p e ra tio n s  in  graph of 
p recedence c o n s t r a in ts  and on s t a t e  o f com pletion  o f  a  p roduction  o rd e r . The 
w o rs t-c ase  perform ance bounds o f th e  a lg o rith m s  a re  p re se n te d .


