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0 PEWNYM PROBLEMIE MINItiALNO—KOSZTOWEGO SZEREGOWANIA OPERACJI 
EBPODZIELNYCH NA IDENTYCZNYCH MASZYNACH

Streszczenie. Rozważany jest problem ustalania harmonogramu re- 
alizacjr n niezależnych operacji wykonywanych na M równoległych 
maszynach przy kryterium minimalizacji sumarycznych kosztów reali
zacji operacji. Sformułowano model matematyczny zagadnienia jako 
problem całkowitoliczbowego przepływu z mnożnikami oraz algorytm 
rozwiązania oparty na schemacie metody podziału i ograniczeń.

1. Sformułowanie problemu

Dany jest zbiór n niezależnych operacji J = które mogą być
«ykonywane na M identycznych, równoległych maszynach. Wszystkie operacje 
podzielone są na K podzbiorów identycznych operacji /typów operacji/.
Biech q̂ ; i = 1,...,k; oznacza liczbę operacji i-tego typu, natomiast p̂ ,

1,...,k*, oznacza czas wykonywania operacji i-tego typu na dowolnej 
aaszynie. Każda maszyna może w danym momencie czasowym wykonywać dokład
nie jedną operację. Przyjmuje się, że wszystkie operacje muszą zostać 
«realizowane w przedziale czasowym [o ,t].
Dla każdego typu operacji i = 1,...,k zdefiniowana jest dyskretna fun

kcja k^(t)€ R+L^{0}> t = 1,..., T, określająca koszt realizacji operacji 
typu i, jeśli jej wykonywanie rozpoczęto w momencie czasowym t, a zakoń
czono w momencie t+p^. Na postać funkcji k^(t) nie zostały nałożone żadne 
dodatkowe warunki.
Zagadnienie optymalizacji polega na ustaleniu kolejności wykonywania 

operacji na poszczególnych maszynach oraz określeniu czasów rozpoczęcia 
/a tym samym zakończenia/ realizacji operacji, tak by minimalizować suma
ryczne koszty wykonywania wszystkich operacji.

'H pracy przedstawiono model matematyczny zagadnienia, który jest prob
lemem całkowitoliczbowego przepływu z mnożnikami w sieci dynamicznej 
o specjalnej strukturze oraz algorytm rozwiązania oparty na schemacie me
tody podziału i ograniczeń. Działanie algorytmu zilustrowano przykładem.
Ponadto w pracy pokazano sposób uogólnienia proponowanego modelu prze

pływowego na przypadek zagadnienia z I dedykowanymi maszynami.
Istnieje szereg algorytmów optymalizacji kolejności operacji r kryte

rium minimalizacji kosztów [3], dotyczą one jednak zagadnień, w których 
sakłada się bardzo ścisłe ograniczenia na postać funkcji kosztów, pro
ponowanym w pracy podejściu ograniczenia te nie występują. Jednakże nale
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ży stwierdzić, że ocena praktycznej efektywności zaproponowanych modeli 
i zakresu ich zastosowania wymaga dalszych badań eksperymentalnych.

2. Model matematyczny

Wprowadźmy następujące zmienne decyzyjne:
b(t)-liczbs maszyn nie wykorzystywanych w przedziale czasowym Et,t+1], 

przy czym zakładamy, że b(0) = b(T) = M, '•

oraz zmienne binarne

rn (t) =

?ii(t) =

du (t) =

Ze względu na rownoiegrosc maszyn, len numeracja jesz sprawą czysto umow
ną i może ulegać zmianie w każdym z momentów czasowych t = 1,...,T.

Model matematyczny zagadnienia możemy sformułować w następującej pos
taci:

K T-p.̂  M
z  r * i C * ) ( z  dfiCt)) — ► min /I/
i=1 t=1 1=1

przy ograniczeniach
K M  K M

b(t) + ]> 2  rii(*) = b (t-1) + 2  /2/
i=1 1=1 • i=1 1=1

b (o) = b (t) = M;

(t) = rŁ1 (t) , 1=1,... ,M; t=1,»•*,T—p̂ ; i=1,...,K; / 3/

= rii(ł) 1 1=1,...»M; t = 1,,».,T-p^; i=1,...,K; /̂ /

O < b(t) <  M, t=1,...,T-1 /5/

0 ̂  ri]L (t) ^ 1» 1 = 1 , t=1,*..,T—p^; i=1,*..,K; /̂ /

0 ̂  r^ i Ct) ^  1} 1= 1, . ..,M; t = 1,..., T-p^ { i=1,,,»,K} /7/

1, jeśli rozpoczęcie wykonywania operacji .i-tego typu 
przez 1-tą maszynę następuje w momencie t,

.0 , w przeciwnym przypadku;

'1, jeśli maszyna 1-ta zostanie zwolniona w momencie 
czasowym t+p^,

O, w przeciwnym przypadku;

fi, jeśli pewna operacja i-tego typu została wykonana 
przez maszynę ttą w przedziale czasowym Lt.t+p^J,

(O, w przeciwnym przypadku.
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0 ^  di i  W ^   ̂i 1 = 1 ,• • . ,M; t-1 , , . * , T—p^; 1 = 1 ,« ..,K , /8 /
T-Pi U
/*~ d.ĵ (t) “ i=1 «*.«iK /9/
t=1 1=1

(t) , r^(t), d^Ct), b(t) - całkowitoliczbowe.

W celu uproszczenia zapisu zakłada się, że wszystkie zmienne przyjmu
ją w modelu wartość równą zeru dla t <  0. Ograniczenia postaci /2/ ozna
czają, że suma liczby maszyn niewykorzystanych w przedziale czasowym 
it.t+i] oraz liczby maBzyn, które rozpoczęły realizację operacji w momen
cie t, musi być równa sumie liczby maszyn niewykorzystywanych w poprzed
nim przedziale czasowym [t-1,tl oraz liczby maszyn, które zostały zwol
nione /zakończyły realizację operacji/ w momencie t.

Wprowadzenie dodatkowych zmiennych r^Ct) oraz r ^  (t), ściśle związa
nych z wartością zmiennej d^(t), pozwala na uzyskanie, po pewnych przek
ształceniach, specjalnej, "przepływowej"- struktury ograniczeń.

Ponieważ zmienne dŁ1 (t), (t) oraz r ^  (t) są zmiennymi binarnymi,
stąd ograniczenia /3/ i /4/ można zastąpić jednym ograniczaniem postaci:

2 * rii(t) ° rj.iC0 + d-ĵ Ct) * 1 = 1 , t=0,...,T /11/

Jeśli bowiem ri;L (t) = 1, to z ograniczenia /3/ wynika, że r ^ C O  » 1, na
tomiast z ograniczenia /4/ wynika, że d ^  (t) = 1, co pociąga za sobą 
spełnienie warunku /II/. Również z ograniczenia /II/ oraz warunku całko- 
witoliczbowości i nieujemności zmiennych r ^  (t) i d^(t) wynika, te jeśli 
*11 (t) = 15to również oraz d^(t) muszą być równe jedności, nato
miast jeśli r^C*) “ °t *0 z /3/ i /4/ wynika, że r^CO. » d^Ct) » 0. 
Analogiczne rozumowanie można przeprowadzić w drugą stronę, wychodząc od 
ograniczenia /11/. Z nieujemności zmiennych wynika, że jeśli ■ 0,
to również d^j (t) + r ^  (t) jest równe zeru, tylko wtedy, gdy dil(t) »
“ ?ixCt) =o.

Zagadnienie postaci /1/,/2/,/5/-/11/ jest zagadnieniem przepływu cał- 
kowitoliczbowego z mnożnikami w sieci dynamicznej G » (N,A), gdzie X oz
nacza zbiór wierzchołków sieci, a A zbiór łuków. Strukturę sieci G » (B,ł) 
przedstawiono na rysunku 1.

Każdemu łukowi sieci G = (N,A) przyporządkowana jest jednoznacznie jed
na ze zmiennych decyzyjnych b(t), d^ft), * i l ^  Katomiaet wierz
chołki sieci odpowiadają ograniczeniom /2/,/9/,/11/. Koszt przepływu przez 
łuki odpowiadające zmiennym b(t), r^(t) oraz ^n(t) jest równy zeru, na
tomiast koszt przepływu w łukach odpowiadających zmiennym dji( 0  jest rów
ny k^(t), i=1,...,K. Przepustowości łuków opisują ograniczenia /5/-/8/. 
Łuki zaznaczone na rysunku 1 grubszą linią odpowiadają zmiennym ru W  
1 przepływ w tych łukach. ulega podwojeniu /porównaj ograniczania /lt//.
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Rys. 1. Fragment sieci dynamicznej G = (H,A).

Istnieje szereg algorytmów rozwiązywania zagadnień przepływów z mnoż
nikami [1,2,4,53. Algorytmy te nie gwarantują jednak całkowitoliczbowości 
rozwiązań.

3. Zagadnienie z różnymi maszynami

Rozważmy analogiczny problem kolejnościowy z różnymi /nierównoległymi/ 
maszynami. Biech p ^  oznacza czas wykonywania operacji i-tego typu na

Momenty czasowe związane z poszczególnymi wierzchołkami sieci G ■= (N,A) 
umieszczono na rysunku w nawiasach klamrowych.

bfł

b(t)<M

[t+
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l-tej maszynie, natomiast ki;L(t) niech oznacza koszt realizacji operacji 
i-tego typu na 1 -tej maszynie, jeśli rozpoczęto jej wykonywanie w momen
cie t.

Zamiast zmiennej decyzyjnej b(t), t=0 T; wprowadźmy binarne zmien
ne decyzyjne:

bx(t)
'1, jeśli maszyna 1-ta nie jest wykorzystywana w prze

dziale czasowym [t,t+ll,
.0 , w przeciwnym przypadku;

pozostałe zmienne decyzyjne nie ulegają zmianie.
Model matematyczny zagadnienia z różnymi maszynami ma wtedy postać:
K _M T-pu

l̂ iiCt) — Vmin /12/
.i=1 1=1 t=1

przy ograniczeniach
K K

^ ( t )  + Z  r ±x (t) = b  ̂(t-l) + Z r i i ( t_P ii)
i-1 i-1 /13/

bj(0) = b^T) = 1, 1=1, t = 1,...,T

^ril CO - rü C 0  t- d^(t) , t=1,•..,T—p^; 1=1, i=1 ,...,K; /14/

0 <  b1 (t) <  1, 1 = 1 , t=1.... T-1 /15/

ril(t)
° <  ?ii(t) <  1 , t=1,...,T-pil; 1=1, i= 1.... K /l6 /

.dü(t)

rii(t), ri 3  (t), d^^ W, b1 (t) ; całkowitoliczbowe /17/

Zagadnienie z maszynami nierównoległymi wymaga dalszej rozbudowy sie
ci dynamicznej przedstawiającej strukturę jego ograniczeń w modelu"prze- 
pływowym".

Wszystkie prowadzone dalej w pracy rozv.3 żania będą dotyczyły zagad
nienia /1/—/10/ z maszynami równoległymi. Bez większego trudu mogą być 
one jednak uogólnione na przypadek z różnymi maszynami.

4. Dolne oszacowanie

Jeśli w modelu /1/,/2/,/5/-/11/ pominiemy warunki całkowitoliczbcwe 
zmiennych /10/ oraz jeśli ograniczenie postaci b(o) = M, zastąpimy wa
runkiem b(,0) 1!, wówczas otrzymamy zagadnienie wyznaczania przepływu
minimalnokosztowego o wartości K + /» odpływie/ w sieci z mnożni
kami. Zagadnienie to będzie dalej oznaczane jako problem PM.
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Zagadnienie PM jest naturalnie zagadnieniem programowania liniowego, 
jednakże jego specyficzna /"sieciowa"/ struktura ograniczeń pozwala na 
zastosowanie wyspecjalizowanych algorytmów przepływowych, które wymagają 
mniejszego obszaru pamięci m.c. niż. ogólne algorytmy programowania linio
wego [6 ].

Wartość funkcji celu rozwiązania optymalnego problemu FM /który jest 
relaksacją problemu wyjściowego/ jest dolnym oszacowaniem wartości funk
cji celu problemu /1/-/10/.

5. Alcorytm

Algorytm rozwiązania zagadnienia /1/-/10/ oparty-jest na schemacie me
tody podziału i ograniczeń ze strategią podziału z kolejnego węzła C6].

Załóżmy, że mamy dane rozwiązanie optymalne zagadnienia przepływu 
z mnożnikami PM. Jeśli jest to rozwiązanie spełniające warunki całkowito- 
liczbowości /10/, jest ono również rozwiązaniem optymalnym badanego prob
lemu. Zazwyczaj jednak pewne zmienne dil(t), ril(t) , r ^  (t) , b(t) w roz
wiązaniu optymalnym zagadnienia PM nie przyjmują wartości całkowitych.
Nie ch (t) /t=1,».., T— p^; ls1,...,Mj i-1, ... ,K/ o zna c z a 3 ą wart os ci 
zmiennych d^(t) otrzymane w rozwiązaniu optymalnym problemu PM. Mogą 
przy tym zachodzić dwa różne przypadki:

A. Niektóre wartości d*^(t) są niecałkowitoliczbowe.
B. Wszystkie wartości (t) są równe zeru bądź jedności, jednakże 

wartości pewnych zmiennych ri;L(t) , b(t) nie są całkowito-
liczbowe.

Przypadek B wymaga odrębnego rozważenia, gdyż w pewnych sytuacjach 
całkowitoliczbowe wartości d*^(t) wyznaczają rozwiązanie dopuszczalne 
problemu /1/-/10/, o takiej samej wartości funkcji celu, jak w rozwiąza
niu problemu PM.

Otwórzmy rozwiązanie:

ru(t) = ru (t) = d*r (t); t = 1,...,T-Pi; 1 = 1 .....H; i=1,...,K; /18/

b(0) = M; K M  K M
b(t) = b(t-l) + ^  T±l (t-p±) - ^  ]> rilU ) ; t = 1, ..., T; /19/

i=1 1=1 i=1 1=1

Otrzymane rozwiązanie jest rozwiązaniem optymalnym zagadnienia /1/-/10/, 
jeśli wyznaczone według reguły /19/ wartości zmiennych b(t) spełniają o- 
graniczenia 0 <b(t)^ H, t=1 ,...,T- 1 oraz b (t) = M.

W przypadku, gdy nie uzyskaliśmy rozwiązania całkowitoliczbawego prob
lemu FM dokonywany jest podział zagadnienia na dwa dopełniające podprob- 
lemy. Jako podstawę tworzenia podziału przyjęto wartości zmiennych df̂ (t). 
A mianowicie, wybieramy dowolną zmienną d*p(s) / 0 i zagadnienie /1/—/10/
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rozbijamy na dwa podproblemy:
1. Podproblem P̂ , w którym dyp(s) = 0;
2. Podproblem P̂ , w którym dvp(s) = 1.
przypadku podproblemu P% ustalenie, że ńyp(3) = 0 , pociąga za sobą: 

usunięcie z sieci G = (N,A) łuków odpowiadających zmiennym d ^ s )  , rvp(sj , 
ryp(s), bądź /co nie jest całkiem równoważne/ przydzielenie bardzo dużego 
kosztu przepływu w łuku odpowiadającym zmiennej dyp(s) .

W przypadku 2. ustalenie óv^s) = 1 oznacza, że żadne z operacji wykony
wanych przez p-tą maszynę nie może być rozpoczęta wcześniej niż w momen
cie zakończenia wykonywania operacji typu v, to znaczy w momencie a+py. 
Ponadto żadna z operacji typu i; i=1,...,K; jeśli ma być realizowana 
przez maszynę p-tą, nie może zostać rozpoczęta w momencie późniejszym niż 

gdyż t; przeciwnym przypadku maszyna ta nie mogłaby być zwolniona 
s momencie s.

Tak więc przyjęcie, że dyp(s) = 1 pociąga za sobą ustalenie ój_p(t) = 0.
rip(t)= 0 , ?ip(t) = 0 , t = s-pi+1,...,s+pv-1; i=1,...,K oraz usunięcie
operacji typu v ze zbioru operacji przeznaczonych do wykonania. Zamykanie 
podzbioru rozwiązań następuje w sytuacji, gdy:

- otrzymano rozwiązanie całkowitoliczbowe zagadnienia PM odpowiadają
cego rozpatrywanemu podproblemowi;

- nie istnieje rozwiązanie dopuszczalne rozpatrywanego podproblemu;
- dolne oszacowanie wartości rozwiązania optymalnego podproblemu jest 
większe /równe/ wartości najlepszego uzyskanego do tej pory rozwią
zania dopuszczalnego problemu wyjściowego.

Niech oznacza kolejny i-ty rozpatrywany podproblem zagadnienia /1/— 
/10/, natomiast PM^ niech oznacza zagadnienie wyznaczania przepływu z mno
żnikami odpowiadające podproblemowi P.. Kolejno generowane podproblemy P̂  
zapamiętywane są w postaci drzewa podproblemów H.
Algorytm

Niech UB oznacza wartość najlepszego do tej pory wyznaczonego rozwią
zania dopuszczalnego zagadnienia /1/-/10/. Początkowo przyjmujemy U3 = oo . 
Ponadto niech P-j oznacza rozpatrywany problem /1/-/10/. P̂  jest korzeniem 
drzewa K. Kolejna, i-ta Iteracja algorytmu ma postać;
Krok 1. Wyznaczyć dolne oszacowanie LB^ poprzez rozwiązanie problemu PM,. 
Jeśli rozwiązanie dopuszczalne PK^ nie istnieje, przejść dc kroku 5,
* przeciwnym przypadku zapamiętać wartość funkcji celu rozwiązania opty
malnego PLÎ  jako LB^ Przejść do kroku 2.
Krok 2. Sprawdzić, czy LB. < UB. Jeśli nie, przejść do kroku 5. * prze
ciwnym przypadku przejść do kroku 3 .
Krok 3. Sprawdzić, czy otrzymane rozwiązanie problemu PM^ jest rozwiąza
niem dopuszczalnym podproblemu P^. Jeśli nie, przejść do kroku 4. prze
ciwnym przypadku dokonać podstawienia UB = LB^ i zapamiętać wygenerowane
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rozwiązanie. Przejść do kroku 5.
Krok 4. Dokonać podziału podproblemu P^ na podproblemy P^ oraz P . Uzu
pełnić drzewo podproblemów H węzłami Px i Py oraz łukami i
(P^,Py). Przejść do kroku 5.
Krok 5. Zamknąć podproblem P^. Wybrać z drzewa H najpóźniej wygenerowany, 
niezamknięty podproblem Pz. Podstawić Pi+  ̂ = P^ i przejść do kroku 1. 
Jeśli wszystkie podproblemy w drzewie H są zamknięte, to zakończyć dzia
łanie algorytmu. Ostatnio zapamiętane rozwiązanie dopuszczalne o wartoś
ci funkcji celu UB jest rozwiązaniem optymalnym zagadnienia /1/—/10/.

6. Przykład ilustracyjny
Dany jest problem jednomaszynowy z trzema operacjami tego samego typu 

/q = 3/, których czas wykonywania jest równy p=5. Y/artość horyzontu cza
sowego T = 30. Koazt realizacji operacji w zależności od momentu rozpo
częcia przedstawia ciąg k(t) = (10,9,8,7,6,5 , 4 , 4,7 , 7 , 8,9,10,12,15,20,20,
20,...,20} t = 1,...,30. Drzewo podproblemów H wygenerowano podczas dzia
łania algorytmu przedstawione jest na rysunku 2. Rozwiązanie optymalne 
zagadnienia otrzymano w 2 iteracjach algorytmu.

Rys. 2. Drzewo podproblemów H,
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nPMEHEHUE SIUMH HOTOKA C MHOMTEIffl® K MOflEMPOBAHUD H OUTH- 
«H3AHHH JE1CKPETHUX HPODDCCOB

P e 3 d m e

B paOoTe npeflciaBJieHa 3anana onpenejieHHH noaneflOBaTejiEHOcTH BunojmeKzsi 
n He3aBHcza3HX onepanaii Ha M napajuieJibHHX Mammax c KpETepaeM MHHindzsanHH 
oyMMH cToraaocTefi BHnojraeHHH onepauES. C$opMyjmpoBaHa aaTeMaTBraecKaji MORejEb 
3aiaHB Kas npodJieua nexoHHCJieHHoro noTOKa c mhoiehtbahmh h aJiropzTU pemeraa 
3asaaH, Hcnojn,3yiDmKa MeTOR BeTBeS b orpaHHReHua.

AN APPLICATION OF THE FLOW WITH GAINS PROBLEM TO MODELING 
AND OPTIMIZATION OF DISCRETE PROCESSES

S u m m a r y

This paper deals with the scheduling of n independent operations 
on L! parallel machines with a criterion to minimize total costs. The ma
thematical model of the problem is formulated as an integer flow with 
gains problem and the solution algorithm of branch-and-bound type 
is given.
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