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OPEWNYM PROBLEMIE MINItiALNO-KOSZTOWEGO SZEREGOWANIA OPERACJI
EBPODZIELNYCH NA IDENTYCZNYCH MASZYNACH

Streszczenie. Rozwazany jest problem ustalania harmonogramu re-
alizacjr n niezaleznych operacji_wykonywanych na M réwnolegtych
maszynach przy kryterium minimalizacji sumarycznych kosztow reali-
zacji operacji. Sformutowano model matematyczny zagadnienia jako
problem catkowitoliczbowego przepdywu z mnoznikami oraz algorytm
rozwigzania oparty na schemacie metody podziatu i ograniczen.

1 Sformutowanie problemu

Dany jest zbior n niezaleznych operacji J = ktére moga byc
«ykonywane na M identycznych, réwnolegdych maszynach. Wszystkie operacje
podzielone sa na K podzbioréw identycznych operacji /typow operacji/.
Biech o®; 1 = 1,...,k; oznacza liczbe operacji i-tego typu, natomiast p»,

1,...,kK*, oznacza czas wykonywania operacji i-tego typu na dowolnej
aaszynie. Kazda maszyna moze w danym momencie czasowym wykonywa¢ dokkad-
nie jedng operacje. Przyjmuje sie, ze wszystkie operacje muszg zostac
«realizowane w przedziale czasowym [o ,t]-

Dla kazdego typu operacji i = 1,...,k zdefiniowana jest dyskretna fun-
kgja kKMN(B)€ R+LNM0}> t = 1,...,T, okresSlajgca koszt realizacji operacji
tou i, jesli jej wykonywanie rozpoczeto w momencie czasowym t, a zakon-
czoo w momencie t+p~. Na posta¢ funkcji k™M(t) nie zostaly natozone zadne
dodatikone warunki .

Zagadnienie optymalizacji polega na ustaleniu kolejnosci wykonywania
operacji na poszczegélnych maszynach oraz okresSleniu czaséw rozpoczecia
/a tym samym zakonczenia/ realizacji operacji, tak by minimalizowa¢ suma-
ryczne koszty wykonywania wszystkich operacji.

Hpracy przedstawiono model matematyczny zagadnienia, ktory jest prob-
lerem catkowitoliczbowego przepdywu z mnoznikami w sieci dynamicznej
ospecjalnej strukturze oraz algorytm rozwigzania oparty na schemacie me-
tody podziatu i1 ograniczen. Dziakanie algorytmu zilustrowano przyk#adem.

Ponadto w pracy pokazano sposéb uogélnienia proponowanego modelu prze-
phywonvego na przypadek zagadnienia z ldedykowanymi maszynami .

Istnieje szereg algorytmow optymalizacji kolejnosci operacji r kryte-
rium minimalizacji kosztéw [3], dotycza one jednak zagadnien, w ktdrych
sakdada sie bardzo Sciste ograniczenia na posta¢ funkcji kosztéw, pro-
ponowanym w pracy podejsSciu ograniczenia te nie wystepuja. Jednakze nale-
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zy stwierdzié¢, ze ocena praktycznej efektywnosci zaproponowanych modeli
i zakresu ich zastosowania wymaga dalszych badan eksperymentalnych.

2. Model matematyczny

Wprowadzmy nastepujace zmienne decyzyjne:
b(t)-liczbs maszyn nie wykorzystywanych w przedziale czasowym Et,t+],
przy czym zakkadamy, ze b(0) =b(T) =M, =
oraz zmienne binarne

1, jesli rozpoczecie wykonywania operacji .i-tego typu

m @® = przez 1-ta maszyne nastepuje w momencie t,

0, W przeciwnym przypadku;

", jesli maszyna 1-ta zostanie zwolniona w momencie
i) = czasowym t+ph,

0, w przeciwnym przypadku;

fi, jesli pewna operacja i-tego typu zostata wykonana
du (® = przez maszyne tta w przedziale czasowym Lt.t+p"J,

©, w przeciwnym przypadku.

Ze wzgledu na rownoiegrosc maszyn, len numeracja jesz sprawg czysto umow-
na i1 moze ulega¢ zmianie w kazdym z momentéw czasowych t = 1,...,T.

Model matematyczny zagadnienia mozemy sformudowa¢ w nastepujacej pos-
taci:

K TpA M
z r*iC*)(z dfiCt)) — » min /V/
i=1 t=1 1=1

przy ograniczeniach

K M K M

b(t) + > 2 rii(*) = b @-1) + 2 72/
i=1 1=1 e i=1 1=1

b@® =b@) = M;

® =rktl@®, 1=1,... M t=1,»=*T-p"; i=1,...,K; /Y

=rii(1 1=1,...5M; t=1,,».,T-p?; i=1,...,K; Va4

O<b® <M t=1,...,T-1 Vis'4

oONMNrib®M”™ »1 = 1 , t=1,*..,T-p"; i=1,*._,K; V4

oNricH A 13 1=1,....M; t=1,..., T-p~{ i=1,,,»,K} 77/
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0N diiW AN 1=1,ee. M t-1,,.%, 9~ 1=1«..,K, /8/
T-Pi U
Vs djnm “ i=1«* «iK 79/
t=1 1=1

®, r(t), drCt), b(t) - catkowitoliczbowe.

W celu uproszczenia zapisu zakkada sie, ze wszystkie zmienne przyjmu-
Ja w modelu wartos¢ réwng zeru dla t< 0. Ograniczenia postaci /2/ ozna-
czaja, ze suma liczby maszyn niewykorzystanych w przedziale czasowym
it.tHi] oraz liczby maBzyn, ktére rozpoczety realizacje operacji w momen-
cie t, musi by¢ réwna sumie liczby maszyn niewykorzystywanych w poprzed-
nim przedziale czasowym [t-1,tl oraz liczby maszyn, ktore zostaty zwol-
nione /zakonczyty realizacje operacji/ w momencie t.

Wprowadzenie dodatkowych zmiennych r~Ct) oraz r” (t), scisle zwigza-
nych z wartoscig zmiennej d~(t), pozwala na uzyskanie, po pewnych przek-
sztaktceniach, specjalnej, "'przephywowej'- struktury ograniczen.

Poniewaz zmienne di1 (t), (® oraz r~ () sa zmiennymi binarnymi,
stad ograniczenia /3/ i1 /4/ mozna zastgpi¢ jednym ograniczaniem postaci:

2*rii(t) ° rj.ico0 + d-jCo * 1 =1, t=0,...,T /11/

Jesli bowiem riL(®) = 1, to z ograniczenia /3/ wynika, ze r~CO » 1, na-
tomiast z ograniczenia /4/ wynika, ze d™ (© = 1, co pocigga za sobg
spetnienie warunku /Z11/. Réwniez z ograniczenia /11/ oraz warunku catko-
witoliczbowosci i1 nieujemnosci zmiennych r~ () 1 dMN(t) wynika, te jesli
*11 () = 15to roéwniez oraz d™(t) musza by¢ réwne jednosci, nato-
miast jesli r~C*) “ °t *0 z /3/ i /4/ wynika, ze r~"CO. » d~Ct) » O.
Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w druga strone, wychodzac od

ograniczenia /11/. Z nieujemnosci zmiennych wynika, ze jesli m 0,
to réwniez dj () + r™ (© jest rowne zeru, tylko wtedy, gdy dil(®) »
“?iIxCt) =o.

Zagadnienie postaci /1/,/2/,/5/-/11/ jest zagadnieniem przeptywu cak-
kowitoliczbowego z mnoznikami w sieci dynamicznej G » (N,A), gdzie X oz-
nacza zbior wierzchotkéw sieci, a A zbior dukéw. Strukture sieci G » B,D
przedstawiono na rysunku 1.

Kazdemu #ukowi sieci G = (N,A) przyporzadkowana jest jednoznacznie jed-
na ze zmiennych decyzyjnych b(t), d~ft), *i 1~ Katomiaet wierz-
cholki sieci odpowiadaja ograniczeniom /2/,/9/,/11/. Koszt przeptywu przez
4uki odpowiadajace zmiennym b(t), r~(t) oraz “n(t) jest rowny zeru, na-
tomiast koszt przeptywu w dukach odpowiadajacych zmiennym dji(o jest row-
ny k~(t), i=1,...,K. Przepustowosci 4ukéw opisuja ograniczenia /5/-/8/.
tuki zaznaczone na rysunku 1 grubszg linig odpowiadajg zmiennym ru W
1 przeptyw w tych dukach. ulega podwojeniu /poréwnaj ograniczania /1t//.
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Momenty czasowe zwigzane z poszczegdlnymi wierzchotkami sieci G = (N,A)
umieszczono na rysunku w nawiasach klamrowych.

b(t)<M

[+

I |
fbOo>M
Rys. 1. Fragment sieci dynamicznej G = (H,A).
Istnieje szereg algorytméw rozwiazywania zagadnien przepdywow z mnoz-

nikami [1,2,4,53. Algorytmy te nie gwarantuja jednak catkowitoliczbowosci
rozwigzan.

3. Zagadnienie z roznymi maszynami

Rozwazmy analogiczny problem kolejnosciowy z réznymi /nieréwnolegdymi/
maszynami. Biech p” oznacza czas wykonywania operacji i-tego typu na
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I-tej maszynie, natomiast Ki;L(t) niech oznacza koszt realizacji operacji
i-tego typu na 1-tej maszynie, jesli rozpoczeto jej wykonywanie w momen-
cie t.
Zamiast zmiennej decyzyjnej b(t), t=0 T; wprowadzmy binarne zmien-
ne decyzyjne:
"1, jesli maszyna 1-ta nie jest wykorzystywana w prze-
bx (t) dziale czasowym [t,t+Il,

0, w przeciwnym przypadku;

pozostate zmienne decyzyjne nie ulegaja zmianie.
Model matematyczny zagadnienia z réznymi maszynami ma wtedy postac:
K M T-pu
INICEH) — Vmin /12/
=1 1=1 t=1
przy ograniczeniach

ANt) + ZK rix(t) = br(t-1) + ZK rii(t_Pii)
-1 -1

/13/
bj@® = b T) = 1, 1=1, t=1,...,T
ArilCO - riCO & dA(E) , t=1,e..,T-p"; 1=1, i=1,...,K; 714/
O<h@®< 1,1 =1 , t=1..._.T-1 /15/
ril(v)
° < i) < 1, t=1,...,T-pil; 1=1, i=1....K /ls/
-da(t)
rii®, riz ®, dW, b1 (® ; catkowitoliczbowe /17/

Zagadnienie z maszynami nieréwnolegdymi wymaga dalszej rozbudowy sie-
ci dynamicznej przedstawiajgcej strukture jego ograniczeh w modelu'prze-
Wszystkie prowadzone dalej w pracy rozv.3zania bedg dotyczydy zagad-
nienia /1/-/10/ z maszynami réwnolegdymi. Bez wiekszego trudu moga by¢

one jednak uogélnione na przypadek z réznymi maszynami .

4. Dolne oszacowanie

Jeshi w modelu /1/,/2/,/5/-/11/ pominiemy warunki catkowitoliczbcwe
zmiennych /10/ oraz jesli ograniczenie postaci b(o) = M, zastgpimy wa-
runkiem b(0) 1!, wéwczas otrzymamy zagadnienie wyznaczania przepdywu
minimalnokosztowego o wartosci K + /» odptywie/ w sieci z mnozni-
kami. Zagadnienie to bedzie dalej oznaczane jako problem PM.
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Zagadnienie PM jest naturalnie zagadnieniem programowania liniowego,
jJednakze jego specyficzna /''sieciowa’/ struktura ograniczen pozwala na
zastosowanie wyspecjalizowanych algorytméw przepdywowych, ktére wymagaja
mniejszego obszaru pamieci m.c. niz. ogolne algorytmy programowania linio-
wego [6 ]-

Wartos¢ funkcji celu rozwigzania optymalnego problemu FM /ktéry jest
relaksacja problemu wyjsSciowego/ jest dolnym oszacowaniem wartosci funk-
cji celu problemu /1/-/10/.

5. Alcorytm

Algorytm rozwigzania zagadnienia /1/-/10/ oparty-jest na schemacie me-
tody podziatu i ograniczen ze strategiag podziatu z kolejnego wezta C6].
Zakézmy, ze mamy dane rozwigzanie optymalne zagadnienia przepiywu
z mnoznikami PM. Jesli jest to rozwigzanie spelniajace warunki cakkowito-
liczbowosci 710/, jest ono réwniez rozwigzaniem optymalnym badanego prob-
lemu. Zazwyczaj jednak pewne zmienne dil(®), ril® , r~ (®, b(® w roz-
wigzaniu optymalnym zagadnienia PM nie przyjmuja wartosci catkowitych.
Niech ® /=1,»..,T-p~; Is1,...,Mj i-1, ... ,K/ oznaczasg wartosci
zmiennych d~(t) otrzymane w rozwigzaniu optymalnym problemu PM. Moga

przy tym zachodzi¢ dwa rézne przypadKi:
A. Niektére wartosci d*N(t) sa niecatkowitoliczbowe.

B. Wszystkie wartosci (® sa réwne zeru badZz jednosci, jednakze
wartosci pewnych zmiennych ri;L(P) , b(t) nie sg catkowito-
liczbowe.

Przypadek B wymaga odrebnego rozwazenia, gdyz w pewnych sytuacjach
catkowitoliczbowe wartosci d*(t) wyznaczaja rozwigzanie dopuszczalne
problemu /1/-/10/, o takiej samej wartosci funkcji celu, jak w rozwigza-
niu problemu PM.

Otwlrzmy rozwigzanie:

ru(t) =ru ® =d*r®; t=1,...,T-Pi; 1=1..... H; i=1,...,K; /18/
b(©) = M; K M K M

b() = b(t-I) + ~ THl (tpp) -~ P rilv); t=1,...,T; /1%
i=1 1=1 i=1 1=1

Otrzymane rozwigzanie jest rozwigzaniem optymalnym zagadnienia /1/-/10/,
jesli wyznaczone weddug reguty 719/ wartosSci zmiennych b(t) spekniajg o-
graniczenia o <b(t)”™ H, t=1,...,T-1 oraz b(® = M.

W przypadku, gdy nie uzyskalismy rozwigzania catkowitoliczbawego prob-
lemu FM dokonywany jest podziat zagadnienia na dwa dopedniajgce podprob-
lemy. Jako podstawe tworzenia podziatu przyjeto wartosci zmiennych dfr(t).
A mianowicie, wybieramy dowolng zmienng d*p(s) / O i zagadnienie /1/-/10/
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rozbijamy na dwa podproblemy:

1. Podproblem P*, w ktérym dyp(s) = O;

2. Podproblem P®, w ktérym dvp(s) = 1.

przypadku podproblemu P% ustalenie, ze nyp(@) = o, pocigga za soba:
usuniecie z sieci G = (N,A) Hukéw odpowiadajacych zmiennym d~s) , rvp(sj ,
ryp(s), badz /co nie jest cakkiem réwnowazne/ przydzielenie bardzo duzego
kosztu przeptywu w duku odpowiadajacym zmiennej dyp(s) -

W przypadku 2. ustalenie 6v”s) = 1 oznacza, ze zadne z operacji wykony-
wanych przez p-tg maszyne nie moze by¢ rozpoczeta wczesniej niz w momen-
cie zakoniczenia wykonywania operacji typu v, to znaczy w momencie a+py .-
Ponadto zadna z operacji typu i; i=1,...,K; jesli ma by¢ realizowana
przez maszyne p-ta, nie moze zostaC rozpoczeta w momencie pdzniejszym niz

gdyz t; przeciwnym przypadku maszyna ta nie mogtaby by¢ zwolniona
s momencie s.

Tak wiec przyjecie, ze dyp(s) = 1 pocigga za sobgustalenie ¢p (®= 0.
rip(®= o0, ?ip(® =o0, t = s-pi+1,...,Stpv-1; i=1,...,K orazusuniecie
operacji typu v ze zbioru operacji przeznaczonych do wykonania. Zamykanie
podzbioru rozwigzan nastepuje w sytuacji, gdy:

- otrzymano rozwigzanie catkowitoliczbowe zagadnienia PM odpowiadaja-

cego rozpatrywanemu podproblemowi ;

- nie istnieje rozwigzanie dopuszczalne rozpatrywanego podproblemu;

- dolne oszacowanie wartosci rozwigzania optymalnego podproblemu jest
wieksze /réwne/ wartosci najlepszego uzyskanego do tej pory rozwig-
zania dopuszczalnego problemu wyjsSciowego.

Niech oznacza kolejny i-ty rozpatrywany podproblem zagadnienia /1/—
/10/, natomiast PW* niech oznacza zagadnienie wyznaczania przeptywu z mno-
znikami odpowiadajace podproblemowi P.. Kolejno generowane podproblemy P/
zapamietywane sg w postaci drzewa podprobleméw H.

Algorytm

Niech UB oznacza wartos$¢ najlepszego do tej pory wyznaczonego rozwig-
zania dopuszczalnego zagadnienia /1/-/10/. Poczatkowo przyjmujemy U3 =00 .
Ponadto niech P§ oznacza rozpatrywany problem /1/-/10/. P® jest korzeniem
drzena K. Kolejna, i-ta lteracja algorytmu ma postac;

Krok 1. Wyznaczy¢ dolne oszacowanie LB" poprzez rozwigzanie problemu PM, .
Jesli rozwigzanie dopuszczalne PKMN nie istnieje, przejs¢ dc kroku 5,

* przeciwnym przypadku zapamieta¢ wartos¢ funkcji celu rozwigzania opty-
malnego AL jako LB” Przejs¢ do kroku 2.

Krok 2. Sprawdzi¢, czy LB. < UB. Jesli nie, przejs¢ do kroku 5. * prze-
ciwym przypadku przejs¢ do kroku 3.
Krok 3. Sprawdzi¢, czy otrzymane rozwigzanie problemu PW* jest rozwiagza-

niem dopuszczalnym podproblemu P*. Jesli nie, przejs¢ do kroku 4. prze-
ciwnym przypadku dokona¢ podstawienia UB = LBM 1 zapamieta¢ wygenerowane
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rozwigzanie. Przejs¢ do kroku 5.

Krok 4. Dokona¢ podziatu podproblemu P~ na podproblemy PN oraz P . Uzu-
pedni¢ drzewo podprobleméw H weztami Px i Py oraz fukami i
(P™,Py). Przejsc¢ do kroku 5.

Krok 5. Zamkna¢ podproblem P*. Wybra¢ z drzewa H najpézniej wygenerowany,
niezamkniety podproblem Pz. Podstawi¢ Pi+”™ = PN i przejs¢ do kroku 1
Jesli wszystkie podproblemy w drzewie H sg zamkniete, to zakoriczy¢ dzia-
4anie algorytmu. Ostatnio zapamietane rozwigzanie dopuszczalne o wartos-
ci funkcji celu UB jest rozwigzaniem optymalnym zagadnienia /1/-/10/.

6. Przyktad ilustracyjny

Dany jest problem jednomaszynowy z trzema operacjami tego samego typu
/q = 3/, ktérych czas wykonywania jest rowny p=5. Y/artos¢ horyzontu cza-
sowego T = 30. Koazt realizacji operacji w zaleznosci od momentu rozpo-
czecia przedstawia ciag k(t) = (10,9,8,7,6,5,4,4,7,7,8,9,10,12,15,20,20,
20,...,20} t = 1,...,30. Drzewo podprobleméw H wygenerowano podczas dzia-
t+ania algorytmu przedstawione jest na rysunku 2. Rozwigzanie optymalne
zagadnienia otrzymano w 2 iteracjach algorytmu.

Rys. 2. Drzewo podprobleméw H,
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nPMEHEHUE SIUMH HOTOKA C MHOMTEIffl® K MOfEMPOBAHUD H OUTH-
«H3AHHH JE1CKPETHUX HPODDCCOB

Pe3dme

B paOoTe npeflciaBlieHa 3anana onpenejieHHH noaneflOBaTejiEHOCTH BunojmeKzsi
n He3aBHcza3HX onepanaii Ha M napajuielibHHX Mammax ¢ KpETepaeM MHHndzanHH
oMMH cToraaocTefi BHnojraeHHH onepauES. C$opMyjmpoBaHa aaTeMaTBraecKaji MORgED
3aiaHB Kas npodJieua nexoHHClieHHoro noTOKa ¢ mhoiehtbahmh h aliropzTU pemeraa
3asaaH, Hcnojn,3yiDmkKa MeTOR BeTBeS b orpaHHReHua.

AN APPLICATION OF THE FLOW WITH GAINS PROBLEM TO MODELING
AND OPTIMIZATION OF DISCRETE PROCESSES

Summary

This paper deals with the scheduling of n independent operations
on U parallel machines with a criterion to minimize total costs. The ma-
thematical model of the problem is formulated as an integer flow with

gains problem and the solution algorithm of branch-and-bound type
is given.



