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A 1JORYTM HENIMMCSOWEGO ROZDZIALU ZASOBOW W SYSTEM IE

Streszczenie : Wpracy przedstawiono algorytm okre$lania optymalnego
rozdziatu zasobéw w przypadku niepeinej informacji o doptyv«ch dys-
kretnych zasobdw do systemu . Zaktadajac, ze znane jest ogranicze-
nie na wielko$¢ tych doptywéw proponuje sie minimaksowe kryterium
optymalizacji oraz algorytm bazujacy na standardowych procedurach
programowania matematycznego.

1. W step

.Dynamiczny problem rozdziatu zasobow w systemie mozna sformutowac
nastepujaco
Dane jest rownanie ewolucji zasobéw w systemie '
x(n+tl) = Ax(n)-Bu(n)+d(n) n»0,1, ... , N-1 (1)
x(0) = xQ> 0

gdzie: x jest k-wyraiarowym wektorem zasobéw, u - m-wymiarowym wektorem
decyzji o przydziatach zasob6éw na poszczeg6lne zadania / podsystemy/ ,
d - wektorem doptywow zasobow; do systemu. State 0O man ¢ 1 ,

0 < <T 1 okre$lajg odpowiednio stopien deprecjacji zasobéw
1 zuzycia zasobdw przydzielonych, za$ /1 jl - okres$lajg struk-
ture przeptywoév; miedzy magazynami lub réznymi rodzajami zasobow

Oznaczono przy tym A ={a.-j} , B = {bl13} .
Okresli¢ rozdziat zasobow w horyzoncie N znajdujac ciag decyzji u(n) ,
a« 0,1, ... , N-1 minimalizujagcy wskaznik

N-1

?)

t,2, ... ,k j jailu, ... , m
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2. Gwarantowany wskaznile jako$ci 1 zastosowanie ororramowania
dynamicznego

Wyznaczanie decyzji optymalnych wymagatoby znajomos$ci stanu uktadu,
tzn. wektora zasob6w w chwili n-tej oraz wszystkich doptywéw wprzysz-
tosci,tzn. dla i » n, ntl ... N1 . Wymaganie to jest. nierealne. W pracy
bodziemy zaktadali, ;e potrafimy okres$li¢ wektor x(n) orez oszacowac
maksymalng wielko$¢ doptywu zasobdéw', do systemu,tzn.

k
Z ~(.n) \i(n) 3)
i>=1
W zwigzku z tym zadanie minimalizacji -wskaznika (2) nalezy zastgpi¢ za-
daniem wyznaczania strategii Cn))} takiej, ze ciag

| hQ0cQ, ... , h~A"@e(ji-1)} = *131 a {u(P)t j (4)

minimalizuje gwarantoyrany wi/skaznik jakosci o postaci- :

Il - Sup | (5)

DN « W-

gdzie:przez DNl oznaczono cigg niepewnychdoptywow;, tzn.

bj = {di0), ... , d (N-1)} (6)
a M oznacza zbidr wjynikajacy z ograniczen (3)
Dodatkcw.-0 zaktada¢ bedziemy, te doptywy moga przyjmowaé jedynie dyskret-
ne wartosci, ekstremum wska-nika bedziezatem osiggane
Hozwiazanie zadania minimalizacji wskaznika (5)m otrzymamy stosujac

programowanie dynamiczne .
Oznaczmy :

I" = inf | = inf supJ = inf sup jini sup (<m (inf sur 1-U)
% DN?'I ly0 ,ueo) u(D Ay.,u(i) uCi-1)  tyil-i

gdzie; yn oznacza wektor dostepnej.informacji/tz.n. przy zatataniu dok-
tadnej informacji o zasobach/ ;

yn X*<-'e)ee- xXT(.n), U7TCB...ccevnunee. uT(n-1)) n=20,1, ... , 3-1

Ze wzgledu na addytywng posta¢ wskaznika (2) notemy okresli¢ nastepu-
jacy ciag rekurencyjny
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Em(x (N-1) , u (N-1)) = sup { Lk_1 ( uwk-1, x ()} (7)
x (N)6Xk | x(N-1) ,u(i!-1)

N(x W t“ Inf En+l (x (n), u(n)) n=0,1, ... , N-1 (8)
u(n)
En(x Cn-I),u (n-1)) = sup { n(x(n)) + Ln_1(u(n-1) , x(n))j
x(n) ¢ Xnj x(n-D,u(n-1)
n=0,1, ... , N-1 9)

Zbiory £ , po ktérych dokonuje sie maksynfilizacji okre$lone sa jako

X+lx(n),u(nF W n+1) ! all ¥ u,+ bij
(m} (10

Zauwazny, ze

10 QW

oraz sterowanie u(n) zalety jedynie od aktualnego wektora zasobow x(n).
Stan x(n) jest zatem tnfornacjg wystarczajacg [ 1] wudaniu minimali-

zacji gwarantowanego wskaznika jakos$ci i ws$rdd strategii Kj._1 istnie-
je strategia optymalna

Zatozenie o'osigganiu ekstreméw (zbiory x i u sga Wypukie 1 z>«rte
a zbior skonczony i zwarty ) urno--li la zastgolenie relacji (7) - (10)
réwnaniem :

M (x W) = ain  rax {OR+1  (x(n+1)) +.Ln(u(n), x(n+1))i (HJ

u(n)d(.n) [x(r.), u(n)

» kazdym etapie procesu decyzyjnego nalezy- zatem rdzwinza$ statyczny
problem minlnaksu éyskretnrro dla ustalonych punktow siatki wektora za-
sobow x(n) .. Przyjmujagc bowiem ::(n) jako ustalone- i biorac po¢ uw.ri
rownanie’ ewoTuejl zasobow -(1) nmimy - kazdym etapie probier zca-'do-.mni:
starowania u°(n) taklero, ie

:$n max (u(r), d(n))= max -, {u°(n), d(n)),

J(r.) d(n) d(n)
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Fn(u(n), d(n))=Qn+l (A x(n) - B u(n) +d(n)) +

+Ln (u(n) , Ax(n) - Bu(n) + d(n)) (13)
zas d(n) przyjmuje wartosci dyskretne d\n) j =1,2, ... , K , pray
czyn spetnione jest ograniczenie (3) . Wdalszym ciagu przy rozwazaniach
dotyczacych statycznego zadania minimaksu opuszcza¢ bedziemy n i przyj-

mowaé, te organizacja siatek/wektor zasobdw/jest rozstrzygnieta, a x(n)
ustalone
3, Algorytm ralninaksu dyskretnego

Hozwigzanie analityczne problemu (11) mozliwe jest jedynie dla bardzo
waskiej klasy zagadnien [2} . Proponowany algorytm opiera sie na meto-
dzie kolejnych przyblizen punktow £ -stacjonarnych [3] , pray czym zgod-
nie z sugestig zawartg w £41 do wyznaczania kierunku £ -najszybszego
spadku korzysta sie ze standardowego algorytmu programowania kwadratowego.

Oznaczmy przez G(u) funkcja meksimaoijtzn.

G() = max F (u ,ed®) (14)
i

uf nazywa sie punktem ¢-stacjonarnym funkcji maksimum [3" jeS$li

D(uth) = min max (" Ntg> oA °t M5)
ISH - 1j¢ RE(UE) 3 u

gdzie:
RE (u) ={j: G(J- F (u ,dfj) (16)

Kierunkiem £ -mininaksowego gradientu funkcji G(u) w punkcie u na-
zywamy wektor jednostko-./y g£(u) taki, ze :

max €A -L Cu»d5), g,(u)> *=D(u) a7
ij6 Rf(u ~ u

Oznaczmy przez H (u) zbidr v/szystkich pochodnychwystepujacych v (16),
tzn.

HE(u)« [z -7~-(u.d3), j £ RE(u)} (18)

a przez LE(u) powtoke wypukty tego zbioru(tzn.
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LE(u) ={z =i ad2j:2) i HEU>,a» > 0, A 1} @9)

Wykorzystywany algorytm opiera sie na nastepujacych dwoch twierdzeniach

[3] =
Tw.l. uf jest £ -stacjonarnym punktem funkcji G(u) wtedy i tylko
wtedy, gdy

0 € LE (uf) (20;
Tu.2. Jezeli u nie jest £ -stacjonarnym punktem G(u) to funkcja
G(u) posiada w punkcie u jedyny kierunek £ -ninimaksowego gradientu

gg(u) dany jako

6E£Cu). - jt . 2,

gdzie; z jest punktem zbioru L”(u) najblizszym poczatku uktadu wspét-
rzednych .
Proponowany algorytm sktada sie z nastepujgcych etapow :

1° Przyjecie warunkéwstartowych, okre$lenie ciggu j Jdodatniego
zbieznego do zera , i =0, j=0,u5 =u°, £ .= £ , okresle-
nie £

2°  Wyznaczenie zbiorébw HE (ul) orez HE (u”) na podstav;ie definicji
(16) i (.18). zZatézmy, ze”sg one p elementowe .

3° Sprawdzenie warunku D(u\) ~ 0 , Dokonuje sie tego w oparciu o twier-
dzenie 1, sprowadzajac problem do zadania programowania liniowego
Mianowicie okresimy p+1 wymiarowy wektor Za-\V£i2’ T ap*
eteki, te minimalizowane jest wzgledem niego t przy ograniczeniach

(;Fi a_ z';* - t § 0 r = 1,2, . n
s— S S
P r ,
y ag ¢d -t =< 0 r » 1,24
s=1
13 as =1 a4l o, t o,
gdzie: A =J~- (ds , ul), s £ RE (ul)
aur cj

Problem ten moze by¢ rozwigzany za ponoc4 algorytmu Simplex.
Jezeli otrzymana stad warto$¢ t jest rowna 0 , to wowczas
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ik fiZPSffi

o fi (ut)
i punkt U]’lc-’? - uk Jest £ .-stacjonarnym punkton funkcji G(uJ ,
Je-'li tak nic jest przechodzimy 'm naBtopnego kroku,czyli wyznacza-

nia' kierunku poszukiwac.

4° Wyznaczenie kierunltu poszukiwan g(u*) wymaga znalezienia, punktu
z felL spetniajagcego twierdzenie 2. Zadanie io mozna rozwigzac
wykorzystujac atlgorytm programowania kwadratowego. Zachodzi bov/iea'£4l

min z? z = nin T Za (22)
zfi LE (u) a

0

przy ograniczeniach

8 a ~1f a 0) s c 1j fo /)
S=1 s s
gdzie: Z jest macierzg, utv,orzohg z -wektorow z, . s = 1,
Foszukivany punkt z wyznaczony zostanie jako
P
Z.,
s=1 s
gdzie! , s=1 ... , p sa rozwigzaniami zadania prégraaowania

kwadratowego  (22), (,23) , Proponujemy tu zastosowanie, algorytmu
WoXte’a
5° K?jac -wyznaczony kierunek' g(u*) nalezy znalezé, h minimalizujace
G (ul +h g (u*)) , Jest to problem minimalizacji w kierunku, ktéry
nozna rozwigzac¢,np. metodg ztotego podziatu,
Warto$¢ u wkolejnej iteracji otrzymuje sie jako wui+:= u*+ hg(ut)
i przechodzimy do punktu 2°
Jes$li v punkcie 3° okaze sie, ze uM jest punktem £ ..-stacjonarnym
wowczas sprawdzamy" kryterium stopu

t S *:S

i gdy nie jest spetnione przechodzimy do punktu 2° 2z nowym £ " .
Pewnym mankamentem proponowanego algorytmu jest konieczno$¢ réznicz-
kowania funkcji celu, podczas gdy ze wzgledu na siatki programowania
dynamicznego funkcja ta jest zadana tabelarycznie. Trudno$¢ te mozna po-
kona¢ przez aproksymacje miedzyweztowa i rézniczkowanie numeryczne.
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4. Przypadek doptyw zasobdw' ciggtych

Proponowany algorytm mozna rozszerzy¢ na przypadek nieznanych,lecz
ograniczonych doptywow zasobow; ciggtych. Mozna tego dokona¢ przez wprowa-
dzenie siatek skonAczonych na zmienng d £3} badZz arbitralne przyjecie
pewnych wartoéci d = & tworzacych zbiér skoriczony. W[23 zaproponowa-
no wykorzystanie tu algorytmu Salonora [6] . Walgorytmie tym wykorzys-
tuje sie jedng z metod rozwigzania zadania programowania nieliniowego
z ograniczeniami roéwnosciowymi do wyznaczania now.-ego elementu zbioru
wartosci d* . Poszukuje sie mianowicie w kazdym kroku iteracyjnym ele-
mentu dk maksymalizujgcego funkcje F (u”™, d),przy czym irn jest
wynikiem uzyskanym z zastosowania algorytmu minirraksu dyskretnego przy
poprzednio okreSlonym zbiorze dyskretnych doptywdéw.'. V kazdej petli Itera-
cyjnej wykorzystywany jest zatem algorytm z rozdziatu 3, przy czym zbidr
wartosci d*» wulega zwiekszeniu. Kryterium stopu jest brak poprawy w war-
tosciach funkcji maksimum. Zauwazmy, te dla rozwigzania catego problemu
dynamicznego konieczne jest potaczenie algorytmu minimaksu z metodg sia-
tek programowania dynamicznego.

\/ pracy [21 przebadano algorytm na szeregu przyktadach. V kazdym punk-
cie siatki uzyskano dobra zbiezno$¢ osiggajac warunek stopu po trzech,
czterech iteracjach algorytmu minimaksu statycznego ciggtego badZz dys-
kretnego. Mimo to, ze w.-zgledu na konieczno$¢ stosowania metody siatek
juz przy modelu dwuwymiarowym i czterokrokowym :horyzoncie sterowania
czas obliczen byt znaczny.

Analityczne wyznaczenie strategii optymalnej jest w zasadzie mozliwie-
jedjmie w przypadku skalarnym. Ponizej przedstawimy taki przyktad ; ale
naw/et w tym przypadku uzyskanie rozwigzania analitycznego nie jest spra-
wa prosta

Rozpatrzmy nastepujacy problem rozdziatu zasobow.' :

Dysponujemy zasobem poczatkowym w ilosci x = 10 jednostek. Zasob ter.
mozna skierowa¢ Wcatosci lub czes$ci na jeden z dwoéch celow, skierowanie
y jednostek zasobu na | cel daje wciggu okresu zysk f* =cl - 4 y~
za$ skierowanie v jendnostek na Il cel w-ciggu jednego okresu przynosi
zysk f0 =G, -'m£ v , przy czym zrséby przeznaczono nr | c | iSry
20 procentow,-emu zuzyciu. Maksymalny doplyw-.- zasobu w ciggu /..iuc. > rkra z
wynosi .v; = 1 jednostka

Wcelu okres$lenia strategii optymalnej ci-.gu 5ckra-'.. r. =
okreslmy réwnanie ewolucji zmebow :

x (n+l) a oc™}- 0.2 y(n) + c(n) ;:(0) =,
dia) $ 1 0 £ VCn)~ >{r)

oraz zysk c¢ Ikr ity
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v=l 0 ilc, y2(m]+ [c2 -\ v2(n)]} =
n=
¢-Q +c2-"y2() - j(x[n) - yM) ]
Problem maksymalizacji zysku zastapmy ze wzgledu na statos¢ pro-

blemem minimalizacji wskaznika :

i =1 r§:Jo{y2Ch) + (xfr) - yw) ] =I r>1<=0{ u*(n) +x2 (n)} "'

gdzie;
u(n) = 2y() - x(n)

Rownanie ewolucji zasobéw zmieni sie do postaci
x(n+1) =0.9 x(n) - 0.1 u(n) + d(n)

Ze wzgledu na niepetng informacje o d(h) zadanie optymalizacji rozwia-
zemy jako, zadanie mininaksUptzn. poszukiwa¢ bedziemy wu(n) minimalizuja-
cego

2
I = max J u2(n) + x™(n)J
d(n)<1 ~ 1

Poniewaz x(0) jest dane, a jak tatwo zauwazy¢ optymalne wu(2) =0 wskaz-
nik moze byé zapisany jako

1
max E% "(u2(n) + x» (n+1))
d(nl£ 1 n=°

przy ograniczeniach 0 < u(n) x(n)
Po '."'korzystaniu warunkéw koniecznych i wystarczajacych minimaksu/ze
wz,~lc>du no. wypuktosé funkcji maksimum/ mamy dla przyjetych danych

U@) = g.x(1).t 10 < (1)
101
i ey
u(o) = Jhtj42L-t.ZL2 s 1.9 ¢ x(o)
102

Jut  przypadku dv.myraiarowya i kwadrotowym wskaznika jakos$ci uzyskanie
rozwigzania analitycznego jest niemozliwe. Halety woéwczas zastosowac al-
gorytm numeryczny.
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Przyktadowo dla systemu, w ktorym zasoby ewoluujg zgodnie z réwnaniami

x(p+l) = 0,9 x(n) - u(n)+djCn) x(0)

13.16

y(n+l) = 0.9 yCn) -x(n) + d2(n) yCo) 21.41

przy ograniczeniach

0 u(n) * x(n) ¢ry(a)
di(n) + d2(n1 1
uzyskano strategie minimaksowg dla wskaznika jakosci
2
1- it {*X2(n+1) +y2 (n+1)}
=0
wpostaci decyzji
u0) =7.67 , wu(l) =290, u(2) - 1.56

i odpowiadajacych imwielko$ciach zasobow 5

x(0)

13.16 , x(1) =4.87 , x(2) =218 , x(3)- 1.11

y(0) = 21.41 , y(1) =7.52 , vy(2) - 3.31 , y(3)= 2.22

5. Uyegi koncowe

procy przedstawiono algorytm rozdziatu zasobow v systemie,’,.' ktoryis
déptywy zasobow sg zmiennymi niepewnymi. przeciwienstwie jednak do wie-
lu piec, np. tt.73, C.g], , vV ktorych traktuje sie te zmienne jako losowe,
przyjeto odmienny model niepewnosci zaktadajacy przynktletncz$ tych zmien-
nych do okres$lonych zbioréw ograniczonych. Podstewo-.c wersj". '-lgorytmu
dotyczy doptywu z?.-sob6v; dyskretnych, przedstawiono jednak réwnie$S wersje
dla przypadku zasob6w ciggtych, kryterium jakoS$ci przyjmowan*- jest wpo-
staci gwarantovffineeo wskaznika,co wydaje ci by$ naturalng k--nrr’:-.Tr.cj-3
postaci informacji o zmiennych niepewnych. — za$ wyd je ni- by$ informa-
cjag najczesciej dostepng ','praktyce. Ogélno:"" algorytmu urosli', ia jego
za3tosom.-.«anie .rowniet w przypadku vyr.tcpov.nni ; ir.r.ych parfT.ptr*w nim f,.
nych w modelu systemu i wskazniku /.ap.: zapotrzebo-.r.A- nr. zasoby/’ jes$li
one tcjg réwniet charakter zbiorowy. X pr-cy nie rooro.trywr.o drugiego
alternatywnego podejScia potegejgcejo na aproksycrcji zbiér".." zmiennych



254

ni'.-pevinych elipsoidami czy hlperwieloscianami, co w niektérych prostych
przyp Okr.ch prowadzi co ano.litycznych rezultatéw, np. : £10] .
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MTOPMTM  VHHUMAKCHOXO PACnPEHEJIEHM PEOTCOB B CHCTEME
Pediiue

B patloTe npeflCTaBlieH anropaTM onpe”ejieHM onrmsajiLHoro paonpenejieHM
pecypcoB b cjrynae Henojraofi KH$opManjm O SHCKperaoia pecypce Ha sioae cho-
TeMH. llpHHHMaH, HTO HSBeCTHH OrpaHHRSHZH Ha BZOJHOfl OTCKpeTHHft pecypc
npeuiaraeTCH MHHmsaxcHHfi onT5BiH3anHOHHHM KpHTepiaft , a thkes aairopHTB oc~
HOB3H Ha cTaaiiapTHHXx npoaesypax MaTeisaTHaecKoro nporpaMWHpoBaHna.
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AN ALGORITHM FOR MIN - MAX RESOURCE ALLOCATION IN A -SISTEM

Sims ry

An algorithm for optimal resource allocation in the presence of
uncertainty about discrete inflows to a system has been proposed. Assump-
tion about given bounds on the unknown inflows implies min-max performan-

ce criterion. The algorithm is based on the standard mathematical program-
ming procedures.



