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Streszczenie. V pracy przedstawiono oryginalną realizację 
algorytmów równoległych dla zadań maksymalnego przydziału łączącą 
praktyczno zaloty szeregowego algorytmu Halla z teoretycznymi właś­
ciwościami algorytmów równoległych.

1. Wprowadzenie

Przypuśćmy, że dany jest dwudzielny grał G = (x,Y,E), gdzie X oraz Y 
są zbiorami wierzchołków oraz zbiór E, |E| = X je3t zbiorem krawędzi {i,jj 
takich, że i 6 X oraz j 6 Y. Dla ustalenia uwagi można przyjąć interpreta­
cję, że zbiór X,IXI = m odpowiada zbiorowi zadań do wykonania, zbiór 
Y,|Yl = n odpowiada stanowiskom obsługi /lub pracownikom/ mogącym wykony­
wać te zadania, przy czym krawędź {i,j} 6 E oznacza, żo i-te zadanie może 
być przydzielono do wykonania na j-tym stanowisku. Zbiór krawędzi MCE 
jest skojarzeniem w grafie G, jożoli każdy wierzchołek ze zbioru XuY 
jest incydentny co najwyżej z jedną krawędzią z M. Zadanie wyznaczenia 
maksymalnego przydziału rozłącznych zadań do stanowisk obsługi polega na 
znalezieniu w grafie G skojarzenia o największej liczności. Zadanie to ma 
szerokie zastosowania C13 , [43 , [63 . Algorytmy dla wielkich zadań przydzia­
łu znajdują szczególne zastosowanie rn.in. w algorytmach sterowania w sys­
temach transportowych oraz w technikach rozrzedzonych macierzy [3 3,193.

Prosta droga w grafie G z nieparzystą liczbą krawędzi nazywana jost 
ścieżką naprzemienną względem skojarzenia 11, jeżeli jej parzysto krawę­
dzie należą do 1-1 natomiast krawędzie nieparzyste należą do E-M. 'wierzcho­
łek t E S d Y  nazywany Jest swobodnym, jożoli nie jest on incydentny z kra­
wędziami skojarzenia M. Ścieżka naprzemienna nazywana jest ściożluj po­
większającą, jeżeli jej wierzchołki początkowy i końcowy' są swobodno.
Dla danego skojarzenia M można, jeżeli M nie jest skojarzeniem o liczności 
maksymalnej, znaleźć skojarzenie X o liczności większej wykorzystując do 
tego ścieżki naprzemienne 153,173. Jożoli dla danego skojarzenia M ist­
nieje ścieżka powiększająca P rozumiana Jako zbiór krawędzi , to zbiór 
X = M ©  P jest skojarzeniom o liczności większej o 1.

Wszystkie dotychczas znane algorytmy maksymalnego skojarzenia startu­
ją z pewnego skojarzenia M , które nie musi być maksymalnym i konstruują, 
jeżoli istnieje, skojarzenie o większej liczności dzięki znalozioniu
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ścieżek powiplaskających względem skojarzenia M. Rozróżniamy zasadniczo 
dwie grupy algorytmów : szeregowe i równolegle. Algorytmy szeregowe, któ­
rych podstawowym reprezentantem jest algorytm Halla CW, polegają na wyzna­
czeniu w każdej iteracji pojedynczej ścieżki powiększającej /w czasie 
0 (x)/a tym samym liczność skojarzenia zwiększa się o jeden. Łączna złożo­
ność obliczeniowa algorytmów szeregowych jest równa 0(n .T) . Algorytmy 
równolegle Hopcrofta-Karpa ( H K ) i  Toczyłowskiego CT)C83 polegają na 
wyznaczeniu w każdej iteracji zbiorów ścieżek powiększających /również 
w czasie Opt)/ . Maksymalna liczba iteracji w algorytmie Ilopcrofta-Karpa 
jest równa 0 ( 'fn'), dla algorytmu T oszacowanie liczby iteracji nie jest 
gorsze od oszacowania dla algorytmu HIC i jak pokazują wyniki obliczeń, 
w praktyce liczba ta jest znacznie mniejsza.

Realizacje numeryczne algorytmów równoległych są znacznie bardziej 
skomplikowane niż realizacje algorytmów szeregowych i z tego powodu nie 
pozwalają na uwidocznienie się teoretycznej przewagi algorytmów równoleg­
łych dla zadań o mniejszym wymiarze /a często nawet dla zadań z liczbą n 
rzędu kilkuset/. ¥ pracy przedstawiono nową realizację algorytmów równo­
ległych wymagającą 2X + 4(n+m) jednostek pamięci, przypominającą numerycz­
ne realizacje algorytmów szeregowych /przez dokonywanie w każdej iteracji 
pojedymćzego przeszukiwania pierwotnego grafu wszerz i wgłąb/ bez koniecz­
ności kosztownej i pamięciochłonnej konstrukcji dodatkowego grafu ścieżek 
powiększających,np. realizowanej w pracach L5-3 , C2l. Istota metody polega 
na rozbiciu każdej iteracji algorytmów równoległych na dwie fazy. Faza 
pierwsza nazywana jest fazą etykietowania wierzchołków grafu i polega na 
rozszczepieniu zbioru wierzchołków grafu G na warstwy /przez jednokrotne 
i ograniczone przeszukanie wszerz grafu G / a jednocześnie pozwala na okre­
ślenie porządku w zbiorze wierzchołków swobodnych ze zbioru Y, według któ­
rego będą wyszukiwane ścieżki powiększające. Faza druga polega na znajdo­
waniu zbioru wierzchołkowo rozłącznych ścieżek powiększających. ¥ algoryt­
mie HK wyszukiwane są jedynie ścieżki powiększające o najkrótszej długości, 
natomiast w algorytmie T dodatkowo wyszukiwany jest maksymalny zbiór ście­
żek powiększających o większej długości. Opis realizacji algorytmów rów­
noległych zostanie przedstawiony tylko dla algorytmu T (ponieważ algorytm 
HK można utworzyć z algorytmu T przez pominięoie niektórych kroków w algo­
rytmie T. Podstawy teoretyczne konstrukcji algorytmów maksymalnego sko­
jarzenia można znaleźć w książce L7^.

2. Opis algorytmu

2.1. Reprezentacja grafu dwudzielnego

Najbardziej wygodnym,z punktu widzenia obliczeń,sposobem pamiętania 
grafu dwudzielnego G = ( x ,Y ,£ )  jest pamiętanie dla każdego wierzchołka 
v ¥ X O Y  zbioru indeksów wierzchołków przyległych do v. Ten zapis wymaga
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łącznie ra + n + 2T jednostek pamięci, w tym m + n jednostek pamięci na 
adresy pierwszych elementów zbiorów wierzchołków przyległych oraz 2 X 
jednostek, na indeksy wszystkich wierzchołków przyległych.

2.2. Zapis skojarzenia M

Aktualne skojarzenie MC E  będące podzbiorem krawędzi grafu G pamięta­
no jest w dwojaki sposób;
(i) dla każdego wierzchołka j & Y pamiętany jest indeks wierzchołka

i = COTN(J) takiego, że ^x^yjjfeM /jeżeli wierzchołok j fY jest
swobodny, to przyjmujemy wartość i> m/j

(ii) dla każdego wierzchołka X pamiętany jest indeks wierzchołka
j = ROTNfi) takiego, żo {x^,yj}£ M /jeżeli wierzchołek x^d X jest
swobodny, to j = 0 /.

Łączna zajętość pamięci do zapisu skojarzenia >1 wyno3i m + n.

2.3* Opis jednej iteracji algorytmu

Dla danego skojarzenia M, Jeżeli nie jest ono skojarzeniom maksymal­
nym, Jedna iteracja algorytmu polega na znalozieniu maksymalnego zbioru 
wierzcholicowo rozłącznych ścieżek powiększających P^.P^,...,P^,a następ­
nie na wykonaniu operacji N: = M ®  P̂  ®  @  . . &  rezultacio czego
uzyskiwane jest skojarzenie N o liczności powiększonej o 1. Znajdowanie 
zbioru ścieżek powiększających realizowane jost w dwóch fazach.

2.3.1. Faza etykietowania wierzchołków

Niech X będzie zbiorem wierzchołków swobodnych względem skojarze­
nia M. Wierzchołkom ze zbioru X^ będziemy przypisywać etykietę n i będzie 
my umieszczać je w warstwie n-tej wierzchołków. V kolojnych krokach 
k = n,n-1, ... będziemy konstruować potnie rozłączne podzbiory Xj_, Y, wierz­
chołków z X,Y umieszczonych w warstwie k-tej wierzchołków, którym będzie­
my przypisywać etykietę k. Zasada konstrukcji tych podzbiorów jost nastę­
pująca. Kolejno dla k = n,n-1,... zakładając, że znano są xu>Yn> >Yn_j 
..,Xk, tworzymy podzbiory

E* « ix-y} s E> x e V  y*Yu u..uYt+1}
Yk = {y -. {x,y} e
Y° = Y^ n ( zbiór wierzchołków swobodnycł

= {* = {y.*}&M, y 6 Yk N Y°}

Niech kffl = max ̂ k: Y° / 0 } , = min {k: Y° / oj . Indeks jost
etykietą pierwszej warstwy wierzchołków, w której pojawiły się wierzchoł­
ki swobodne ze zbioru Y, natomiast k^ jost otykiotą ostatniej warstwy za­
wierającej takie wierzchołki.
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Rozważmy przykład grafu d w u d z i e l n e g o  o macierzy przyległości wierz- 
chołków

y1 y2 y3 y4 y5 y6

X1 © 0 1 0 1 0

X2 0 © 1 1 0 1

x3 1 0 0 0 0 0
0 0 ® 0 1 1

x5 1 1 0 0 © 1

x6 0 0 1 0 0 0

Załóżmy, że M = { .y^ , { * 2 > y2] i {*¿^3 } > {x5’y5}} ' Proces etykio-
towania wierzchołków prowadzi do konstrukcji następującego warstwowego 
podgrafu grafu G /rys.1/- Jeżeli krawędzie warstwowego podgrafu łączą 
wierzchołki |x,y] tej samej warstwy, to należą do zbioru E-M, natomiast 
krawędzie łączące wierzchołki warstw sąsiednich są krawędziami skojarze­
nia !■!.

t l -  wartość etylU.ety wierzchołka
1 krawędzie należące do skojarzenia M
  krawędzie należące do E^

krawędzie pozostałe /nie należące do grafu warstwo­
wego/

Rys.1. Etykietowanie wierzchołków grafu G o macierzy przyległości/M ■

batwo zaobserwować, że proces otylcietowania polega na częściowym,jed- 
nolŁrotnyn przeszukaniu grafu G wszerz jtylko z wierzchołków x£x/. V trak­
cie przeszukiwania grafu nożna uzyskać również listę wierzchołków swobod­
nych ze zbioru Y, uporządkowaną w kolejności pojawiania się ich w kolej­
nych warstwach grafu. Przeszukiwanie wszerz grafu wymaga dostępu do zbioru
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krawędzi grafu G tylko wtedy, gdy aktualnie rozpatrywany wierzchołek nale-

y można umieścić w danej warstwie tylko wtedy, gdy nie pojawił się on

licy COTN na pozycji j-tej, przez wstawienie liczby zero dla wierzchołka 
już skojarzonego lub numeru warstwy / ze znakiem minus / dla wierzchołka 
swobodnego.

Do realizacji drugiej fazy algorytmu zachodzi potrzeba pamiętania 
etykiet jedynie dla wierzchołków zbioru X oraz etykiet wierzchołków swo­
bodnych ze zbioru Y. Ponadto konieczne jest zapamiętanie listy wierzchoł­
ków swobodnych ze zbioru Y. Łącznie potrzeba na to ra + n jednostek pamięci 
przy następującej organizacji obliczeń. Niech dane będą tablico NLłlDEHĆm) 
oraz LFC(n). V trakcie pojawiania się i etykietowania nowych wierzchołków 
k-tej warstwy, dla wierzchołka x̂ fc Xj, odpowiadający im numer warstwy wsta­
wiamy na pozycji NTJKBER (i) natomiast po pojawieniu się nowego wierzchołka 
y j & Yj. postępujemy dwojako. Jożeli y jest wierzchołkiem już sko Jarzonym, 
tzn. i = COTN(j') spełnia warunek to numer wierzchołka x^ skoja­
rzonego z y wstawiamy na kolejną wolną pozycję tablicy LFC /wierzchołek 
xi zostaje przydzielony do warstwy niższej o numer/. Jcżoli Vj jest wierz­
chołkiem swobodnym, tzn. i = COTK(j)> m, to numer wierzchu łka y. wstawiamy 
ze znalciom minus na lcolejną wolną pozycję tablicy LFC. li obu przypadkach 
modyfikujemy wartość COTN(j) wstawiając odpowiednio 0 lub -k. Dalszo prze­
szukiwanie grafu wszerz polega na wybieraniu z tablicy LFC kolejnych 
wierzchołków i przeglądzie listy wierzchołków do nich przyległych, aż 
do wyczerpania wszystkich wierzchołków w tablicy LFC.

V rezultacie wynikiem obliczeń fazy etykietowania wierzchołków jost 
tablica LFC zawierająca uporządkowane w kolejności pojawiania się indeksy 
kolumn swobodnych /majacych.znak minus/. Etykiety wierzchołków zc zbioru 
X są umieszczone w tablicy NUłlBER a etykiety wiorzcholków swobodnych ze 
zbioru Y w tablicy COTN.

2.3-2. Faza wyszukiwania ścieżek powiększających

Faza ta polega na znalezieniu zbioru wierzcholicowo rozłącznych ścieżek 
powiększających. Poszukiwanie ścieżek można przeprowadzić startując z ko­
lejnych wierzchołków swobodnych yć* umieszczonych w liście wierzchołków 
swobodnych /zapisanej w tablicy LFC / a następnie przeprowadzając poszuki­
wanie w głąb grafu G w kierunku niemałojących etykiet warstw wierzchołków 
grafu G w taki sposób, że krawędzie |y,x} zo zbioru E-łi łączą wierzchołki 
tej samoj warstwy, natomiast krawędzie |x,yjGM łączą wierzchołki warstw 
sąsiednich. Przeszukiwanie w głąb grafu wymaga dostępu do zbioru krawędzi 
grafu G tylko wtedy, gdy aktualny wierzchołek nałoży do zbioru Y, przy 
czym dla aktualnej krawędzi ^x,y]ó E-M dla spełnienia warunku niomaleją- 
cych etykiet warstw nałoży sprawdzić, czy etykieta wierzchołka x jest

ży do zbioru X, przy czym dla aktualnej krawędzi
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większo lub równa etykiecie wierzchołka y i w przypadku niepomyślnym kra­
wędź jy,x^ należy odrzucie. Ze sposobu etykietowania wierzchołków w fa- 
zie pierwszej wynika, że test pomyślny jest spełniany wyłącznie wtedy, 
gdy krawędzie j y, x ] 6- E-M łączą wierzchołki tej samej warstwy. Po napot- 
koniu w trakcie poszukiwań w Głąb Grafu na wierzchołek x & X nie należący 
do warstwy n-tej przechodzimy po krawędzi skojarzenia fi,y} & M do wars­
twy wierzchołków o numer większej i kontynuujemy jjoszukiwania aż do na­
trafienia na wierzchołek swobodny albo też do stwierdzenia, że taki
wierzchołek nie istnieje. V obydwu przypadkach wszystkie wierzchołki po­
średnie x 6 X^ są zakazane /np. przez przypisanie im w tablicy NGMBER 
etykiety [Oj/, aby nie powtórzyć zbędnych przeszukiwań tej części Grafu 
w tralccie wyznaczania ścieżek powiększających z pozostałych wierzchołków 
swobodnych z Y.

Przeszukiwanie w głąb grafu w celu wyznaczenia aktualnej ścieżki po­
większającej realizowane jest za pomocą stosu FATHER(m) o głębokości nie 
przekraczającej liczby warstw, czyli n-k^+lsim. Stos ten służy do zapisu 
kolejnych wierzchołków y /począwszy od pewnego wierzchołka
swobodnego y / pojawiających się w tralccie poszukiwań w głąb grafu G(przy 
czym = FATHER(,i+1) jest numerom wierzchołka y^ będącego bezpośrednia 
poiorzednilciem wierzchołka y^+  ̂ stosie. Po znalezieniu ścieżki powięk­
szającej P możliwa jest natychmiastowa zamiana krawędzi skojarzenia nale­
żących do P, gdyż dzięki zakazaniu wszystkich wierzchołków pośrednich 
x £ należących do ścieżki nie nastąpią ponowne odwiedziny tych wierz­
chołków .

T. '.ryniki obliczeń

Program realizujący obie wersje algorytmu /ll-K i T/ został napisany 
w języku Fortran i uruchomiony na m.c. ODRA 1325. Program testowano na 
serii kilkudziesięciu rozrzedzonych grafów generowanych losowo. Przy,po­
ziomie śledzenia Tracę 1 czasy wykonywania obu wersji algorytmu były tale 
niewielkie /nie przekraczały 5 sole dla największych testowanych zadali 
łącznie z wydrukami pośrednimi/, że dla porównania obu wersji konieczne 
było przyjęcie poziomu śledzenia Tracę 2 /czasy wzrastają olc. 30 razy/. 
Grafy losowe charakteryzowane były przez 2 parametry: łączną liczbę wierz­
chołków ra+11 oraz "zapełnienie" grafu określane jako średnia łiczha krawę­
dzi przypadająca na każdy wierzchołek grafu. Testowano grafy rozrzedzono 
o liczbie wierzchołków m+n = 2 00, 400, 8 0 0, 1200 oraz zapełnieniu od 
1.25 do ok. h. Badano najtrudniejszy do rozwiązywania przypadek,gdy m=n. 
Wyniki przedstawiono w tabelach.
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Wymiar 200
zapeł­
nienie

Czas wy­
konania

Liczba
iteracji

1I-K T H-K T
1.25 5 3 2 1
1.25 3 3 1 1
1-75 7 5 4 2

1-75 7 5 4 2
2.25 9 7 4 2
2.25 11 7 5 2
2.75 13 11 6 3
2.75 15 13 6 4
3.25 11 10 4 3
3-25 li* 14 5 4

Wymiar 4]30
1.25 8 6 2 1
1.25 8 7 2 1

1-75 13 9 4 2
1.75 12 9 4 2
2.2 5 26 33 8 4
2.25 28 17 8 3
2.75 23 19 5 3
2.75 25 21 6 3
3.25 29 26 6 4
3-25 26 19 6 3

Wymiar 800
zapeł­ Czas wy- Liczbanienie konania iteracji

II—li T H-K T
1.25 16 13 3 2
1.25 16 12 3 1
1-75 34 24 6 3
1.75 39 26 7 3
2.2 5 53 35 9 3
2.25 62 42 9 4
2.75 81 60 10 5
2.75 73 51 9 4
3-25 76 56 9 5
3-25 103 60 8 5
3.50 80 69 7 5
3-50 83 54 7 5
3-75 69 53 6 4
3-75 90 73 6 4
4.00 b9 61 6 5
4.00 69 61 6 4
4.25 49 47 5 4
4.25 85 65 7 5
4.50 62 63 6 5
4.50 71 56 6 4

Wymiar 1200

1-33 22 18 2 1

1.33 28 21 3 2
1.66 40 26 5 0

1.66 80 29 6 2
2.00 69 4l 9 3
2.00 68 56 8 3
2 . 3 3 108 76 1 t 5
2 . 3 3 114 ■ 100 11 5
2.66 87 71 9 4
2.66 106 78 9 5
2 .8 3 129 88 10 5
2.83 131 75 10 4
3.00 109 62 8 5
3.00 131 102 10 0

3- 17 11B 89 9 6
3- 17 144 87 10 5
3-33 128 96 9 5
3.33 118 102 9 6
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2 porównania obu wersji widać, że liczba iteracji w algorytmie T jest 
wyraźnie niższa niż w algorytmie H-K /choć zysk na łącznym czasie obli­
czeń jest łagodzony przez dodatkowy koszt związany z etykietowaniem do­
datkowych warstw grał u/. 2 przeprowadzonych obliczeń wynika, że czas wy­
konywania algorytmu T jest dla analizowanych przykładów w przybliżeniu 
prawie liniową funkcją liczby wierzchołków i krawędzi grafu.
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HEKOTOPAH PEM03M5W IIAPAMEJILHiJX MTQPHTMOB JdH 3AJm MAKCHMML- 
HOPO HAJfEM

P e 3 id m e

B pafioTe npencTaBjieHO opHrzEanHyB peajm3amro napaiDiejinHHX airopnTŁioB 
ans 3anaR KaKcawajEŁHoro Hanexa. Peajni3aiiHH npaETEueciai coBiiema-OT npeEMy- 
mecTBa nocjianoEaTejTLHoro axropnTiaa Xaiuia c TeopeTHrecKHME ocotfeHHOCTEtci 
napajuiejiBHHX ajiropKTuoB.



PewnB r e a l i z a c j a  . .

A REALIZATION OF PARALLEL ALGORITHMS FOR A MAXIMAL, ASSIGNMENT PROBLEM 

S u m m a r y

An original realization of parallel algorithms to solve a maximal 
assignment problem is present. It joins practical properties of sequen­
tial Hall's algorithm with theoretical ones of parallel algorithms.


