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PEWNA REALIZACJA R&VNOLEGLYCH ALGORYTK&U DLA ZADA&
MAKSYMALNEGO PRZYDZIALU

Streszczenie. V pracy przedstawiono oryginalng realizacje
algorytméw réwnolegtych dla zadan maksymalnego przydziatu #aczaca
praktyczno zaloty s;eregowe?o algﬁ)rytmu Halla z teoretycznymi wkas-
ciwosciami algorytméw rownolegdych.

1 Wprowadzenie

Przypusémy, ze dany jest dwudzielny grat G =(Xx,Y,E), gdzie X oraz Y
sq zbiorami wierzchotkéw oraz zbidr E, |E|]=X je3t zbiorem krawedzi {i,]jJ
takich, ze 16 X oraz j 6Y. Dla ustalenia uwagi mozna przyja¢ interpreta-
cje, ze zbioér X,IXI = m odpowiada zbiorowi zadan do wykonania, zbidr
Y,]Yl = n odpowiada stanowiskom obstugi /lub pracownikom/ mogacym wykony-
wa¢ te zadania, przy czym krawedz {i,j} 6 E oznacza, zo i-te zadanie moze
by¢ przydzielono do wykonania na j-tym stanowisku. Zbiér krawedzi MCE
jest skojarzeniem w grafie G, jozoli kazdy wierzchotek ze zbioru XuY
jest incydentny co najwyzej z jedng krawedzig z M. Zadanie wyznaczenia
maksymalnego przydziatu rozdgcznych zadan do stanowisk obstugi polega na
znalezieniu w grafie G skojarzenia o najwiekszej licznosci. Zadanie to ma
szerokie zastosowania CI3,[43,[63. Algorytmy dla wielkich zadan przydzia-
4u znajduja szczeg6lne zastosowanie m.in. w algorytmach sterowania w sys-
temach transportowych oraz w technikach rozrzedzonych macierzy [33,193.

Prosta droga w grafie G z nieparzystg liczbg krawedzi nazywana jost
Sciezka naprzemienng wzgledem skojarzenia 11, jezeli jej parzysto krawe-
dzie nalezg do H natomiast krawedzie nieparzyste nalezg do E-M. “wierzcho-
*ek tESdAY nazywany Jest swobodnym, jozoli nie jest on incydentny z kra-
wedziami skojarzenia M. Sciezka naprzemienna nazywana jest Sciozluj po-
wiekszajaca, jezeli jej wierzchotki poczatkowy i koricowy®™ sa swobodno.

Dla danego skojarzenia M mozna, jezeli M nie jest skojarzeniem o licznosci
maksymalnej, znalez¢ skojarzenie X o licznosci wiekszej wykorzystujgc do
tego Sciezki naprzemienne 153,173. Jozoli dla danego skojarzenia M ist-
nieje Sciezka powiekszajgca P rozumiana Jako zbiér krawedzi , to zbior

X =MO P jest skojarzeniom o licznosci wiekszej o 1.

Wszystkie dotychczas znane algorytmy maksymalnego skojarzenia startu-
Ja z pewnego skojarzenia M ,ktére nie musi by¢ maksymalnym i konstruuja,
Jezoli istnieje, skojarzenie o wiekszej licznosci dzieki znalozioniu



258 K.Toczytowski, liKikoda

Sciezek powiplaskajacych wzgledem skojarzenia M. Rozrézniamy zasadniczo
dwie grupy algorytméw : szeregowe i rownolegle. Algorytmy szeregowe, kto-
rych podstawowym reprezentantem jest algorytm Halla CW,polegaja na wyzna-
czeniu w kazdej iteracji pojedynczej Sciezki powiekszajacej /w czasie

0 ()/a tym samym licznos¢ skojarzenia zwieksza sie o jeden. taczna zdozo-
nos¢ obliczeniowa algorytméw szeregowych jest réwna O(n .T) . Algorytmy
rownolegle Hopcrofta-Karpa (HK ) i Toczytowskiego T)C83 polegaja na
wyznaczeniu w kazdej iteracji zbioréw Sciezek powiekszajacych /rowniez

w czasie Opt)/ . Maksymalna liczba iteracji w algorytmie llopcrofta-Karpa
jest réwna 0 ("), dla algorytmu T oszacowanie liczby iteracji nie jest
gorsze od oszacowania dla algorytmu HIC i jak pokazuja wyniki obliczen,

w praktyce liczba ta jest znacznie mniejsza.

Realizacje numeryczne algorytméw réwnoleghych sa znacznie bardziej
skomplikowane niz realizacje algorytméw szeregowych i z tego powodu nie
pozwalaja na uwidocznienie sie teoretycznej przewagi algorytméw réwnoleg-
4ych dla zadan o mniejszym wymiarze /a czesto nawet dla zadan z liczba n
rzedu kilkuset/. ¥ pracy przedstawiono nowg realizacje algorytméw réwno-
leghych wymagajaca 2X + 4(n+m) jednostek pamieci, przypominajaca numerycz-
ne realizacje algorytméw szeregowych /przez dokonywanie w kazdej iteracji
pojedymézego przeszukiwania pierwotnego grafu wszerz i wgtab/ bez koniecz-
nosci kosztownej i pamieciochdonnej konstrukcji dodatkowego grafu Sciezek
powiekszajacych,np. realizowanej w pracach 153,C21. Istota metody polega
na rozbiciu kazdej iteracji algorytméw réwnolegdych na dwie fazy. Faza
pierwsza nazywana jest faza etykietowania wierzchotkéw grafu i polega na
rozszczepieniu zbioru wierzchotkéw grafu G na warstwy /przez jednokrotne
i ograniczone przeszukanie wszerz grafu G/ a jednoczesnie pozwala na okre-
Slenie porzadku w zbiorze wierzchotkéw swobodnych ze zbioru Y, weddug kto-
rego beda wyszukiwane Sciezki powiekszajgce. Faza druga polega na znajdo-
waniu zbioru wierzchotkowo roztacznych $ciezek powiekszajacych. ¥ algoryt-
mie HK wyszukiwane sg jedynie Sciezki powiekszajace o najkrotszej dhugosci,
natomiast w algorytmie T dodatkowo wyszukiwany jest maksymalny zbidr Scie-
zek powiekszajacych o wiekszej dbugosci. Opis realizacji algorytméw row-
nolegltych zostanie przedstawiony tylko dla algorytmu T (poniewaz algorytm
HK mozna utworzy¢ z algorytmu T przez pominieoie niektérych krokéw w algo-
rytmie T. Podstawy teoretyczne konstrukcji algorytméw maksymalnego sko-
jarzenia mozna znalez¢ w ksiazce L7~.

2. Opis algorytmu

2.1. Reprezentacja grafu dwudzielnego

Najbardziej wygodnym,z punktu widzenia obliczen,sposobem pamietania
grafu dwudzielnego G = (x,Y,£) jest pamietanie dla kazdego wierzchotka
V¥XO0Y zbioru indekséw wierzchotkéw przylegdych do v. Ten zapis wymaga
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+acznie m+ n + 2T  jednostek pamieci, w tym m + n jednostek pamieci na
adresy pierwszych elementéw zbioréw wierzchotkéw przylegtych oraz 2X
Jjednostek, na indeksy wszystkich wierzchodkéw przyleghych.

2.2. Zapis skojarzenia M

Aktualne skojarzenie MCE bedace podzbiorem krawedzi grafu G pamieta-
no jest w dwojaki sposob;
(0] dla kazdego wierzchotka j& Y pamietany jest indeks wierzchotka
i =COTN(J) takiego, ze ~x"yjjfeM /jezeli wierzchotok jfY jest
swobodny, to przyjmujemy wartos¢ i>m/j
@(i1) dla kazdego wierzchotka X pamietany jest indeks wierzchotka
J =ROTNfi) takiego, zo {xX",VJ}E M /jezeli wierzchotek x~d X jest
swobodny, to j = 0/
taczna zajetos¢ pamieci do zapisu skojarzenia 3 wyno3i m + n.

2.3* Opis jednej iteracji algorytmu

Dla danego skojarzenia M, Jezeli nie jest ono skojarzeniom maksymal-
nym, Jedna iteracja algorytmu polega na znalozieniu maksymalnego zbioru
wierzcholicowo rozd#acznych Sciezek powiekszajacych P~.PA, ... ,P*,a nastep-
nie na wykonaniu operacji N:= M® P*® @ --& rezultacio czego
uzyskiwane jest skojarzenie N o licznosci powiekszonej o 1. Znajdowanie
zbioru Sciezek powiekszajacych realizowane jost w dwoch fazach.

2.3.1. Faza etykietowania wierzchotkow

Niech X bedzie zbiorem wierzchotkéw swobodnych wzgledem skojarze-
nia M. Wierzchotkom ze zbioru X~ bedziemy przypisywac¢ etykiete n 1 bedzie
my umieszcza¢ je w warstwie n-tej wierzchobkéw. V kolojnych krokach
k = n,n-1, ... bedziemy konstruowa¢ potnie rozdgczne podzbiory Xj_Y, wierz-
chotkéw z X,Y umieszczonych w warstwie k-tej wierzchotkéw, ktorym bedzie-
my przypisywa¢ etykiete k. Zasada konstrukcji tych podzbioréw jost naste-

pujaca. Kolejno dla k = n,n-1,... zakladajac, ze znano sg xu>Yn> >n_j
.., Xk, tworzymy podzbiory

E* « iIxy}s E> xeV y*Yuu..uYt+l}

Yk =y = {Xxytre

Ye = YA n (zbiér wierzchotkow swobodnyck

= {* = {y.*}&M, y6YKN Y°}

Niech kfll = max ~k: Y/ 0}, =min {k: Y° / ojJ . Indeks jost
etykietg pierwszej warstwy wierzchotkéw, w ktérej pojawity sie wierzchok-
ki swobodne ze zbioru Y, natomiast k” jost otykiotg ostatniej warstwy za-
wierajacej takie wierzchokki.
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Rozwazmy przyktad grafu dwudzielnego 0 macierzy przylegtosci wierz-
chotkéw

yl y2 y3 y4 y5 y6

vy © 0 1 0 1 0
wo 0 @ 1 1 0 1
s 1 0 0 0 0 0

0o 0@ 0 1 1
5 1 1 00 1
w6 0 0 1 0 0 0

Zakozmy, ze M ={ yN L F2wy2] b {*¢"3YF > {X5°y5}}r T Proces etykio-
towania wierzchotkéw prowadzi do konstrukcji nastepujacego warstwowego
podgrafu grafu G /rys.1/- Jezeli krawedzie warstwowego podgrafu d3cza
wierzchobki |x,y] tej samej warstwy, to nalezg do zbioru E-M, natomiast
krawedzie daczace wierzcholki warstw sgsiednich sg krawedziami skojarze-
nia M.

t 1 - wartos¢ etylU.ety wierzchotka

1 krawedzie nalezace do skojarzenia M
krawedzie nalezace do E
krawedzie pozostate /nie nalezgce do grafu warstwo-
wego/

Rys.1l. Etykietowanie wierzchotkéw grafu G o macierzy przylegtosci/M m

batwo zaobserwowac, ze proces otylcietowania polega na czesciowym,jed-
noltrotnynprzeszukaniu grafu G wszerz jtylko zwierzchotkéw x£x/. V trak-
cie przeszukiwania grafu noznauzyska¢ rowniez liste wierzchotkow swobod-
nych ze zbioru Y, uporzadkowang w kolejnosci pojawiania sie ich w kolej-
nych warstwach grafu. Przeszukiwanie wszerz grafu wymaga dostepu do zbioru
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krawedzi grafu G tylko wtedy, gdy aktualnie rozpatrywany wierzchotek nale-
zy do zbioru X, przy czym dla aktualnej krawedzi
y mozna umiesci¢ w danej warstwie tylko wtedy, gdy nie pojawit sie on

licy COTN na pozycji j-tej, przez wstawienie liczby zero dla wierzchotka
Juz skojarzonego lub numeru warstwy /ze znakiem minus / dla wierzchotka
swobodnego.

Do realizacji drugiej fazy algorytmu zachodzi potrzeba pamietania
etykiet jedynie dla wierzchodkéw zbioru X oraz etykiet wierzchodkéw swo-
bodnych ze zbioru Y. Ponadto konieczne jest zapamietanie listy wierzchot-
kéw swobodnych ze zbioru Y. tacznie potrzeba na to @+ n jednostek pamieci
przy nastepujacej organizacji obliczern. Niech dane bedg tablico NLHDEHOM)
oraz LFC(n). V trakcie pojawiania sie i etykietowania nowych wierzchotkow
k-tej warstwy, dla wierzchotka xfc Xj, odpowiadajacy im numer warstwy wsta-
wiamy na pozycji NTJKBER (i) natomiast po pojawieniu sie nowego wierzchotka
yj& Yj. postepujemy dwojako. Jozeli y jest wierzchotkiem juz skoJarzonym,
tzn. 1 = COIN(G") spednia warunek to numer wierzchotka x* skoja-
rzonego z y wstawiamy na kolejng wolng pozycje tablicy LFC /wierzchotek
Xi zostaje przydzielony do warstwy nizszej o numer/. Jczoli Vj jest wierz-
cholkiem swobodnym, tzn. i = COTK(j)> m, to numer wierzchudka y. wstawiamy
ze znalciom minus na lcolejng wolng pozycje tablicy LFC. ki obu przypadkach
modyfikujemy wartos¢ COTN(j) wstawiajac odpowiednio O lub -k. Dalszo prze-
szukiwanie grafu wszerz polega na wybieraniu z tablicy LFC kolejnych
wierzchotkow i przegladzie listy wierzchotkéw do nich przylegtych, az
do wyczerpania wszystkich wierzchotkéw w tablicy LFC.

V rezultacie wynikiem obliczen fazy etykietowania wierzchotkéw jost
tablica LFC zawierajaca uporzadkowane w kolejnosci pojawiania sie indeksy
kolumn swobodnych /majacych.znak minus/. Etykiety wierzchotkéw zc zbioru
X sg umieszczone w tablicy NUHIBER a etykiety wiorzcholkéw swobodnych ze
zbioru Y w tablicy COTN.

2.3-2. Faza wyszukiwania Sciezek powiekszajacych

Faza ta polega na znalezieniu zbioru wierzcholicowo roztacznych Sciezek
powiekszajacych. Poszukiwanie Sciezek mozna przeprowadzi¢ startujac z ko-
lejnych wierzchotkéw swobodnych y¢* umieszczonych w liscie wierzchokkéw
swobodnych /zapisanej w tablicy LFC / a nastepnie przeprowadzajac poszuki-
wanie w gtab grafu G w kierunku niematojgcych etykiet warstw wierzchotkéw
grafu G w taki sposob, ze krawedzie |y,x} zo zbioru E-H d3czg wierzchokki
tej samoj warstwy, natomiast krawedzie |x,yjGM *acza wierzchotki warstw
sasiednich. Przeszukiwanie w gkab grafu wymaga dostepu do zbioru krawedzi
grafu G tylko wtedy, gdy aktualny wierzchotek natozy do zbioru Y, przy
czym dla aktualnej krawedzi ”x,y]6 E-M dla spednienia warunku niomaleja-
cych etykiet warstw natozy sprawdzi¢, czy etykieta wierzchotka x jest



262 B.Toczytowski ,W_Hlkoda

wiekszo lub rowna etykiecie wierzchotka y 1 w przypadku niepomysinym kra-
wedz Jy,x™ nalezy odrzucie. Ze sposobu etykietowania wierzchodkéow w fa-
zie pierwszej wynika, ze test pomyslny jest spekniany wydgcznie wtedy,
gdy krawedzie jy.,x] 6-E-M #acza wierzchotki tej samej warstwy. Po napot-
koniu w trakcie poszukiwan w Gkgb Grafu na wierzchotek x & X nie nalezacy
do warstwy n-tej przechodzimy po krawedzi skojarzenia fi,y} & M do wars-
twy wierzchotkéw o numer wiekszej i1 kontynuujemy jjoszukiwania az do na-
trafienia na wierzchotek swobodny albo tez do stwierdzenia, ze t=ki
wierzchotek nie istnieje. V obydwu przypadkach wszystkie wierzchodki po-
Srednie x6 X" sg zakazane /np. przez przypisanie im w tablicy NGMBER
etykiety [0j/, aby nie powtdérzy¢ zbednych przeszukiwan tej czesci CGrafu
w tralccie wyznaczania Sciezek powiekszajacych z pozostatych wierzchodkéw
swobodnych z Y.

Przeszukiwanie w gkab grafu w celu wyznaczenia aktualnej Sciezki po-
wiekszajacej realizowane jest za pomoca stosu FATHER(m) o giebokosci nie
przekraczajacej liczby warstw, czyli n-k™+Isim. Stos ten stuzy do zapisu
kolejnych wierzchodkow y /poczawszy od pewnego wierzchotka
swobodnego y / pojawiajacych sie w tralccie poszukiwan w giab grafu G (rzy
czym = FATHER(, i+l) jest numerom wierzchotka y~ bedgcego bezposrednia
poiorzednilciem wierzchotka y~™+" stosie. Po znalezieniu Sciezki powiegk-
szajacej P mozliwa jest natychmiastowa zamiana krawedzi skojarzenia nale-
zacych do P,gdyz dzieki zakazaniu wszystkich wierzchotkéw posrednich
X £ nalezacych do Sciezki nie nastgpia ponowne odwiedziny tych wierz-
chodkow .

T. ".ryniki obliczen

Program realizujacy obie wersje algorytmu /1K i T/ zostat napisany
w jezyku Fortran i1 uruchomiony na m.c. ODRA 1325. Program testowano na
serii kilkudziesieciu rozrzedzonych graféw generowanych losowo. Przy,po-
ziomie Sledzenia Trace 1 czasy wykonywania obu wersji algorytmu byty te
niewielkie /nie przekraczaty 5 sole dla najwiekszych testowanych zadali
+acznie z wydrukami posrednimi/, ze dla poréwnania obu wersji konieczne
bydo przyjecie poziomu sSledzenia Trace 2 /czasy wzrastajg olc. 30 razy/.
Grafy losowe charakteryzowane byty przez 2 parametry: 4aczng liczbe wierz-
choltkéw ¥l oraz ''zapeknienie™ grafu okreslane jako Srednia kiczha krawe-
dzi przypadajaca na kazdy wierzchotek grafu. Testowano grafy rozrzedzono
o liczbie wierzchotkéw m+n = 200, 400, 800, 1200 oraz zapeknieniu od
1.25 do ok. h. Badano najtrudniejszy do rozwigzywania przypadek,gdy nn.
Wyniki przedstawiono w tabelach.
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Wymiar 200 Wymiar 800
zapet- Czas wy- Liczba zapet- Czas wy- Liczba
nienie konania iteracji nienie  konania iteracji
uK T H-K T I-h T H-K T
1.25 5 3 2 1 1.25 16 13 3 2
1.25 3 3 1 1 1.25 16 12 3 1
1-75 7 5 4 2 1-75 A 24 6 3
1-75 7 5 4 2 1.75 39 26 7 3
2.25 9 7 4 2 2.25 58 35 9 3
2.25 11 7 5 2 2.25 62 42 9 4
2.75 3 1 6 3 2.75 81 60 10 5
2.75 15 13 6 4 2.75 73 51 9 4
3.25 1 10 4 3 3-25 76 56 9 5
3-25 - 14 5 4 3-25 103 60 8 5
) 3.50 80 69 7 5
Wymiar 430 350 8 s 7 5
1.25 8 6 2 1 3-75 69 53 6 4
1.25 8 7 2 1 3-75 90 73 6 4
1-75 13 9 4 2 4.00 b9 61 6 5
1.75 12 9 4 2 4.00 69 61 6 4
2.25 26 33 8 4 4.25 49 47 5 4
2.25 28 17 8 3 4.25 85 65 7 5
2.75 23 19 5 3 4.50 62 63 6 5
2.75 s 2 6 3 4.50 71 56 6 4
3.25 29 26 6 4 )
3.05 26 19 6 3 Wymiar 1200
1-33 22 18
1.33 28 21
1.66 40 26
1.66 80 29
2.00 69 4l
2.00 68 56

2.33 108 76
2.33 114 m 100
2.66 87 71
2.66 106 78
2.83 129 88
2.83 3 75
3.00 109 62
3.00 131 102
317 11B 89

3-17 144 87
3-33 128 96
3.33 118 102

coBoBoBBowoowREwnoomnwwm
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2 pordéwnania obu wersji wida¢, ze liczba iteracji w algorytmie T jest
wyraznie nizsza niz w algorytmie H-K /cho¢ zysk na #acznym czasie obli-
czen jest tagodzony przez dodatkowy koszt zwigzany z etykietowaniem do-
datkowych warstw gratu/. 2 przeprowadzonych obliczen wynika, ze czas wy-
konywania algorytmu T jest dla analizowanych przykdadéw w przyblizeniu
prawie liniowa funkcjg liczby wierzchotkéw i krawedzi grafu.
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HEKOTOPAH PEMO3M5W  IAPAMEIJILHIX MTQPHTMOB JdH 3AJm  MAKCHMML-
HOPO HAJEM

Pe3idme

B pafioTe npencTaBjieHO opHrzEanHyB peajm3amro napaiDiejinHHX airopnTtioB
ans 3anaR KaKcawajEtHoro Hanexa. Peajni3aiiHH npaETEueciai coBiiema-OT npeEMy-
mecTBa nocjianoEaTejTLHoro axropnTiaa Xaiuia ¢ TeopeTHrecKHME ocotfeHHOCTEtci
napajuiejiBHHX ajiropKTuoB.
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A REALIZATION OF PARALLEL ALGORITHMS FOR A MAXIMAL, ASSIGNMENT PROBLEM
Summary
An original realization of parallel algorithms to solve a maximal

assignment problem is present. It joins practical properties of sequen-
tial Hall"s algorithm with theoretical ones of parallel algorithms.



