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STEROWAWIE ROZDZIALEM ZASOBbW CIAGLYCH W CELU WYKOWAHIA OPERACJI
PRZED LUTTAMI KRYTYCZNYMI.

Streszczenie.W pracy_rozpatruje sie prohlem_rozdziatu zasobu_cig-
glego, odnawialnego pomiedzy niezalezne operacje _opisane rownaniami
réozniczkowymi, wigzacymi Eredk(_)sc ich wykonywania z chwil n przy-
dziatem zasobu, w celu w¥ onania _kazdej operacji z_danego zbioru
przed zadanym terminem. Podano algorytmy wyznaczania_sterowania do-
puszczalnego gdy ono iBtnieje,oraz_metody wyznaczania minimalnej
ilosci zasobu,zapewniajgcej 1stnienie sterowania dopuszczalnego
dla danego zbioru operacji.-

1. Wstep

Zainteresowanie problemami sterowania rozdziakem zasob6w cigghych
/tj. podzielnych w sposéb ciggly/ pomiedzy operacje o modelach w postaci
funkcji ciaghych: chwilowa predkos¢ wykonywania - ilosci zasobdw przydzie-

lonych w danej chwili, datuje sie od pracy Burkowa [3]- W ujeciu deter-
ministycznym, oprécz Burkowa i jego wspédpracownikéw, badania nad tymi
problemami prowadzi4 Bubnicki 1 in. [1,21 oraz autor [ 8] Nie wymienia-
my tu licznych prac, ghdwnie Bubnickiego, poswieconych sformutowaniu
probabi listycznemu.

W ostatnich latach obserwuje sie koncentracje badan w dwoch powigza-
nych ze sobag kierunkach. Pierwszy dotyczy tak zwanych mieszanych proble-
moéw rozdziatu zasobdéw [9], w ktérych rozpatruje sie dgcznie zasoby roz-
nych kategorii, np. dyskretne i ciggle [10], czy tez zaBoby podwdjnie
ograniczone, dgczace w sobie cechy zasobéw odnawialnych i1 nieodnawial-
nych [11]. Drugi kierunek, rozwiniety dotychczas w sposéb ogolny dla
dyskretnych zapotrzebowan zasobowych operacji, to wielokryterialna opty-
malizacja rozdziatu zasobéw [5,6,7 ],

Jesli chodzi o kryteria optymalnosci, to w odniesieniu do probleméw jed-
nokryterialnych zdecydowang wiekszos¢ wynikéw uzyskano dla czasu wykona-
nia zbioru operacji, w [4 ] rozwazano tez kryterium kosztowe.

U tej pracy rozpatrzymy problem szeregowania operacji przed liniami
krytycznymi, ktory ma Scisty zwigzek z problemem minimalizacji maksy-
malnego opdznienia operacji z danego zbioru. Znaczenie praktyczne tych
problembéw jest dobrze znane ; dotychczas nie bydy one jednak rozpatrywa-
ne dla zasobéw cigghych. T tej pracy pokazemy, ze réwniez dla tych pro—
Hemow zachowuje wartos¢ ghowna zaleta rozwazanych modeli operacji,pole-
gajaca na mozliwosci wykazania dla poszczegdlnych przypadkéow wkasciwosoi
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sterowan, optymalnych /tu: dopuszczalnych/ i wykorzystywania tych
whasciwosci do konstrukcji maksymalnie efektywnych algorytméw sterowa-
nia.

2. Sformutowanie problemu
Rozpatrzmy n niezaleznych operacji, o modelach

1 1 0 n N oritCi> /v
xi(ri) * a f Na
gdzie: 27(t) jJest stanem i-tej operacji w chwili t, u~t) jest iloscig
zasohu przydzielonego do tej operacji w chwili t, ~ - funkcja ciag-

4a, niematejgca "f~0)“ 0, ~ - znany moment gotowosci i-tej operacji,
O™ - nie znany /a priori/ moment zakonczenia wykonywania i-tej operacji,
- znany stan koncowy i-tej operacji.-

Wartos¢ 7 (t) jest obiektywng miarg pracy zwigzanej z realizacjg
i-tej operacji do chwili t } stan koncowy w®, ktory speknia réwnanie

S Ffif'ui (t)ldt = wi 72/

Ti
jest wiec obiektywng miarg pracy zwigzanej z realizacjg i-tej operacji.
Miarg ta moze byo liczba standardowych instrukcji, ktore trzeba wykonac
w celu realizacji programu w danym systemie komputerowym, objetosS¢ sta-
wianego budynku lub usuwanego gruntu, a dla liniowych funkcji " - licz-
ba roboczogodzin lub innych jednostek wykorzystania zasobu.
ZakOzmy, ze mamy do dyspozycji zaséb ciagly,odnawialny w liczbie jed-
nostek N, czyli dla kazdego t~0 musi byd spelniona nieréwnoscé

iJ: |1 u, (t)a /3/
Zakozmy takze, ze dla i-tej operacji, i = 1,2,...,n zadana jest linia
dIf czyli termin do ktdérego wykonanie tej operacji musi sie zakonczyc,
to znaczymusi zajsc¢ (ci) mw4y Ci~di*
Sterowanieu. ("« (), u2 (o “alC®® « (™0, 1 =1,2,...,n,
spekniajace /3/, dla ktérego wN CNd., 1 =1,2,...,n,
bedziemy nazywa¢ sterowaniem dopuszczalnym.
Przyjmiemy, ze wykonywanie kazdej operacji moze by¢ dowolnie przerwane.
Nalezy jednak podkresli¢, ze w przypadku zasobow cigghych nie kazda
zmiana przydziatu zasobu wigze sie z przerwaniem /tylko zerowy przy-
dziat pomiedzy przydziatami niezerowymi/, a ponadto w wielu waznych
przypadkach mozna wykaza¢, ze w sterowaniu dopuszczalnym kazda operacja
wykonywana jest bez przerwan.

Przy powyzszych zatozeniach rozpatrzmy dwa problemy.
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Problem 1

Poda¢ algorytmy wyznaczajace sterowanie dopuszczalne w kazdym przy-
padku, w ktérym ono istnieje.
Problem XI

Wyznaczy¢ minimalng liczbe jednostek zaBobu Ian., zapewniajaca istie-
nie sterowania dopuszczalnego dla danego zbioru operacji.

Rozwigzujac powyzsze problemy bedziemy dazyli do wykorzystania pewnych
whasciwosci steronali dopuszczalnych w celu maksymalnego uproszczenia
algorytméw-sterowania dla okreslonych klas funkcji f>.

3. Algorytmy sterowania

Przechodzac do rozwigzania problemu 1, zakd6zmy najpierw, ze momenty
gotowosci operacji sa rowne; dla prostoty ri =0, 1 « 1,2,...,n.
Uporzadkujmy linie krytyczne : ~ eee — A1 i dn* Wpr°wadzmy
pojecie dopuszczalnego podziatu operacji na czesci / w sensie czesci
».jZ wykonywane w przedziaktach <0,0”, <\dl,dj"),..., <Zh_i»dn> » ¢ako

7
ciagu nieujemnych liczb rzeczywistych -92. _f : : spetniajacego
L 3 i, j1
réwnania
=wi» i = 1»2,. \V/74

gdzie: j jest indeksem przedziatu ~d~"dj), o dhugosci Aj /rys.1./

zadanie 1 *11

zadanie 2 *21 X 22
zadanien Xnl *nz o *nn
ai Jo - an1 dn t
a2 - - dri

Rys. 1. Podziat operacji na czesci.

Mozemy teraz wykaza¢ nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie 1

Dla danego zbioru n operacji o liniach krytycznych
¢dn_j 1d™ 1 dla danej liczby jednostek zasobu N, sterowanie dopusz-
czalne istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dopuszczalni® podziat
operacji na czesci wykonywane w przedziatach <0,0” ,<dl1,d2,...,<da_1,
d~ , dla ktérego
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gdzie: ~j(") jest minimalnym czasem wykonywania czesci operacji

i A dla danego tf-

1 13Ji«]

Dowod

Zakozmy, ze sterowanie dopuszczalne istnieje. Wowczas musi istniec
przynajmniej jeden dopuszczalny podziakt operacji na czesci, w sensie
podanej definicji. Minimalne czasy wykonywania czesSci operacji w tym
podziale muszag spelnia¢ ukdad nierdwnosci /5/.

Dowdd dostatecznosci jest oczywisty.»

Powyzsze twierdzenie pozwala na wykorzystanie wlkasciwosci sterowan
czaso-optymalnych w poszczegélnych przedziatach czasowych do wykazania
twierdzen, podajacych algorytmy wyznaczania sterowan dopuszczalnych
dla poszczeg6lnych klas funkcji Ponizej podamy odpowiednie twier-*
dzenia dla  wypukdych i wkleskych.

Twierdzenie 2

Dla ™, 1 =1,2,...,n wypukdych sterowanie dopuszczalne istnieje wte-

dy 1 tylko wtedy, gdy
n wjZFFN)~di” 1 = 1»2,...,n

1 polega na przydzielaniu pojedynczym operacjom H jednostek zasobu

w niemadejacej kolejnosci ich linii krytycznych.

Twierdzenie 3

Dla , i1 =1,2,...,n wklestych sterowanie dopuszczalne istnieje wte-
dy i1 tylko wtedy, gdy ukkad nieréwnosci

Jj FilCij/AJ)ZH * 3 -1.2.... /6/

gdzie: 2 jest funkcja odwrotng do ¥\, ma nieujemne rozwigzanie przy
ograniczeniach liniowych /4/. Wartosci Tfunkcji ja(®) w poszczegdlnych
przedziakach o dhugosci Aj sa wyznaczone przez poszczegbdlne skikadni-
ki lewych stron /6&/.

Jak widad, zkozonos¢ obliczeniowa algorytmu wyznaczania sterowania do
puszczalnego dla modeli wypukdych jest okreslona przez ztozonos¢ algo-
rytmu sortowania linii krytycznych, czyli 0™ logn*. Hatomiast dla
modeli wklestych wyznaczenie sterowania dopuszczalnego wymaga znalezie-
nia nieujemnego rozwigzania ukkadu n nieréwnosci o n(n+t) /2
zmiennych przy n [liniowych ograniczeniach réwnosciowych albo ukdadu
2n roman, w tym co najmniej n liniowych, o n(h + 1) /7 2 +n
zmiennych.

Zakozmy teraz, ze momenty gotowoSci operacji sg rozne. tatwo zauwazyc,
ze twierdzenie 1 pozostaje shuszne dla przedziakdéw wyznaczonych przez
kolejne wyrazy w niemalejacym ciggu 4acznie uporzadkowynych liczb r»

N N 1.2,0..,n. W konsekwencji, dla modeli wypukdych otrzymujemy
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nastepuj goe twierdzenie.

Twierdzenie 4
Dla ,1 & 1,2,_..,n wypukdych i tiznych momentéw gotowosci operacji
sterowania dopuszczalne istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy zadna opera-
cja nie jest opdzniona po wykonaniu nastepujacego algorytmu s
1° Uporzadkuj operacje wedtug niemalejacych linii krytycznych.
2° Sposrod operacji gotowych do wykonania wybierz te z najmniejsza
linig krytyczng i przydziel jej U jednostek zasobu do momentu,
az
/a/ zostanie osiggniety jej stan koricowy lub
/b/ stanie sie gotowa operacja o mniejszej linii krytycznej
3° W przypadku /b/ przerwij wykonywanie operaoji. Jesli nie wszystkie
operacje osiagnely swe etany koricowe, wro¢ do punktu 2°.

Oczywiscie algorytm podany w twierdzeniu 4 wyznacza jednoczesnie ste-
rovanie dopuszczalne, gdy tylko ono istnieje. Z¥ozonos$¢ obliczeniowa
tego algorytmu jest rowniez

Hatomiast dla modeli wklestych pozostaje shtuszne twierdzenie 3 dla
nowo zdefiniowanych przedziatéw czasowych.

4. Wyznaczanie

Rozpatrzymy obecnie problem 11, polegajacy na wyznaczeniu minimalnej
liczby jednostek zasobu, zapewniajacej istnienie sterowania dopuszczal-
nego dla danego zbioru operacji. Korzystajac z twierdzen podanych w
rozdziale 3 oraz z wynikéw uzyskanych dla sterowan czaso - optymalnych
mozna datwo wykazaC nastepujace twierdzenia :

Twierdzenie 5
Dla” wypukdych i r» =0, i *1,2,..,,a minimalna liczba jednostek
zasobu zapewniajaca istnienie sterowania dopuszczalnego dla danego

zbioru n  operacji o liniach krytycznych dj£d2 i",..£dnl
wyraza sie wzorem

Twierdzenie 6

Dla #, i =1,2,T..,n wypukklych i réznych momentéw gotowosci operacji,
“min  wyzzkOOzamy rozwigzujac zadanie minimalizacji N przy ogranicze-
niach wynikajacych z zadania dopuszczalnosci sterowania generowanego
przez algorytm z twierdzenia 4.

Twierdzenie 7

Dla ¥, i m 1,2,___,n wklestych wyznaczamy rozwigzujac zadanie
minimalizacji U przy ograniczeniach /4/, /5/, gdzie jest
/jedynyn/ dodatnim pierwiastkiem rdéwnania
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ril (*U/Ti) ' 1

b A jest dhugoscia przedziatu czasowego, wyznaczonego przez (G - D~
- wszy 1 jJ-ty wyraz niemakejgcego ciggu dacznie uporzadkowanych liczb
o ox NN JI»2,...,n.

Jak wida¢, z wyjatkiem przypadku i\ wypukbych i ri =0, i =1,2,...,n,
wyznaczenie wymaga rozwigzania odpowiedniego zadania programowa-

nia nielinioyego, przy czyn dis f. wypukdych i dowolnych r. jest to zada-
nie jednowymiarowe.

5. Uwagi koricone

Pokazalismy, ze modele ODerocji W postaci réwnan rézniczkowych
wigzacych chwilowg predkos¢ wykonywania operacji z chwilowym przydzia-
dem zasobdr/ moga hyd z powodzeniem wykorzystane do badania odpowiednich
problembéw szeregowania operacji przed liniami krytycznymi. P.ozszerza
to dotychczysowy zakres zastosowania tych modeli.
Zauwazmy, ze mozliwe sg liczne, mniej lub bardziej bezposrednie uogél-
nienia przedstawionych rozwazan. Przede W3zy3tkim, zmniejs%%i% /2wie-
kszajac/ o przyjeta jednostke wszystkie linie krytyczne ~przedstawio-
ne algorytmy mozemy znalezé¢ sterowanie minimalizujace z dang dokfadnos-
cig maksymalne op6znienie operacji z rozpatrywanego zbioru. Po drugie,
wykorzystujac Yyniki otrzymane dla sterowania czaso - optymalnego mozna
rozwigzad rozpatrywane w tej pracy problemy dla zasobu podwdjnie ogra-
niczonego, dla ktérego oprécz chwilowej dostepnosci ograniczone jest
rowniez zuzycie. Po trzecie,.mozna uogélnidé przedstawiong metodyke pos-
tepowania na przypadek wielu rodzajow zasobow zakladajac, ze uczestni-
cza one w wykonywaniu poszczegolnych operacji w znanych proporcjach.
Problem wyznaczania minimalnych ilosci zasobdw, zapewniajacych istnie-
nie sterowania dopuszczalnego sprowadza sie wéwczas w ogolnosci do za-
dania programowania wielokryterialnego. Mozna wreszcie rozpatrywac
zbiory operacji zaleznych, co jednak prowadzi w ogdlnym przypadku tylko
do algorytméw przyblizonych. Szersze przedstawienie niektérych zasygna-
lizowanych tu probleméw zawiera praca [12]-
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ynPABJIEHHE PACIIPEIIEJIEHKEM HEUPEPHBHbLIX PEC7PCOB JIM  BulDQJIHEHVH
OlIEPAUHfi  I1IEPELl  3AHAHHD[M  UMAPEKTHBHEIVH  CPOKAIVH

Pe3bme

B padoTe paccMOTpeRa npodaeiia pacnpejejieHHH HenpepuBF.oro HecKxagKpy-
eMoro pecypca Mexny He3aBHCRMHe onepartra zyra BanojmeHM naHHoro MHOsecT-
Ba onepaixira nepejj hx rhpsktptbhrmh cpokaMH. MaTewaTHRecKise MORe.m onepa-

RaHH b BHue RHiiiepeHiuiaaBHHX ypaBHeHHii : ckopoctb BKnoJtHeHHH - koah-
vecTBO pecypca. llpeRCTaBjieHLi anropHTMu ynpaBJieHHH u ueTOAR onpeneAeHza
toiHKMajiLHoro KOAHuecTBa pecypca , odecneHKBasogero cycjecTBOBauiie RonycKa-

eMoro ynpaBAeHZH rah RaHHoro unosecTBa oneparwii.
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ALLOCATING CONTINUOUS RESOURCES TO PROCESS ACTIVITIES BEFORE
THEIR DEADLINES

Summary

This paper deals with the problem of allocating continuous, renewable

resource among independent activities.to meet their deadlines. Activi

ties are described by differential equations relating their processing
speeds to the amounts of resources allotted at a given moment. We pre-
sent algorithms producing feasible schedules, whenever they exist,-and
methods for finding the minimum resource amount ensuring the existence
of a feasible schedule for a given set of activities.



