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STEROWAWIE ROZDZIAŁEM ZASOBbW CIĄGŁYCH W CELU WYKOWAHIA OPERACJI 
PRZED LUTTAMI KRYTYCZNYMI.

Streszczenie.W pracy rozpatruje się prohlem rozdziału zasobu cią- 
głego, odnawialnego pomiędzy niezależne operacje opisane równaniami 
różniczkowymi, wiążącymi prędkość ich wykonywania z chwilowym przy­
działem zasobu, w celu wykonania każdej operacji z danego zbioru 
przed zadanym terminem. Podano algorytmy wyznaczania sterowania do­
puszczalnego gdy ono iBtnieje,oraz metody wyznaczania minimalnej 
ilości zasobu,zapewniającej istnienie sterowania dopuszczalnego 
dla danego zbioru operacji.

1. Wstęp
Zainteresowanie problemami sterowania rozdziałem zasobów ciągłych 

/tj. podzielnych w sposób ciągły/ pomiędzy operacje o modelach w postaci 
funkcji ciągłych: chwilowa prędkość wykonywania - ilości zasobów przydzie­
lonych w danej chwili, datuje się od pracy Burkowa [3]. W ujęciu deter­
ministycznym, oprócz Burkowa i jego współpracowników, badania nad tymi 
problemami prowadził Bubnicki i in. [ 1, 2l oraz autor [ 8]• Nie wymienia­
my tu licznych prac, głównie Bubnickiego, poświęconych sformułowaniu 
probabilistycznemu.

W ostatnich latach obserwuje się koncentrację badań w dwóch powiąza­
nych ze sobą kierunkach. Pierwszy dotyczy tak zwanych mieszanych proble­
mów rozdziału zasobów [9 ], w których rozpatruje się łącznie zasoby róż­
nych kategorii, np. dyskretne i ciągłe [1 0], czy też zaBoby podwójnie 
ograniczone, łączące w sobie cechy zasobów odnawialnych i nieodnawial­
nych [1 1]. Drugi kierunek, rozwinięty dotychczas w sposób ogólny dla 
dyskretnych zapotrzebowań zasobowych operacji, to wielokryterialna opty­
malizacja rozdziału zasobów [5,6,7 ],
Jeśli chodzi o kryteria optymalności, to w odniesieniu do problemów jed- 
nokryterialnych zdecydowaną większość wyników uzyskano dla czasu wykona­
nia zbioru operacji, w [ 4  ] rozważano też kryterium kosztowe.

U tej pracy rozpatrzymy problem szeregowania operacji przed liniami 
krytycznymi, który ma ścisły związek z problemem minimalizacji maksy­
malnego opóźnienia operacji z danego zbioru. Znaczenie praktyczne tych 
problemów jest dobrze znane ; dotychczas nie były one jednak rozpatrywa­
ne dla zasobów ciągłych. TT tej pracy pokażemy, że również dla tych pro—  
Hemów zachowuje wartość główna zaleta rozważanych modeli operacji,pole­
gająca na możliwości wykazania dla poszczególnych przypadków właściwośoi
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sterowań, optymalnych /tu: dopuszczalnych/ i wykorzystywania tych 
właściwości do konstrukcji maksymalnie efektywnych algorytmów sterowa­
nia.

2. Sformułowanie problemu
Rozpatrzmy n niezależnych operacji, o modelach

1 l 0 ^  ^ ri'Ci> /1/
xi(ri) ** a f  ̂a

gdzie: 2^(t) jest stanem i-tej operacji w chwili t, u^t) jest ilością
zasohu przydzielonego do tej operacji w chwili t, ^  - funkcja ciąg­
ła, niemałejąca ' f^O)“ 0, ^  - znany moment gotowości i-tej operacji,
0^ - nie znany /a priori/ moment zakończenia wykonywania i-tej operacji, 

- znany stan końcowy i-tej operacji.
Wartość ^¿(t) jest obiektywną miarą pracy związanej z realizacją 
i-tej operacji do chwili t } stan końcowy ŵ , który spełnia równanie

c i

S fif" ui ( t)]dt = wi /2/
Ti

jest więc obiektywną miarą pracy związanej z realizacją i-tej operacji. 
Miarą tą może byó liczba standardowych instrukcji, które trzeba wykonać 
w celu realizacji programu w danym systemie komputerowym, objętość sta­
wianego budynku lub usuwanego gruntu, a dla liniowych funkcji f̂  - licz­
ba roboczogodzin lub innych jednostek wykorzystania zasobu.
Załóżmy, że mamy do dyspozycji zasób ciągły,odnawialny w liczbie jed­
nostek N, czyli dla każdego t^O musi byó spełniona nierówność

Jl  u, (t)a /3/
i=1 1 kryty ma

Załóżmy także, że dla i-tej operacji, i = 1,2,...,n zadana jest linia 
dlf czyli termin do którego wykonanie tej operacji musi się zakończyć, 
to znaczy musi zajść (ci) *■ w-jy Ci ~ di*
Sterowanie u.(t̂ «(̂ .(t), u2(t) “a (.*})» «¿(t^O, i = 1,2,...,n,
spełniające /3/, dla którego w^ C^d., i = 1,2,...,n,
będziemy nazywać sterowaniem dopuszczalnym.
Przyjmiemy, że wykonywanie każdej operacji może być dowolnie przerwane. 
Należy jednak podkreślić, że w przypadku zasobów ciągłych nie każda 
zmiana przydziału zasobu wiąże się z przerwaniem /tylko zerowy przy­
dział pomiędzy przydziałami niezerowymi/, a ponadto w wielu ważnych 
przypadkach można wykazać, że w sterowaniu dopuszczalnym każda operacja 
wykonywana jest bez przerwań.

Przy powyższych założeniach rozpatrżmy dwa problemy.
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Problem I
Podać algorytmy wyznaczające sterowanie dopuszczalne w każdym przy­

padku, w ktćrym ono istnieje.
Problem XI

, zapewniającą istnie-Wyznaczyć minimalną liczbę jednostek zaBobu Iimon'nie sterowania dopuszczalnego dla danego zbioru operacji.

Rozwiązując powyższe problemy będziemy dążyli do wykorzystania pewnych 
właściwości sterowali dopuszczalnych w celu maksymalnego uproszczenia 
algorytmów-sterowania dla określonych klas funkcji f̂ .

3. Algorytmy sterowania
Przechodząc do rozwiązania problemu I, załóżmy najpierw, że momenty 

gotowości operacji są równe; dla prostoty ri = 0, i « 1,2,...,n. 
Uporządkujmy linie krytyczne : ~ ••• - ^-1 i dn* Wpr°waóźmy
pojecie dopuszczalnego podziału operacji na części / w sensie części 
».¡Z wykonywane w przedziałach <0,0^, <̂ d1, dj'),..., <Zln_i»dn> » ¿ako

C 7 n nciągu nieujemnych liczb rzeczywistych -/ z. . f spełniającego
L JJ i=j, j-1

równania

M/= wj_» i = 1 »2,.
gdzie: j jest indeksem przedziału ^d^^dj), o długości Aj /rys.1./ 

zadanie 1

zadanie 2

zadanie n

*11

*21

•
•

x 22

•

Xn1 * n z --------- *n n

a 1 <=fg - - -  a n-1 d n  t
a 2 — - d ri

Rys. 1. Podział operacji na części.
Możemy teraz wykazać następujące twierdzenie. 
Twierdzenie 1

Dla danego zbioru n operacji o liniach krytycznych
¿dn_j id^ i dla danej liczby jednostek zasobu li, sterowanie dopusz­
czalne istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje dopuszczalni' podział 
operacji na części wykonywane w przedziałach <0,0^ ,<d1,d2̂ ,...,<̂ da_1, 
d ^  , dla którego
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gdzie: ^j(') jest minimalnym czasem wykonywania części operacji 

i A dla danego tf.
I i3Ji«j
Dowód
Załóżmy, że sterowanie dopuszczalne istnieje. Wówczas musi istnieć 
przynajmniej jeden dopuszczalny podział operacji na części, w sensie 
podanej definicji. Minimalne czasy wykonywania części operacji w tym 
podziale muszą spełniać układ nierówności /5/.
Dowód dostateczności jest oczywisty.»
Powyższe twierdzenie pozwala na wykorzystanie właściwości sterowań 
czaso-optymalnych w poszczególnych przedziałach czasowych do wykazania 
twierdzeń, podających algorytmy wyznaczania sterowań dopuszczalnych 
dla poszczególnych klas funkcji Poniżej podamy odpowiednie twier-'
dzenia dla f̂  wypukłych i wklęsłych.
Twierdzenie 2
Dla f̂ , i = 1,2,...,n wypukłych sterowanie dopuszczalne istnieje wte­
dy i tylko wtedy, gdy

^  wj/fj(N )~di’ 1 = 1 »2,... ,n
1 polega na przydzielaniu pojedynczym operacjom H jednostek zasobu 
w niemałejącej kolejności ich linii krytycznych.
Twierdzenie 3
Dla f̂ , i = 1,2,...,n wklęsłych sterowanie dopuszczalne istnieje wte­
dy i tylko wtedy, gdy układ nierówności

Jj fi1 (*ij/ A j)ŹH * 3 - 1.2....  /6/
gdzie: f^ jest funkcją odwrotną do f̂ , ma nieujemne rozwiązanie przy 
ograniczeniach liniowych /4/. Wartości funkcji ja(t) w poszczególnych 
przedziałach o długości Aj są wyznaczone przez poszczególne składni­
ki lewych stron /6/.
Jak widaó, złożoność obliczeniowa algorytmu wyznaczania sterowania do 
puszczalnego dla modeli wypukłych jest określona przez złożoność algo­
rytmu sortowania linii krytycznych, czyli O^n logn^. Hatomiast dla 
modeli wklęsłych wyznaczenie sterowania dopuszczalnego wymaga znalezie­
nia nieujemnego rozwiązania układu n nierówności o n ( n + t ) / 2  
zmiennych przy n liniowych ograniczeniach równościowych albo układu
2 n równań, w tym co najmniej n liniowych, o n(n + 1) / 2 + n 
zmiennych.
Załóżmy teraz, że momenty gotowości operacji są różne. Łatwo zauważyć, 
że twierdzenie 1 pozostaje słuszne dla przedziałów wyznaczonych przez 
kolejne wyrazy w niemalejącym ciągu łącznie uporządkowynych liczb r^
^  ̂“ 1.2,...,n. W konsekwencji, dla modeli wypukłych otrzymujemy
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następuj ąoe twierdzenie.
Twierdzenie 4
Dla f^ , 1 ■* 1,2,...,n wypukłych i tńżnych momentów gotowości operacji 
sterowania dopuszczalne istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy żadna opera­
cja nie jest opóźniona po wykonaniu następującego algorytmu s
1° Uporządkuj operacje według niemalejących linii krytycznych.
2° Spośród operacji gotowych do wykonania wybierz tę z najmniejszą 

linią krytyczną i przydziel jej U jednostek zasobu do momentu, 
aż
/a/ zostanie osiągnięty jej stan końcowy lub 
/b/ stanie się gotowa operacja o mniejszej linii krytycznej 

3° W przypadku /b/ przerwij wykonywanie operaoji. Jeśli nie wszystkie 
operacje osiągnęły swe etany końcowe, wróć do punktu 2°.

Oczywiście algorytm podany w twierdzeniu 4 wyznacza jednocześnie ste­
rowanie dopuszczalne, gdy tylko ono istnieje. Złożoność obliczeniowa

Hatomiast dla modeli wklęsłych pozostaje słuszne twierdzenie 3 dla 
nowo zdefiniowanych przedziałów czasowych.

4. Wyznaczanie
Rozpatrzymy obecnie problem II, polegający na wyznaczeniu minimalnej 

liczby jednostek zasobu, zapewniającej istnienie sterowania dopuszczal­
nego dla danego zbioru operacji. Korzystając z twierdzeń podanych w 
rozdziale 3 oraz z wyników uzyskanych dla sterowań czaso - optymalnych 
można łatwo wykazać następujące twierdzenia :
Twierdzenie 5
Dla ̂  wypukłych i r^ = 0, i * 1 , 2 , . . , , a minimalna liczba jednostek 
zasobu zapewniająca istnienie sterowania dopuszczalnego dla danego 
zbioru n operacji o liniach krytycznych d.j £ d2 i',..£dn1 
wyraża się wzorem

Twierdzenie 6
Dla f̂ , i = 1,2,T..,n wypukłych i różnych momentów gotowości operacji, 
^min wyzzŁOOzamy rozwiązując zadanie minimalizacji N przy ogranicze­
niach wynikających z żądania dopuszczalności sterowania generowanego 
przez algorytm z twierdzenia 4.
Twierdzenie 7
Dla f̂ , i ■ 1,2,...,n wklęsłych wyznaczamy rozwiązując zadanie
minimalizacji U przy ograniczeniach /4/, /5/, gdzie jest
/jedynym/ dodatnim pierwiastkiem równania

tego algorytmu jest również
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rI 1 ( * U /T i )  ' 11

b Aj jest długością przedziału czasowego, wyznaczonego przez (j - l)~
- wszy i j-ty wyraz niemałejącego ciągu łącznie uporządkowanych liczb 
r^ x î*  ̂ J'»2,...,n.
Jak widać, z wyjątkiem przypadku i\ wypukłych i ri = 0, i = 1,2,...,n, 
wyznaczenie wymaga rozwiązania odpowiedniego zadania programowa­
nia nieliniowego, przy czyn dis f.. wypukłych i dowolnych r. jest to zada­
nie jednowymiarowe.
5. Uwagi końcowe

Pokazaliśmy, że modele ODerocji w postaci równań różniczkowych 
wiążących chwilową prędkość wykonywania operacji z chwilowym przydzia­
łem zasobór/ mogą hyd z powodzeniem wykorzystane do badania odpowiednich 
problemów szeregowania operacji przed liniami krytycznymi. P.ozszerza 
to dotychczysowy zakres zastosowania tych modeli.
Zauważmy, że możliwe są liczne, mniej lub bardziej bezpośrednie uogól­
nienia przedstawionych rozważań. Przede W3zy3tkim, zmniejszając /zwię-Ctoiŵ Ckszając/ o przyjętą jednostkę wszystkie linie krytyczne ^przedstawio­
ne algorytmy możemy znaleźć sterowanie minimalizujące z daną dokładnoś­
cią maksymalne opóźnienie operacji z rozpatrywanego zbioru. Po drugie, 
wykorzystując Yyniki otrzymane dla sterowania czaso - optymalnego można 
rozwiązaó rozpatrywane w tej pracy problemy dla zasobu podwójnie ogra­
niczonego, dla którego oprócz chwilowej dostępności ograniczone jest 
również zużycie. Po trzecie,.można uogólnió przedstawioną metodykę pos­
tępowania na przypadek wielu rodzajów zasobów zakładając, że uczestni­
czą one w wykonywaniu poszczególnych operacji w znanych proporcjach. 
Problem wyznaczania minimalnych ilości zasobów, zapewniających istnie­
nie sterowania dopuszczalnego sprowadza się wówczas w ogólności do za­
dania programowania wielokryterialnego. Można wreszcie rozpatrywać 
zbiory operacji zależnych, co jednak prowadzi w ogólnym przypadku tylko 
do algorytmów przybliżonych. Szersze przedstawienie niektórych zasygna­
lizowanych tu problemów zawiera praca [1 2].
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ynPABJIEHHE PACIIPĘIIEJIEHKEM HEUPEPHBHblX PEC7PC0B JIM  BulDOJIHEHMH 
OIIEPAUHfi I1EPĘ1I 3A,HAHHb[M U54PEKTHBHŁ1MH CPOKAMH

P e 3 b  m e

B padoTe paccMOTpeRa npodaeiia pacnpejejieHHH HenpepuBF.oro HecKxaqKpy- 
eMoro p ecyp ca  Mexny He3aBHCRMHe onepartra żyra BanojmeHM naHHoro MHOsecT- 
Ba onepaixira nepejj hx rhpsktptbhrmh cpoKaMH. MaTewaTHRecKise MORe.m on ep a- 

RaHH b BHue RHiiiepeHiuiaaBHHX ypaBHeHHii : ckopoctb BKnoJtHeHHH - koah- 
vecTBO p ecy p ca . IIpeRCTaBjieHLi anropHTMu ynpaBJieHHH u ueTOAR onpeneAeHza 
toiHKMajiLHoro KOAHuecTBa p ecypca  , odecneHKBasoqero cycjecTBOBauiie RonycKa- 
eMoro ynpaBAeHZH rah RaHHoro unosecTBa oneparwii.
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ALLOCATING CONTINUOUS RESOURCES TO PROCESS ACTIVITIES BEFORE 
THEIR DEADLINES

S u m m a r y

This paper deals with the problem of allocating continuous, renewable 
resource among independent activities.to meet their deadlines. Activi 
ties are described by differential equations relating their processing 
speeds to the amounts of resources allotted at a given moment. We pre­
sent algorithms producing feasible schedules, whenever they exist,-and 
methods for finding the minimum resource amount ensuring the existence 
of a feasible schedule for a given set of activities.


