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ULA PROCESbU DYSKRETNYCH PRZY NIEPEWNOSCI OGRANICZONEJ

Streszczenie. W pracy przedstawiono problemy syntozy praw stero-
wania optymalnego w strukturach CL i OLF dla niekonwencjonalnego dys-
kretnego dynamicznego modelu przy niopoimosci ograniczonej. Przedsta-
wiono warunici, przy ktérych prawa sterowania w obu strukturach sg
sobie roéwnowazne.

1. 1/prowadzenie

Przy sterowaniu w warunkach niepewnosci istotnym jest sposéb wykorzys-
tania posiadanej informacji. Sktada sie na nig: i) informacja a priori, tj.
ta ktéra dysponujemy przed rozpoczeciem procesu sterowania oraz, 1ii) in-
formacja biezgca, naptywajgca w trakcie trwania sterowania.

V pracy informacja a priori okresla model niepewnosci, model sterowa-
nego procesu, strukture sterowania i cel sterowania.

Do rozwazan przyjeto model niepewnosci zbiorowej. Zapownia on z defi-
nicji ograniczonos¢ mogacych wystagpi¢ "realizacji”™ modelowanej zmiennej
niepewnej a jego parametry sq tatwe do okreslenia.

Model sterowanego procesu przyjety w pracy Jest modelom dynamicznym
dyskretnym w czasie jednak jogo posta¢ jest niekonwencjonalna, dostosowa-
na do celu pracy i stad bedzio doktadniej oméwiony przy formudowaniu za-
dania.

Koniecznos¢ wykorzystania informacji biezgcej dla coldéw sterowania
jest oczywista, w realizacji napotyka sie jednak trudnosci natury tooro-
tycznej. Pierwszg narzucajaca sie heurystycznag realizacja postulatu uw-
zglednienia naptywajacej informacji jest powtarzanio procesu wyznaczania
ciggu sterowan, kazdorazowo po uzyskaniu nowej informacji. Stei“owanie ta-
kie bedziemy nazywali sterowaniem w strukturze OLF /opon loop feodback/.
Druga z mozliwych struktur sterowania nie jest juz tale oczywista. V struk-
turze tej wyznaczajac aktualne sterowanie bedgce funkcja aktualnej infor-
macji zaktada sie, ze przyszte sterowania bedg funkcjami przysztych, "wiek-
szych" od aktualnie posiadanych, informacji. Struktura talia nosi nazwe CL
/closed loop/.

Konsekwencjg wystepowania niepewnosci w modolu sterowanego procesu
jest niepewnos¢ oceny tego procosu. Stad przy fomudowaniu zadaniu, opty-
malizacja moze dotyczy¢ jodynie pewnej agregaty oceny niepewnej. V pracy
nie zaktada sie sposobu agregacji formutujac jodynie ogélno warunki jakie
powinien on speknia¢. Poszerza to znacznie zakres mozliwych zastosowali
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rezultatéw pracy.
Ostatecznym celem pracy Jest przedstawienie i uzasadnienie warunkow,
przy ktérych sterowania w strukturach CL i OLF sg sobie réwnowazno.

2. Modele niepewnosci i sterowanego procesu

Odpowiednio do przedstawionego we wprowadzeniu podziatu na informacje
a priori i biezacg przystapimy obecnie do okreslenia modeli niepewnosci
i sterowanego procesu stanowigcych informacje a priori .

U pracy przyjeto zbiorowy model niepewnosci. Oznacza to,ze zmienna
niepewna z scharakteryzowana jest przez zbidr X. Najczesciej zaktada sie,
ze jest on ograniczony, wypukdty i1 stanowi podzbidér wektorowej przestrzeni
rzeczywistej [2] -

Zbiér X moze by¢ podany w rézny sposéb. V pracy stosuje sie nastepu-
Jacy parametryczny zapis zbioru X

X = {z(t) :tG T] 71/

Dopuszczalne sa Jednak réwniez przypadki, gdy zbiér T zawiera skoriczong
liczbe parametréw, méwimy wtedy o dyskretnym zbiorze X.

Przechodzgc do przedstawienia przyjetego w pracy modelu sterowanego
procesu rozpoczniemy od sformalizowania pewnej struktury parametrow ft,
zaleznej od informacji biezacej.

Niech Tj,..., ,---» T, beda zbiorami parametréw o elementach odpo-
wiednio t,..., t.,..., tj- OkresSlmy nastepujace iloczyny kortezjanskie:

1
) TXx...XxT z ...z T =-|T T =T1 , n=1 N

elementami tego iloczynu sg ciagi:

(t,.... ti,... tn) =tn e Tn

oraz

Ii) Tm+1 Ti X_’XTn :iﬁ Ti: i oM oa

=m+1

elcmontoiui tak okreslonego iloczynu sag ciagi:
(tn+1,..., t*,..., th) = € *n G O***1

V powyzszych definicjach indeksy 1,. .=, i,...,N oznaczajg roéwnoczes-
nie: dyskretne chwilo podejmowania decyzji sterujacych oraz chwile w kté6-
rych ulega zmianie /przyrasta/ informacja biezgca«

Niech zbiory b m s ,-- *, LT okres$laja wszystkie mogace pojawie
sie odpowiednio w chwilach 1, ..., 1i,.«.,2? informacje biezace.
Oprowadzamy iloczyn kartez janski:
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n

iii) L1 x*..x X...X Ln = J; L =Ln, n=12,...,N

-

jego ustalony element w postaci ciagu:

nazywamy informacjg biezaca u chwili n-tej.
Zaktadamy, ze posiadanie informacji biezacej pozwala na modyfikacje
zbioroéw TX' Wobec powyzszego Okreslamy nastepujace zbiory warunkowe:

T, 1V = T,111

Zbiory te maja z zatozenia whkasnosci:

len

TFwyréznianym dalej przypadku szczeg6lnym méwimy, zo dysponujemy'pod-
naT informacja biezaca, jezeli kazdy z omawianych zbioréw warunkowych za-

wartosciowa a jej zbiorem wartosci jest T.e

Majac przygotowane przedstawiono powyzej struktury mozemy przejs¢ do
okreslenia wkasciwego modelu sterowanego procesu, nazywonogo dalej bezpo-
Srednim.

Proponowany w pracy niekonwencjonalny model dyskretnego procesu dyna-
micznego przedstawia bezposredni zwiagzek pomiedzy oceng procesu wyrazaja-
ca cel sterowania, a prawami sterowania zaleznymi od biezacej informacji.

Ocenie moze podlega¢ caty proces w horyzoncie Jogo wybrany
fragment lub nawet pojedynczy etap. 1 pracy przez analogie do suraacyjnego
wskaznika jakosci do dalszych rozwazali przyjmujo sie ocone procesu w ho-
ryzoncie 1,...,N. Ocena jako zmienna niopewna przodstawia bozposrodni
model sterowanego procesu. Ma on postac:
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Qi —{ijjt*r » i**ei yeens it G 11 /2/
Gdzie; y---», d”™, ..., diJ sa prawami sterowania. Prawo sterowania
stanowi odwzorowanie z rodziny zbioréw (M 1"), k=1,... ,i Ik £

w zbidor sterowan U, tj.
di - { - Lt3y.- 1 /3/

Dana przez wyrazenie /2/ ocena procesu jest zmienng niepewng.
U przypadku, Gdy prawa sterowania wyznaczane sg z warunku minimalizacji
nalezy ocene niepewng zastgpic¢ jej deterministyczng agrogata. Wybor ope-
racji aeroGacji wynika najczesciej z przestanek fizykalnych rozpatrywane-
go problemu, stad w rozwazaniach pracy ograniczymy sie do sformutowania
jej wkasnosci og6élnych nie przesadzajac postaci szczeg6towej.

Niech A bedzie symbolem operacji agregacji. Stosujac ja do danego
parametrycznie zbioru X /wzoér /1// bedziemy uzywac¢ zapisu:

AX=Aixlt) - tei] = A x(t) /k/
tgT

Dalszo wkasnosci operacji agregacji oméwione beda dacznie ze sposobem

wyznaczania praw sterowania optymalnego.

3. Sterowanie w strukturze CL

Zadanie sterowania optymalnego w struliturze CL na podstawie modelu
/2/ przy zatozonej postaci operacji agregacji i zatozonych postaciach /3/
praw sterowania w poszczeg6lnych etapach, mozna sformutowaé¢ nastepujaco:

A gN (T, ,dl>... .d7) /57
di®~""dN t,(eidl

Jego rozvigzanie wprzypadku ogélnym przebiega nastepujaco:

min A N9 »e oo N =
di""",dN ~NKe
min Al ... $n
d1>” *’dN t/eiy *ne Tn tN€TjN
= min A, ... min An ... min Aj, qj-itls, =
1 t1£1T - dn tne tn dB tNE TN
- A71 min A 12 . min

116L1 djiTAI) €A1 11 1GLA treTn |In
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111 mijl *112 % 1 tN>d1iT1H11).—-"."InCT1111,..,TjIA.

AINCLN dNATH L ""*,Tn "  tKCTN*IN
s dAT N, TNIK) /(S

Przeksztatcenie pierwotnego zadania /5/ do postaci /6/ umozliwiajacej
wyznaczenie praw sterowania wymagato zatozenia nastepujacych wkasnosci
operacji agregacji:

i) A = A A L. AN
t™N 1 TT

+1tT1 *n6Tn

Whasnos¢ te mozna nazwa¢ dekomponowalnoscig operacji A wzgledom etapdéw.
Warto zauwazy¢, ze agregacje czesciowe nie muszg by¢ tego samego typu co
agregacja dekomponowana. Rownowaznos¢ w powyzszym zapisie rozumiana jest

jako rownos¢ wynikéw agregacji dla kazdego tH =Ctt, . 1
i+5 Al = A\ Ai2 1=
vV o Ti Xie Li NN g

WHasnos¢ ta oznacza dekomponowalno$¢ operacji A™ dla kazdego i wzgle-
dem informacji uzyskiwanej na i-tym etapie.

Posta¢ /6/ upraszcza sie w sposOb istotny jezeli zatozy¢ przypadek
pednej informacji biozacej, w ktérym zbiory TJ 11 sg jcdnoolenontowo
o postaci |tJ1 ~ por.p.l1. Dodatkowo dla zwartosci zapiséw bedziemy za-
ktada¢, ze informacja 1I*' jest w tym przypadku tozsama z ciagiem tA#s
{ t£]t1d ={tt } .

Przy powyzszych zatozeniach marmy:

_ ST d
oin a,Cct”, d ,....d,) =
d A £fe TV 1
niin A A qvi(t-, d ,...,d,T) =
da » o tha: -
S min Al ... min A~ ... min A, q..(t, Ul],... .d,.) =
di t_e ty dn L d t..ety
= Al min ,,. A min A,. min
t46 Ti di(tli teTn dn(t, tn) tt i d;.Ceh. .. ()
Nt N (L, (N, e, ,oe., djCtN, o=, /?/

Posta¢ /7/ wynika rowniez bezposrednio z postaci ojolnoj /o/ josli
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zauwazy¢, ze u przypadku jednoelcraentowych zbioréw 111 w postaci /6/
wypadaja agregacje A”2 oraz AN = AN

Efektywne wyznaczenie praw sterowania optymalnego odpowiednio do pos-
taci /¢/ wymaca na ogo6l aproksymacji zbioréw TxI111 zbiorami okreslanymi
przez parametry, tj. np.elipsoidg lub uielkoscianom wypukdym.

U przypadku postaci /?/, prawa sterowania mozna wyznacza¢ bezposred-
nio w funkcji odpowiednich ciggéow Ctj,.=.,t" .

Ii obu przypadkach /6/ i /?/ ze wzgledu na zajeto$¢ pamieci korzystny
jest krotki horyzont sterowania.

li. Sterowanie w strukturze OLF

Zadanie sterowania w strukturze OLF jest formalizacja stosowanej
heurystycznie i oméwionej we wprowadzeniu procedury wyznaczania praw ste-
rowania na podstawie modelu dynamicznego.

V strukturze tej prawo sterowania optymalnego na kazdym etapie jest
wyznaczane z nastepujacych warunkoéw:

Dla etapu pierwszego

Dla etapu n-tego

min A gN(tli» d1>"ee>ch’ ="’ S5 =

/8/
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gdzie:ciag 11y ,...,d~C T, |11,_. JIn_1) = jest
na etapie n-tym znany.

Struktura OLF jest stosowana najczesciej w podaczeniu z zatozeniom
o pednej informaoji biezacej,przy ktérej zachodzi TN 11 = i41111} 7 {*=}
Varunki okreslajace prawa sterowania upraszczaja sie i1 przykdadowo waru-
nek /8/ przyjmuje postac:

dn : min min
n Tn dnCtn> ce--d™tn,...,TNIt)
eoe A gN(EN ,d1(t) 1. ., ,dnttn),dn+1(tn ,Tn+1litn), ..
INETNItS
djifctal, ... ,TN Itn ) /9/

Jesli dodatkowo zatozy¢ 1Mt =T., J < 1, i =2,... ,K, to otrzymuje
sie ostateczng posta¢ warunku okreslajacego d”. Hamy:

dn : "Si mdn
tm& Tn dnCt J7dn+C A Tn+lL eee> jjC~r  *»TIP

t eT **’t eT qg2tl*dlitl)”" " dn(tn) "dn+1(tUTn+1) *-, ">
n+1l n+1 n N

V. tn-Tn+l-->V) z10/

Poniewaz zbiory i =1,..,N sg dane wraz z modelom, wyznaczcnio pra-
wa sterowania dla etapu n-tego sprowadza sie do wiolokrotnojo wzjlnclcm t
wykonania statycznej minimalizacji zajrejowanoj oceny storowanego procosu
dla ustalonych th~1 i ciagju c ,...,dn - kolei , = punktu
widzenia zastosowan nie jest potrzebno wyznaczanie w trybie oiT-lino cale-
Co prawa sterowania. Wystarczy bowiem wyznacza¢ w trybie on-lir.o wartosci
sterowan dla pojawiajacych sie na poszczeg6lnych etapach informacji bie-
zacych 1 znanych cigjow sterowan do danojo etapu. Powyzszo uwaji w nolg-
czcniu z faktem istnienia duzej liczby dobrze opracowanych aljorytnéow
optymalizacji statycznej wyjasniaja korzysci sterowania w strukturze CLP.

5> Héwnowazno$¢ praw sterowania w otrukturzo CL i OLF

Prawa sterowania w~naczanc w strukturzc CL przy znioiuioj informacji
biezacej wedluj /o/ lub /7/ sa optymnlno.
Prawa sterowania wyznaczane dla otapu n-tojo uodluj 710/ i podobnio

dla pozostatych etapéw mojg by¢ suboptymalno.
Majac na uwadze, przodstawionc w zakonczoniu p.*J, korzysci tocluiiczno
wystepujace przy wyznaczaniu s torowania w strukturze OLF zajmiemy sie



282 K .Ho Jciechewski

obecnie problemem réwnowaznosci praw sterowania wyznaczanych z mwarunku /7/
i warunkéw o postaci /10/ przy n =
Dla n = N-réimowazno$6 porownywanych praw sterowania jest bezposSred-
nio widoczna. T/arunek. /10/ dla n *= N przybiera postac:
djr : A mim qNCFT,d1(tl), .. .,dJj.(N))
\ th ¥ tH?

to samo otrzymujemy z /7/*
Dla n = 21 z warunku /10/ mamy:

tr A rain ,, - [ A qrtrdNtl)

« W1y /ii/
natomiast z /7/s
Ay - min min q (t~r.d.Ct.)
»-1 Js-L N-1 1
v I Vv i w=**“ " tkeTN VvV
dj; 1 , VTt N1, tV)] /12/

Na to by prana sterowania dj. ~ wyznaczone z /tl/ i /12/ byty tafcie
same potrzeba i wystarczy by wyrazenia objeto w /11/ i /12/ nawiasami
prostokatnymi bydty takimi samymi funkcjami zmiennej d\. (t< M.

Jezeli powyzszy warunek jest spedniony to prawa sterowania d,, , na
etapie N-1 sg réwnowazne i mozemy przejs¢ do etapu K-2jgdzie rozumowanie
sie poi“tarza.

Jarunek powyzszy jest mato konstruktywny stad na zakonczenie rozwaza;:?
podamy jako przyktad warunek wiagzacy réwnowaznos¢ praw sterowania
w strukturze CL i OLF z postacig modelu /2/. Uzasadnienie tego warunku
zo wzgledu na wykonywane operacje roézniczkowania wymaga rezygnacji z obo-
wigzujacego dotychczas zatozenia o dyskretnosci zmiennych. WIJie umniejsza
to wagi otrzymanego rezultatu, moze by¢ on bowiem traktowany jako przybtit
zeni¢ obowigzujace w przypadku;gdy liczba pozioméw kwantowania jest odpo-
wiednio duza.

Niech q,. bedzie kwadratowg funkcjg zmiennych t~,.._,t,,

(e , .. ..d,,@gn) = (ul,.. . . Funkcje taka mozna zapisa¢ w postaci:

DN bn t

= [t,u] /i 3/
BN e CN. v

tjduie:
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T=W ]
T=[T. V]

DN* bn " CH sa dodatnio okreslanymi kwadratowymi macierzami liczbowymi
0 nastepujaoej strukturze:

-2B3.

*Q1l eee "B1l eee BIH
V: bn = CK =
.DNL = dnn. _BNL wm* bnh. Y
Podobnie
*]] e e>--1 B1l ee= BIN1 o1 m * Sii-l
DN = k- 1¢ =
DJ11 < DN-IN-1 [K-11es BN-IN-1_ °N-1 1

Dodatkowo dla uproszczenia obliczen zaktadany, zo zbiory T\ oraz
operacje agregacji AN s3. takie, ze Vi ar =0

Dla zatozonej na q,T postaci /13/ mozna onalitycznio wyznaczy¢ prawa
sterowania dla struktur OLF,/11/ i CL,/12/, a nastepnie poréwnaé¢ wyraze-
nia w nawiasacli prostokatnych.

Dla /711/ mamy:

it
°H-1 emm DUJ
r T I i i . .-
qirl*s »» * tN-i,ui’*e, uwd c + A ' D... t, /V°(¢/

vV TH et --- CH t. 6T,

®/ylionujac roézniczlcowanie wyrazenia /1h/ wzgledom u,r i podstawiajgc
liynii® powtérnie do /\h/ otrzymujemy:
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pn Dir-111-1 ciai [bm-11" eeenbij~lu-1*Cii~1l»e o m> 1]
?uj
-7

Dla 712/ mamy:
Du-1 ee= Bir-1

T T T T r
o o L -
-
Bm
Dy
*H (D1L. - CI™N M1 + 2 [*l*eee™*3-1 "Ul>*een”li-Jj
3nr
iu
I °ira B2} *1
C1K
li-12
ykoaujac agregacje i;z~-ledoiu t_ otrzyraujeny :
D
rT T T T r
P-T *17-1
i 7 w »1
1n-1_
T, -1
N - =
c o1 ¥ i 20 & M f

cala /as/ i /le/ widaiiay, zc aa taidbni soisyial, to;ad-
LAgn7** J >co detoodzi roéifnoiiazhoaci praw ozc
OLF, jezeli model bezposredni /2/ jest jformg

Poréwnujac e-
ratouyui funkcja.
rouania w stnikturach CL i
Jn;adratowg swoich argumentéw, bowiem dla N-2 powyzsze obliczenia powta-

rzaja sie biorgc pod uwage, ze /is/ i /10/ sg kwadratiAmi. Tunkcjami

swoich argumentow.
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6. Podsumowanie

Biorac pod uwage, ze podejscie do problemu syntezy praw sterowania
w warunkach niepewnosci przedstawione w pracy jest niekonwencjonalne
powtdérzymy w zwartej formie raz jeszcze jogo podstawowe i oryginalno
fragmenty.

Model sterowanego procesu przyjety w pracy rézni sie zasadniczo od
modelu konwencjonalnego zawierajacego réwnanie tranzycji, roéwnanie obser-
wacji oraz wskaznik jakosci. Model ten wyraza bezposrednio cel sterowania
w Ffunkcji praw sterowania obowigzujacych dla poszczegdélnych etapéw i jest
naturalny, np. dla zadan planowania.

Prawa sterowania dla poszczegélnych etapéw zaleza od informacji o za-
k*b6ceniach uzyskanej do danego etapu. Nie wymaga sie przy tym precyzowa-
nia w jaki sposob obserwacje zwiekszajg informacje o zakdoceniach, bowiem
wzrost informacji wyraza sie zmniejszeniem zbioru okreslajacych Je para-
metrow. Podejscie takie dopuszcza,np. obserwacje typu “spednienia ograni-
czen" , nie komplikujac réwnoczesnie rozwazah przez jawno uwzglednianie
wpdywu obserwacji, co wymagatoby réwniez jawnego rozwigzania problemu fil-
tracji.

Klasyczna struktura informacji biezacej przyjeta zostata dla uprosz-
czenia rozwazan. Model wprowadzony w pracy umozliwia rozpatrywanie roéw-
niez nieklasycznyeh struktur informacji biezacej eo nie jest mozliwe przy
wykorzystaniu modelu konwencjonalnego operujacego pojeciem stanu.

Podejscie przedstawione w pracy dopuszcza szoroka klase mozliwych do
zastosowania operacji agregacji oraz zmiane idta typu w trakcio procesu
sterowania.

V przypadku klasycznej struktury Informacji biezacej w pracy podano
spos6b wyznaczania praw sterowania w strukturach CL OLF wykorzystujacy
delcomponowalno$¢ operacji agregacji wzgledom etapéw informacji biezacej.

Przedstawione w pracy algorytmy wyznaczania praw sterowania w struk-
turach CL i OLF pozwalaja na podanie og6lnego warunku réwnowaznosci tyci;
praw dla modelu wprowadzonego w pracy i szerokiej klasy operacji agrega-
cji.

Warunek roéwnowaznosci pozwala na rozstrzygniecie w jakich przypadkach
heurystycznie stosowana procedura kazdorazowego wyznaczania ciggu stero-
wan po uzyskaniu nowoj informacji jest optymalna.

¥ charakterze przyktadu pokazano, ze jodnyi.i z przypadkéw w ktory::
sterowania w strukturach CL i OLF sg réwnowazno jest przypadek modolu /1/
w postaci kwadratowej funkcji wszystkich swoich zmionnych. Wynik ten od-
powiada intuicyjnie oczekiwanonu bowiem w przypadku konwencjonalnego mo-
delu zawierajacego liniowe réwnania tranzycji liniowo réwnanie obserwacji,
kwadratowy wskaznik jakosci przy zak#déceniach typu biatogo szumu wystepu-
Jje wspomniana réwnowaznos¢, zas$ inodol konwencjonalny mozna przoksztalcic

do rozpatrywanego w pracy wykorzystujgc wiolokrotuio réwnania filtracji

i wyjscia. Wszystkie rozwazania przedstawiono w pracy za wyjatkiem przykta-
du stuszne sa zaréwno dla proceséw o cigGlych jak 1 dyskrotnych zbiorach
wartosci .
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TOIWBCTBEHHOCTB  TIPABHI OOTMMAJIBHOrO ynPAEUIEffiiH SM  CTPyioTP 1w

H OM JWCKPETHLIX IPOIIECCOB DPH OIPAHHTEHHO0IS HEYBEPEHHOCTH

Pe3»me

B padoTe npeacTaBlieHH npottaeun cEHTe3a npaBHJi onTmiantHoro ynpaBlieHHH
om cTpyKTyp W a 0® HeKOHBeHrtHOHaJibHD2 jffickpeTHOI HpraaMmecKoft isoae-
m npa orpaiiHTeHHoK HeyBepeHHDCTH. JaHu yclioBHS , npa KOTopux npasana yn-
paBJieHHR ToaaecTBeHHH.

0D THE EQUIVALENCE OF OPTIMAL CONTROL IN CL AND OLF STRUCTURE FOR
DISCRETE PROCESSES WITH BOUNDED UNCERTAINTY

Summary

Optimal control law design for CL and OLF structures is presented.
A model has a nonconventional dynamic discrete from with hounded uncer-
tainty. Conditions for the equivalence of both control laws are given.
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