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Streszczenie. W pracy przedstawiono problemy 3yntozy praw stero
wania optymalnego w strukturach CL i OLF dla niekonwencjonalnego dys
kretnego dynamicznego modelu przy niopoimości ograniczonej. Przedsta
wiono w ar unici, przy których prawa sterowania w obu s trukturach są 
sobie równoważne.

1. l/prowadzenie

Przy sterowaniu w warunkach niepewności istotnym jest sposób wykorzys
tania posiadanej informacji. Składa się na nią: i) informacja a priori, tj. 
ta którą dysponujemy przed rozpoczęciem procesu sterowania oraz, ii) in
formacja bieżąca, napływająca w trakcie trwania sterowania.

1/ pracy informacja a priori określa model niepewności, model sterowa
nego procesu, strukturę sterowania i cel sterowania.

Do rozważań przyjęto model niepewności zbiorowej. Zapownia on z defi
nicji ograniczoność mogących wystąpić "realizacji" modelowanej zmiennej 
niepewnej a jego parametry sq łatwe do określenia.

Model sterowanego procesu przyjęty w pracy Jest modelom dynamicznym 
dyskretnym w czasie jednak jogo postać jest niekonwencjonalna, dostosowa
na do celu pracy i stąd będzio dokładniej omówiony przy formułowaniu za
dania.

Konieczność wykorzystania informacji bieżącej dla colów sterowania 
jest oczywista, w realizacji napotyka się jednak trudności natury tooro- 
tycznej. Pierwszą narzucającą się heurystyczną realizacją postulatu uw
zględnienia napływającej informacji jest powtarzanio procesu wyznaczania 
ciągu sterowań, każdorazowo po uzyskaniu nowej informacji. Stei'owanie ta
kie będziemy nazywali sterowaniem w strukturze OLF /opon loop feodback/. 
Druga z możliwych struktur sterowania nie jest już tale oczywista. V struk
turze tej wyznaczając aktualne sterowanie będące funkcją aktualnej infor
macji zakłada się, że przyszłe sterowania będą funkcjami przyszłych, "więk
szych" od aktualnie posiadanych, informacji. Struktura talia nosi nazwę CL 
/closed loop/.

Konsekwencją występowania niepewności w modolu sterowanego procesu 
jest niepewność oceny tego procosu. Stąd przy fomułowaniu zadaniu, opty
malizacja może dotyczyć jodynie pewnej agregaty oceny niepewnej. V pracy 
nie zakłada się sposobu agregacji formułując jodynie ogólno warunki jakie 
powinien on spełniać. Poszerza to znacznie zakres możliwych zastosowali
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rezultatów pracy.
Ostatecznym celem pracy Jest przedstawienie i uzasadnienie warunków, 

przy których sterowania w strukturach CL i OLF są sobie równoważno.

2. Modele niepewności i sterowanego procesu

Odpowiednio do przedstawionego we wprowadzeniu podziału na informację 
a priori i bieżącą przystąpimy obecnie do określenia modeli niepewności 
i sterowanego procesu stanowiących informację a priori .

U pracy przyjęto zbiorowy model niepewności. Oznacza to,że zmienna 
niepewna z scharakteryzowana jest przez zbiór X. Najczęściej zakłada się, 
że jest on ograniczony, wypukły i stanowi podzbiór wektorowej przestrzeni 
rzeczywistej [2] .

Zbiór X może być podany w różny sposób. V pracy stosuje się następu
jący parametryczny zapis zbioru X

X = {z(t) : t G T] /1/

Dopuszczalne są Jednak również przypadki, gdy zbiór T zawiera skończoną 
liczbę parametrów, mówimy wtedy o dyskretnym zbiorze X.

Przechodząc do przedstawienia przyjętego w pracy modelu sterowanego 
procesu rozpoczniemy od sformalizowania pewnej struktury parametrów t, 
zależnej od informacji bieżącej.

Niech Tj,..., ,..., T„ będą zbiorami parametrów o elementach odpo
wiednio t^,..., t.,..., tjj. Określmy następujące iloczyny kortezjańskie:

n
i) T x. ..x T z ...z T = TT" T = T11 , n = 1 Ń

1 = 1
elementami tego iloczynu są ciągi:

(t,....  ti,... tn ) = t n  e T n

oraz iili) Tm+1 Ti x--*x Tn = TT T± = » = 1. . NJ m ni=m+1
elcmontoiui tak określonego iloczynu są ciągi:

(tn+1,..., t±,..., tn ) = t“ 'n G O***1

V powyższych definicjach indeksy 1,. . • , i,...,N oznaczają równocześ
nie: dyskretne chwilo podejmowania decyzji sterujących oraz chwile w któ
rych ulega zmianie /przyrasta/ informacja bieżąca«

Niech zbiory , . . . , ,.. • , L^T określają wszystkie mogące pojawię
się odpowiednio w chwilach 1, ..., i,.«.,2? informacje bieżące. 
Oprowadzamy iloczyn kartez jański:
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n
iii) L1 x*..x x...x Ln = T T  L = Ln,

i = 1
n = 1, .. . ,N

jego ustalony element w postaci ciągu:

nazywamy informacją bieżącą u chwili n-tej.
Zakładamy, że posiadanie informacji bieżącej pozwala na modyfikację 

zbiorów T.. Wobec p o w y ż s z e g o  określamy następujące zbiory warunkowe:

Tf wyróżnianym dalej przypadku szczególnym mówimy, żo dysponujemy"poł- 
ną1' informacją bieżącą, jeżeli każdy z omawianych zbiorów warunkowych za-

wartościowa a jej zbiorem wartości jest T.•
Mając przygotowane przedstawiono powyżej struktury możemy przejść do 

określenia właściwego modelu sterowanego procesu, nazywonogo dalej bezpo
średnim.

Proponowany w pracy niekonwencjonalny model dyskretnego procesu dyna
micznego przedstawia bezpośredni związek pomiędzy oceną procesu wyrażają
cą cel sterowania, a prawami sterowania zależnymi od bieżącej informacji.

Ocenie może podlegać cały proces w horyzoncie Jogo wybrany
fragment lub nawet pojedynczy etap. 1 pracy przez analogię do suraacyjnego 
wskaźnika jakości do dalszych rozważali przyjmujo się oconę procesu w ho
ryzoncie 1,...,N. Ocena jako zmienna niopewna przodstawia bozpośrodni 
model sterowanego procesu. Ma on postać:

x

T, | ( V  = T, l l1

n = 1

Zbiory te mają z założenia własności:

l e n

1 fe. n
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Qjj — { ijjt * » i * * • i ,..., i t G | | / 2/

Gdzie; , ..., d^,...., djj są prawami sterowania. Prawo sterowania 
stanowi odwzorowanie z rodziny zbiorów •[ (T Ĵ 1^), k=1,... ,i lk £ 
w zbiór sterowań U, t j.

di : { •• LŁ } . -  11' /3/

Dana przez wyrażenie /2/ ocena procesu jest zmienną niepewną.
U przypadku, Gdy prawa sterowania wyznaczane są z warunku minimalizacji 
należy ocenę niepewną zastąpić jej deterministyczną agrogatą. Wybór ope
racji aeroGacji wynika najczęściej z przesłanek fizykalnych rozpatrywane
go problemu, stąd w rozważaniach pracy ograniczymy się do sformułowania 
jej własności ogólnych nie przesądzając postaci szczegółowej.

Niech A będzie symbolem operacji agregacji. Stosując ją do danego 
parametrycznie zbioru X /wzór /1// będziemy używać zapisu:

A X = A-i xlt) : t e i |  = A x(t) / k /
t g T

Dalszo własności operacji agregacji omówione będą łącznie ze sposobem 
wyznaczania praw sterowania optymalnego.

3. Sterowanie w strukturze CL

Zadanie sterowania optymalnego w s truli turze CL na podstawie modelu 
/2/ przy założonej postaci operacji agregacji i założonych postaciach /3/ 
praw sterowania w poszczególnych etapach, można sformułować następująco:

A qN ( t1', ,d1>... .d^) /5/
d1'~"'dN t,Ie i JI

Jego r o zv i ąz anie -w przypadku ogólnym przebiega następująco:

min A ^ 9 »• • • » ^ =:
di ' " " ,dN ,̂tK e

min A 1 ... śn
d1>” *’dN t^eiy *ne Tn tN €TjN N

= min Â , ... min An ... min Aj, qj.it1', =
1 t £ T - dn t e t dB t„£ T.,1 1  n n N N

- A ?1 min A 12 ... min
1 1GL1 djiT^l) t ^ l l l  I G L ^  tneTn |ln



Róimo ważność praw sterowania optymalnego 279

*111 mljl *112 % i tN»d1iT 1ll1).--'.'lnCT1ll1,..,TjllJl.

1NCLN dN^T 1̂ 1 ' ' * ,Tn ' tKCTN* lN
... d^T,!!1,..., TN |1K) / ( , /

Przekształcenie pierwotnego zadania /5/ do postaci / 6 /  umożliwiającej 
wyznaczenie praw sterowania wymagało założenia następujących własności 
operacji agregacji:

i) A = A. ... A ... A,̂
tN 1 TT

ł1t T 1 *n6 T n

Własność tę można nazwać dekomponowalnością operacji A względom etapów. 
Warto zauważyć, że agregacje częściowe nie muszą być tego samego typu co 
agregacja dekomponowana. Równoważność w powyższym zapisie rozumiana jest 
jako równość wyników agregacji dla każdego tH = C t t , . l .

i±5 Ai = Ai\ Ai2 1 =
V Ti Xie Li ^ ^ i

Własność ta oznacza dekomponowalność operacji A^ dla każdego i wzglę
dem informacji uzyskiwanej na i-tym etapie.

Postać /6/ upraszcza się w sposób istotny jeżeli założyć przypadek 
pełnej informacji biożącej, w którym zbiory T J  l1 są jcdnoolenontowo 
o postaci | tjJ 1 ^ por.p.1. Dodatkowo dla zwartości zapisów będziemy 
kładać, że informacja 1*" jest w tym przypadku tożsama z ciągiem tA# s 
{ t±| t1 J = { t t  } .

Przy powyższych założeniach marny:

za-

oin
d rl ■'T VA t 6 T*

>Ta_,TC t"’, d , . . . ,ćL, ) =
:r w " 1

niin A ... A ... qVT(t-, d ,...,d,T) =d1 ^ *»«.*» t,Łą: -
s min A 1 ... min A;- ... min A,, q..(t“ , U.|,... .d,. ) =

di t e t . dn t e  t  d:: t..e t ..• i zi n . i\

= A 1 min , , . A min . . . A,. min
t.ł6 T i d1(t1i tn e T n dn(t, t n) t.;t i  d;.(tlI...(t,.)

 ̂ t ^ ( t , ,, », ^n( t ̂ , » . . , , • • ., dj.C t ̂ , • •. , /?/

Postać /7/ wynika również bezpośrednio z postaci ojólnoj /o/ jośli
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zauważyć, że u przypadku jednoelcraentowych zbiorów 111 w postaci /6/
wypadają agregacje A^2 oraz A ^  = A^.

Efektywne wyznaczenie praw sterowania optymalnego odpowiednio do pos- 
taci /ć/ wymaca na ogól aproksymacji zbiorów T±l l1 zbiorami określanymi 
przez parametry, tj. np.elipsoidą lub uielkościanom wypukłym.

U przypadku postaci /?/, prawa sterowania można wyznaczać bezpośred
nio w funkcji odpowiednich ciągów C t.j,. •., t ^  .

li obu przypadkach /6/ i /?/ że względu na zajętość pamięci korzystny 
jest krótki horyzont sterowania.

l i . Sterowanie w strukturze OLF

Zadanie sterowania w strukturze OLF jest formalizacją stosowanej 
heurystycznie i omówionej we wprowadzeniu procedury wyznaczania praw ste
rowania na podstawie modelu dynamicznego.

V strukturze tej prawo sterowania optymalnego na każdym etapie jest 
wyznaczane z następujących warunków:

Dla etapu pierwszego

Dla etapu n-tego

dn

min A qN(tIÍ» d1> " • • >dn’ • " ’ ’ S i 5 =

A , minn1 .

min

/8/
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gdzie:ciąg 1l1) ,..., d ^ C  T, | l1, _ .  | ln_1) = jest
na etapie n-tym znany.

Struktura OLF jest stosowana najczęściej w połączeniu z założeniom 
o pełnej informaoji bieżące j, przy której zachodzi T^| l1 = i4!!11} ” {*•} 
Varunki określające prawa sterowania upraszczają się i przykładowo waru
nek /8/ przyjmuje postać:

dn : min min
^ Tn dnCtn> .... d ^ t n ,...,TN Itn )

••• A qN(tN ,d1(t1) I..,,dn ttn),dn+1(tn ,Tn+1itn),.. 
tN £ T Nlt“

djfCt11, ... ,TN ltn )) /9/

Jeśli dodatkowo założyć 1^1 tJ = T̂ ., J < i, i = 2,... ,K , to otrzymuje 
się ostateczną postać warunku określającego d^. Hamy:

dn : "Si mdn
tn & Tn dnCt J ’ dn+ Ć  ̂ Tn+lL • • • >¿¡jC^ * »TlP

t e T  **’t e T  q^tl'd1it1)’" ' ’dn(tn)'dn+1(tU’Tn+1) ’-,'> 
n+1 n+1 n N

V tn-Tn+1 - - > V )  Z 10/

Ponieważ zbiory i = 1,..,N są dane wraz z modelom, wyznaczcnio pra
wa sterowania dla etapu n-tego sprowadza się do wiolokrotnojo wzjlnclcm t 
wykonania statycznej minimalizacji zajrejowanoj oceny storowanego procosu 
dla ustalonych tn~1 i ciąju (t ,. . . ,d^ - kolei , :: punktu
widzenia zastosowań nie jest potrzebno wyznaczanie w trybie oiT-lino cale- 
Co prawa sterowania. Wystarczy bowiem wyznaczać w trybie on-lir.o wartości 
sterowań dla pojawiających się na poszczególnych etapach informacji bie
żących i znanych ciąjów sterowań do dano jo etapu. Powyższo uwaji w nolą- 
czcniu z faktem istnienia dużej liczby dobrze opracowanych aljorytnów 
optymalizacji statycznej wyjaśniają korzyści sterowania w s t r u k t u r z e  CLP.

5» Hównoważność praw sterowania w otrukturzo CL i OLF

Prawa sterowania w^naczanc w strukturzc CL przy znioiuioj informacji 
bieżącej wedluj /o/ lub /7/ są optymnlno.

Prawa sterowania wyznaczane dla otapu n-tojo uodluj /10/ i podobnio 
dla pozostałych etapów moją być suboptymalno.

Mając na uwadze, przodstawionc w zakończoniu p.*J, korzyści tocluiiczno 
występujące przy wyznaczaniu s torowania w strukturze OLF zajmiemy się
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obecnie problemem równoważności praw sterowania wyznaczanych z ■warunku /7/ 
i warunków o postaci /10/ przy n =

Dla n = N-róimoważnośó porównywanych praw sterowania jest bezpośred
nio widoczna. T/arunek. /10/ dla n *= N przybiera postać:

djr : A mim q^Cf1',d1 (t1) , .. . , dJj.(tN ))

V t h ¥ tH?
to samo otrzymujemy z / 7 / *

Dla n = 21— 1 z warunku / 1 0 /  mamy:

t r  A rain „ - [ A q ^ t ^ d ^ t 1)
V i ' 4 1  V 1

« W * * " 1)'

natomiast z /7/s

^»'-1 : min 
JS-L

V l ' V l W * “ ' tK e T N ’V

dj;_1 , V t N"1, t^)]

min q (t^.d.Ct.) N-1 1

/ii/

/12/

Na to by prana sterowania dj.  ̂wyznaczone z /t1/ i /12/ były tafcie 
same potrzeba i wystarczy by wyrażenia objęto w /11/ i /12/ nawiasami 
prostokątnymi były takimi samymi funkcjami zmiennej cl̂. ( t_< ^) .

Jeżeli powyższy warunek jest spełniony to prawa sterowania cl,, , na 
etapie N-1 są równoważne i możemy przejść do etapu K-2jgdzie rozumowanie 
się poi^tarza.

’Jarunek powyższy jest mało konstruktywny stąd na zakończenie rozważa;’: 
podamy jako przykład warunek wiążący równoważność praw sterowania 
w strukturze CL i OLF z postacią modelu /2/. Uzasadnienie tego warunku 
zo względu na wykonywane operacje różniczkowania wymaga rezygnacji z obo
wiązującego dotychczas założenia o dyskretności zmiennych. IJie umniejsza 
to wagi otrzymanego rezultatu, może być on bowiem traktowany jako przybłit 
żenić obowiązujące w przypadku;gdy liczba poziomów kwantowania jest odpo
wiednio duża.

Niech q,. będzie kwadratową funkcją zmiennych t ̂ , . . . , t,_,
( d^ Ct̂ ) , .. . ,d,,(tjT) ) = ( u 1,.. . . Funkcję taką można zapisać w postaci:

= [t,u]
DN bn t

,BN " •  CN. U

/ i  3 /

tjduie:
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‘T = W  t/]
*T = [«,T. V]

DN' b n ' CH są dodatnio określanymi kwadratowymi macierzami liczbowymi 
o następująoej strukturze:

v= *®11 •••
b n  =

'B11 ••• B1łl

CK =
? 1 1  ‘

. DN1 • d n n . _ BN1 ■■* bn h . . cIi1 • . C,_.

Podobnie

DN-1 =
*11 • • > - -1

dk- 1 “
B11 ••• B1N-1

CN— 1=
’?11 ■ * S : i -1

.DU-11 • DN-1N-1. DK-11•• BN-1N-1_ °N-1 1

Dodatkowo dla uproszczenia obliczeń zakładany, żo zbiory T\ oraz 
operacje agregacji A^ są. takie, że V  i  A.̂  = O.

Dla założonej na q,T postaci /13/ można onalitycznio wyznaczyć prawa 
sterowania dla struktur OLF,/11/ i CL,/12/, a następnie porównać wyraże
nia w nawiasacli prostokątnych.

Dla /11/ mamy:

V TH

r T l i  i
qir L* 1 »• * / tN-i,ui ’* • ,uwJ

°H-1 • ■ ■ DiJ

e vt ... C.TN rl

it

+ A t* D,.,. t„ /!'(/ 
t..6T„

Tł/ylionując różni czlcowanie wyrażenia /1 h /  względom u,r i podstawiając 
liyniî  powtórnie do / \ h /  otrzymujemy:
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pn

d ik

Dir- 111-1
?uj

Ii-17

c ia i [ bm-  1 1 '  • • •» bij~ 1 u - 1 * c i:~ 11»•  • ■ > 1 ]

Dla /12/ mamy:

T T tm m  q, T T T r
;j.r - L Du-1 ••• Bir-1

iu

ICJ
C1K

li—12

°ira B22! } *11

P- -i

:-i

*H ( D1JU. - CI7N *11 + 2 [*1 * • • • ' *3-1 'U 1 > * • • »"li-Jj

B m

D,_liii
3  nr

ykoaując agregację i;z~lędoiu t._ o trzyrauj eny :

D
r T  T T T r

Ii 27 xv

t..6 T,.
T, -1
1̂7    - C,-, 12 fT ) t-,.i' i . l . ,*.ii ¿¡2', Jl

P-T
»1 *17-1

u

II-1_

M f

Porównując •- cala / 15/ i /l6/ widaiiay, żc aa taidbni soisyial, to;ad-
ratóuyui funkcja. L^i^’* ‘ J > co dętoodzi róifnoiiażhoaci praw o2c-
rouania w stnikturach CL i OLF, jeżeli model bezpośredni /2/ jest ¡formą 
Jn;adratową swoich argumentów, bowiem dla N-2 powyższe obliczenia powta
rzają się biorąc pod uwagę, że / 15/ i / 1Ó/ są kwadra toi/ymi. Tunkcjami 
swoich argumentów.
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6. Podsumowanie

Biorąc pod uwagę, że podejście do problemu syntezy praw sterowania 
w warunkach niepewności przedstawione w pracy jest niekonwencjonalne 
powtórzymy w zwartej formie raz jeszcze jogo podstawowe i oryginalno 
fragmenty.

Model sterowanego procesu przyjęty w pracy różni się zasadniczo od 
modelu konwencjonalnego zawierającego równanie tranzycji, równanie obser
wacji oraz wskaźnik jakości. Model ten wyraża bezpośrednio cel sterowania 
w funkcji praw sterowania obowiązujących dla poszczególnych etapów i jest 
naturalny, np. dla zadań planowania.

Prawa sterowania dla poszczególnych etapów zależą od informacji o za
kłóceniach uzyskanej do danego etapu. Nie wymaga się przy tym precyzowa
nia w jaki sposób obserwacje zwiększają informację o zakłóceniach, bowiem 
wzrost informacji wyraża się zmniejszeniem zbioru określających Je para
metrów. Podejście takie dopuszcza,np. obserwacje typu "spełnienia ograni
czeń" , nie komplikując równocześnie rozważań przez jawno uwzględnianie 
wpływu obserwacji, co wymagałoby również jawnego rozwiązania problemu fil
tracji.

Klasyczna struktura informacji bieżącej przyjęta została dla uprosz
czenia rozważań. Model wprowadzony w pracy umożliwia rozpatrywanie rów
nież nieklasycznyeh struktur informacji bieżącej eo nie jest możliwe przy 
wykorzystaniu modelu konwencjonalnego operującego pojęciem stanu.

Podejście przedstawione w pracy dopuszcza szoroką klasę możliwych do 
zastosowania operacji agregacji oraz zmianę idta typu w trakcio procesu 
sterowania.

V przypadku klasycznej struktury Informacji bieżącej w pracy podano 
sposób wyznaczania praw sterowania w strukturach CL i OLF wykorzystujący 
delcomponowalność operacji agregacji względom etapów i informacji bieżącej.

Przedstawione w pracy algorytmy wyznaczania praw sterowania w struk
turach CL i OLF pozwalają na podanie ogólnego warunku równoważności tyci; 
praw dla modelu wprowadzonego w pracy i szerokiej klasy operacji agrega
cji.

’Warunek równoważności pozwala na rozstrzygnięcie w jakich przypadkach 
heurystycznie stosowana procedura każdorazowego wyznaczania ciągu stero
wań po uzyskaniu nowoj informacji jest optymalna.

¥ charakterze przykładu pokazano, że jodnyi.i z przypadków w który:: 
sterowania w strukturach CL i OLF są równoważno jest przypadek modolu / I /  

w postaci kwadratowej funkcji wszystkich swoich zmionnych. Wynik ten od
powiada intuicyjnie oczekiwanonu bowiem w przypadku konwencjonalnego mo
delu zawierającego liniowe równania tranzycji liniowo równanie obserwacji, 
kwadratowy wskaźnik jakości przy zakłóceniach typu białogo szumu występu
je wspomniana równoważność, zaś inodol konwencjonalny można przoksztalcić 
do rozpatrywanego w pracy wykorzystując wiolokrotuio równania filtracji 
i wyjścia. Wszystkie rozważania przedstawiono w pracy za wyjątkiem przykła
du słuszne są zarówno dla procesów o ciąGlych jak 1 dyskrotnych zbiorach 
wartości.
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TOiWBCTBEHHOCTB ÏÏPABHI OOTMMAJIBHOrO ynPAEUIEffiiH SM CTPyiOTP IW 

H OM  JWCKPETHLIX IPOIIECCOB DPH 0IPAHHÎEHH0Î5 HEyBEPEHHOCTH

P e 3 »  m e

B padoTe npeacTaBJieHH npottaeun cEHTe3a npaBHJi onTmianŁHoro ynpaBJieHHH 
om cTpyKTyp IW a 0 ®  HeK0HBeHrtH0HaJibH02 jfficKpeTHOÎi łpraaMmecKoft isoae- 
m  npa orpaiiHTeHHoK HeyBepeHHDCTH. JaHu ycJioBHS , npa KOTopux npasana yn- 
paBJieHHR ToaaecTBeHHH.

01) THE EQUIVALENCE OF OPTIMAL CONTROL IN CL AND OLF STRUCTURE FOR 
DISCRETE PROCESSES WITH BOUNDED UNCERTAINTY

S u m m a r y

Optimal control law design for CL and OLF structures is presented.
A model has a nonconventional dynamic discrete from with hounded uncer
tainty. Conditions for the equivalence of both control laws are given.
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