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ALGORYTM DLA WIELOET/#OWEGO PROBLEMU PRZEZBRAJANIA
LINII PRODUKCYJNEJ

Streszczanie.- H pracy przedstawiono algorytm kotojnosciowy dla
Wieloetapowego problemu minimalizacji kosztédw przezbrajania linii
produkcyjnej oparty na potaczeniu metody podziatu i ograniczen z me-
toda programowania dynamicznego.

1. Model zadania przezbrajania

Podczas harmonogramowania produkcji wieloasortymentowej realizowanej
partiami na pojedynczej linii produkcyjnej pojawia sip problem ustalenia
kolejnosci wykonywania poszczegélnych partii produktéw w kazdym okrosio
objptym horyzontem harmonogramowania. Zmiana wersji produkowanych wyrobéw
powoduje powstawanie pewnych dodatkowych kosztéw nazywanych kosztami przo
zbrajania, ktorych wielkos$¢ zalezy w ogélnym przypadku od worsji wyrobow.
Problem minimalizacji kosztédw przezbrajania w ustalonym przedzialo czasu
objetym harmonogramowaniem mozna sformutowa¢ nastepujaco. Zaktdézmy, zo na
linii produkcyjnej mozna produkowaé¢ wyroby o numerach worsji zo zbioru
N =4{1,2,...,k} . Przypusémy, ze horyzont harmonogramowania mozna podzie-
li¢ na K etapéw /np. tygodnie/ przy czym dla kazdego otapu k, 1$ksK
znany jest zbioér wersji Nj £ H wyrobdéw jakie majg by¢ produkowano na tym
etapie. Mozliwo$ci przezbrajania linii opisane sa za pomoca sioci
S = (N,E,P), gdzie N - jest zbiorom numeréw wszystkich produkowanych wor-
sji; EEN*N jest zbiorem #ukéw grafu (N,E) okreslajacego rolacje dopusz-
czalnosci bezposredniego przozbroJdonia linii, tzn. (ijj”S L oznacza,
ze mozliwa jost produkcja j-tej worsji po worsji i-toj po dokonaniu przo-
zbrojenia; P = [p~jl n *n - ciaciorz kosztéw przozbroJonia, Pj ™ 0 jost
Srednim kosztem przezbrajania z worsji i-toj na worsje j-ta. Oczywiscie

00 tylko wtedy,gdy (i,j) £ E. Zaktadamy, ze koszty p”j spedniaja
nieréwnos¢ tréjkata p” z p~ + Pj~ dla kazdo;;o i,J,1.

Zazwyczaj graf (X,E™ jost grafem po#r.ya. Dla ustalonego otapu k uozii
wosci przezbrajania linii opisane sa podsiecig S;. = ( L"..,Pj. ; sioci S,
gdzie E,. = (En X 1°3), natomiast I\. jost macierzg powstatg z P przoz
wykreslenie wierszy i kolumn zo zbioru N \ /. Stan poczatkowy i koncowy
linii mozo by¢ swobodny lub ustalony. V ogdélnosci zakdtadamy, Zo dano sg
zbiory wersji poczatkowych N oraz zbidér wersji koncowych *§ /w przy-
padku ustalonych stanéw poczatkowego i koncowogo, X i X :+; sa zbierak:i
Jednoelementowyoi/. Boz straty ogélnosci mozemy zatozyé, zo w kazdym ota-
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pic Tiersja koncowa jest zarazem vers ja poczatkowg dla nastepnego etapu.
Uprowadzmy zmienne decyzyjne

1 gdy w k-tym etapie j-ta wersja jest produkowana
bezposrednio po i-tej wersjij
0 v przeciwnym przypadku
v, - ;.m.o3r wersji produkowanej w k-teTa etapie jako ostat-
nia /i zarazem jako pierwsza w (k+l)szya etapie/.

Zadanie przezbrajania nozna sformudowaé¢ jako problem Minimalizacji

P (€] //

. .21 21 it x.
k=i ita jJelikK J J

wzgledem zmiennych jJ@) oraz v, , przy ograniczeniach

2" xi jn~ =1 i&Kkx I'v u hc-il - 185t5K w
C. XijW =1 JekXK-i] uiwl = /3
-~jCk) =0,1 vV i,j.k /v

s(k) Jest droga w grafie (li ,E®) rozpoczynajaca sie od /5/
wierzchotka v " 6 K,_ i ltoiiczaca sie w wierzchotku v

vk 6 os k *k, /6/

TS ~ NK*1

Funkcja celu /1/ jest sumaryczng wartoscia kosztéw przezbrojen w catym

okresie harnono”~ranovania, .ograniczenia /2/, /3/ zezwalaja na produkcje
kazdej wersji tylko jeden raz w czasie jednego etapu”, warunek /5/ elimi-
nuje mozliwos¢ pojawienia sie podcykli w rozwiazaniach spe#niajacych 72/
i /3/« Powyzsze zadanie jest NP-"Zupelne. U szczeg6lnym przypadku” gdy K=1
oraz vO0= zadanie to jest redukowane do zwykdtego problemu komiwojazera
a tym samym w ogélnym przypadku jest ono trudniejsze do rozwigzywania.

z, Dclyompozyc.ja problemu przezbrajania

Dla ustalonego etapu I7k~1l, oraz dla ustalonych wartosci zmiennych
Vk-1 oraz vk rozwazmy nastepujace jednoetapowe zadanie kolejncrsciowe spa-
rametryzowane przez Vj. 1 oraz v
Minimalizuj

*3r - H P. . X. .ai) /7/
i.JLtk»
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xijkk) =1 I6KtN K] u ivk-i} /9/
xijk) =1 J6N*X K-il - K1 /*/
X, G =0 /io/
k(k) jest droga w grafie od ®_1 do v /11/
Zadanie powyzsze oznaczane bedzie symbolem Tk (vk vk). tatwo zauwa-

zy¢, ze zadanie (y,v) Jest rownowazno zadaniu komiwojazera, «"szystkie
efektywne techniki algorytmu podziatu i ograniczen opracowano dla ogélne-
go problemu komiwojazera moga wiec by¢ zastosowane do rozwigzywania zada-
nia Xk (y,Vv).-

Problem przezbrajania mozna przedstawi¢ réwnowaznie jako dwupoziomowy
problem optymalizacji, przy czym nadrzedne zadanie jest postaci

K
min
viz*,,,vk k=1

przy ograniczeniach
Vk-1> vk 6 Nk 1* k- K
vo 6 No? vk 6 *Ik+l >

gdzie zk (vk_1, v ) jest optymalng wartoscia funkcji celu zadania

, VJD- Lioznos¢ zmiennej stanu vk 6 Nk jest zazwyczaj niowiolka
/zwykle w kazdym okresie harmonogremowania produkuje sie co najwyzej kil-
ka wersji wyrobéw/, stad celowo jest rozwigzywanie problemu nadrzednego
/i2/ metodg’programowania dynamicznego. VI ramach kazdego otapu zadania
parametryczne vjc) rozwigzywano by¢ moga metoda podziatu i ogra-
niczen. -

Niezalezne rozwiazywanie podprobtoméw /127 i T,.(y,v) nio jost naj-
bardziej efektywne. ktaczne wykorzystanie technik programowania dynanicz-
nego i metody podziatu i ograniczen pozwala na efektywniejszy sondaz wio-
rzchotkéw drzewa poszukiwan podczas rozwiazywania zadan T.,(y,v) motoda
Podziatu i ogranicze»! a zarazem pozwala na rozygnacje z obliczania war-
tosci trajektorii optymalnych przechodzacych przez niektére stany posred-
nie w metodzie programowania dynamicznegom Opisany nizej algorytm wy-
korzystuje powyzsze uwagi.
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1. Oois aliToarytnu

Algorytm dla wieloetapowego problemu przezbrajania linii produkcyj-
nej ztozony jest z dubéch podstawowych czesci. Czes$¢ pierwsza jest reali-
zacja ograniczonej wersji programowania dynamicznego,w ktérej \fykorzyst»"
je sie oszacowania optymalnej wartosci funkcji celu otrzymywane przez re-
tode podziatu i ograniczen. Cze$¢ druga podrzedna, jest realizacja algo-
rytmu dla zadania komiwojazera.

3-1. Ograniczona wersja programowania dynamicznego

Zadanie wieloetapowe /12/ moze by¢ rozwiazywane za pomoca prpgranosa”
nia dynamicznego. I kolejnych krokach k = K,K-1,...,1 rozwigzywane jest
zadanie od etapu k-tego do konca.

Zatozmy, ze w k-tyn etapie znane sa wartosci funkcji celu F (v)
dla optymalnych "ogondéw” trajektorii rozpoczynajacych sie. od stanu y.

W = «i» H ztCvt-i’vi) /13/
W L A t=k+1
V nastepnym kroku obliczane sga wartos$ci Fj._ ~(vk 1) mw funkcji stanu y»
Dla ustalonego przy pednej wersji programowania dynamicznego obli-
czenie wartosci F~_~Cv™_ ") wymaga rozwiazania

Fk-10vk-1~ =va~ N L=k~ k_i,vk) + F(vk)] /v

co prowadzi do IkjJ -krotnego rozwiazania zadania komiwojazera
Tk N k-1 "VK™)*

Przypusémy, ze znane sg oszacowania od dodu z~ 1»k) optymalnych
wartosci zg(vj-:11vk) /sk l0"Nicsane jest przez rozwiazywanie problemu
z¥agodzonego/ oraz ,0oszacowanie od £0ry z~ ¢4 ”~,vk) optymalnej wartosci

-1 F /\0r-C3ane jhko wartos¢ funlccji celu dla dotychczas najlepsze

GO dopuszczalnego rozwigzanj.a zadania TQO_ Dla ustalonej wartos*
Vvi-_1 oprowadZmy oznaczenia oszacowali od dotu Z (v, Y, = O\
=y °P Y Ao 7 Bk e 1k
+ F (k) oraz od goéry- ,Ck_,) = min [5™ (W_,, + F(v™]
"vk

Uartosci poiryzszycb oszacowali mozna wykorzysta¢ do obliczenia /14/ za
pomoca nastepujacej wersji programowania dynamicznego potgczonego z neto-
da podziatu i ograniczen: *

Schemat algorytmu

krok 1. Oblicz Zk ¢k_i>k) = 2k (\_i k) + F(vk) dla wszystkich vfcEVt.

krok 2. Uporzadkuj strony posrednie vkt weddug wzrastajacych wartosci
wskaznika
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Krok 3. Traktujac v, jako parametr, rozwigzuj zadania ~vN),
za pomoca metody podziatu i ograniczen w kolejnosci ustalonej
w kroku 2. Aktualizowane wartosci 2j-(Vi i oraz najlepszego
oszacowania od céry Fv 1 (vp ¢ wykorzystaj do sondazu /odrzuca-
nia/ wierzchotkéw w drzewie poszukiwan metody podziatu i ograni-

czen.

tatwo zauwazyé, ze opisany wyzej algorytm pozwala na odrzucanie w me-
todzie podziatu i ograniczen nioobiecujaoych kierunkéw poszukiwan przoz
wykorzystanie stosunkowo silnych ograniczen od dodu i géry uwzgledniaja-
cych wartosci funkcji celu dla catych "ogonéw” trajektorii optymalnych,

a nie tylko dla zadan Jednoetapowych tic(vj_i>jt)e-
3.2. Rozwigzywanie zadania T(Vk_",v)

Zadanie komiwojazera, jako NP - zupedno, moze by¢é rozwiagzywano -z
pomoca metody- podziatu i ograniczen. Dla powyzszego zadania opracowano
wielo efektywnych technik wyznaczania oszacowan dolnych i gérnych oraz
podziatu, wykorzystujacych specyficzne whasciwosci problemu komiwojazera
[13 - C63m Najbardzioj typowa relaksacja polega na sprowadzoniu zadania
komiwojazera do zadania przydziatu. Dla zadan o wiekszym wymiarzo relak-
sacja za pomocag zadania przydziatu okazuje sie niewystarczajaco skutecz-
na. Szczeg6lnie mocne oszacowania od dodu mozna uzyska¢ przez ograniczono
relaksacje Lagrange®a wybranych ograniczeh problemu komiwojazora, nio
spednionych w rozwigzaniu zadania przydziatu [l : [2]. Sita tych oazaoo-
van jest taka, ze-z regudty liczba sondowanych wierzchotkéw drzown poszu-
kiwan jest znacznio mniejsza od wymiaru zadania. 5oszty obligzania tycli
oszacowan sa jednak stosunkowo duzo 1 wynosza O(n ) oraz O(n ). Dla za-
dan komiwojazera o niowiolkim wymiarze /rzedu kilku lub kilkunastu/ sto-
sowanie wyzej opisanych wyrafinowanych teohnile nio wydaje sie by¢ celowo
ze wzgledu na niewielkie ewentualne zyski pamieci i czasu wykonania, przy

stosunkowo rozbudowanym oprogramowaniu.

1 Wyniki obliczen

Opisany wyzej algorytm zostat opracowany w jezyku ibrtran i uruchomio-
ny ma" maszynie Odra 1325« Doktadniejszy opis realizacji togo algorytmu
znajduje sie w £63. Procedur/ programu zapisano sg na tasciio magnetycznej
w wersji zroddowej. Tas$ma ta jest dostepna dla uzytkownikéw i znajduje
sie w Instytucie Automatyki Politechniki Warszawskiej. Algorytm zostat
przetestowany na serii 36 zestawow danych o wspdédczynnikach gonorowar.yck
losowo. Wartosci wspédczynnikédw kosztéw przozbrojon wyznaczano sa wodlug
rozktadu jodnos$ tajnogo z przedziatu (0,100"i. Opracowana wersja algorytmu
pozwala na uzyskanie rozwigzania doktadnojo lub suboptymalnogo z okresie-
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na przez, uzytkownika doktadnoscig C63. Uzytkownik moze i.ybra¢ jedno
z dwéch kryteriéw suboptymalnosci:
/i/ 81 - wzgledny bind optyPalnosci na kazdy:: etapie nie przekra-
cza wartosci £1,
/i/ £2 “ bezwzgledny bdad optymalnosci na kazdym etapie nie prze-
kracza wartosci £2 . | |- $redni koszt przezbrojenia.
Z przeprowadzonych obliczen I-.ybrano kilka charakteryzujacych istotne
whasciwosci algorytmu. V tablicy 1 przedstawiono przykdadowe wynilii obli-
czen algorytmu dla jednoetapowych zadan Avj._11"V) Przy zmiennym wymia-
rze N. dla wariantu optymalnego oraz wariantéw suboptymalnych £.= 0.1

i e2 =0 .02 .

Tablica 1
Variant optymalny Variant suboptymalnv
NK Em © =0,1 e2 = 0,02
L
4 2 2 45,4 2 -45,4
7 3 165,0 3 165,0 3 165,0
10 5 114,5 3 114,5 3 114,5
15 96 119,1 35 119,1 35 132,3
20 2V7 159,8 79 171,5 45 171,5

W tablicach 2 i 3 przedstawiono czasy obliczen dla wieloetapowego
problemu przezbraJonia /ze swobodnym warunkiem koncowym/ w zaleznos$ci od
wariantu potaczenia algorytmu programowania dynamicznego z algorytmom
podziatu i ograniczen:

/v wersja N - niezalezne stosowanie algorytmu programowania dynami.cz

nego 1 metody podziatu i ograniczen /bez wykorzystywania oszaco-
waii Ek 1 Fk_1/;

rii/ wersja OPD - ograniczona wersja programowania dynamicznego,
w ktérej wykorzystuje sie oszacowania i FIt 1 do odrzucania
we wzorze /17/ obliczen dla zbednych wariantéw stanéw posrednich
VK dajacych rozwigzania optymalnego/;

i/ wersja P - pedna wersja potaczonego algorytmu programowania dyna-
micznego oraz metody podziafu i ograniczen /opisanego w pkt. 34
w ktérym oszacowania i N tykorzystuje sie do sondowania
wszystkich wierzchotkéw drzewa rozwigzan metody podziatu i1 ograni*
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T tablicy 2 zamieszczono czasy obliczen optymalnej worsji algorytmu dla
problemu 7-etapowego z liczba produkowanych wersji na kazdym otapie
1K) = 7.

Tablica 2
variant Czas dla kolojnyoh etapéw Cs] (l:—é?:szny
1 t-
e gory 1 2 3 u 5 6 7
N 5 23 23 2k 22 23 23 143
(0374 5 .22 20 17 20 10 19 119
P 5 17 16 15 13 16 14 101

V tablicy 3 zamieszczono czasy obliczen suboptymalnoJd worsji algoryt-

mu /£ = 0.1/ dla problemu 3-etapowego z liczbg worsji na kazdym etapie
.1 = 10.
Tablica 3
Variant Czas dla kolejnych Czas
algoryt- etapow Cs] +aczny
mu
1 2 3
N 10 158 158 332
OPD 9 6h 79 152
P 9 6h 71 Iw

Dla probleméw wieloe tapoidych kréthti czas obliczen dla piorwazc\,o otp*.:
wnilca z wykorzystania informacji o stanie yoczatkowyn /i.ni..or worsji pro-
dukowanej jako pierwsza/. Podgczony al ;oryt:.: pro;;ramowaniu dy::a:.icz::e..o
oraz metody podziatu i ograniczen daje nieduzy zysk na czusio obliczt.*.:

w poréwnaniu z ocraniczona vers ja programowania dy:;..uiczno -
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MTOPHTM M R MHOrO3TAI1HO2 UPOSUKAJ EEEEHAMJIKH nPOH3BOJCTHEHHO2
JIHPA

ped3due

B pal0OTe flan auropHTM HBpenoBaHHH ipui MHorooiauHoS npodueuu mhhhmess-
BE 3ETPET HepeHaUaUKH UpOH3BOHCTBeHHOH JIHHKH, OCHOBSH HE coBuemeHite Ke-
TOAa pa3ne.ua h orpaHZHeHEE ¢ MeTojou OTHaicnecKoro nporpaMMEpoBamiH»

AN ALGORITHM FOR MULTISTAGE PROBLEM OF PRODUCTION LINE RECONFIGURATION

Summary

In the paper e sequential algorithm for a problem of cost minimizstio:
for production line reconfiguration is presented. Bounds and branching

algorithm is joined with dynamic programming method.



