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NIEZAWODNOSC  HARHONOGRAMOWANIA ZADAN NA AGREGACIE

Streszczenie. Wopracy zdefiniowano niezawodno$¢ harmonogram w postaci
sekwencji niezaleznych zadan (operacji) , wykonywanych, na jednym agre-
gacie. Zbudowano model niezawodno$ciowy harmonogramu w oparciu 0 sumy
zmiennych losowych niezaleznych..

1. WBten

Harmonogram jest to zbiér chwil rozpoczecia ~ i zakonczenia t* wyko-
nywania kolejno i=17n zadan na agregacie. Mozna go zapisa¢ w nastepujgcej
postaci:

AY

Tak skonstruowany harmonogram podaje réwniez kolejno$¢ wykonywania
zadan.

Réznica chwil
fi " Si =i 121

jest czasem wykonania i-tej operacji. Bedziemy dalej rozpatrywaé przypa-
dek, dla ktorego

fa-i -Si * /31
a wiec chwila rozpoczecia wykonywania zadania nastepnego na danym agroga-
cie jest jednocze$nie chwilg zakonczenia wykonywania zadania poprzednie-
go. Ta sytuacja ma miejsce, gdy operacje lub zadania wykonywane na ag-
regatach bez przezbrojen.

Jest oczywiste, ze harmonogram /1/, jako zbidér zdeterminowanych chwil
<'ei, tj» w rzeczywistych warunkach przemystowych bedzie w rézny s. os6b
realizowany. Odnosi sie to zarowno do czaséw wykonaniB poszczeg6lnych o-
peracji jak i tacznego czasu wykonania narastajgcej liczby operacji. Wy -
nika to stad, ze czasy wykonania operacji sg realizacjami zmiennych loso-
wych, Oznaczmy te zmienne przez T#, (I=1,n) , natomiast taczny czas przez-
naczony na zrealizowanie wszystkich operecji ujetych harmonogramem przez
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Jest jasne, ze zmienne 1=1,n sg niezalezne.
Z punktu widzenia teorii harmonogramowania istotnym, wiec jest prob-
lem okre$lenia niezawodno$ci tak skonstruowanego i realizowanego harmo -

nogramu podanego zalezno$cig /1/.

Przez niezawodno$¢ harmonogramu bedziemy rozumieli jego zdolnos$¢ do
wykonywania zadania jakim jest sterowanie procesem wykonywania operacji
w okreSlonym czasie t, przy okreslonych wymaganiach i warunkach pracy.
Miarg tak zdefiniowanej niezawodnos$ci moze by¢ prawdopodobienstwo wyko -

nania postawionego zadania.
Celem pracy jest zbudowanie modelu probabilistycznego dla czaséw wy-

konania narastajacej liczby i=T7n operacji oraz zbudowanie i uzasadnienie
modelu niezawodno$ciowego harmonogramu.
2. Model probabilistyczny dla czaséw wykonania narastajgcej liczby

o-perac.li

Z zatozenia, operacja wykonywane sg kolejno oraz czasy realizacji ich
sa losowe. Wobec tego rozktad prawdopodobieAstwa (t) tacznego czasu re-
alizacji catego harmonogramu mozna zapisa¢ w nastepujgcy sposob:

FH(t) =P (~ + T2+ ... +Tn $ tg) IAY
Jest to prawdopodobienstwo,ze suma zmiennych losowych T#, (i=I"7n) be-
dzie mniejsza lub réwna tg. Oznaczmy

Zilustrowane to zostato na rys.l.

Rys. 1. llustracja czaso6w wykonania n operacji,
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Na rys.1 przez T”, 1=1,n oznaczono losowe czasy wykonania operacji.
Wten sposob jest realizacja S”idla prawidtowo skonstruowanego bar -
monogramu  Tn £ tg.

Z powyzszego wida¢, ze modelem probabilistycznym czaséw wykonania
narastajagcej liczby operacji jest model w postaci sumy zmiennych losowych
niezaleznych.

Dla takiego modelu, jezeli dane sg ¢ystrybuanty FL zmiennych losowych
T~, dystrybuanta zmiennej losowej Sn = wyraza sie w postaci splotu
n dystrybuant Fj_. Oznaczmy ja przez F*. Jezeli dystrybuanty Fi sg ciggte
i rozniczkowalne wowczas istniejg odpowiednie gesto$ci zmiennych losowych

Gesto$¢ taczng zmiennej losowej Sn o dystrybuancie F* oznaczmy przez
.n. Okreéla-sig--ja- jako--splot n gestodci.f+ Powyzsze mozna zapisa¢ w
postaci nastepujacych wzoréw rekurenoyjnych dla F 1 f_

n-ni* n
161/
=fn-1*fn
gdzie symbolem * oznaczono operacje splotu, ktéra matematycznie, jak wia-
domo, oznacza nastepujacg operacje catkowaq

Fn = F*(t) =5 F*_1(r)dFn(t-r)
0
171

Nie bedziemy dalej omawiali wtasciwosci splotow, dystrybuant i ich
gestosci. Wiadomosci na ten temat nozna znale$¢ w prawie kazdym podrecz-
niku z rachunku prawdopodobienstwa. Nalezatoby jednak przypomnieé, ze o-
peracja splatania jest przemienna 1 tgczna.

Wcelu zilustrowania zalezno$ci /7/ na rys.2 pokazano przykiadowy
harmonogram dla wykonania n operacji w przypadku, gdy zmienne losowe
sg normalne lewostronnie uciete*? Natomiast na rys.3 pokazano wynik spla-
tania gesto$ci n zmiennych losowych .

*) Gdyz sam rozktad normalny nie moze by¢ modelem zmiennej losowej do-
datniej.
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Rys»2. Przykfadowy harmonogram wykonywania n operacji.

Rys.3. Sploty odpowiednich gesto$ci z rys.2.

Dla dalszych rozwazah nalezy wyjasni¢ sens czascw ~ podawanych w
harmonogramach. StwierdziliSmy, Zze sa to realizacje zmiennych losowych
TA. Pytanie - jakie realizacje? ®dalszej pracy nie spos6b jest oczywis-
cie wyjasni¢ zagadnienia w petni. Wymagatoby to obszernej analizy sposo-
béw ustalania czaséw normatywnych dla wykonania okre$lonych detali na
okresSlonych agregatach z uwzglednieniem kwalifikacji operatora. Zauwazmy
jednak, ze dla naszych celéw moze by¢ kazda realizacjg zmiennej lo -
sowej pod warunkiem, ze > 0O, gdyz ~ = 0 zwykle oznacza, ze i-tej
operacji nie wykonuje sie na danym sgregacie.

Wnaszym opracowaniu przyjmuje sie, ze »~ moze byé dowolnym kwanty -

lem » zmiennej losowej Dla rozktadu normalnego lewostronnie ucie-
tego (przy ucieciu tn>3 <S(T.)) dla czaséw T, z duza doktadnoscig dla
kwantyla "N tego rozktadu mozna napisac:

*) Wdalszym ciaggu dla skupienia uwagi bedziemy zaktadali, ze zmienne
losowe T, majg rozktady normalne lewostronnie uciete.Rie zmniejsza to
ogo6lnosci rozwazan.
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= MNiikx = E(Tj) + /B
gdzie, EfTjl - warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej T#,
un - odpowiedni kwantyl zmiennej losowej standaryzowanej,
- odchylenie standardowe zmiennej losowej T#,
oc - (0M«<1l) - takie prawdopodobienstwo, ze

p(Ti> ¢i,«) i <*

lub 19/
p (Tin ,« ) > 1

Pokazano to na rys.4».

Rys.4. Losowy czas wykonania i-tej operacji.

Do dalszych rozwazan potrzebne bedzie nastepujgce twierdzenie.
Twierdzenie*%.Dla kazdego 0<«<0,5 kwantyl sumy zmiennych losowych nor-
malnych niezaleznych jest mniejszy od sumy odpowiednich kwantyli sktado-
wych zmiennych losowych.

Dowod:

3 : Nmi,0'i) . Kwantyl \Ty A dla Ti jest

ALo( =M1+ U« @K 110/
za$ odpowiedni kwantyl na poziomie oc dla sumy zmiennych losowych josfc
X = w /117
i a
Z kolei suma kwantyli ~ ~ , i=1,n wyraza si¢ wzorem
. 1121/
e ~Nboce o ¢oomo+
Widaé, te
e i, « M3 %« W

Twierdzenie takie mozna udowodni¢ dla kazdej zmiennej losowej niezde-
generowanej.
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Rownos¢ we wzorze /13/ mozna napisa¢ w przypadku, gdy

E(n.ot) +Zi] m + «¢l/E «i? |: i > 114,
»
gdzie K(n,tx) bedzie wielkoscig zalezng od liczby n zmiennych losowych ¢
poziomu ot . Z /14/ dla 2 i 0<c< ™ 0,5 otrzymujemy wprost, ze
K(n<x) =u - Y e ef) > o, . /15

00 konczy dowdd twierdzenia.
W szczegblnym przypadku, gdy wykonywanych bedzie n identycznych operac;
tzm ~ s N(mycer) , i=i7n z /15/ otrzymujemy

g(n,00 = i"O*fn -fn) /1E
a dla duzych n

K (n,«)ti lylT”n /17
Sytuacje opisang wzoran /16/ dla n=2 i 10 zilustrowano na rys.5.

Ze wzorow /15/ i /16/ a takze wtasnosci catki Laplace*a wynika, z
K(n,ot) dla ustalonych otdo$¢ szybko ro$nie do oo ze wzrostem n-*°° i
maleje do zera ze wzrostem ot—» 0,5«

Ha rys.6 na przyktadzie sumy 2 zmiennych losowych normalnych poke;
no charakterystyczne wielko$ci wynikajagce z powyzszych wzorow.

.

(=*Jiiot < ). «e»Ajk

Rys.6. Wielkosci charakterystyczne dla simy 2 zmiennych losowych.



Niezawodno$¢ harmonogramowanla ... )

Wida¢, ze prawdopodobienstwo.wykonania sumy dwodch operacji jest wieksze
od prawdopodobienstwa 1 -ot wykonania kazdej z operacji.

Dalej przy budowie modelu niezawodnosciowego harmonogramu przedysku-
tujemy ten badZz co badz nieoczekiwany wynik, dla fizycznej interpretacji
prawdopodobienstwa realizacji n zadan

3. Model niezawodnos$ciowy harmonogramu

Przy budowie modelu niezawodno$ciowego, zwré¢my o< (razu uwage na nie>.
zbyt oczywisty wydawatoby sie fakt, ze niezawodno$ci harmonogramu nie da
sie w danym przypadku obliczy¢ jako iloczynu prawdopodobieristw- 1 - ot dla
i=1,n, traktujgc kolejne wykonywane operacje jako elementy systemu nieza-
wodnos$ciowego 0 strukturze szeregowej.

Nie mozna rowniez na podstawie modelu probabilistycznego dla czaséw wy-
konania narastajgcej liczby operacji, w postaci sumy zmiennych losowych
niezaleznych (patrz wzor /4/) wnioskowac¢, ze w zwigzku z przytoczonym
twierdzeniem niezawodno$¢ harmonogramu rosnie wraz z liczba wykonywanych
operacji.

W pierwszym przypadku bowiem, przy modelu niezawodno$ciowym o struktu-
rze szeregowej zaktada sie wystepowanie uszkodzen katastroficznych. Tzn.
elementy takiego systemu moga znajdowac si¢ w dwoéch stanach niezawodno$-
ciowych: "sprawny" z prawdopodobieAstwem 1 -ot i "niesprawny"” z prawdopo-
dobienstwem « . Dlatego iloczyn prawdopodobienstw 1 - ot jest w takim
przypadku miarg niezawodnos$ci takiego 3ystemu. Prosty przykiad w postaci
systemu szeregowo potgczonych zaréowek jest klasycznym przyktadem stosowa-
nia powyzszego modelu.

Drugi model na podstawie tylko wzoru /4/ 1 twierdzenia 4 prowadzi nas
niechybnie do wniosku, ze przy n~*o° niezawodno$¢ harmonogramu roénie
do 1 ? Jest to sprzeczne z kolei z fizycznym sensem pojecia niezawodnos$-
ci ukfadéw technicznych, gdyz wskutek zuzycia maszyn (nawet nie biorac
pod uwage zmeczenia operatora, co niewatpliwie wplywa na zwiekszony roz-
rzut czasé6w t") realizacje czasow * K ustalone hernonogracen
zdarzaty™ sie coraz rzadziej, natomiast coraz cze$ciej pojawialyby sie
realizacje ~ N

Ostatnie stwierdzenie postuzy nam wtasnie do zbudowania modelu nieza-
wodnos$ciowego harmonogramu, biorgc pod uwage, ze fizycznie jest on reali-
zowany na odpowiednim agregacie obstugiwanym przoz operatora. Kazda ko -
lejna realizacja czasu jest w zwigzku z tym zalezna od stanu technicz-
nego agregatu i sprawnoS$ci operatora.

Z powyzszej analizy wytaniajag sie dwa podejscia do budowy modelu nie-
zawodnosciowego harmonogramu.,Pierwszy polega na tym, iz w modelu nieza-
wodnosciowym harmonogramu uwzgledniany zalezno$¢ 1=1,n od stanu te-
chnicznego agregatu, a wiec od jego niezawodnosSci.
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nalezatoby w tym cela zbudowa¢ funkcje -5 = V~(i?a), gdzie Ra jest nie-
zawodnos$cig agregatu. W fcakim modelu rostoby wraz z pogarszaniem
sie niezewodnoscl agregatu. Taki model pozwolitby réwniez na optymali -
zacje harmonogramu ze wzgledu na kryterium niezawodnos$ciowe. Dobierato-
by sie wowczas w taki sposob, aby zapewni¢ optymalne (w tym przy-
padku mniejszej prawdopodobieAstwo jego przekroczenia w funkcji czasu.
Tak sformutowany problem niezawodnos$ci harmonograméw prowadzitby nas

do zadan niezawodnosci parametrycznej. Problem jest niewatpliwie cieka-
wy i dotagd nie zostat sformutowany i rozwigzany. Problemy niezawodnos$ci
parametrycznej znajdujg sie obecnie w poczatkowej fazie rozwoju i do
dzi$s doczekaly sie niewielu publikacji.

Dlatego tez w niniejszym opracowaniu zajmiemy sie odmiennym podej$-
ciem przy wyznaczaniu modelu niezawodno$ciowego harmonogramu, wykorzys-
tujac jednak, ale inaczej, sume zmiennych losowych czaséw wykonania n
operacjijprzy pominieciu niezawodnos$ci agregatu.

Zauwazmy, ze w czasie rzeczywistej realizacji harmonogramu w wiek-
szosSci przypadkéw bedg zdarzatly sie operacje, ktorych czasy realizacji
bedg mniejsze od czaséw ustalonych harmonogramem. Dla prawidtowo skon -
struowanego harmonogramu liczba takich operacji bedzie poréwnywalna z
catkowita *li';zbg n operacji. Jednak liczba tych operacji w okreslonym
czasie t bedzie zmienng losowa. Oznaczmy ja przez N(t).

Przyjmijmy dalej hipoteze, ze proces wykonania operacji na agregacie
jest procesom samoodnawialnym z tendencjg do wydtuzania sie czaséw rea-
lizacji poszczeg6lnych operacji. Sformutowanie powyzsze prowadzi do mo-
delu niezawodno$ciowego harmonogramu jako modelu systemoéw odnawialnych.
Postuzymy sie wiec w tym ; " * konstrukcjami probsbilistycz-
nymi z teorii odnowienia

Zderiniujmy wobec togo funkcje "odnowienia” procesu wykonania ope -
racjij jako warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej N(t)

o>
118/

ilozna pokazaé, ze
119/

Jezeli Z(t) jest rédzniczkowato$ , to méwimy, ze istnieje gesto$¢ odmo -
wienic z (t) .

Przez’gesto$¢ odnowienia w naszym przypadku bedziemy rozumieli $rednig
liczbe operacji w jednostce czasu, dla ktérych zostaty przekroczone
czasy ustalone przez harmonogram.
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Gestos¢ odnowienia z (t) jest rozwigzaniem rownania catkowego Volterry
Il rodzaju z jagdrem splotowym (r6znicowym)

z(t) ai(t) +j i(T)I(t-TI df 120/
0
Rownania takie rozwiagzuje sie metodg przeksztatconla Laplace‘a - Carsona.

lub metodg przyblizong,budujaé szereg ¥on Heumanna, Dla funkcji geatosci
odnowienia mozna roéwniez napisaé, te

z(t) =X 1f*(t), 121/
rl-i
gdzie A a «

Pokazano to na rys, 7«

Rys. 7. Przyktadowy wykres funkcji gestosoi odnowienia.

Wz6r /21/ pozwala réwniez na graficzne lub numeryczne wyznaczenia
funkoji gesto$oi odnowienia z (t) *
Majgc do dyspozyoji z(t) budujemy funkcje niezawodnos$ci harmonogramu

w postaci 4
th
R ANtM -&exp[-J0 z(T) dt 3 1221
gdzie Rq - zawodno$¢ poczatkowa } (~0° ~ *A"korzystaliSmy w

tym przypadku znang w teorii niezawodnos$ci ogdlna posta¢ dla funkoji nie-
zawodnosci w zaleznos$ci od funkoji intensywnos$ci uszkodzen,
Wteorii odnowienia udowadnia aie asymptotyczng poatas dla z(t)

lim z(t) n —A* « Zn 123/
e-D.oo 10 u

gdzie Tq - S$redni czas miedzy uszkodzeniami.
W zwiagzku z powyzszym dla duzej liczby wykonywanych operacji mozna
otrzymaé¢ niezawodno$¢ harmonogramu w postaci
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H(t) <z{-faexp (- zQt) 1241
Co daje wyktadnicze prawo niezawodnosci.
Dla skonczonej liczby n operacji wzoér /24/ mozna stosowac,jako ogranicze-
nie dolne dla nieznanej niezawodnos$ci harmonogramu.

4. wnioski 1 uwagi

W pracy przeanalizowano problemy niezawodno$ci harmsnagraméw do sterowa-
nia dyskretnymi procesami przemystowymi stosujgc klasyczng teorie nieza-
wodnosci.

v Przedstawiono model probabilistyczny wykonania ciggu n operscji na
jednym sgregacie oraz przedyskutowano i sformutowano model niezawodnos$-
ciowy harmonogramu zadanego w postaci /1/, pozwalajacy na praktyczne wyz-
naczenie wskaznikéw niezawodnosci. Wdotychczasowej praktyce i teorii
harmonogramowanla nie rozpatrywano bezpoS$rednio probleméw zwigzanych z
niezawodnos$cig harmonograméw. Nie uwzgledniano tez przy budowie optymal-
nych harmonograméw kryterium niezawodnos$ciowego przy ustalaniu kolejnos-
ci 1 czaséw wykonywania zadan. . .

Analize zaproponowanego w niniejszej pracy modelu niezawodnos$ci harmo-
nogramu zamieszczono w [1}.
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B padéw onpeaejieHO noarrae HaneKHOcra Kajienaapaoro miasHpoBaHEH ne-
aasHCHHHi onepanjtS , BHno.nHseMux na ojsom arperaTe. npejyrokeHa h onKcasa
monejn> HaMesBOOTH KajieHirapHoro imaHa , npnamsaa b ochobj oyMVH HeaaBHcz-
mhx 0JtyRaftHHx aejiBRHH, b EaaecTBe BepostHocTHoft Moaejm jyw BpeMenn EHnan-
HeHHE Bospactaisuero KOjanecTBa onepanuft.
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RELIABILITY' OP TASKS SCHEDULES OH AH AGGREGATE

Summary

Reliability of schedules in the form of a sequence of independent
operations is defined. Reliability model of a schedule basing on a sum
of independent random variables is built.



