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Streszczenie. W referacie przodstawiono algorytm przybliżony 
harmonogramowania przebiegu procesu tochnologicznogo wykonania 
części {detali)na stanowiskach (maszynach) dla przypadku z okreś
lonymi ̂ tzw. zapasami produkcji w toku.

t. Wprowadzenie.

Problematyka szeregowania zadań na maszynach z uwzględnieniom dodatko
wych zasobów jest dyscypliną badań cieszącą się w ostatnim dziesięciole
ciu szczególnym zainteresowaniem ze względu na Jej użyteczność w sterowa
niu systemami przemysłowymi. Korzystając z właściwych toorii złożoności 
obliczeniowej metod, udowodniono fjjJ przynależność ogólnego problemu 
szeregowania zadań z dodatkowymi zasobami do klasy problomów NP-zupolnych. 
Jest to klasa problemów, dla których prawdopodobnie nie istnieją algoryt- 
my efektywne [ 2] .  V  konkretnych zastosowaniach przemysłowych, szezególnio 
w systemach uwarunkowanych czasowo, rangę istotną znajdują algorytmy przy
bliżone. W badaniachjnp. f3,5 , 6 ,7J przyjmuje się założonlo o istnieniu po
wiązań kolejnościowych operacji tworzących zadanie /ciąg technologiczny, 
ciąg operacji/, przez co(każda z operacji gkreślana Jest Jałto indywiduum 
niepowtarzalne. Podejście takie ogranicza zbiór rozwiązali dopuszczalnych 
w przypadku, gdy wśród wykonywanych operacji istnioją operacjo "podobno"
(o takim samym materiale 'i wytwórzo^ oraz gdy w realizacji procosu 
wykorzystać nnloży^zw. zapasy produkcji w toku f̂ łj. Pokażemy to na przy
kładzie. Modol procosu produkcyjnego przyjmiemy za [l] ,  gdyż opisuje 011 

sytuację charakterystyczną dla procesów technologicznych występujących w 
przemyśle maszynowym [bj. Zadcyiio produkcyjno w praktyce przodstawianc 
jest w postaci: wykonaj p(x) przedmiotów rodzaju x 6  P (zbiór rodzajów 
przedmiotów produkcji, pojawiających się w procesie technologicznym) dys
ponując q(*) przedmiotami rodzaju itP, rospoktując porządek tochnolo- 
giczny [ k , 8j wykonania operacji technologicznych ]• Tak postawiono za
danie wymusza oprócz dokonania przydziału oporacji do stanowisk oraz wy
znaczenia kolejności ich wykonania na stanowiskach, także wyznaczenia cią
gów operacji technologicznych, któro w wyniku roalizacji doprowadzą do

1/ F(*J. t W "  0 ,1,2 ,... , dla x«P.
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wykonania wymaganych ilości przedmiotów x z dostępnych zapasów q-(xJ . 
Pokażemy to na przykładzie. Podany zostanie algorytm metody konstrukcji 
harmonogramów (MHP) określający rozwiązanie przybliżono.

2. Założenia i sformułowanie problemu.

Rozważmy zbiór zaduś Z*- = £ , ' Zz , Z p J , zbiór stanowisk (maszyn)
S c ( sy , Ej,..., s„j oraz zbiór X  rodzajów dodatkowych zasobów - przed
miotów produkcji P = { x < ,  xt,..., xrfj. Zasób X(- jest dostępny w począt
kowej chwili prooeou to , w liczbie jednostek. Każde zadanie Z,£ dzieL
się na oporaojo Oj’., ,0^,...»Oj^yj, z których każda może żądać innego sta
nowiska. Liczba oporaoji składających się na zadanie (pfl))j przyporządkowa
nie operacji stanowiskom oraz kolejność wykonywania oporacji na atanowis-na |kach jest dowolnarohoć z góry określona. W danej chwili stanowisku można 
wykonywać oo najwyżej jedną operację. Stanowiska różnią się wypełnianymi 
funkcjami (tzn. na danym stanowisku mogą być wykonywano określone opera
cjo). Określmy teraz paramotry charoktoryzująco operację.
Operacja Qjr|wymaga dla jej wykonania (oprócz określenia właściwego dla 
niej s tanowiska) przydziału przedmiotu produkcji x'eP, charakterystyczne
go din tej operacji w ilości 1 jednostki (tu 1 szt.J . Przedmiot taki na
zywać będziemy materiałom operacji. U wyniku wykonania oporacji powstaje, 
w ilości 1 sztuki, charakterystyczny dla niej przedmiot produkcji x"tSP - 
wytwór operacji. Zauważmy, że w wyniku realizacji zadania Z^ , a więc re
alizacji ciągu operacji ’** •0lp(1)lwy:konalla zostanie 1 sztuka przed
miotu produkcji x’«|P, przy czym będzio to wytwór operacji Wykonanie
zadania polega na przetworzeniu materiału operacji ( lu - przedmiotu
produkcji ?£P, w przedmiot produkcji x"i P. Przedmiot produkcji ż^jest 
zasobem dostępnym w chwili to (założenie), a przedmiot x"joczekiwony jest 
w chwili zakończenia procesu produkcji tz.
V okresie (to,tr)w komórce produkcyjnej pojawią się przedmioty produkcji 
"pośrednio" z; £ P, będąoe wytworami oporaoji 0^ oraz jodnocześnio mate- 
riałemi operacji Przedmioty to utworzą oiąg: z*« z0, z,,... ,zpQj= S’<
Jeśli przykładowo pragniemy w wyniku realizacji procesu produkcyjnego ko
mórki, uzyskać dwa przedmioty y', y”, przy ozym przedmioty to nie różnią 
się od siebie ( są tego sanego rodzaju ) , to w zbiorzo Z* znajdą się dwa za
dania Z*, Z" oraz istnieją odpowiadające im ciągi operacji z właściwymi 
im rodzajami przedmiotów produkcji "pośrednich“. Dla każdaj operacji Ojr 
określony Jest zbiór stanowisk SQ(j- C. S , na których wykonać można tę op« 
rację. Czas T(l, r, j) wykonania operacji 4jr ¡nu stanowisku s^eSO^. 
wyznaczany jest z zależności: T(l,r,j) s ^'(l^j) +ir(l,r,j), gdzie

— czas obsługi stanowiska gj dla realizacji oporacji Ojj, (cza* 
przygotowawczo - zakończeniowy [ b ] J , ST(l, r , j) - czas wykonania na ij
(czas jednostkowy).
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Założymy, że jeśli operacja jest wykonalna na wielu stanowiskach 
cand (sę̂ . 1 , to na każdym z tych stanowisk realizowalna jest z Jednako
wą szybkością ( t  = T ( l , r ) )  oraz czas przygotowania stanowiska

« SQlr Jest taki sam (zr^l.r, = t*(l,rjj (Zoł. 1̂ .
Wprowadźmy pojęoie opOraoji technologicznej d fi D = ■£ d^, d^,... , d n }  , 
gdzie D jest zbiorom rodzajów operacji tochnológicznych. Joli o model ope
racji d przyjmiemy parę uporządkowaną d = ( x , y ) , w której przedmiot 
j£P jost materiałem operaoji technologicznej d ^zapiszmy: x = l l ( d ) ) ,
a przedmiot yc? jest wytworom tej operacji technologicznej ( y  = w(dj) f"tj.
Dla wykonania operacji technologicznej d należy "oddać" do jej dyspozycji 
1 szt. przedmiotu produkcji rodzaju M(d) , a w wyniku jej realizacji pow
stanie 1 3Ztuka przedmiotu rodzaju W(d). Pojęcie operacji toclinologicz- 
nej de D reprezentuje pewną typową "procedurę'1 przetworzenia M (d} w 
li(dj . Założymy, że przyjęta "procedura" d = ( x , y )  Jest jedynym dostęp
nym sposobem przetworzenia przedmiotów "x" w przedmioty "y" (Zał. z) .
Każdo dwa. przedmie ty produkcji z', z", wytworzono lub zużyto w rolizacji 
operacji technologicznej dci), nazywać będziemy podobnymi. Przedmioty po
dobne są to przed mi o ty tego samego rodzaju i«P. Kodzajo przedmiotów wy
twarzanych oraz zużywanych w realizacji operacji technoiogicznoj Uff '¡J, 
są charakterystyczne dla tej operacji. W zbiorze oporac.1l zadania g-*~, 
który oznaczać będziemy Ti ( TL ={<łir j i gdzie 1= 1 \'Z,..., ( i , r= 1 , Z . . . ,p ( t j) ,  
występować mogą operacje •ijj. zużywające przedmioty produkcji tego sa
mego rodzaju x S P  oraz jednoozośnie wytwarzająoo przedmioty tego samego 
rodzaju y£ P. Jest to zjawisko typowo w prooesach wytwarzania właściwych 
dla przemysłu maszynowego N .
Operacje Q‘i Q" zaliczymy do togo samego rodzaju, a jako ich modol przyj
miemy model operacji technologicznej d =(x,y^ wtedy, gdy Jednocześnie:
- materiał operacji Q*,; jost tego samego rodzaju x e  P, Jak materiał opo- 
racji Qh ,

- wytwór operacji Q * , jest tego samego rodzaju ydP, jak wytwór operacji 
ti” ,

Założymy, że jeśli Q * i Q* są togo samego,,rodzaju to:
- £’(q') = Z’(<i1') = tj(d) - czas jednostkowy operacji (Zał.3.lJ,
“ = = *¥*(*0. “ czas przygotowawczo-zakończoniowy (Zal. 3 . z ) ,
- SQ* = SQ* =1 Sd >= £a«S j operacja d może być wykonywana przez stanowisko sjfZał.J.}). 
Operację d nazywać będziemy poprzednią dla operacji d (d  ~ i d), Jeśli
V (dj = M (d^. Operację d nazwiomy wtedy następną dla operacji d. Kola
cja wyznacza częściowy porządok w zbiorze D# Przodmioty produkcji, któ~ 
rych nie można wytworzyć w żadnej z operacji d D nazwiemy surowcemt. 
Przedmioty produkcji, których nie można w żadnej z operacji dtf D prze
tworzyć nazwiemy wyrobami finalnymi. Zbiory tyoh przedmiotów oznaczymy 
odpowiednio: P»ur , Pf> c  P*
Wprowadźmy funkcję 1 - plan szczegółowy operacyjny, która określi lioz-
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nośó podzbiorów oporsce¿£T S TL rodzaju d ^ e  D,, w zbiorzo operacji za
darła TL*. (  = ni) * Zauważmy, żo oard QlL )  =  ^  1 (d±) -
Plan produkcji w praktyce przemysłowej, wyznaczany Jest poprzez wskazanie 
ilości przedmiotów produkcji z & P f Jakie winny pojawić się w komórce w
drwili nie późniejszej niZ Znajomość planu produkcji określonego
jTunkoją p(x), dl u każdego xe P oraz zasobów początkowych danych funkcją 
q(x), dis każdego idP, pozwala na wyznaczenie ilości powtórzeń każdej 
operacji technologicznej d«D, wymaganych dla wykonani a planu p z za
pasów 4 . Zalotność ta Jest postaci:

1 (d) =
p (li (d)) , dla V (d) € Pjj,

( 6 , J>(ir(d)j - q (\f(d)J .+ 2 3  l{d)), dla W(d)sP-FfiH
d-td

Wartości lfdj wyznaczane są rakurenoyjnie dla wszystkich d G D. W do
wolnej chwili t realizacji procesu produkcyjnego, uruchomiona może zostać 
ta i tylko ta z Operacji d eD, któroj można przydzielić 1 szt ”Jejn ma
teriału H(d), nie został zrealizowany plan operaoyjny uruchomień tej ope- 
raoji oraz wolne Jest Jedno zo stanowisk [ Są to warunki konieczne
i deetateozno dla dokonania przydz-ału operacji d w chwili t do stanowis
ka e [ i j .  Czas trwania taj operacji: T = t p z ( d ) +  t j ( d j ,  Jeśli w chwili- 
t - £ na stanowisku a hio była wykonywana operacja rodzaju d lub T = tj (d) 

w przeciwnej sytuacji..
Rozważmy teraz zadanie Zpj, (Rys *1} 1 wykonaj p(xJ przedmiotów rodzaju 
x C P ,  dyspmaująo zapasem produkcji w toku q(x) dla xgP. Przyjmijmy, 
żs operacja C a (Xj, X i f) wykonalna Jest na stanowisku s2 (sc a
operacjo A c ( x ą  , x  ¿ ) oraz B = (Xj, x3j na stanowiskach s^ łub o z 
(S f t = S<J a { . * A i »J j  . '.Czasy ̂ tjfdji, tpz ( d^ oraz wartośoi funkcji p,q,l 
pokazano w tabełkaob na rys. 1 .
W chwili t w 0 uruchomione mogą być operaoje technologiczne: A lub B 
na etanowiekn B ą oraz A lub B lub C na stanowisku sj . Operacja techno
logiczna A fltożc być uruchomiona jednoozośnie na obu stanowiskach. Każda 
decyzja pomijająca uruchomienie operacji technologicznej C na Btonowisku 
• 2  , nie prowadzi do minimalizacji cyklu wykonania postawionego zadania. 
Zbiór 7Ć* opisać można ua dwa sposoby TĆ i SŁ*' (Rys. 2 ) tworząc, w ten 
sposób różno ciągi technologiczne operacji ( Q, 1 < ..., ) określa
jących zadania Z-j , Z$, Zj. Przyjęcie powiązali kolojnościowych operacji, 
jak w "Sf o lim lnu Jo możliwość wyznaczenia minimalnego cyklu rozważanego 
zadanir. T .f\ . Spostrzeżenia powyższo uzasadniają tezę nforrauloweną we 
wpr uwodzeniu.
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3. Algorytm HHP.

System N = {P, D, S j[ ts,j i ddh) , t j , nazwiemy sys tomom normatywnym
produkc.1l. Systom Zp^ = £ k , p, qj nazwiemy gadaniem produkcyjnym w sys
temie normatywnym K. Określmy funkcję h: SXT-* U«}oj , gdzie T - do
datnia póloś liczb rzeczywistych, e - oporacjja "przestoju" (na s a S w 
chwili t « T nio Jest wykonywana żadna z oporno Ji d s D ^ U  ( a ,  t J  = o)' 
Jeśli h posiadać będzie ponadto, własności:
(Ul) h(s, t ) = d âj s c Sj |
(U2) Jost przedziałami stała względem ozasu, i Jośii li (r., t) = d to 

przedział stałośol zawiorająoy Chwilę t ma długość równą tpz (d ) +
+ k • tj (d), gdzie k a 1 , 2  ...j 

(U3) dla kaidego x <ś P i każdej chwili td(t« , tz), latnlojo zapas
x w chwili t w ilości 1» (x, t) Jednostek lub zapasu tego nio ma
(L(x, t )  ł  0 ) ;

(u4) dla kaidoj d e D i każdoj ahwili t S  (  te, tr)  ilość operacji po
zostałych do wykonania (reoztówka plonu oporaoyjnogo) ICL(d, t) 
jest: l(d)>KL(d, t) » 0 i

(U5 ) rtln kaZdoJ d « D i chwili tx zachodzi równość Kk(d, t) a. Oj 
to harmonogram h uznamy za dopasowany do zadania produkcyjnogo Zf»>_ , 
o ile zapasy q wystarczają na wykonanie planu p. Porę ■( Zp̂ , , hj naz- 
wiomy modelem prooosu produkcyjnego [ 1J• Powyższe wymagania spełnia okoć- 
ozona liozba h. Jedną z takich funkcji dla Z ffi wyznacza algorytm przed
stawiony na rys, k . Konstrukcja zbiorów Stf(t), Cofa, t) , SK(t) oraz
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operacjo aa i.(x,t) , KL (d, t) i q (s , t) gwarantują wyznaczonio funkcji b 
spełniającej ¥1 Ą ¥ 3  £lJ. Kryteria wyboru tT ze.zbioru SV(tj oznaczo
no J  oraz d J ze zbioru OD (ś", t) oznaczone ^  są dowolnymi. Konstruk
cja tych kryteriów ni o wpływa na przebieg algorytmu, stąd ich postać po
minięto.

1 . 1  : t = 0  ;
* • 2  s Q(s,t) = 0  , dla s & S  , ~l ("stanowiska wolno)
1 . 3  : h (s, t) = 0 ; sdla s e £  ; J
1.4 : Ł(x,t) = q(x): dla x ć P ; (zapas początkowy przedmiotów

produkcji)
1.5 : XL(d,t)= l(d); dla d ć D ; (plan operacyjny szczegółowy)
2.1 : >  SV(t)= { s « S  | Q(s,t) = 0)  ;
2.2 : t> if Sv(t) = {} then go to 3.1 ;
2 .3 . 1  s s = ^ (sw (t)) (wybór a ć Sw(t) , wg kryterium J )
2 .3 . 2  : OD(s, t)= |d 6  D | ś e Sd ^ L(M(d) ,t)>0 a Ki(d,t)> 0 ) ;
2.4 ł if OD(ś,t) = {} then begin S1i(t) = Sw(t) - "{ś} ;

h(s,t) — o ?  go to 2 . 2  ; end ;
2.5.1 : d = G'(oD(s,t)) ; (wybór d £,Od(s, tj ;wg kryterium <r)
2 .5 . 2  : l(m (d) , t )  = L(m (d), t j - 1 ;
2.5.3 : Khfd.t) = KL(d,t)-!1 ;
2.5.4.1 : Q(Ś,t) = tj(d) ;
2 .5.4.1 1 . if h(s,t) / d then Q(s,t) = Q(ś,t) + tpz (d) ;
2.5.5 ! k(s,t) = d j SW(t) = SW(t) - ■( śjj ĵ o to 2.2 ;
3.1 : t> A = min(£}(s,t) | Q (s, t) >  0j) ;
3.2.1 : Q (s, t + a) = Q(a,t) - A ; dla każdego s £  S ;
3.2.2 ! if <ł(s, t+A) <L 0 then Q(s, t+A) = 0 ; dla każdego s € S;
3.3 j EX.(d, t+A) = KL(d,t); dla każdego d d D ;
3.4 : SK(. t+A) = {s 6 S I h(s,t) 0 e A q ( b , t+A ) = 0 j  ;
3.5.1 : i(x, t+A) = L(x, t) ; dla x  6  P ;
3 .5 . 2  : 1< (w (h (s , t)) , t+A) = l(’W (h (s , t)) , t+i) +  1; dla s<SSK(t+A);
3.6.1 : h(s, t+A) = h(s,t); dla s £ S ;
3.6.2 : h (b  , t+A) = e ; dla s & SK (t+A) ;
3.7 : t = t + A ;
3.8 : if 23 KL(d, t) = 0 A Z 3  Q(s,t) = 0 then STOP ;

d£D seS
3*9 .: ££ 2 . 1  ;

Rys. 4. Algorytm HLIP.
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Ij. Złożoność czasowa i pamięciowa algorytmu MHP.

Wyznaczymy złożoność czasową posymistyczną, pćprzez wyznaczenie ilośoi

niowogo algorytmu, przy dowolnym układzio danych . Czynność 2.1
wymaga card (s) = m porównali. Czynność 2.3.2 wymaga 3 * card (d ) * 3n 
porównań. Wybór <T oraz d w czynnościach 2.3.1 i 2.0.1 , wymaga wskazania

wiekom operacji. Dla każdego Zpę. ilośó operacji, których przydział J0 6 t

równań; tu założono, że wartości priorytetów operaoJi określane są w vy-I wynosi ;niku operacji arytmetycznych. Złożoność pamięciowa} m * n + 7n + Sm + ¿f
jednostek, zakładając zapis liczby dowolnej wiolkośoi w Jednostce pomięci. 

5. Podsumowanie.

Przyjęty w pracy (i) model procesu produkcyjnego Jest ogólniejszy w 
stosunku do założeń przyjmowanych^np. w pracach [3,5,6,7] • Dokonanie w 
nim założeń: zasoby początkowe zgromadzone w postaci surowców [zapasy 
produkcji w toku nie istnieją) oraz oard(D) = l(d) (nie występijo lub
nie zauważamy podobieństwa pomiędzy przedmiotami produkcji wytwurzanymi 
i zużywanymi w procesie technologicznym^ sprowadza problem z (lj do pos
taci rozważanych w pracach (3,5i7j. Złożoność czasowa i pamięciowa algo
rytmu MHP oraz łatwość wymuszania w przebiegu procesu technologicznego 
pożądanych własności organizatorskich poprzez konstrukoję ~J i czyni 
tę motodę atrakcyjną din zastosowań przomyslowych (np. w produkcji środ- 
nioseryjnej, a zwłaszcza w odmianie organizaoji prooesu produkcyjnego - 
- potoku złożonym).
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PEKSTEHTHHE METOUH M A M P O B A H M  nPOHSBOflCTHEHHOrO IIPOUECCA. 
Ba^GJMTEJILHAH CJIOIHOCTB

P e a n m e

B HacTonmeS oTaTŁe npe^cTasjieH airropsTM npHójms§HHoro BURZcjieHHS 
rpa$HKa juk TexaojioraRecKoro npouecca E3roTOBJieHZH ReTaJieft na MamzHax.
B peajm3aqia! saęaHzft ( Kaitne H3Aenia estdtobetł e ckojibko) EcnoJií>3jnoTC£ 
HOCTynHHe b HaRaJiBmłfi momsht BpeMenn pecypca npejcMeTOB npo^yioiEE( Taicie 
n o jiy ^ a C p E K a r a ) .

RECURSIVE METHODS OF SCHEDULING THE MANUFACTURING PROCESS 

S u m m a r y

The approximate algorithm /heuristic/ to determinate the run scheduh 
of the manufacturing process of msking the parts /details/ using machia 
is presentad. The realization of the work task /which pieces to do and 
how much/ makes use of available work pieces resources /also intermedie! 
products/.


