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Streszczenie. V pracy analizowany J©3t pewien model matematyczny 
zadania harmonogramowania cięcia płyt offsetowych do maszyn zwojo
wych w drukarniach RSW Prasa. Pełny model jest zadaniom programowania całkowitoliczbowego z dużą liczbą zmiennych. V pracy wykorzysta
no specyficzne cechy problemu do przekształcenia go do zredukowanego zadania z ośmiokrotnie mniejszą liczbą zmiennych, którego rozwiąza
nie pozwala na wyznaczanie dokładnego rozwiązania pełnego modelu. Otrzymane zadanie zostało efektywnie rozwiązane za pomocą algorytmu 
płaszczyzn tnących.

1. Sformułowanie problemu

V zakładach Cynkowych "Silesia" produkowane są płyty offso-towo do 
maszyn zwojowych zainstalowanych w drukarniach RSV Prasa. Płyty obrabiane 
są w sposób następujący [1j: blacha aluminiowa znajdująca się w zwojach 
o szerokości h Jeśt rozcinana na arkusze wyjśoiowe Jednego formatu o dłu
gości d, które z kolei mocowane są na cylindrach anastępnle przenoszono 
wraz z oylindrami za pomocą programowo sterowanego transportera z wanny 
do wanny, gdzie poddawane są kolejnym operaojora technologicznym. Po obrób
ce arkusze wyjśoiowe są cięte na formaty płyt gotowych według określonych 
wzorów rozkroju płyt w ilości i asortymencie zgodnym z zapotrzebowaniem 
zgłaszanym przez drukarnie RSV Prasa. Płyty gotowe są prostokątami okreś
lonych formatów,których wymiary zestawiono w tablicy 1.

Tablica 1

NR Format płytyynm NR Format płyty tura
1 i*92  X  Ć75 9 750 x  8 2 0

2 5 1 0  x  61*5 10 S20 X 1010

3 6 5 0  x  7 3 0 11 820 x  1030

I* 650 x  7 5 0 12 8 2 0  X  1050

5 660 x  725 13 9 2 0  X 1110

6 6 8 0  x  810 11* 9 5 0  X  1180

7 £90 x  8 2 0 15 1 03 0  x  1270

8 7 0 0  x  8 2 0 16 1050  X 1260
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Przy konstrukcji wiełoformatowych wzorów rozkroju zakłada się jednorod
ność materiału oraz możliwość trzystopniowego cięcia gilotynowego.

Najbardziej rozpowszechniona uniwersalna metoda wyznaczania optymal
nego programu rozkroju materiałów polega na konstrukcji i rozwiązywaniu 
odpowiedniego zadania programowania liniowego / por. np. i!il/, w którym 
składowe wektora zmiennych decyzyjnych wyrażają poszukiwane liczby płyt 
ciętych według kolejnyoh wzorów rozkroju, natomiast ograniczenia odpowia
dają formatom użytkowym i zapewniają dla każdego formatu wycięcie żąda- 
noj liczby płyt. Stosunkowo efektywny algorytm opracowali Gilmore 
i Gomory dzięki połączeniu obydwu faz ustalania programów rozkroju i wy
konywaniu iteracji synipleks owych polegających na wprowadzaniu do bazy' 
kolumn niebazowych generowanych przez rozwiązanie pomocniczego problemu 
optymalnego załadunku [2], [3]. Do wad togo podejścia można zaliczyć ko
nieczność ro zw iązy-wania w każdym kroku problemu NP-zupełnego, uzyskiwa
nie rozwiązania ciągłego, które Jest tylko przybliżeniem optymalnego roz
wiązania całkowitoliczbowego a ponadto małą elastyczność na wprowadzanie 
dodatkowych ograniczeń^np. podczas rozważania wieloetapowego problemu 
hannonogramowania rozkroju materiałów z uwzględnieniem ograniczeń na po
jemność magazynu, kosztów przezbrojeri itp.

W pracy rozważany jest model wieloetapowego problemu harmonogramowa- 
nia produkcji płyt offsetowych. Pełny model jest złożonym zadaniem prog
ramowania całkowitoliczbowego. Szczególne właściwości problemu pozwalają 
na drastyczne uproszczenie tego zadania dzięki czemu może być ono rozwią
zywane dokładnie /w liczbach całkowitych/ dostępnymi uniwersalnymi algo
rytmami programowania całkowitoliczbowcgo.

2. Pełny model do celów harmono,gruntowania

Najpełniojszy model hannonogramowania zawiera zmienne decy-zy-jne od
powiadające wszystkim możliwym wzorom rozkroju oraz ograniczenia odpo
wiadające indywidualnym formatom. Niech M będzie zbiorem indeksów wszyst- 
Jcich indywidualny-ch formatów użytkowych. Załóżmy, że dla ustalonych parć- 
metrów h i d arkusza wyjściowego wyznaczono zbiór wszystkich interesują
cych wzorów rozkroju /z pominięciem ty-ch wzorów, które w o c z y w i s t y  sposc- 
mogą być zastąpione przez bardziej wy-dajne wzory rozkroju/. Niech St 
będzie zbiorem indeksów wyznaczony-ch wzorów rozkroju. Liczba dopuszczal
nych wzorów rozkroju jest na ogól bardzo duża. U rozważany:., w pracy za
daniu /dzięki ustalonym stosunkowo niewielkim r o z m a m a  ¡1 : 1 1 0 0  oraz 
d=l800 arkusza wyjściowego / liczba dopuszczalnych wzorów rozkroju nie 
Jest nadmiernie vy-soka i wynosi I k I - : 0 . Pełne zadanie harmonogramowi 
nia cięcia blach w okresie czasu podzielonym na V. etapów przybierze pos
tać
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Minimalizuj

= £  rke K Aefl A,k /I/

przy ograniczeniach

V , k + i = V *  + V *  “  / > * « • * * *  / * /

V„ <ZZ d i ’ u A k /3/k fi K A eSŁ A ’ A’

.'V̂U>1C ^ °» ? x,k ^ całkowito> />S M> k&K, / V
gdzie (j k jest ilością arkuszy ciętych w k-tym etapie według wzoru 
A 6 i? , jŁ jest stanem zapasu ̂ i-tego formatu w magazynie na początku

k-tego etapu, \> jest liczbą płyt formatu u wyprodukowanych w k-tym 
okresie, p^ ^ jest zapotrzebowaniem na płyty formatu w k-tym okresie,
współczynniki macierzy D : [d ■> 3 określają ilo płytek u-togo formatu

n ’Ą  yznajduje się we wzorzo rozkroju A .
V zadaniu przyjmujemy ustalony stan początkowy "V a ponadto można

dodatkowo przyjąć dowolny stan końcowy oraz dowolne warunki ograniczająco
przedziały wartości zmiennych k i ^Ak" Zadanio /i/ “ /**/ ucwot po
wyrugowaniu zmiennych 1? , jest stosunkowo dużych rozmiarów, przykłado-^U, Kvo dla problemu czteroetapc/wego liczba zmiennych całkowitoliczbowych wy- 
nosi 480. Wielokrotne rozwiązywanio zadania /1/ - /hf do celów harmono- 
gramowania Jest zbyt kosztowne. Z tego względu korzystno jest poszukiwa
nie metody pozwalającej na uproszczenio zadania dzięki wylcorzy3taniu 
specyficznych właściwości rozważanego problemu.

I. Model zagregowany

Dokładna analiza formatów użytkowych i wszystkich wzorów rozkroju 
pozwała na konstrukcję^tzw. zagregowanych wzorów rozkroju, których liczba 
może być istotnie ograniczona. Pierwszym krokiem uproszczenia zadania jest 
wyodrębnienie w zbiorze formatów użytkowych podzbiorów formatów równoważ- 
nych. Mówimy, Ze formaty yUji ^ M s£ł równoważno, jeżeli zbiór wzorów 
rozkroju jt jest domknięty ze względu na operację zamiany formatów 
i ¿i g we wszystkich wzorach rozkroju zo zbioru k  . Jilasy równoważnych 
formatów użytkowych nazywano będą formatami zbiorczymi. Formaty zbiorcze 
dla analizowanego problemu zostawiono w tablicy 2.
Zastąpienie formatów użytkowych za pomocą formatów zbiorczych pozwala na 
konstrukcję zadania, w którym liczba ogrnniczoń maleje dwukrotnie nato
miast liczba zmiennych w każdym etapie ulega redukcji za 120 do 45 /liczba 
zbiorczych wzorów rozkroju zawierających formaty zbiorczo jest równa 37/*
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Tablica 2

format zbiorczy formaty użytkowo

1 1
2 2
3 3i*ł

5
5 6,7
6 8,9,10,11,12
7 13
8 1^,15,16

Dalsze uproszczenie zadania polega na konstrukcji|tzw. zagregowanych 
wzorów rozkroju. Rozważmy następujący zbiór zagregowanych wzorów rozkroji 
dla zbiorczych formatów.

Tablica 3

numer zagregowanego wzoru rozkroju
numery zawartych formatów zbior
czych

1 2,8
2 5,7
3 6,6
U 2,2,7
5 1,2,2,k
6 1,3,3
7 2,2,2,2,2

Przyjmijmy, Ze Jeżoli J 1, to format zbiorczy J Jest podrzędny w sto
sunku do formatu 1. Relacja podrzędnoóci formatu j-tego w stosunku do 
formatu 1-tego oznacza możliwoóć umieszczenia formatu j-tego na obszarze 
zarezerwowanym dla formatu 1-togo dla dowolnego wzoru rozkroju zawiera
jącego format i-ty. V ogólnym przypadku zamiana danego formatu znajdują
cego się w ustalonym wzorze rozkroju na format podrzędny może prowadzić 
do -wzoru rozkroju, który Jest niedopuszczalny ze względu na wymiary arku
sza wyjściowego. Przyjmijmy chwilowo upraszczające założenie, żo w rozwa
żanym zadaniu wszystkie formaty podrzędno można umieszczać na miejscu 
formatów nadrzędnych znajdujących się w zagregowanych wzorach rozkroju 
/tablica 3/ uzyskując dopuszczalne "podrzędne" wzory rozkroju. Rozważają'1 
np. zagregowany wzór rozkroju: /5,7/ o numerze 2 stwiordzany, żo Jest oi
reprezentantem następujących zbiorczych wzorów rozkroju:  ̂(i, j) : IgićSi 
1f J g 7 l  • Zo zbioru togo można-wybraó tylko 3 intoresujące wzory /5»7/i
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/4,7/ i /3»7/i gdyż pozostało wzory mają lepsze /nie gorsze/ zamienniki 
znajdujące się w innych zagregowanych wzorach, przykładowo wzór zbiorczy 
/2,7/ raożo byÓ zastąpiony przez lepszy wzór /2,2,7/ znajdującysię w za
gregowanym wzorze k .

Zbiór zagrogowanych wzorów rozkroju zawartych w tablicy 3 posiada na
stępujące właściwości:
(i) każdy pierwotny wzór rozkroju ze zbioru śl Jest reprezentowany 

przynajmniej przez jeden zagregowany wzór rozkroju,
(ii) wszystkie wzory rozkroju podrzędne do wzorów zagregowanych są wzora

mi dopuszozalnymi /z wyjątkiem nielioznych podrzędnych wzorów roz
kroju zawierających format 1, tzn. wzór 1,1,1,4 podrzędny do 
1,2,2,h oraz niektóre wzory podrzędne do zagregowanego wzoru 7/.

Jesteśmy obecnie przygotowani do utworzenia zagregowanego modelu liar- 
monogramowania. V modelu tym zmienne i ograniczenia odpowiadać będą zbior
czym formatom oraz zagregowanym wzorom rozkroju. Niech i, 1 ¿ 1 ^ 7  Te
dzie indeksem zagregowanych wzorów rozkroju, J,l, 1 ̂  j, 1 5  8 będą in
deksami formatów zbiorczych oraż k indeksom numeru etapu.

- Rozważamy zadanie; minimalizować 
" ' . 7

F = X  X  Z /5/
k e k  i—1

względem zmiennych k oraz y1tf przy ograniozoniach

Yj,k+1^ Yj,k + Vj,k " Dj,k . k 6 K /6/
, ■ '7 ' . -f

vj,k = g, Aijfik........... j=1.... 8' k6K /7/

= X ; j=1, .. . ,8, kf K /8/

ylk ̂  Zik ̂  0| całkowito /9/
gdzie jest ilością arkuszy ciętych w k-tyra otapie według i-tego zagre
gowanego wzoru rozkroju, J°s  ̂stanem zapasu płyt 1-togo formatu zbior
czego w magazynie na początku k—tego okresu /rozumianym Jako suma zapasów 
wszystkich formatów wchodzących w skład formatu zbiorczogo/, współczynnik 

określa liczbę pól formatów zbiorczych 1 J jaka mieści się w i-tyra 
zagregowanym wzorzo, współczynnik j. określa łączno zapotrzebowanie 
w k-tyra okresie na płyty.użytkowe formatów należących do formatów zbior- 
czyoh rozmiarów większych łub równych j.

Łatwo sprawdzić, że k jest łączną ilością pól formatów zbiorczych 
o numerach 1 >  j jakie znajdują się na arkuszach ciętych w k-tym okresio, 
Y. . jest stanem zapasu płyt formatów zbiorczych 1 >  J na początku k- o
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okresu. Macierz zagregowanych współczynników przynależności formatów 
zbiorczych do wzorów rozkroju dla analizowanego problemu jest równa

A =CŁij3?x8=

r2 2 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 1 1 0
2 2 2 2 2 2 0 0
3 3 1 1 1 1 1 0
U 3 1 1 0 0 0 0
3 2 2 0 0 0 0 0
3 5 0 0 0 0 0 0.

/ 1 0 /

Zadanie zagregowane po wyrugowaniu zmiennych V . i Y. za pomocą0 i 0 iwzorów /7/ i /8/ staje się stosunkowo prostym zadaniom programowania■cal - 
kowitoliezbowogo mającym jodynie 15 zmiennych całkowitoliczbowych oraz 8 
ograniczoń w każdym etapie harmonogramowania. Zadanie to może być sku
tecznie rozwiązywane za pomocą algorytmu płaszczyzn tnących. Wykorzystu
jąc biblioteczną worsję algorytmu płaszczyzn tnących C5H5C63 genorująoego 
stosunkowo głębokie odcięcia dla zadań całkowitoiiczbowych uzyskiwano 
rozwiązania optymalne w liezbio odcięć rzędu 3-5 /w czasie trochę dłuższyn 
od czasu rozwiązywania zadania złagodzonego w liczbach rzoczywistych/ za 
pomocą algorytmu sympleks . Przykładowo , dla zadani a •+ - c tap owoc o czas ob- 
liczoń na m.e. Odra 1325 wynosił około 8 minut.

. Wyznaczenie rozwiązania modelu pełnego

Znajomość rozwiązania optymalnego modolu zagregowanego pozwala na wy
znaczenie /przy spełnieniu niezbyt ograniczających dodatkowych założeń/ 
dokładnego rozwiązania dla pełnogo modolu harmonogramowania. Po rozwiąza
niu zadania zagregowanego dysponujemy wartościami y , oraz V. , . Zauważ-J t J 1my, że V. . nie określa liczby pól formatów rozmiarów większych lub rów- J |noważnych formatowi zbiorczomu J znajdujących się na arkuszach ciętych 
w k-tym okresie, gdyż na obszarach formatów zbiorczych 1 >  J można oprócz 
płytek formatu J-tego umieszczać, jeżeli tylko zajdzie potrzeba, płytki 
formatów podrzędnych w stosunku do formatu j-togo. Z drugiej strony wiel
kość V = B . . + (Y, . . - Y, . ) olcreśla liczbę pól przeznaczonych na 
produkcję v k-tyzn okresie formatów nadrzędnych lub równoważnych formatowi 
zbiorczemu j. Rozważając formaty od największego do najmniejszego i uwzfilfó 
niając fakt, żo formney nadr-zędne w stosunku do formatu zbiorczego j nie 
mogą być umieszczane w polach formatu j, można obliczyć wielkości j. - 
liczbę pól na obszarach formatów zbiorczych 1 > j jaka zostanie przeznaczo
na na produkcję formatu zblorczogo j w k-tym etapie w następujący sposób

v8,k “ is.k j=S,7,...,2
Vj-1> = -J,k ~ vJ,k
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Dalsza dezagregacja polega na rozkładzie wielkości odpowiadających 
formatom zbiorczym na wielkości dla formatów użytkowych przy czym stoso
wać' należy zasadę, aby na obszarach aktualnie największych formatów zbior
czych umieszczać największe formaty użytkowo. Dzięki tomu staramy się nie 
dopuścić do sytuacji, w której pojawiają się formaty użytkowe nie miesz
czące się na dostępnych obszarach formatów zbiorczych.
V wyniku dozagregacji uzyskujemy pewno rozwiązani® modelu pełnego.
V ogólnym przypadku możliwe są dwa przypadki:

(i) rozwiązanie to Jest dopuszczalno dla zadania piorwotnogojtzn. 
wszystkie otrzymano wzory rozkroju są realizowanej

(ii) niektóre otrzymano wzory rozkroju nie mogą byó realizowane na 
arkuszu wyjściowym o założonych rozmiarach.

V przypadku (i) uzyskujemy rozwiązanie optymalne. V przypadku (ii) otrzy
many wynik jest oszacowaniem od dołu dla optymalnego rozwiązania, '..tedy
z otrzymanego rozwiązania niodopuszczalnogo można utworzyć jak najlepsze 
rozwiązanie dopuszczalne, w ogólności suboptymalno.

Należy tutaj jednak podkreślić, ż© podczas badania algorytmu uzyski
wano dezagregację dopuszczalną dla wszystkich przebadanych zestawów da
nych.

5. Przykład dozagregacji

Uozważmy zadanie, w którym zapotrzebowania p . przedstawia tablica *Łyl-lU
V zadaniu tym przyjęto dodatkowo założenia, żc Y  g f/ij- co gwarantu
je , że wszystkie formaty płyt zgromadzono i wyprodukowano w bieżącym eta
pie są sprzedawane w etapach bieżącym i następnym. Przyjęto również zero
wy stan początkowy i końcowy w magazynie. Wyniki rozwiązania zadania za
gregowanego przedstawiają tablice 5 i 6. Dozagregacja na formaty zbiorczo 
przedstawiona jest w tablicy 7-

Podczas przydziolania formatów zbiorczych na pola należy zwrócić 
uwagę na fakt, że format 1 nie jest całkowicie podrzędny względem formatu
2. Przykładowo we wzorze ^*,2,2,1 nie mieści się całkowicie format 1 za
miast 2, /por. tablica 7 ozn. I/. Przydział IX jest niedopuszczalny 
dlatego też przydziały 1 x 150 oraz 1 x 12(H  oznaczono przez III i IV za
mieniamy kolejno na 1 x 68 oraz 1 x 13 2 3 likwidując zarazem przydział 
niedopuszczalny 2 1  82 /II/. Dalszy podział w ramach formatów zbiorczych 
na formaty użytkowo jest w ramach każdego formatu zbiorczego dowolny. 
Optymalna wartość funkcji celu wynosi f = 28.639 płyt arkuszy wyjścio
wych.
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Tablica 4

etap k 1
forma

1 2 3 4

1 150 134 200 1392
2 0 4oo 400 500

3 1(00 2876 3000 6000
4 150 1834 1200 2500

5 600 400 500 i4oo
6 500 450 350 150
7 850 1000 ' 950 250
8 300 400 1200 800
9 0 153 0 271
10 17 7 1 0 2000 1100
11 25 75 3500 1500 1000
12 1800 3000 1200 629
13 1(00 500 500 500
14 150 300 ĆOO 35
15 0 250 250 45 •
16 75 684 700 70

U

Tablica 5

etapy
w z 0 r y

1 = 1 2 3 4 5 6 7
k = 1 1459 2500 2173 0 0 0 0

2 534 9406 0 0 0 0 0

3 10 16 0 2299 0 0 0 0

4 150 0 0 0 1 13 2 3 0

Przedstawia: j.
Tablica 6

etapy f 0 r m a t y
1= 1 2 3 4 5 6 7 8

k = 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 1234

3 0 0 4199 0 0 0 0 534

4 0 4i6 1 0 0 0 0 0

Przedstawia: y^ ^
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Tablica 7

Przy Zamówienia Magazynetap Przydział na wzór dział
na
polo

format X iloSć
3Ztuk f onaat X. ilość . sztuk

1 1**59 wzorów 1 8 8 225 8 1 2 3**
2 1 150 *

2500 wzorów 2 7 7
6

**00
210 0

5 5**
3

1350
600
550

2173 wzorów 3 6 6 2173
6 6 2173

2 5 3** wzorów 1 8 8 53**
1 1

2
13'*
**00

9**06 wzorów 2 7 • 7 
6 
5

500
7553i"V:

5 5*♦
3

97*t00
**710 3 I**199 |

3 10 16 wzorów 1 8 8 1016
i1

o 1O 200
**00 2 ¿ł 16

1802 wzorów 2 7 76
500

1302 1
5 5i*

3
1300
50O

1 3 1
2299 wzorów 3 6

6
6
6

2299
2299

** 15O wzorów 1 8
2

8
1

150
150 II

5976 wzorów 2 7 76
5*t

50038CO
*100
1270

3 ... . . .  . . .

3
li**

5852
1 wzorów 5 2 1

0
1

3
•>
1

1
1
1
1

i

1323 wzorów 0 3
31

i
31
1

132 3 
1323 12*1 1
82

IV
Ii
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METOJi COCTABIEHHH IPA®K0B PAEOTH WA PACKPO0KE . OMCETHHX HMT
m a  thdoipa® h " pcb hpaca

F t  s i n e

B pafioTG aEanH3HpyeTCR HeKOTopaa MaTeMawiHeckeh MOReis sanaRE coots* 
ueHHH rpaJaiKa pacKpo^o$JoeTHHX rjih t j jih  cBepTtmaromHX MamzH b ranorpaj 
me " PCB H paca" .  Hojmaa MORejn, aTO 3aflaaa ReJiORRCJieimoro nporpaionp:- 
BaHza c floEBnmH KOjmaecTBOM nepeMeHHHX. B padoTe Hcnojrb3yioTCH cneRHfMi 
khg CBOflCTBa npodxeMH jyw npeodpa30BaHEH ee k peRyHHpoBaHHOMy Bimy c bo: 
KHKpaTHHM yMeHBmeHHeM rhcjih nepeMeHHHX, pemeHHe KOToporo RaeT bosmoxhoc; 
onpesB Jiesm  tohhoto pememiH H0jmo3(HepeflyiRipoBaHHDK ) m orgot. riocTaMe:- 
h&h 3smaRa ÓHJia aJfesTHBHO pemeaa npn romohjr ajrropHTMa peayiuax noBepxBo: 
T e S .

A METHOD OF SCHEDULING OP OFFSET DISCS CUTTING FOR PRINTING 
OFFICES RSW Prase

S u a m s r y

A zaathonaticel nodal for scheduling problem of offset disc cutting 
for bundling machines in printing offices RSW Praaa is considered. Th® 
model is given es a integer programming problem with many verieblos. 
Some particular festurea of the problem are used to reduce it to a proh 
loo with the nuaeber of variables reduced eight times. Nevertheless it® 
solution enables to find an accurate solution of the full model. Tbs 
cutting phases algorithm is used to find a solution.


