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RÓWNANIA WARIACYJNE FIZYKALNIE NIELINIOWEJ 
TERMOSPRęŻYSTOSCI

Przyjmując, żo ośrodek jest izotropowy, jednorodny, 
lecz fizykalnie nieliniowy - typu Kauderera a także 
zakładając działanie niestacjonarnych pól termicz­
nych i obciążeń - sformułowano podstawowe równania 
wariacyjne termospręży3tośc4- sprzężonej.

Wprowadzenie
Przegląd prac dotyczących zasad wariacyjnych termosprężystoóci po­

dany jest w monografiach: Fanga [*ł] , Nowackiego [6,7] , Washizu N ,
Kowalenki [i i], a także w [łoi; w wymienionych pracach przedstawia się 
ujęcie Biota [1] , które charakteryzuje się wprowadzeniem do rozważań
strumienia entropii i uzyskaniem tzw. równań wariacyjnych problemu, por.

•' Rozwinięcie tak przedstawionego ujęcia na przypadek mieszanych wa­
runków brzegowych, a także uzyskanie równań Lagrange’a, podano w pracy 
Rafalskiego [8] . Zastosowanie zasad wariacyjnych do rozwiązywania pro­
blemów stateczności prętów przedstawiono w publikacji Szapowałowa [13] .
Wariacyjne sformułowanie zadań niejednorodnej, deformacyjnej teorii 
plastyczności, przy uwzględnieniu wpływu poła temperatur, przedstawione 
jest przez Temisa [12] . Problemy niesprzężone teorii fizykalnie nielinio­
wej rozpatrywano w [3] .
W niniejszej pracy podano równania wariacyjne dla termosprężystości fizy­
kalnie nieliniowej, której równania konstytutywne rozpatrzono w [2] .
1. Równania wyjściowe

Przyjmować będziemy, że równania konstytutywne, por.£2} , mają 
postać następującą:

6ij =SiJ +6Si) = 20 £ij X  ® ) ° i/ '
/ u u /  $ ij=ZG * eij , 6 -3 K * £ -r * ®
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w której przyjęto oznaczenia

ZG*~ ZGM-X)  ,

3 K r-SK̂ -V>l,■jr'.3 K (j-C f)A r  ,

x" łs % i r br e'H'

V pracy ograniczymy się do teorii liniowej geometrycznie; tensor odkształ­
cenia określa równanie

/ 1 . 3 . /  ¿ B y -  Uij * Uj,L

Warunki brzegowe, naprężeniowe i przemieszczeniowe zapiszemy w postaci

& j n j  - - i *  •' ( r . i j e d f * T ,

' ' A J  U i - m ( % t ) - U i  : ( x , i ) e j f * r

Równania ruchu Cauchy,ego mają znaną postać

/ 1. 5./ G i j j + K t - s u i

Podstawiając / 1.3./ kolejno do równań / 1.l/t, /1,1/ą, /1.5./ uzyskamy

% * G*/kr-* umJ +(x*uKK - x  
/ 1.6 ./ & /  A?y- ~UŁLii uk - j g  ,

&j.j *  Ki -  */%k u * -  ( r *  ®)yL + Xi = ęui

V równaniach / 1 .6/ przyjęto oznaczenia

71 7 / = G * [& K r h j + f y o J n j + T c ) , K n L '
^ K 0 * { G y S u c O , j+ J / K f  h ] J ^  + [\ * ( jfK ] t .

2. Zasada Łagrange' a

Dla pól ^  , iX'L przyjmować będziemy, że ich wariacje są

jak to przedstawiono w tablicy 1 .



Równania wariacyjne fizykalnie.. 61

Tablica 1

Obszar Przemiesz­czenie V:ariacje.przemieszczenia . Siły ■ Tariacjesiły

xT
nc.i u{ • SurfO •*#

IX
<«,•0

9 f  *T
(Uh(A.t) Ui SuĄo *ed SXie0

d f  *T  
(Xt)*(x£.t) SU; -^ ¿ 4 * SXJ0

Podstawiając zależności / l . k / . i / 1.5/ do równania f X iS U : 'd j t  * [ ^ i S u - 'd x
>  e>r '¿i 'które określa pracę przygotowaną sił masowych i powierzchniowych

- na przesunięciach przygotowanych S U f otrzymamy zasadę przemieszczeń 
przygotowanych Lagrange’a:

/ 2 .1 ./  iX;Surcbt + f £ i  S ą d * -f< 5ijS£ud% + fę u iSui d * ,
t  o? T j>

U i~ U i ( x t ) e  d f  * T .

Warunek / 2.1,/g winien byó spełniony dla podobszaru ; uważając
ten warunek za ograniczenie nałożone na pole przemieszczeń i wprowadzając 
mnożnik lagrange’a X i = tM hc UK ~  J * * ®  I7 i , możemy równanie / 2.1/
zapisać w postaci równania wariacyjnego, bezwarunkowego

fG ij& ij  d x  * f  p ut Suidx  «  /  X iS U id x  *
/ 2 . t. ' / ^  r  T

* f? iSUi'dx * Siy ^ -W c d%}
Równanie / 2.1’/ możemy też zapisać w postaci
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gdzie 2{~ Mu y*® ni
/ 2 . 2 J

Całkując równania /2.1./, /2. 1 */, / 2 . 1 . 9 f /  w przedziale czasu f ' t0 , rT j 9 
otrzymujemy kolejno

{ & /  M E ij}  *  { ę Ui ; S u i j  = [ t i ;  S u tj  J , ; ¿ u ;  > ,

&  ; & i j ) * { & ; * • * } - f i ;  * u t }  * « k

/2 •3-/ i f c i ] * { ę 4

= {Xt-; S U i }  *  < ( Ś £ ; S u i } - f ą  ; £ £ )

V / 2.3./ wprowadzono następujące iloczyny skalanie

U  ) i ( ł j  m f  f  łt J d z d ł,/2 . W  <■ J •y.r

< ' / / , ( '  / >  = /  ( K j dl d t  ' (i ! ; ())•[()  ( )dxatt
9 f * T  3 f ' T

iiównanie / 2 .3 /̂  będzie słuszne w przypadku, gdy C/f m U t*0 , dla
( X , t j ś  d j *  t * ?  /  utwierdzenie/ lub, gdy /  warunki brzego­
we w naprężeniach/.
Hównania / 2.3./ są wyrazem formalnym zasady przemieszczeń wirtualnych 
Lagrange’a, w przyjętym tutaj ujęciu.
Przejdziemy dalej do przekształcenia wyrażeniay&yj^-ofx i przyjmując
za wyjściowe równania &y = 5t:j rBSij ̂  £ij * e !j  - £ 5 i j  ,  o t r z y m a m y f ą -S ą  d x  «•

* j(S ii*e ;j-+ 3 G S £  ) d x , podstawiając do ostatniego równania ^wiązek
/l.l/ 2 i wykonująo szereg przekształceń przy uwzględnieniu / 1 .2/2 , otrzy-
mamy

/2.5./

Je . jS ą d ^ j ie W d ,  • ! /  -

3j ? ’ @ std>.  ¡ 0'm ,  (¡¡)d* * |  S(6kk £u ) dx
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do równania G ij S E ij * ¡ ¡ ¡ j §  £ ty 4- 3 G S £ i wykonując całkowanie po obszarze
HP , dostaniemy

=£(j-Ĵ G *e dx+l!'K*ed*)-3j^r*®dedx*

/2< /  = S(S [ g % j¿¡¡‘ i  Ven ejd)t r '®  dx-
y  - w y  ~ y  • «i ' / ^

gdzie
uys~ś^

g * . u - x ) g , t - u - f i n ,  y - H M ? ’
/2. 7./  Q  $

i " h Z t > Tef-' , ł * h Z a . £ ^
p i  1 /J*3 •

Funkcjonał, występujący pod operacją wariacji- w pierwszym wyrażeniu 
członu środkowego równania / 2.6/ przedstawia energię wewnętrzną sił 
sprężystości ośrodka; funkcjonał ten oznaczymy symbolem h /C ^ iJ

/2 .8 ./ U i u J  £ * £ i j £ i j  *  i X * £ „ £ u ) d *  ■

S  U  f a ,8 u J * f G * < f / £ i j£ i jJ  * |  A*S(B^ £a )]* *  -  

[¿G * £ ijS8 :j * A <£«*ó£u]d .x

/2. 9./
jG ij § £ ij d x  *  d *

Uwzględniając / 2.9/ w / 2.3/g otrzymujemy

/ * .  10/ & (J jd t m jd t )  * I ; S u i J  -  { f * ® /  <?£*£„J  =

• { Ę  ;SuiJ  ♦ *  S(m-Ui ;Xi)

Podstawiając do równania / 2.8/2 związek 2 £ ij *  U i j  + U j, i i wykorzys-
tując wielokrotnie twierdzenie Greena,dostaniemy

S w / u ,.. ¿ u J - ¿ 1  u K S u . c / x - i  u , S ą d %

Przekształcając w sposób analogiczny trzecie wyrażenie — po prawej stro­
nie równania /_2.10/, a następnie podstawiając tam / 2.11/ i porządkując, 
otrzymamy
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{ '¿ (L U *  + ( f ® l i + ? u i - X i ,5ui}  +

/ z . 12. / + < ( M . U i uK - T * ® n i - ^  i  ~

-  (Ui-Uiifói) -  o

Ze względu na to, że wariacje $ U ;  f c i ) ,  ( x . t f  ć f r u d T t T )  ; SJE; ,  f c t / ć f *  T

są niezależne, z / 2 .1 2./ uzyskujemy kolejno równania / 1.6/^, / 1.6/g,
/ 1 .k / ^ f t j . równania przemieszczeniowe zagadnienia, naprężeniowe warunki 
brzegowe i warunki przemieszczeniowe zadania.
Przyjmując, * e ^ U l ( X , t aJ » ^ ( x p : ) = 0 , możenry człon ( ę U ;  ■ f a . J  znanym spo-
sobem sprowadzić dło postaci

T
/*• O /  I  ę ¿¿t- ; &/,•J « - $ J  X  d i

gdzie

/2 .1 3. ’/ X  *  1ż{  ę U i U r d x

r
przedstawia energię kinetyczną ośrodka.

Wprowadzając dalej do / 2 .10/ potencja1 sil masowych, powierzchniowych 
i oddziaływań

/ z . i k . /  ~ V [ u L] = - J  X i U : d x -  f  „ Z i U i d y - l  j m r u d i i d t
f  Jv f

uzyskamy, po uwzględnieniu / 2.13/, równanie-

$ { ¡ ( U f a ł -  X [ U i j -  V [ U i ] d t l  -

/2. 15/  r io

-Jjf®•S£u,dxcli.O
Wprowadzając do / 2.15/ funkcjonał Lagrange’a

L[uJ—X-W-v
uzyskamy

/a . 17/ S l ' M - J J r r ® S e „ e U d ł . O
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gdzie przez H oznaczono funkcjonał Hamiltona

/a. 1 8./ H = f  L [ U i ] d t

Równanie wariacyjne / 2.15/, w przypadku pola niesprzę-żonego, przyjmuje 
postać

/2 .19/ s{ % -v}<*łHio
Równanie / 2.15/ - dla zagadnień sprzężonych pól przemieszczeń i tempera­
tur i zależności / 2.19/ - dla pól niespr-zężonych, są podstawowymi związ­
kami wariacyjnymi fizykalnie nieliniowej termosprężystości.

3. Równanie wariacyjne przewodnictwa ciepła dla zagadnienia sprzężonego

Jako równanie wyjściowe przyjmujemy równanie / 3.22/, podane w pracy [z]

/3.1./ - T ? ® , U + T r ' ^ *  ^  ~ 0  '

gdzie

3#1»/- U? = = Q  Ac , & = [(4~ s  ( /J~ V*) ¡̂CK

Dla zbudowania równania wariacyjnego problemu, por. £l*łj , pomnożymy 
/3 .1 ./ przez @  i scałkujemy po obszarze/^X2 J x ; po zastosowaniu
twierdzenia Grąena otrzymamy

„  r

¿ H mJ  / t  i  5 - «TĄ- dx <- f  <3)ni $$i dx * f \  ® S td x  ♦
/3.2./ ip £ y>

*^j®S®dx-'^j(®Scodx)dt =0,
gdzie fP

S£**£*d£ , sr® -© *# ,
/3.3/ _ ' '

^  <SJ| , S$i~ŚidŁ
V równaniach / 3.2/, / 3.3/ przez jf oznaczono strumień entropii.
V dalszych rozważaniach, por. £ z ] , przyjmiemy następujące warunki począt­
kowo - brzegowe dla równania przewbdnictwa ciepła
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/,A-/ i ,  (Stcni ' *  ; (x l)e3 fa * r

X.®,i-ni -%ąu) ;
Uwzględniając warunki / 3.«»/ w / 3.2.f i . wprowadzając kolejno funkcję 
dysypeeji, potencjał termiczny brzegowy i - źródeł ciepła

/’-5-/ te J J i lŚ iŚ A  ' #  <**}<**

ł f / s?jn .n i 4  - $ > 0 .
oD‘ i)d t*  &  (ś;SSidi ♦ J - L 4  n.ni-SSidi;

p ‘ k l f ^ dx . fp-TiJę®s®d*;
¿ 3  *  /  @  ą  $S; d x * J  GL ą  c T ą  o i  * / ®  &  < * -

»r-r \  ™
- iJ r®fvctx

os tateczni-e

S H  = J T& 1 d i  *  0
U

\

Sl-SB-iD^P-xJ®Se'olx

!i rozpatrywanym, najogólniejszym przypadku zagadnienia dynamicznego,sprzę­
żonego dysponujemy układem równań wariacyjnych / 2.1Ó/, / 3.6./, które 
stanowią układ zupełny dla problemu sprzężonego.

frnioski końcowe

V pracy ograniczono się do wyprowadzenia podstawowego układu równań waria­
cyjnych problemu, przy możliwie ogólnym sformułowaniu zadania; nie zajmo­
wano się natomiast problemami natury czysto matematycznej.

Ot rzymamy 

/3.6 ./ 

gdzie 

/ 3.6.'/
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Pewna szczególne problemy były analizowane w pracy [3] . Stosowane tutaj 
oznaczenia są zgodne z literaturą 1,2,3] •
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B apnauaoH H N e ypaB H eH aa $E3B H eC K a H & Ł aH em o ii jią p M o y rrp y iw ia

npAHflMaa, H u  UUHÏP A3utP0UHuH , OflHup OKHUii, HO
ipksaweukjâ HeAaHehHńa - Tsna Kaynepepa, a yotc ywATHBaa paooty ne-



68 I S.Borkowski

t j r a i u i o n a p H t i x  l e p K a H e o K i x  iio a -e n  a  H a x p y 3 u K  -  C t u i a  c ^ y p w y j i n p ^ B a H U  

wCHoBHue BaptiauaoHHHe ypaBHeaaa y u p y ro Z TepMuynpyrucTa.

VARIATIONAL EQUATIONS IN PHYSICALLY NONLINEAR THERMOELASTICITY

Variational equations for physically nonlinear, coupled 
thermoelastioity are established.

I


