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SZCZEPAN BORKOWSKI1

ROWNANIA WARIACYJINE FIZYKALNIE NIELINIOWEJ
TERMOSPReZYSTOSCI

Przyjmujac, zo os$rodek jest izotropowy, jednorodny,
lecz fizykalnie nieliniowy - typu Kauderera a takze
zaktadajac dziatanie niestacjonarnych pél termicz-
nych i obcigzen - sformutowano podstawowe réwnania
wariacyjne termosprezy3tosc4- sprzezonej.

Wprowadzenie

Przeglad prac dotyczacych zasad wariacyjnych termosprezysto6ci po-

dany jest w monografiach: Fanga PH , Nowackiego [6,7] , Washizu N,
Kowalenki [ii], a takze w Hoi; w wymienionych pracach przedstawia sie
ujecie Biota [i] , ktére charakteryzuje sie wprowadzeniem do rozwazan
strumienia entropii i uzyskaniem tzw. roéwnahn wariacyjnych problemu, por.

< Rozwiniecie tak przedstawionego ujecia na przypadek mieszanych wa-
runkéw brzegowych, a takze uzyskanie réwnan Lagrange’a, podano w pracy
Rafalskiego [8] - Zastosowanie zasad wariacyjnych do rozwigzywania pro-
bleméw statecznosci pretéw przedstawiono w publikacji Szapowatowa [13]
Wariacyjne sformutowanie zadan niejednorodnej, deformacyjnej teorii
plastycznosci, przy uwzglednieniu wpkywu pota temperatur, przedstawione
jest przez Temisa [2] . Problemy niesprzezone teorii fizykalnie nielinio-
wej rozpatrywano w [3]
W niniejszej pracy podano réwnania wariacyjne dla termosprezystosci fizy-
kalnie nieliniowej, ktérej roéwnania konstytutywne rozpatrzono w [2]

1. Réwnania wyjsciowe
Przyjmowac¢ bedziemy, ze roéwnania konstytutywne, por.£2} , maja

postac nastepulacas  gii =siy +65i) =20 £ij X @)1
/uu/ $ij=2G*eij ] 6-3K*E-r*®
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w ktorej przyjeto oznaczenia

ZG*~ ZGM-X) ,

3 K r-Sk™ Vol mir 3K (j-CHAT |

xX"ts% ir breH'

V pracy ograniczymy sie do teorii liniowej geometrycznie; tensor odksztat-
cenia okresla réwnanie

/11.3./ ¢By- Uij * YL
Warunki brzegowe, naprezeniowe i przemieszczeniowe zapiszemy w postaci

& jnij - -i* € (r.ijedf*T,
""AJ Ui-m((%t)-Ui :(x,i)ejf*r

Réwnania ruchu Cauchy,ego maja znang postac

/1.5/ Gijj+Kt-sui

Podstawiajac / 1.3./ kolejno do réwnan / 1.1/t, /1,1/a, /1.5./ uzyskamy

% * G/kr-* umJ H XUKK- X
/1.6./ & I m-~UtLiuk -ig

&.j* K- ¥%<u*-(r* ®yL +Xi =eui
V réwnaniach / 1.6/ przyjeto oznaczenia
nr/ = G*[&Krh j+fyolJnj+Tc),KnL"'

A KO*{GySucO,j+I/KFh]In +[\*(jfK]t.
2. Zasada tagrange‘a

Dla pol ~ ,iX'L przyjmowa¢ bedziemy, ze ich wariacje sa

jak to przedstawiono w tablicy 1.
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Tablica 1

oz %gesz— mea:ée in .Sty m 'IS'I lacje

XT =
nCi U{ . SurfO ><=H‘E <«,*0

of *T .
(Uh(A.1) Ui SuAo g SXIE0
df *T

(AED SU;  ngar SXJO

Podstawiajac zaleznosci / |.k/. i / 1.5/ do réwnaniafXisu:'djt*[~iSu-'dx

> er
ktére okresla prace przygotowang sit masowych i powierzchniowych ¢

- na przesunieciach przygotowanych suf otrzymamy zasade przemieszczen
przygotowanych Lagrange’a:

/2.1./ iX;Surcbt H£i Sgd*-f<5ijSEud% +feuiSuid*,
t 0? T >
Ui~Ui (xt)e df *T.

Warunek / 2.1,/g winien byé spedniony dla podobszaru ; uwazajac

ten warunek za ograniczenie natozone na pole przemieszczen i wprowadzajac
mnoznik lagrange’a X i =tMhc UK~J**® I7i, mozemy réwnanie / 2.1/
zapisa¢ w postaci réwnania wariacyjnego, bezwarunkowego

fGij&ij dx *f putSuidx « / XiSUidx *
/2 .t/ ~ r

*£2 ISk * Sy A-W ¢

Réwnanie / 2.1°/ mozemy tez zapisaC w postaci
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O A= yen

/2.23

Catkujac réwnania /2.1./, /2.1*/, /2 .1.9f/ w przedziale czasu f't0,rT j9
otrzymujemy kolejno

{&IMEi} ~{eUi;Suij=[ti;Suf J . ieu: >,
& ;&ij)*{& ;*e*}-fi; *ut} * «Kk
/2.3 ifcil*{e4

= {X€;SUi} *<(SE;Sui}-fa ;££)

v / 2.3./ wprowadzono nastepujace iloczyny skalanie

V)it mi, fitdzdt,

/2. W
<un, 1> =1 (Kjdldt * (i1;0)[() ()dxatt
9f*T 3f'T
iidwanie / 2 .3/~ bedzie stuszne w przypadku, gdy c/f mut*0 , dla
(X,tj$ dj* t*? / utwierdzenie/ lub, gdy /  warunki brzego-

we w naprezeniach/.
Héwnania / 2.3./ sa wyrazem formalnym zasady przemieszczen wirtualnych
Lagrange’a, w przyjetym tutaj ujeciu.

Przejdziemy dalej do przeksztakcenia wyrazeniay&yj”™-ofx i przyjmujac
za wyjsciowe rownania &y =5tjrBSij~ £ij *e] -£5ij , otrzymamyfa-Sadx <

*j(Sii*e;j-+3GS£)d x , podstawiajac do ostatniego réwnania “wigzek
/1_.1/2 1 wykonujao szereg przeksztatkcen przy uwzglednieniu /7 1.2/2, otrzy-
mamy

Je.jSad”*jiewd, . .,

/2.5./ 3j? @std>.i O'm , (jj)d* *| S(6kk£u ) dx



Réwnania wariacyjne fizykalnie . 63

do réwnaniaGijSEij*jjjj8£y 43GSE i wykonujac cakkowanie po obszarze
HP , dostaniemy
=£(-J'G*edx+II'K*ed*)-3j r*®dedx*
<l = YPLlowidi'l Venejd)t r'e dx-

gdzie

~ &N
g*.u-x)g,t-u-fln,)lily-sﬁ M ?
12.7.1 Q $
L 1
I"hZt>Tef' , t*hZa.£?
pi 1 /73 .
Funkcjonat, wystepujacy pod operacjg wariacji- w pierwszym wyrazeniu
cztonu Srodkowego réwnania / 2.6/ przedstawia energie wewnetrzna sit
sprezystosci osrodka; funkcjonak ten oznaczymy symbolem h/C il

/2 .8/ Uiuld EXEIjEIj*iIX*E ,£u)d* m

SUfa,8ul*fG*<f/LijEij) *| A*S(B~£a)]** -
[¢ G *£ijS8:j * A<EEuU]d .

29,
jG ij8Eijdx * d*
Uwzgledniajac /7 2.9/ w / 2.3/g otrzymujemy

/5100 &Qjdtm jdt) *1:Suil - {f*® / <?EE) =

*{E ;SuiJd . » S(m-Ui ;Xi)

Podstawiajac do réwnania / 2.8/2 zwigzek 2£ij* U ij+U j,i i wykorzys-

tujac wielokrotnie twierdzenie Greena,dostaniemy

SW/U, ¢ ulJ-¢1 ukKSu.c/x-i u,5ad%

Przeksztatcajac w sposéb analogiczny trzecie wyrazenie — po prawej stro-

nie réwnania /_2.10/, a nastepnie podstawiajac tam / 2.11/ i porzadkujac,
otrzymamy
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{e(LU* + (f® i +2ui-Xi,5ui} +
/z 12./ +<(M.UiuK-T *® ni-~" i ~

- (Ui-Uiiféi)- o

Ze wzgledu na to, ze wariacje $u;fci), (x.tféfrudTtT); SJE;, fct/éf* T

sa niezalezne, z / 2.12./ uzyskujemy kolejno réwnania /7 1.6/™, /1.6/9,
/ 1.k/~ftj. rébwnania przemieszczeniowe zagadnienia, naprezeniowe warunki
brzegowe i warunki przemieszczeniowe zadania.

Przyjmujac, *e~Ul(X,tal»~(xp:)=0, mozenry czdon (eU; =fa.J znanym sSpo-

sobem sprowadzi¢ dlo postaci

T
/[**0/ | € ¢E; &2 « -$J3 X di
gdzie

/2 .13.7/ X * 1z{ eUiUr dx

r

przedstawia energie kinetyczng osrodka.

Wprowadzajac dalej do / 2 .10/ potencjal sil masowych, powierzchniowych
i oddziatywan

/z.ik./ ~V[ul=-J XiU:dx- f,ZiUidy-ljm rudiidt
f Jvf

uzyskamy, po uwzglednieniu / 2.13/, réwnanie-

$ {i(Ufat- X[Uij- V[Uildtl

2. 1y r io
J@hL, dxcli.O

Wprowadzajac do / 2.15/ funkcjonat Lagrange’a

L[uJ—X-W-v
uzyskamy

/a.17/  SI'M -JJrr® Se,eUdt.O
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gdzie przez H oznaczono funkcjonat Hamiltona

/a.18./ H=fL[Ui]dt

Réwnanie wariacyjne / 2.15/, w przypadku pola niesprze-zonego, przyjmuje
postac

/2 .19/ S{ 0 %-V}<*I'H

Réwnanie / 2.15/ - dla zagadnien sprzezonych pdl przemieszczen i tempera-
tur i zaleznosci / 2.19/ - dla pdél niespr-zezonych, sa podstawowymi zwigz-
kami wariacyjnymi fizykalnie nieliniowej termosprezystosci.

3. Réwnanie wariacyjne przewodnictwa ciepta dla zagadnienia sprzezonego

Jako réwnanie wyjsciowe przyjmujemy réwnanie / 3.22/, podane w pracy [Z]

/3.1.7 -T?2®,U +TrA~x A -0 -
gdzie
3l = =QAc, &=[4~ s (4 V) NCK

Dla zbudowania réwnania wariacyjnego problemu, por. £ , pomnozymy
/3.1./ przez @ i scatkujemy po obszarze/”~X2J x ; po zastosowaniu

twierdzenia Graena otrzymamy
» r

cHNd 7t i D-aadx <f Qnissi dx *fF\®Stdx «
/3.2./ ip £ y>

*®S®AX-"j(®Scodx)dt =0,
gdzie P

| SEXEXIE , SI®-©*#,
~n g, SH~Sidk

VvV réwnaniach / 3.2/, / 3.3/ przez jf oznaczono strumien entropii.

/3.3/

V dalszych rozwazaniach, por. £z] , przyjmiemy nastepujace warunki poczat-
kowo - brzegowe dla réwnania przewbdnictwa ciepta
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LAl i, (Stonit+ ;(x)e3fa*r
X®,i-ni -%au ;

Uwzgledniajac warunki / 3./ w / 3.2.fi. wprowadzajac kolejno funkcje
dysypeeji, potencjat termiczny brzegowy i - Zrédet ciepta

/5 teJJIISiIS A '# 1S
tf/sgn.ni4a  -$>0.
oD‘i)dt* & ($;SSidi #J-L 4 n.ni-SSidi;
p‘k [~ dx . fp-TiJe®s®d*;

(',3*/ @ a $S;dx*J GLQg cTqgoi*/® & <*-
»r-r \ ™

-1J r®fvctx

Otrzymamy 0S tateczni-e

73-6-1 SH =] B1di* 0
U

gdzie \

/ 3.6.7/ SI-SB-ID"P-xJ®Se'olx

i rozpatrywanym, najogélniejszym przypadku zagadnienia dynamicznego,sprze-
zonego dysponujemy uk¥adem réwnan wariacyjnych / 2.10/, / 3.6./, ktore
stanowig ukdad zupedny dla problemu sprzezonego.

fimioski koricowe
V pracy ograniczono sie do wyprowadzenia podstawowego ukdadu réwnan waria-

cyjnych problemu, przy mozliwie ogélnym sformutowaniu zadania; nie zajmo-
wano sie natomiast problemami natury czysto matematycznej.
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Pewna szczegélne problemy byty analizowane w pracy [3] . Stosowane tutaj
oznaczenia sa zgodne z literaturg 1,2,3] <«
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BapnauaoHHNe ypaBHeHaa $E3BHeCKa H&taHemoii jiapMoyrrpyiwia

npAHFIMaa, Hu UUHTP A3utPOUHuH , OFIHupOKHUii, HO
ipksaweukja HeAaHehHna - Tsna Kaynepepa, a yotc ywATHBaa paooty ne-



68 | S.Borkowski

tjraiuionapHtix lepKaHeoKix iioa-en a Haxpy3uK - Ctuia c”ypwyjinp~BaHU

wCHoBHue BaptiauaoHHHe ypaBHeaaa yupyroz TepMuynpyrucTa.

VARIATIONAL EQUATIONS IN PHYSICALLY NONLINEAR THERMOELASTICITY

Variational equations for physically nonlinear, coupled
thermoelastioity are established.



