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ANALIZA OBLICZANIA MAKSYMALNEGO MOMENTU 
W POWŁOCE WIELOLINOWEGO KOŁA PĘDNEGO

W pracy przeprowadzono analizę
równania określającego rozkład momentów równo
leżnikowych ; na okręgu powłoki wielolinowego 
koła pędnego. W wyniku tej analizy otrzymano 
równanie, którym posługując się można w sposób 
prosty obliczyć moment maksymalny.

1. Wstęp
Na początku lat sześćdziesiątych, w górnictwie krajowym wprowadzono 

do eksploatacji wielolinowe koło pędne, które charakteryzuje się cylin
drycznym płaszczem stalowym, wzmocnionym żebrami pierścieniowymi i pod
partym na brzegach o tarcze kołowe.

Płaszcz jest obciążony linami przeważnie czterema, Wzdłuż tworzących 
płaszcza liny są ułożone w odpowiednich odstępach i opasują płaszcz na 
lukach o długości Tt r, lub nieco większych niż % r. Stąd wynika, że roz
kład obciążenia na powierzchni płaszcza przebiega skokcwo, zarówno wzdłuż 
tworzących jak i na okręgach.
Pierwsze opracowanie metody teoretycznego określania momentów i sił 
wewnętrznych w płaszczu wielolinowego koła pędnego opublikował Prof« 0* 
Popowicz £5,6,7}. Metoda Prof. Popowicza była kilkakrotnie weryfikowana 
drogą doświadczalną, na różnych modelach płaszcza £l,2,3»8j. W każdym 
przypadku badań otrzymano wystarczającą zgodność wyników teoretycznych, 
w porównaniu z wynikami doświadczalnymi.

2. Wprowadzenie
V obliczeniach stereomechanicznych płaszcz koła rozpatrujemy jako 

kolisto-walcową powłokę zamkniętą. Zgodnie z istniejącą momenklaturą, 
tworząoe powłoki określa się jako południki, a okręgi jako równoleżniki.
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Płaszczyzny przechodzące przez oś powłoki i dowolne tworzące przyjęto za 
południkowe, a do nich prostopadłe płaszczyzny za równoleżnikowe.

¥ celu określenia dowolnego punktu leżącego na powierzchni powłoki 
przyjęto współrzędne walcowe. Na rys. 1 przedstawiono przyjęty układ: oś 
współrzędnych jest równocześnie osią powłoki, a punkt zerowy leży ne prze
cięciu się osi x z osiami z i y.

Kąt pfrzyjęto równy zero na dodatniej osi z, a jego dodatni kieru
nek oznaczono zgodnie z ruchem wskazówek zegara w płaszczyźnie y - z.

Momenty zginające południki i równoleżniki powłoki określa się odpo
wiednio: momentami południkowymi i momentami równoleżnikowymi. Siły wew
nętrzne w powłoce, skierowane prostopadle do płaszczyzny południkowej 
i płaszczyzny równoleżnikowe ĵ  określa się odpowiednio: błonowymi siłami 
południkowymi i błonowymi siłami równoleżnikowymi.

W pracy rozważania ograniczone są do analizy równań określających 
momenty równoleżnikowe, a celem ich jest opracowanie wyrażenia uproszczo
nego na wyznaczenie maksymalnego momentu równoleżnikowego,

3. Momenty równoleżnikowe
Wartość momentów równoleżnikowych M w powłoce użebrowanej

••$5 Ą  / 1 - 1>8ćos 7et» 
332,5

/ _ 1 - 120 cos 1 lot • $  11 / 
1313

$  n / - funkcja położenia:

• $  11 / | / + ... , /I/

gdzie:

$  a Ą /  =
Sh m l  - sin m 1  n nn
Ch m l  + cos m 1n n /2/
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Rys.1. Układ współrzędnych

V / ^ . / 2» -J
/-* ■ - 73/u. = n \i ------- on V  48g R2

gdzie: g - oznacza równowartną grubość blachy

/ Vi

g - grubość blachy,
1 - moment bezwładności liczony na całej długośoi powłoki, 

z uwzględnieniem żeber,
1 - wartość bezwymiarowa,

1 = 5
oznaczenie wielkości L wynika z rys. 2,

n = 2i + 1 dla i = 1,2 ,3,4,...
R — promień środkowy płaszcza,
Z1- obciążenie liny,
ot - kąt określony na rys. 1.
Dla tarcz przyjętych jako nieodkształcalne względem osi koła przyjmujemy 
współczynnik przy pierwszym wyrazie szeregu 0,00229 w miejsce 0,0091ć 7̂j
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js
305

L _

Rys.2. Płaszcz kola czterolinowego

Dla gładkiej powłoki g = g, a wówczas wyrażenie /1/ nieco się upraszcza 
i przyjmuje postać:

H / |,'<*/ = - 0,132 Z1 • Y f "  [ ° , 00916 ' l3 • I '\[i~ ' OOSCt "

_ 1-Scos 3ot . ¿>3/1/ + 1-24 . 4)5/1/ . 1 A  . $  7/l/ +
22,62 2 117,58 ' 2 332,5

+ 1-80 cos ,9 g . . § 9/\ /- 1 # /5/
715,5 J

Upraszcza się również równanie /3/

-» - ’ '6/

L - liczy się według oznaczenia podanego na rys. 1.

Przykładowo na rys. 3 przedstawiono rozkład momentów równoleżnikowych w.<1powłokach o grubościach: 11,9 i ? . 10 m, obciążonych w odległości L/2
od krawędzi brzegu, dla R = 0 , 5 m i L =  1m.
Do obliczeń zastosowano maszynę cyfrową typu Odra 1204.

Analizując wykresy momentów przedstawione na rys.3jzauważa się, że
maksymalny moment występuje w otoczeniu 1Ó/11,5 rad.
Hatomiast wyniki badań przeprowadzonych na trzech modelach powłok wykazu
ją, że moment maksymalny występuje w pobliżu skoku obciążenia [Vj .

4, Analiza równań określających momenty równoleżnikowe
We wzoraoh /i/ i /5/\ elementy zawarte w nawiasach są iloczynami 

utworzonymi z wyrazów szeregów : funkcji położenia, przemiennego i trygo
nometrycznego. Uwaga ta nie dotyczy wyrazu pierwszego zawartego » nawia
sie.

Funkcja położenia <|>nAr/ jest szybko zbieżna do jedności i dła n713 
jest prawie stała, tak że dla celów praktycznych wystarczy w obliczeniach 
uwzględnić wyrazy do indeksu n = 1 3 , f7l-
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Ciąg wyrazów szeregu przemiennego

22,62
1

117,5« 332,5 sin

n /

&  Warłcśd podane

dla g rtuwmi-i.

Z=»%«

g,aDD7m . 
g.0,009m .
g.ąOtlm ,
Ł*1m

% . 
Rys. 3. Rozkład równoleżnikowych momentów

1/ Układ współrzędnych przyjęto skażony
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szybko dąży do zera, więc szereg ten jest zbieżny Dł̂  i do obliczeń wy
trzymałościowych wystarczy przyjąć wyrazy szeregu /?/ do indeksu n = 1 3 . 
Wyrazy szeregu trygonometrycznego:

28 cos 3ot Sk cos 5oł 1»8 cos 7oc /n -1/ cos not / /
22,02 " Y 17,58 332,5 *** /-y/n2 ry3 » /B/

dla kątaat = / —  - dat / zestawiono w kolumnie pionowej taKL.1.

Tablica 1

Wyrazy szeregu tjjnaki 
cos net

IJSjnaki
wyrazów
szeregu
/8/

8 cos / 3 i--- 3 dat/
2 2 ,6 2  

_ 2*t cos / 5 - 5 dct/
117,58

2k cos / ^ 5 d<»./
117,58

+

UB cos / 7 f- - 7 d* /
332,5

W  cos / 3 2  - 7 dat/

332,5 - -

80 cos / 9 -rg: - 9 dot/
715,5

80 cos / ~  - 9 dc* /
715,5

+

gdzie: dat różniczka kąta ot .

Na rys. 4 przedstawiono wartości wyrazów szeregu /8/, przykładowo 
dla kąta oC = / -2L_ _ / rad< ̂ * * r 5
Z wyrazów szeregu /8/, które są jednakowego znaku,można utworzyć sumy 
cząstkowe. Znaki tych sum zmieniają się w zależności od wartości n :

^  ^ n 2~̂ ~ ^ ® znaki ujemne
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2$  >  n > *  znaki dodatnie

3 3C ^  n — ) 2S  znaki ujemne

¿»li >  n i^Ł_> 3lf znaki dodatnie

Stąd możemy obliczyć ilość wyrazów Sf które będą występować w su
mach cząstkowych dodatnich lub ujemnych szeregu trygonometrycznogo/8 /.

s = J L - . /9 /

Dla pierwszej sumy cząstkowej

s = —  2 -1 ■ ;  / 10/

a dla następnych sum cząstkowych

s = > / 1.1/

gdzie:
n^ - ostatni wyraz występujący w sumie cząstkowej i, 
n^p- ostatni wyraz występujący w sumie cząstkowej i-1.

¥ sumach cząstkowych, oprócz pierwszej, istnieje maksymalna wartość 
bezwzględna licznika wyrazu, którą można wyznaczyć z warunków:

cos / a . ~  - n . — -/ = oos / - n . 4 ^  /<* oos5s - 1 ;

cos / nm . 4  - nm • p i  / = COS / §- - nm . § *  /- cos 0 1,

gdzie:
n - oznacza wyraz spełniający warunek

Z równań /9/ i /13/ wynika:

n »  kS / I Vm
;

k = 0, 3 , 5, 7, 9 ........
Wyrazy szeregu 0,3,5»7»9 oznaczają kolejne sumy czq£kowe.



136 J.Koszelski

Podstawiając /l4/ do /i2/

cos / kS - kS / s J 1J f
a następnie wyrazy szeregu o maksymalnych wartościach licznika

[/ kS/2-l]| • cos a s £  - k S . % /  U s / * - , ] . . h!

I! V * s /  -t]
I3 I[ Y a s / 2 - 1 ]I3

/15/

Dla S y 10 można przyjąć / kS/ zamiast /kS/ — 1, a wówczas wyraże
nie / 15/ przyjmie postać

cos / kS - kS / hl /16/
kS "

Wyrazy o maksymalnych licznikach występujące w sumach cząstkowych 
tworzą szereg przemienny:

1 1 1  1 1 / . 'SI* n / , ' ,
" Ś * 3S ' 5S 7S ‘ nS / " 5ln 2 ' * /17/

Sumy cząstkowe szeregu /8/ tworzą również szereg przemielmy 

2S+1 4S+1

^  “ 4  - » ft / 7 x 4 ° , f t  / .

n=3 2S+3
6S+1

* /-sin M  / + \  1 cos / nf- - n J^/ ^
2 /    —  sin -5- / + ... / 18/

is+3*

Szereg / 18/ jest zbieżny, ponieważ jego wyrazy maleją /4/.
Pierwsze cztery wyrazy szeregu / 18/ obliozono dla przykładu podanego 
na rys. 4, tj. przy S = 90:

- 0,9085 + 0,2180 - 0,1286 + 0,0914 ...

Obliozono również pierwsze sumy cząstkowe przy różnych ilościach wyrazów 
S.
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s Wartości pierwszych sum
90 -0 ,9 0 8 524

180 -0,917 244
360 -0,921 605

2000 -0,925 183
4 000 -0,925 575
8000 -0,925 772

Obliczenie pierwszych sum cząstkowych wykonano przy zastosowaniu maszyny 
cyfrowej.

Zwiększając dwukrotnie ilość wyrazów S, otrzymano około dwukrotnie 
mniejszy przyrost wartości pierwszych sum cząstkowych.
Licząc w ten sposób, dla ilości wyrazów S wynoszącej (nilion otrzymano 
wartość - 0,926. Dalsze zwiększenie ilości wyrazów S daje przyrosty sum 
cząstkowych dążące do zera.
Jeżeli w równaniu /9/

s -  ;dcc
to

dat 0,

i wówczas granicą szeregów /8/ i / 18/ jest pierwsza suma cząstkowa 

cos/ n& - doi. ,n -— /
/-sin i n / = - 0,926. /19/

Rys. 4. Wyrazy szeregu /8/ A  = / / rad
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5. Maksymalny moment równoleżnikowy
Z rozważań w pkt. 4 wynika, że położenie maksymalnego momentu jest 

w odległości dowolnie raałej od kąta 51/2 rad, oczywiście jeśli przy tym 
kącie występuje skok obciążenia. ¥ rzeczywistości położenie maksymalnego 
momentu jest oddalone o około 0,4/11,5 rad od kąta fi/2 rad.

Wprowadzając wartość - 0 ,9 2 6 do równania /5/,określenie maksymalnego 
momentu przyjmuje postać:.

Podobnie upraszcza się równanie /1/.
Liczbę 0,926 otrzymano zakładając, że wartości pierwszych pięciu wyrazów 
funkcji położenia są równe jedności. Dla kąta / 51/ 2-dek / rad,gdzie 
d<k—»-Q, przyjęte uproszczenie jest bez znaczenia praktycznego .Natomiast

dzając pierwsze wyrazy funkcji trygonometrycznej w równanie /20/ i jedno
cześnie zmniejszając liczbę 0,92 6, o wartość tych wyrazów.

W równaniu /2 \// wartość-0 , 7 5 1 otrzymano odejmując od liczby -0 ,9 2 6  

pięć pierwszych wyrazów sz-eregu trygonometrycznego, obliczonych dla 
kąta / (Í/2 - 0 ,4/1 1, 3) rad.

6. Wnioski

Korzystając z wyrażeń / 20/ i /21/ można w sposób prosty, bez stoso
wania maszyny cyfrowej wyznaczyć maksymalny moment równoleżnikowy w powło
ce wielolinowego koła pędnego, przy, czym:
1 • Równanie /20/ określa moment w oddaleniu dowolnie bliskim od kąta 5T/2

2 . Równanie / 2 1/ określa moment oddalony o 0,4/11,5 rad od kąta H/2 rad. 
Różnica między wynikami otrzymanymi przy korzystaniu z równań /20/
1/ mieści się w przedziale 4 — 8 $ó i wartość wypada większa w przypad

ku pierwszym.

+ 719,9 •

22 ,02

1

1

/20/

dla dat = 0,4 /11,5 rad/ wymienione uproszczenie można pominąć,wprowa-

+ 1-24 cos 5ai 
117,56

1 + 120cos 1 1«. 
1313 * $ 11/ Í /  "  ° . 7 5 1  J  . / 2 1 //2 1 /

rad.
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ANALYSIS OP CALCULATION OP THE MAXIMUM MOMENT 
IN THE COATING OP A MULTIROPE DRIVING SHEAVE

The analysis of an equation determining the distribution of parallel mo
ments around the circumference of the coating of the multirope driving 
sheave was made.
Xhis equation may be used for a simple calculation of the maximum moment.
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